
ترکیبیات و احتمال1

آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل اول
�

  پاسخ تشریحی آزمون 1 

�حالت�ممکن�اس��ت�کنار�هم�بایس��تند.�بین�و�دو�طرف�این�چهار�دانش�آموز��5جا�برای�  ‌هنیز    1 !4 راه حل اول: �4دانش�آموز�کلاس�چهارم�در�  3
� ! !× × = × =4 5 4 4 5 480 � دانش�آموزان�کلاس�سوم�وجود�دارد.�پس�تعداد�حالات�برابر�است�با:�

� ! !− × = − =6 2 5 720 240 480 � راه حل دوم:�تعداد�حالاتی�که�دو�دانش�آموز�کلاس�سوم�کنار�هم�هستند�را�از�کل�حالات�کم�می�کنیم:�

1   ‌هنیز    2
�تعداد�راه�های�رفت�از��Aبه��Cو�برگشت�

A C A B C C A C B A
    ( )( )

→ → → → → →
= + × + × = × =1 2 2 1 1 1 5 2 10 �

برای�عضو�اول�از�مجموعه�ی��Aبه�تعداد�اعضای��Bانتخاب�داریم�ولی�با�توجه�به�این�که�تابع�مورد�نظر�یک�به�یک�است،�برای�عضو�دوم�  ‌هنیز    3  3
یکی�از�انتخاب�ها�کم�می�شود�)�4تا(�و�به�همین�ترتیب�برای�عضو�سوم��3انتخاب�و�برای�عضو�چهارم��2انتخاب�داریم�پس�تعداد�تابع�یک�به�یک�برابر�است�با:
� !× × × =5 4 3 2 5 �

از��36حالت�ممکن�در�پرتاب�دو�تاس،�در��6حالت�اعداد�دو�تاس�مس��اوی�هس��تند.�از��30حالت�باقی�مانده،�در�نیمی�از�حالات�)�15تا(�  ‌هنیز    4  1
+ =15 6 21 عدد�اول�بیش�تر�و�در�نیم�دیگر�)�15تا(�عدد�دوم�بیش�تر�است.�پس�تعداد�خواسته�شده�برابر�است�با:�

در�حالت�های�زیر�عدد�تاس�سفید�مضرب�عدد�تاس�سیاه�است.  ‌هنیز    5  1

عدد�تاس�سیاه654321
654−3 6− −2 4 عدد�تاس�سفید�1تا�66

+ + + + + =6 3 2 1 1 1 14 بنابراین�تعداد�حالات�برابر�است�با:�

تعداد�حالات�در�دو�حالت�کلی�که�حرف�تکراری�)A(�باشد�یا�خیر،�جداگانه�می�شماریم:  ‌هنیز    6  4

�
A

nHo§U#·»kM 

#  »j  nHo§U#IM 

: !

!:
!

+

   × ×× = × =      → + =   × = × =    

6 6 5 43 6 1203 6 120 15 1355 3 5 3 151 2

�

دو�حرف�کلمه�ی�مورد�نظر��Aاست،�پس�از��4حرف�باقیمانده�)�L�،�M�،Tو�S(�باید��2تا�را�انتخاب�کنیم،�سپس�در�کنار�هم�قرار�دهیم:  ‌هنیز    7  4

� !
!

  × ×× = × =  
 

4 4 4 3 26 722 2 2
�

حالت�هایی�را�که�دو��Sکنار�هم�قرار�دارند�از�کل�حالت�ها�کم�می�کنیم:  ‌هنیز    8  3
� ! !

!
− = − =6 5 360 120 240

2
�

توجه�کنید�برای�شمارش�حالت�هایی�که�Sها�کنار�هم�هستند�آن�دو�را�یک�شیء�در�نظر�می�گیریم�که�همراه�با��4حرف�دیگر،��5شیء�هستند.
سراسری خارج از کشور - 93

رقم�سمت�چپ�یکی�از�ارقام��7�،5�،3یا��9است.�در�بقیه�ی�ارقام�ممکن�است�یک�هم�به�کار�رفته�باشد:  ‌هنیز    9  3
�         × × × = × =4 4 3 2 16 6 96 �
سراسری - 90

رمز�مورد�نظر�یا�شامل�حروف�تکراری�)N(�هست�یا�خیر:  ‌هنیز    10  2

� NnHo§U#IM 

#nHo§U#·»kM 

!

:
!

: !

+

 
×   

  =
 → + =   × =    

4
31

12
2 12 60 72
5

3 603
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3

�است،�پس:  ‌هنیز    11
n
k

 
  
 

تعداد�زیرمجموعه�های��kعضوی�یک�مجموعه�ی��nعضوی�برابر�  2

�
n n n

n n n
( )

( )
  −

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =  
 

136 36 1 72 92 2
�

  × × ×= = × =   × × × 

9 9 8 7 6 9 14 1265 4 3 2 1
پس�تعداد�زیرمجموعه�های��5عضوی�این�مجموعه�ی��9عضوی�برابر�است�با:�

،�بنابراین�داریم:  ‌هنیز    12
   

=      
   

7 7
3 4

می�دانیم�  4

�
n n+ +         

= ⇒ = +                  
         

1 7 1 7 7
24 3 4 3 4

�

�داریم:
n n n
k k k

+     
+ =          + +     

1
1 1 با�استفاده�از�قانون�پاسکال�

�
n n

n n
n

+ +              ×+ = ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = = =                          −             

7 7 8 1 8 1 8 8 71 8 7 283 4 4 4 4 1 6 2
�

با�استفاده�از�فرمول�جایگشت�با�تکرار�داریم:  ‌هنیز    13  3

� !
! ! !

= × × =6 5 4 3 60
1 2 3

�

�2اسباب�بازی�به�بچه�ی�اول،��2تا�به�بچه�ی�دوم�و��2تا�به�بچه�ی�سوم�می�رسد:  ‌هنیز    14  4

�
     

= × × =          
     

6 4 2
15 6 1 902 2 2 �

�حالت�می�تواند�باشد.�از�بین�این��6حالت�  ‌هنیز    15 !=3 6 �حالت�می�توانند�در�صف�بایستند،�ترتیب�افراد��b�،�aو��dدر�صف،�به� !5 این�افراد�به�  4

!× = =2 1205 40
6 3

�حالت�ممکن،��aبین��bو��dاست.� !5 �از� 2
6
،��aبین��dو��bاست،�پس�در� d a b− − �و� b a d− − در��2حالت�

برای�آن�که�مهره�ها�هم�رنگ�باشند،�ممکن�است�هر�دو�مهره�سیاه،�سفید�یا�سبز�باشند.�پس�تعداد�حالات�برابر�است�با:  ‌هنیز    16  4

�
     

+ + = + + =          
     

4 5 3
6 10 3 192 2 2 �

حالت�های�زیر�مطلوب�است:  ‌هنیز    17  4

�
Â†IÄn#1 ÂMo\U 2:

ÂMo\U 3 :

+

   
+ = × =      

   
  × ×= =  




 → + =

 

5 3
10 3 30

3
2 1

5 5 4 3 10
0

6

10

3

40 �

سراسری خارج از کشور - 90

ابتدا�سه�مدرسه�از��5مدرسه�ی��Aتا��Eرا�انتخاب�می�کنیم.�سپس�از�هر�مدرسه�یک�نفر�را�انتخاب�می�کنیم:  ‌هنیز    18  3

�
       

= × =              
       

35 4 4 4
10 4 6403 1 1 1 �

سراسری - 92

ابتدا��2رقم�از��4رقم�زوج�و��3رقم�از��5رقم�فرد�را�انتخاب�کرده،�سپس�با�آن�ها�یک�عدد��5رقمی�می�سازیم:  ‌هنیز    19  2

� !
   

× = × × =      
   

4 5
5 6 10 120 72002 3

�

تعداد�حالاتی�که�فصل�تولد�هیچ�دو�فرزندی�یکی�نیست�را�شمرده�و�از�کل�حالات�کم�می�کنیم:  ‌هنیز    20  1
� !− = − =44 4 256 24 232 �
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  پاسخ تشریحی آزمون 2 

از�هفت�حرف�موجود،�جای�حرف��Nبه�عنوان�حرف�وسط�مشخص�است.�جایگشت��6حرف�دیگر�با�توجه�به�تکراری�بودن�دو��Eبرابر�است�با:  ‌هنیز    1  4

� !
!
= =6 720 360

2 2
�

تعداد�حالات�را�در�دو�حالت�کلی�که�عدد�صفر�رقم�راست�باشد�یا�خیر،�می�شماریم:  ‌هنیز    2  2

� ##oŸ‚

oŸ‚oÃš 4IÄ 2

      

      

+
× × =

 → + = × × =


4 3 1 12
12 18 303 3 2 18 �

راه حل اول: یکی�از�شش�رقم�داده�شده�در�عدد��5رقمی�استفاده�نمی�شود،�این�عدد�می�تواند�صفر�یا��3یا�اعداد�بی�تکرار�)�2و�5(�باشد:  ‌هنیز    3  3

�

k IM#oŸ‚#½kzº#½jIŸTwH#jk–#o¬H

k IM#3#½kzº#½jIŸTwH#jk–#o¬H

k IM 5#IÄ#2#½kzº#½jIŸTwH#jk–#

{

{

{ o¬H

!:
!
!:

!
!:

! !

+

× =
 × → + + ==


× =

4 4 48
2

3 4 48 36 36 12036
2

3 42 36
2 2

�

راه حل دوم:�تعداد�اعداد��5رقمی�ساخته�شده�با�این��6رقم�برابر�تعداد�اعداد��6رقمی�است:

� ! !
! !
× = =4 5 5 120
2 2

�

هر�مسافر�می�تواند�در�هر�یک�از��6ایستگاه�پیاده�شود،�پس�هر�مسافر��6حق�انتخاب�دارد.�پس�برای��10مسافر،�تعداد�حالات�برابر�است�با:  ‌هنیز    4  1
�

nIM 

× × × = 10

10
6 6 6 6



�

�جایگشت�هستند،�اگر�کتاب�های�ادبیات�را�با��Aو�کتاب�های�زیست�شناسی�را�با��Zنمایش�دهیم�حالات�زیر�  ‌هنیز    5 !5 کتاب�های�ادبیات�دارای�  4
برای�یک�در�میان�بودن�کتاب�های�زیست�شناسی�ممکن�است�اتفاق�بیفتد:

� ZAZAZAAA AZAZAZAA AAZAZAZA AAAZAZAZ, , , �

! ! ! !× × =5 4 3 5 4 بنابراین�تعداد�حالات�برابر�است�با:�

حالت�های�زیر�ممکن�است�اتفاق�بیفتد:  ‌هنیز    6  4

�
´¤n ´¤n IÄ 1 ´¤n 

´¤n ´¤n IÄ 1 

2   

2 ´ n   ¤

!
! !

!
! !

+

× × + = × = × = × = → × × + = × = × =


7 7 6 54 3 3 3 2 2 2 35 70
4 3 6

2807 7 6 54 3 2 2 2 2 210
4 2 2

�

�  ‌هنیز    7 !3 دو�حالت�کلی�وجود�دارد،�یا�عدد�مورد�نظر�با��2ش��روع�می�ش��ود�یا�با��2خاتمه�می�یابد،�در�هریک�از��2حالت�اعداد��5و��8و�6،�به�  2
!× =2 3 12 حالت�در�عدد�قرار�می�گیرند:�

�روبه�رو،��6خط�عمودی�و��4خط�افقی�وجود�دارد.�اگر�دو�خط�افقی�و�دو�خط�عمودی�  ‌هنیز    8 ×3 5 در�مس��تطیل�  2
انتخاب�کنیم،�یک�و�فقط�یک�مستطیل�ساخته�می�شود،��پس�تعداد�مستطیل�ها�برابر�است�با:

�
    × ×= × = × =      
   

6 4 6 5 4 3 15 6 902 2 2 2
�

کافی�اس��ت��3رقم�متمایز�از��5رقم�داده�ش��ده�را�انتخاب�کنیم.�با�س��ه�عدد�انتخاب�ش��ده�تنها�به�یک�صورت�می�توان�عددی�ساخت�که�  ‌هنیز    9  3
 

× =  
 

5
1 103 ترتیب�ارقامش�صعودی�باشد:�

�داریم:  ‌هنیز    10
n n n
k k k

( )
+     

+ =          + +     

1
1 1 ،�حال�با�توجه�به�قاعده�ی�پاسکال�

   
=      

   

7 7
3 4

�داریم:�
n n
k n k

   
=      −   

مطابق�فرمول�  2

�
                           

+ + = + + + = + + = + = =                                                      
                           

7 8 9 7 7 8 9 8 8 9 9 9 10 10
2 3 3 3 3 4 3 3 4 3 3 4 3 4 6 �



5

از�پنج�حرف،��3تا��Sهستند.�پس�از��5حرف�باقیمانده�)E�،�N�،�I�،�U�،�B(�باید��2تا�را�انتخاب�کرده،�سپس�تعداد�جایگشت�آن�ها�را�محاسبه�کنیم:  ‌هنیز    11  3

� !
!

 
× = × × =  

 

5 5 10 5 4 2002 3
�

با�شرایط�مسأله�یا��4پرسش�از�اول�انتخاب�می�شود�یا�هر��5پرسش�اول�پاسخ�داده�می�شود:  ‌هنیز    12  4

�
       

+ = × + × =              
       

5 5 5 5
5 5 1 10 354 4 5 3

�

ابتدا�یک�رقم�از��4رقم�زوج�و��3رقم�از��5رقم�فرد�را�انتخاب�کرده،�سپس�با�آن�ها�یک�عدد�چهار�رقمی�می�سازیم:  ‌هنیز    13  4

� !
   

× = × × =      
   

4 5
4 4 10 24 9601 3

�

�قابل�انجام�است،�مابین�و�دو�طرف�این��4توپ�زرد،��5جای�خالی�برای�قرار�  ‌هنیز    14 !4 ابتدا�توپ�های�زرد�را�کنار�هم�قرار�می�دهیم،�این�کار�به�  2
گرفتن�توپ�های�قرمز�به�وجود�می�آید:

�زرد� �زرد� �زرد� �زرد�

!: ! ! ! ! !
! !

 
× × = × × = ×   × 

5 54 3 3 4 5 123 3 تعداد�حالات2

جایگشت�توپ�های�زرد انتخاب�مکان�

توپ�های�قرمز

جایگشت�توپ�های�قرمز

راه حل اول: یک�جفت�کفش�را�انتخاب�می�کنیم،�س��پس�از��6لنگه�کفش�باقی�مانده،�دو�لنگه�را�با�توجه�به�این�که�تش��کیل�جفت�ندهند،�  ‌هنیز    15  2
انتخاب�می�کنیم:

�
!

   
        ×   × = × =  

 

6 4
1 14 6 44 481 2 2

�

راه حل دوم:�سه�جفت�کفش�را�انتخاب�می�کنیم�از�یکی�هر�دو�لنگه،�از�دو�تای�دیگر�هرکدام�یک�لنگه�را�انتخاب�می�کنیم:

�
       

× × × = × × × =              
       

4 3 2 2
4 3 2 2 483 1 1 1 �

راه حل اول: ابتدا��3منطقه�از��6منطقه�را�انتخاب�می�کنیم�و�از�هر�منطقه�یک�نفر�را�برای�عضویت�در�تیم�انتخاب�می�کنیم:  ‌هنیز    16  2

�
        × ×× × × = × = × = × =              
       

3 36 15 15 15 6 5 4 15 20 15 225 300 675003 1 1 1 6
�

راه حل دوم:�ابتدا�یک�نفر�از��90نفر�را�انتخاب�می�کنیم،�س��پس�از�همه�ی�افراد�باقی�مانده�که�با�نفر�اول�هم�گروه�نبودند�)�75نفر(�یک�نفر�انتخاب�می�کنیم�و�به�
�حالت�های�تکراری�را�حذف�می�کنیم: !3 همین�ترتیب�ادامه�می�دهیم،�با�تقسیم�بر�

�
! !

     
          

× ×      = =

90 75 60
1 1 1 90 75 60 67500

3 3
�

راه ح��ل اول: مثلث�ه��ا�را�می�توان�با�انتخاب��2نقطه�روی�نیم�دایره�و�یک�نقطه�روی�خط�یا��2نقطه�روی�خط�و�یک�نقطه�روی�نیم�دایره�یا�  ‌هنیز    17  3
�3نقطه�روی�نیم�دایره�ساخت:

�
         

+ + = × × + =                  
         

4 4 4 4 4
2 6 4 4 522 1 1 2 3 �

راه حل دوم:�با�هر��3نقطه�ی�انتخابی�از��8نقطه�می�توان�مثلث�ساخت�به�جز�حالاتی�که�هر��3نقطه�روی�خط�قرار�گرفته�باشند:

�
    × ×− = − = − =      
   

8 4 8 7 6 4 56 4 523 3 6
�

�است،�پس:  ‌هنیز    18
n
k

 
  
 

تعداد�زیرمجموعه�های��kعضوی�یک�مجموعه�ی��nعضوی�برابر�  2

� nn n n n
n n n n n n

( )( )
( )( )≠  − −

= ⇒ = → − − = ⇒ − = ⇒ =  
 

01 25 5 1 2 30 1 6 73 6
�

Á¼…–#3#ÁIÀ¾–¼µ\¶oÄp#jHk•U

  × ×⇒ = = =  
 

7 7 6 5 353 6



6 �فصل�اول:�ترکیبیات�و�احتمال�

یا��5دانش�آموز�س��ال�اول�روی��7صندلی�ردیف�اول�و��4دانش�آموز�س��ال�سوم�روی��7صندلی�ردیف�دوم�می�نشینند،�یا�برعکس.�در�هر�  ‌هنیز    19  4
دو�صورت��3دانش�آموز�سال�دوم�آزادند�روی�هرکدام�از��5صندلی�باقی�مانده�بنشینند:

� ! ! !! ! ! ( !)
! ! !

     
× × × × × × = × × × =          
     

27 7 5 7 7 52 5 4 3 2 10 75 4 3 2 3 2
�

برای�آن�که�هم�دانشجو�و�هم�دانش�آموز�در�گروه�باشند،�یا�دو�دانش�آموز�و�یک�دانشجو�در�گروه�هستند،�یا�دو�دانشجو�و�یک�دانش�آموز؛  ‌هنیز    20  1

�
       

+ = × + × =              
       

5 4 4 5
10 4 6 5 702 1 2 1

�

  پاسخ تشریحی آزمون 3 

در�حالت�های�زیر�جمع�اعداد�رو�شده�ی�تاس�یکی�از�اعداد�اول��7�،5�،3�،2و��11است.  ‌هنیز    1  1
�( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 1 1 2 2 1 1 4 4 1 2 3 3 2 �

�( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 6 6 1 2 5 5 2 4 3 3 4 5 6 6 5 �

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =
2

15 5
126

بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

با�توجه�به�ناسازگار�بودن�دو�پیشامد،�برای�داشتن��2فرزند�پسر�یا�داشتن��3فرزند�دختر�در�یک�خانواده�با��4فرزند�داریم:  ‌هنیز    2  3

� P A B P A P B( ) ( ) ( )

   
      

+   = + = + = =
4 4

4 4
2 3 6 4 5

16 82 2
 �

سراسری - 90

راه حل اول: وجود�موش�اول�و�س��وم�در�س��ؤال�تأثیری�ندارد،�پس�اصلًا�آن�ها�را�در�نظر�نمی�گیریم.�از�بین�دو�موش�احتمال�آن�که�اولی�  ‌هنیز    3  3
سیاه�و�دومی�سفید�باشد،�برابر�است�با:

� P A( ) ×= =
×

6 5 3
11 10 11

�

P A( ) × × ×= =
× × ×

9 6 8 5 3
11 10 9 8 11

راه حل دوم:�با�در�نظر�گرفتن�همه�ی�موش�ها�احتمال�برابر�است�با:�

هر�دو�مهره�سفید�یا�هر�دو�مهره�سیاه�هستند،�داریم:  ‌هنیز    4  2

� n A
P A

n S
( )

( )
( )

   
+      

+   = = = = =
 
  
 

5 5
2 2 10 10 20 4

10 45 45 9
2

�

احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    5  2

P A( )

       
              

× × ×       = = = =
× × × × 

  × × × 
 

1 2 3 3
1 1 1 1 1 2 3 3 18 1

9 9 8 7 6 18 7 7
4 3 2 14

اعداد�حاصل�از�دو�کارت�اگر�به�صورت��12�،23�،34�،45یا��21�،32�،43�،54باشند،�اعداد�متوالی�هستند.  ‌هنیز    6  2

� n A
P A

n S
( )

( ) /
( )

= = = =
×
8 2 0 4

5 4 5
�

احتمال�آن�که�هر�دو�کارت�سبزرنگ�یا�هر�دو�کارت�سفیدرنگ�باشند�برابر�است�با:  ‌هنیز    7  3
� P A( ) × + ×= = =

× ×
4 3 3 2 18 3

7 6 7 6 7
�

سراسری - 91
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از�بین�اعداد�دو�رقمی�ساخته�شده�توسط�ارقام��1تا�5،�فقط�اعداد�زیر�مضرب��3هستند:  ‌هنیز    8  3
� , , , , , , , ,12 15 21 24 33 42 45 51 54 �

n A
P A

n S
( )

( ) /
( )

×= = = = =
×
9 9 9 4 0 36

5 5 25 100
بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

از�پیشامد�متمم�استفاده�می�کنیم،�احتمال�آن�که�دو�عقربه�روی�شماره�های�هم�نام�قرار�گیرند،�برابر�است�با:  ‌هنیز    9  4

� P A( )′ = =
×
5 1

9 5 9
�

P A P A( ) ( )′= − = − =1 81 1
9 9

بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    10  1

� P A( )

   
      

×   = = = =
× × × 

  
 

4 5
2 4 6 5 30 5

9 9 8 7 12 7 14
66

�

�اس��ت.�برای�آن�که�اولین��RHخون�  ‌هنیز    11 /0 16 )�یعنی� / )20 4 با�توجه�به�قوانین�ژنتیک�احتمال�آن�که��RHخون�هر�فرزند�منفی�باش��د،�برابر�  2
منفی�در�فرزند�دوم�باشد،��می�بایست�فرزند�اول�دارای��RHمثبت�و�دومی�منفی�باشد،�با�توجه�به�مستقل�بودن��RHخون�دو�فرزند�از�هم�داریم:

� P A( ) ( / ) / / / /= − = × =1 0 16 0 16 0 84 0 16 0 1344 �

احتمال�متمم�پیشامد�خواسته�شده�یعنی�این�که�ماه�تولد�هیچ�دو�نفری�مثل�هم�نباشد،�برابر�است�با:  ‌هنیز    12  2

� P A P A P A( ) ( ) ( )× × × ×′ ′= = = ⇒ = − = − =
× ×4

12 11 10 9 11 5 55 55 411 1
12 4 2 96 96 9612

�

سراسری خارج از کشور - 92

ابتدا�احتمال�اشتراک�دو�پیشامد�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    13  4
� P A B P A P B P A B P A B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / ( ) / ( ) /= + − ⇒ + − = ⇒ =0 8 0 4 0 9 0 3    �

�با�هم�اشتراکی�ندارند،�داریم: B A− �و� A B− با�توجه�به�این�که�دو�مجموعه�ی
� P A B B A P A B P B A P A P A B P B P A B P A P B P A B(( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − = − + − = − + − = + −2    �
� / / / /⇒ + − × =0 8 0 4 2 0 3 0 6 �

رقم�صفر�در�ابتدای�عدد�قرار�نمی�گیرد،�پس�تعداد�اعداد�چهاررقمی�ساخته�شده�توسط��2�،1�،0و��3برابر�است�با:  ‌هنیز    14  4
�      2  1 × × × =3 3 18 �

با�توجه�به�این�که�جمع�ارقام��1�،2�،3و��0مضربی�از��3است،�پس�عدد�ساخته�شده�در�هر�صورت�مضرب��3است،�پس�برای�آن�که�مضرب��6باشد�کافی�است�
زوج�باشد،�یعنی�رقم�یکان�عدد،��2یا�صفر�باشد.

�
oŸ‚

   2  1  1 × × × =3 6 �

�  2  2  1  1 × × × =
2

4 �

P A( ) += = =6 4 10 5
18 18 9

پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

سراسری خارج از کشور - 89

�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    15 P A B( ) ابتدا�  2

� P A B P A B P A P A B P A B( ) / ( ) / ( ) ( ) / ( ) / / /′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = − =0 2 0 2 0 2 0 6 0 2 0 4   �

بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:
� P B A P B A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) / / /′ = − = − = − =0 7 0 4 0 3  �

از�پیشامد�متمم�استفاده�می�کنیم،�احتمال�این�که�هر�دو�مهره�هم�رنگ�)هر�دو�سبز�یا�هر�دو�سفید(�باشند،�برابر�است�با:  ‌هنیز    16  4

� P A P A P A( ) ( ) ( )× + ×′ ′= = = ⇒ = − =
×

4 6 1 2 26 13 271
10 8 80 40 40

�



8 �فصل�اول:�ترکیبیات�و�احتمال�

احتمال�متمم�پیشامد�خواسته�شده،�یعنی�احتمال�آن�که�هیچ�کدام�از�موش�ها�سفید�نباشند،�برابر�است�با:  ‌هنیز    17  4

� P A( )

 
× ×  

  ×′ = = = =
× × 

  × 
 

6
6 5 4

3 20 43 2
11 11 10 9 165 33

3 23

�

P A P A( ) ( )′= − = − =4 291 1
33 33

بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

سراسری خارج از کشور - 91

در�حالات�زیر�مجموع�اعداد�مضرب��3است.  ‌هنیز    18  2
�{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }1 2 1 5 2 4 3 6 4 5 �

P A( )= = =
 
  
 

5 5 1
6 15 3
2

پس�احتمال�موردنظر�برابر�است�با:�

تحصیلات�ابتدایی�را�با��Aو�مهارت�قالی�بافی�را�با��Bنمایش�می�دهیم:  ‌هنیز    19  1
� P A B P A P B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / / / / / / /= + − = + − = + − × = − =0 6 0 25 0 6 0 25 0 85 0 15 0 7  �

سراسری - 90 �با�توجه�به�مستقل�بودن�داشتن�مهارت�قالی�بافی�با�داشتن�تحصیلات�ابتدایی�نوشته�شده�است.� P A B P A P B( ) ( ) ( )= توجه�کنید�که�رابطه�ی�

�پیشامد�آن�است�که�عدد،�مضرب�هر�دو�عدد��5و�  ‌هنیز    20 A B پیش��امد�مضرب��5بودن�را�با��Aو�مضرب��6بودن�را�با��Bنش��ان�می�دهیم.�  1
�6یعنی�مضرب��30باشد.�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:

� P A B P A P A B
[ ] [ ] ([ ] [ ]) ( )

( ) ( ) ( ) /
− − − − − − −− = − = = = = =

− +

600 100 600 100
120 20 20 3 100 17 835 5 30 30 0 166

600 101 1 500 500 500
 �

  پاسخ تشریحی آزمون 4

در�حالت�های�زیر�اختلاف�دو�عدد�ظاهر�شده�در�تاس�برابر��2است.�  ‌هنیز    1  2
�  ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 3 3 1 2 4 4 2 3 5 5 3 4 6 6 4 �

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = = =
2
8 8 2

36 96
بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

اگر�تاس�اول��5یا��6بیاید،�برای�تاس�دوم��6حالت�متصور�است،�اگر�تاس�دوم��5یا��6بیاید�نیز�برای�تاس�اول��6حالت�ممکن�است�اتفاق�  ‌هنیز    2  3
))�احتمال�موردنظر�برابر�است�با: , ), ( , ), ( , ), ( , ))6 6 6 5 5 6 5 5 بیفتد،�با�حذف��4حالت�تکراری�)که�دو�بار�شمرده�شده�اند(�از�این��24حالت�

� P A( ) −= = =
2

24 4 20 5
36 96

�

اگ��ر�رابطه�ی�نوش��ته�ش��ده�تابع�باش��د،�برای�هر�ک��دام�از�اعضای��Aبه�تع��داد�اعضای��Bحق�انتخ��اب�داریم،�پس�تع��داد�توابع�برابر�  ‌هنیز    3  2
�است.�

nIM 

× × × = 6

6
8 8 8 8



،�پس�داریم:
jk– 

× × × × ×
6

8 7 6 5 4 3


اگر�تابع�مورد�نظر�یک�به�یک�باشد،�در�هر�مرحله�یکی�از�حق�انتخاب�ها�کم�می�شود،�یعنی�تعداد�توابع�یک�به�یک�برابر�است�با:�

� n A
P A

n S
( ) ! ! !( )
( )

× × × ×= = = = =
× ×6 6 18 19

8 7 6 3 8 8 8
8 8 2 2 2 2
 �

احتمال�این�که�هر��4مهره�سفید�یا�هر��4تا�سیاه�باشند،�برابر�است�با:  ‌هنیز    4  2

� p A( ) /

       
+              

× + ×       = = = = =
× ×   

      
   

5 4 3 2
2 2 2 2 10 6 3 1 63 3 0 15

8 6 28 15 28 15 20
2 2

�
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�از�طرفی�مجموعه�ی�موردنظر�شامل��2و��3هست�ولی�  ‌هنیز    5
 
  
 

10
6 تعداد�زیر�مجموعه�های��6عضوی�یک�مجموعه�ی�ده�عضوی�برابر�است�با�  4

شامل��4نیست،�پس�باید�از��7عضو�باقیمانده�ی�A،��4عضو�انتخاب�کرد�که�با��2و��3تشکیل�یک�مجموعه�ی��6عضوی�دهند.�

� n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
× ×  

×  × ×= = = = =
× × × × × 

  × × × 
 

7
7 6 5

4 7 5 13 2 1
10 10 9 8 7 10 3 7 6

4 3 2 16

�

،�پس�  ‌هنیز    6 A B A= ،�هم�چنین�می�دانیم�اگر��Aزیرمجموعه�ی��Bباش��د،�آن�گاه� P B A P B P A B( ) ( ) ( )− = −  در�حالت�کلی�می�دانیم�  1
�تبدیل�می�شود.� P B A P B P A( ) ( ) ( )− = − ،�فرمول�فوق�به� A B⊂ در�حالت�

برای�محاس��به�ی�تعداد�حالاتی�که��3حرف��Aکنار�هم�هس��تند،�آن��3را�با�هم�یک�ش��یء�درنظر�می�گیریم�که�با��4حرف��N�،D�،Pو��M  ‌هنیز    7  2
تشکیل��5شی�ء�می�دهند.�در�این�صورت�احتمال�مطلوب�برابر�است�با:

� n A
P A

n S
( ) ! ! !( )
( ) ! !

!

×= = = = =
×

5 3 5 6 1
7 7 7 6 7
3

�

اگر�پیشامد�A،��2بودن�شماره�ی�گوی�قرمز�و�پیشامد�B،��2بودن�شماره�ی�گوی�آبی�باشد،�احتمال�آن�که�لااقل�شماره�ی�یکی�از�آن�ها��2  ‌هنیز    8  4
باشد،�برابر�است�با:

� P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) /+ −= + − = + − × = = = =1 1 1 1 4 5 1 8 2 0 4
5 4 4 5 20 20 5

  �

P A B P A P B( ) ( ) ( )= � توجه�کنید�که�پیشامد��Aو�پیشامد��Bمستقل�هستند،�پس:�

اگر�عدد�اول�خارج�شده�زوج�باشد،�تعداد�حالت�های�یکی�درمیان�برابر�است�با:  ‌هنیز    9  1

اگر�عدد�اول�خارج�شده�فرد�باشد�نیز�همین�تعداد�به�دست�می�آید،�پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:

� n A
P A

n S
( ) ! !( ) /
( ) !

× × × ×= = = = =
×

2 3 3 2 6 6 1 0 1
6 6 120 10

�

در�حالت�های�زیر�مجموع�اعداد�دو�کارت�برابر��11است:  ‌هنیز    10  2
�{ , },{ , },{ , },{ , }2 9 3 8 4 7 5 6 �

بنابراین�احتمال�این�که�مجموع�اعداد�دو�کارت�برابر��11باشد،�برابر�است�با:

� n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =
 
  
 

4 1
9 9
2

�

از�پیشامد�متمم�استفاده�می�کنیم،�احتمال�آن�که�در�این�عدد�سه�رقمی�هیچ�دو�رقمی�یکسان�نباشد�برابر�است�با:  ‌هنیز    11  3

� P A( ) × ×′ = =
× ×

5 4 3 12
5 5 5 25

�

� P A p A( ) ( ) /×′= − = − = = = =12 13 13 4 521 1 0 52
25 25 100 100

� بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

با�استفاده�از�پیشامد�متمم،�احتمال�این�که�در�پرتاب��2سکه،�حداقل�یکی�رو�بیاید�برابر�است�با:  ‌هنیز    12  3

� P A P A( ) ( )′= − = − = − =
2
1 1 31 1 1

4 42
�

P A B P A P B( ) ( ) ( )= = × =3 2 1
4 6 4

 با�توجه�به�مستقل�بودن�پرتاب�سکه�ها�و�تاس،�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

سراسری خارج از کشور - 91



10 �فصل�اول:�ترکیبیات�و�احتمال�

راه حل اول: از�پیش��امد�متمم�اس��تفاده�می�کنیم.�اگر�رنگ�مهره�ها�فقط�از�دو�رنگ�نباش��د،�یا�هر�س��ه�از�یک�رنگ�هستند،�یا�رنگ�هر�سه�  ‌هنیز    13  4
متفاوت�است.

� P A P A( ) ( )

           
+ + +                      

× × + + + + −           ′= − = − = − = − = = =
× × × 

  × 
 

4 5 4 4 5 4
1 1 1 3 3 3 4 5 4 4 10 4 80 18 286 98 188 941 1 1 1

13 13 12 11 26 11 286 286 143
3 23

�

راه حل دوم:�تعداد�حالاتی�که�مهره�ها�از�دو�رنگ�هستند�را�به�صورت�مستقیم�محاسبه�می�کنیم.�به�این�ترتیب�که�در�هر�حالت�تعداد�حالات�این�که��2مهره�از�
یک�رنگ�باشند�و�مهره�ی�سوم�رنگی�متفاوت�داشته�باشد�را�می�شماریم.�

� P A( )

           
+ +                      

× + × + × × +           = = = = =
× × 

  × 
 

4 9 5 8 4 9
2 1 2 1 2 1 6 9 10 8 6 9 54 2 80 188 94

13 13 12 11 286 286 143
3 23

�

�  ‌هنیز    14 3
5
�و�احتمال�آن�که�عقربه�ی��Bروی�ش��ماره�ی�فرد�قرار�بگیرد�برابر� 2

4
احتمال�آن�که�عقربه�ی��Aروی�ش��ماره�ی�فرد�قرار�بگیرد�برابر�  3

است.�احتمال�آن�که�لااقل�یکی�از�آن�ها�روی�شماره�ی�فرد�قرار�گیرد�برابر�است�با:

� P A B P A P B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) /+ −= + − = + − = + − × = + − = =2 3 2 3 1 3 3 5 6 3 0 8
4 5 4 5 2 5 10 10

  �

�با�توجه�به�مستقل�بودن�چرخش�دو�عقربه�ی��Aو��Bنوشته�شده�است.� P A B P A P B( ) ( ) ( )= توجه�کنید�که�رابطه�ی�

احتمال�رخ�ندادن��Bسه�برابر�احتمال�رخ�دادن�آن�است،�پس:  ‌هنیز    15  3

� P B P B P B P B P B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ = ⇒ − = ⇒ =13 1 3
4
�

� A B B A B( )− =  �و��Bدو�پیش��امد�ناسازگار�هستند�و�داریم� A B− با�توجه�به�نمودار�ون�روبه�رو�می�دانیم�دو�پیش��امد�
پس:

� P A B P A B B P A B P( ) (( ) ) ( ) (B)= − = − + = + =1 1 5
6 4 12

  �

راه حل اول: در�حالت�های�زیر�مجموع�اعداد�ظاهر�شده�برابر��9است.�  ‌هنیز    16  4
�( , ), ( , ), ( , ), ( , )3 6 6 3 4 5 5 4 �

n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = 4
36

بنابراین�احتمال�پیشامد��Aبرابر�است�با:��

. P B( )= 2
36

�نتیجه�می�شود� P A P B( ) ( )=2 از�رابطه�ی�

B {( , ), ( , )}= 5 6 6 5 �است:�� 2
36

از�بین�اعداد�داده�شده�در�گزینه�ها،�فقط�احتمال�آن�که�مجموع�اعداد�ظاهر�شده�برابر��11باشد�برابر�

� n B
P B

n S
( )

( )
( )

= = 2
36

�

�می�باشد. n
P x n

| |
( )

− −
= =

6 7
36

راه حل دوم:�در�پرتاب�دو�تاس�احتمال�آن�که�مجموع�شماره�ی�دو�تاس�برابر��nباشد�برابر�

بنابراین�داریم:

� n
P A P B n n n n n  IÄ

| | | |
( ) ( ) | | | |

− − − −
= = ⇒ = ⇒ = ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =
6 7 9 6 74 2 2 6 7 2 7 4 7 4 11 3

36 36 36 36 36
�

از�پیشامد�متمم�استفاده�می�کنیم،�احتمال�این�که�عدد�رو�شده�در�تمام�تاس�ها�متفاوت�باشد،�برابر�است�با:  ‌هنیز    17  4

� P A( ) × × ×′ = = = =
4 3

6 5 4 3 60 10 5
36 186 6

�

بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:

� P A P A( ) ( )′= − = − =5 131 1
18 18

�



11

�حالت�در�یک�صفر�قرار�می�گیرند،�بین�و�طرفین�آن�ها�مطابق�ش��کل�زی��ر��8جا�برای�قرار�گرفتن�  ‌هنیز    18 !7 دانش�آم��وزان�تجرب��ی�به�تع��داد�  1
دانش�آموزان�ریاضی�قرار�دارد،�در�این�صورت،�دانش�آموزان�ریاضی�کنار�هم�قرار�نخواهند�گرفت.�

n A
P A

n S

! ! !! !
( ) ! !( )
( ) ! !

 
× ×  

× × × = = = = = =
× × × ×

8
7 8 57 55 7 6 5 4 7 75 3

12 12 12 11 10 9 11 9 99

پیشامد�موفقیت�آقای�)الف(�را�با��Aو�پیشامد�موفقیت�آقای�)ب(�را�با��Bنشان�می�دهیم.�  ‌هنیز    19  4

�
P A B P A P A B

P A P B
P B A P B P A B
( ) / ( ) ( ) /

( ) ( ) /
( ) / ( ) ( ) /

− = ⇒ − = ⇒ − = − = ⇒ − =

0 3 0 3
0 150 15 0 15





�

�است،�پس: P B( ) �پنجاه�درصد�بیش�تر�از� P A( ) ضمناً�

�
P A P B

P B P B P B P B P A
P A P B
( ) / ( )

/ ( ) ( ) / / ( ) / ( ) / ( ) /
( ) ( ) /

= ⇒ = + ⇒ = ⇒ = = ⇒ = = +

1 5 151 5 0 15 0 5 0 15 0 3 0 450 15 50
�

� P A B P A B P A B( ) / / ( ) / ( ) /− = ⇒ − = ⇒ =0 3 0 45 0 3 0 15  �
�است.� P A B( )′ ′

 احتمال�آن�که�هیچ�کدام�وارد�مجلس�نشوند�برابر�
� P A B P A B P A B P A P B P A B( ) (( ) ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( / / / ) /′ ′ ′= = − = − + − = − + − =1 1 1 0 45 0 3 0 15 0 4    �

اگر�پیشامد�مضرب��4بودن�عدد�موردنظر�را�با��Aو�پیشامد�مضرب��5بودن�را�با��Bنشان�دهیم،�پیشامد�آن�که�عدد�موردنظر�مضرب�  ‌هنیز    20  3
�است: A B′ ′

 �4و�مضرب��5نباشد،�
� P A B P A B P A B P A P B P A B( ) (( ) ) ( ( )) ( ( ) ( ) ( ))′ ′ ′= = − = − + −1 1    �

ضمناً�می�دانیم�احتمال�این�که�عدد�موردنظر�مضرب��5�،4و�هردوی�آن�ها�)مضرب�20(�باشد�به�ترتیب�برابر�است�با:

� P A( )

   −    −   = = =
− +

500 200
4 4 125 50 1
500 201 1 300 4

�

� P B( )

   −    −   = = =

500 200
5 5 100 40 1

300 300 5
�

� P A B( )

   −    −   = = =

500 200
20 20 25 10 1

300 300 20
 �

P A B( ) ( ) /+ −′ ′ = − + − = − = = =1 1 1 5 4 1 12 31 1 0 6
4 5 20 20 20 5

 بنابراین�احتمال�مورد�نظر�برابر�است�با:�

  پاسخ تشریحی آزمون 5 

راه حل اول: زوج�بودن�عدد�به�دست�آمده�را�با��Aو�ظاهر�شدن��4یا��6را�با��Bنمایش�می�دهیم:  ‌هنیز    1  3

� P B A
P B A

P A
( )

( | )
( )

= = =

2
26

3 3
6

 �

. 2
3
راه حل دوم:�می�دانیم�عدد�زوج�به�دست�آمده،�یعنی��2یا��4یا�6.�احتمال�این�که�این�عدد��4یا��6باشد،�برابر�است�با�

�دانشجوی�دختر�وجود�دارد،�احتمال�مهندس�بودن�یکی�از�آنان�برابر�است�با:  ‌هنیز    2 + + =20 80 10 110 مجموعاً�  3

� P A( )= =20 2
110 11

�

پس�احتمال�آن�که�وی�دانشجوی�مهندسی�نباشد،�برابر�است�با:

P A P A( ) ( )′ = − = − =2 91 1
11 11



12 �فصل�اول:�ترکیبیات�و�احتمال�

راه حل اول: با�توجه�به�این�که�یکی�از�فرزندان�این�خانواده�ی�س��ه�فرزندی�پس��ر�است،�این�حالت�که�هر�سه�فرزند�دختر�باشند�از�فضای�  ‌هنیز    3  2
�عضو�دارد.�احتمال�این�که�دو�فرزند�دختر�در�این�خانواده�باشد،�برابر�است�با: −32 نمونه�ای�حذف�می�شود،�پس�فضای�نمونه�ای�1

�

 
  
  =
−3

3
2 3

72 1
�

�است. P A B( | ) راه حل دوم:�اگر��Aپیشامد�این�باشد�که�دو�فرزند�خانواده�دختر�باشند�و��Bپیشامد�پسر�بودن�لااقل�یکی�از�فرزندان�باشد،�احتمال�خواسته�شده�

� P A B
P A B

P B
( )

( | )
( )

= = =
−

3
38

1 71
8

 �

سراسری خارج از کشور - 89

راه حل اول: احتمال�سفید�بودن�دومی�را�در�دو�حالت�سفید�یا�سیاه�بودن�اولی�محاسبه�می�کنیم.�  ‌هنیز    4  4

� P

Â²»H#·j¼M#kÃŸw Â¶»j#·j¼M#kÃŸw Â²»H#·j¼M#½IÃw #Â¶»j#·j¼M#kÃŸw

( )= × + × = + = × =6 5 9 6 6 5 9 2 21
15 14 15 14 15 14 14 5 5

�

�است. 2
5
�یا� 6

15
راه حل دوم:�از�آن�جا�که�راجع�به�مهره�ی�اول�خارج�شده�هیچ�اطلاعی�نداریم،�احتمال�سفید�بودن�دومین�مهره�برابر�احتمال�سفید�بودن�یک�مهره�یعنی�

سراسری - 92

با�استفاده�از�فرمول�احتمال�شرطی�داریم:  ‌هنیز    5  4

� P B A P B A P B P A
P B A

P A P A P A
( ) ( ) ( ) ( B)

( | )
( ) ( ) ( )

′ − −′ = = =
′ − −1 1

  �

�پس�داریم: A B A= ،�پس� A B⊂ با�توجه�به�این�که�می�دانیم�

� P B P A
P B A

P A
( ) ( )

( | )
( )

−−′ = = = =
− −

3 1 5
54 3 12

1 1 2 81
3 3

�

احتمال�بومی�بودن��3نفر�از��4نفر�برابر�است�با:  ‌هنیز    6  4

� P ( / ) ( / ) ( / ) / / / /
 

= × − = × × = × =  
 

3 34
0 6 1 0 6 4 0 6 0 4 1 6 0 216 0 34563 �

متمم�دختر�بودن�لااقل�دو�نفر�از�فرزندان،�این�است�که�تعداد�دخترها�صفر�یا�یک�باشد،�پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    7  4

� P ( )

   
      

+ −   = − + = − = = =
5 5

5 5
0 1 1 5 32 6 26 131 1

32 32 32 162 2
�

این�که�حداقل��2عدد�از��5عدد�دانه�ی�کاشته�شده�جوانه�بزند،�یعنی�تعداد�دانه�های�جوانه�زده�صفر�یا�یک�نباشد،�پس�با�استفاده�از�احتمال�  ‌هنیز    8  1
دوجمله�ای�داریم:

� P ( ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ) (( ) ( ) ) / /
    + × ×= − + = − + × × = − = − = − = − =      
   

50 5 1 4 5 4
5 5 5

5 5 1 4 1 1 20 21 2 21 321 0 8 0 2 0 8 0 2 1 5 1 1 1 1 0 00672 0 993280 1 5 5 5 5 10 10
�

سراسری - 89

دو�پیشامد�مستقل�هستند،�پس�احتمال��Aبه�شرط��Bبرابر��احتمال���Aمی�باشد،�پس:  ‌هنیز    9  1

�� P A B P A( | ) ( ) /= ⇒ =3 0 3
10

������,������ P B A P B( | ) ( ) /= ⇒ =4 0 4
10

�

� P A B P A P B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / / / / / / /= + − = + − = + − × = − =0 3 0 4 0 3 0 4 0 7 0 12 0 58  � بنابراین�داریم:�

در�حالت�های�زیر�جمع�شماره�ها�کم�تر�از��6است:�  ‌هنیز    10  1
�( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 1 1 2 1 3 1 4 ������,������( , ), ( , ), ( , )2 1 2 2 2 3 ������,������( , ), ( , )3 1 3 2 ������,������( , )4 1

�است. =5 1
10 2

در��5حالت�از�حالت�های�بالا�یکی�از�تاس�ها��2آمده�است.�پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�



13

�است،�پس�احتمال�جواب�صحیح�به��3پرسش�از��5تا�برابر�است�با:  ‌هنیز    11 1
5
احتمال�پاسخ�صحیح�تصادفی�به�یک�سؤال��5گزینه�ای�برابر�  2

� P ( ) ( ) /
  × ×= = × = = = =  
 

2 4 5 93 2
5 5 4

5 1 4 4 10 2 2 2 51210 0 05123 5 5 100005 10 10
�

سراسری - 92

�است،�پس�  ‌هنیز    12 6
14

�و�احتمال�آن�که�از�جعبه�ی�دوم�بوده�باشد�برابر� 8
14

احتمال�آن�که�لامپ�انتخابی�نهایی�از�جعبه�ی�اول�بوده�باشد،�برابر�  2
احتمال�معیوب�بودن�لامپ�انتخابی�از�جعبه�ی�جدید�برابر�است�با:

� +× + × = × + × = + = =
× ×

8 4 6 3 4 1 3 1 2 3 10 9 19
14 24 14 15 7 6 7 5 21 35 7 3 5 105

�

�بار�قبلی�شکست�خورده�باشیم،�احتمال�هر�بار�شکست�  ‌هنیز    13 X−1ام�موفقیت�حاصل�شود،�می�بایست�در��Xبرای�آن�که�برای�اولین�بار�در�بار�  4
�است،�پس�تابع�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با: P−1 متمم�احتمال�موفقیت�یعنی�

XP P( ) −− 11
�بار�قبلیپیروزی�در�بار�آخر X−1پیروزی�در�

با�توجه�به�نمودار�درختی�زیر،�احتمال�این�که�یک�فرد،�دفترچه�ی�سلامت�داشته�باشد،�برابر�است�با:  ‌هنیز    14  2
� P / / / / / / /= × + × = + =0 54 0 6 0 46 0 75 0 324 0 345 0 669 �

افراد�روستا

مرد

زن

0/54

0/6

0/75

0/4

0/25

0/46

دارای�دفترچه�ی�سلامت

دارای�دفترچه�ی�سلامت
فاقد�دفترچه�ی�سلامت

فاقد�دفترچه�ی�سلامت
سراسری خارج از کشور - 90

�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    15 P A B( ) با�استفاده�از�قانون�جمع�احتمالات�  3

� P A B P A P B P A B P A B P A B P A B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − ⇒ + − = ⇒ = + − ⇒ =1 2 7 1 2 7 4
3 5 15 3 5 15 15

     �

بنابراین�با�استفاده�از�فرمول�احتمال�شرطی�داریم:

� P A B P B A
P A B P B A

P B P A
( ) ( )

( | ) ( | )
( ) ( )

+ = + = + = + =

4 4
2 4 2215 15

2 1 3 5 15
5 3

  �

طبق�نمودار�درختی�روبه�رو�احتمال�این�که�یک�دانش��جوی�سال�اول،�تمام�  ‌هنیز    16  2
واحدهای�درسی�خود�را�گذرانده�باشد،�برابر�است�با:

P / / / / / / / /= × + × = + = = %0 55 0 6 0 45 0 64 0 33 0 288 0 618 61 8

برای�آن�که�جمع�کل�احتمالات�برابر�یک�باشد،�داریم:  ‌هنیز    17  4

� a a a a a a a+ + + + ++ + + = ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =1 1 5 1 7 3 51 1 4 13 21 4 8 2
21 3 7 21 21

�

بنابراین�داریم:

� P X P X P X( ) ( ) ( )≥ = = + = = + =2 5 113 3 4
7 21 21

�

دانشجویان

دختر

پسر

0/55
0/6

0/64

0/4

0/36

0/45

قبول

قبول

رد

رد
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مطابق�نمودار�درختی�روبه�رو،�احتمال�سالم�بودن�یک�محصول�برابر�است�  ‌هنیز    18  2
با:

� P
( ) ( ) ( )

/ / / / / /
− + − + −

= × + × + × =
30100 1 45 100 2 25 100 40 3 0 99 0 45 0 98 0 25 0 96

10000
�

� / /− + − + − −= = = − = − =3000 30 4500 90 2500 100 10000 220 221 1 0 022 0 978
10000 10000 1000

�

�از�ظرف�دوم�اس��ت،�پس�احتمال�س��فید�بودن�آن�  ‌هنیز    19 5
12

�از�ظرف�اول�و�به�احتمال� 7
12

مهره�ای�که�از�ظرف�دوم�خارج�می�ش��ود�به�احتمال�  4
برابر�است�با:

� P += × + × = + = =7 6 5 3 7 5 21 10 31
12 24 12 18 48 72 144 144

�

�است،�پس�احتمال�سفید�بودن�هر�دو�مهره�برابر�است�با:  ‌هنیز    20 1
2
احتمال�انتخاب�هرکدام�از�جعبه�ها�  1

� P

   
      

+   = × + × = × + × = + = =
×   

      
   

4 3
2 21 1 1 6 1 3 1 1 24 7 31

2 7 2 9 2 21 2 36 7 24 7 24 168
2 2

�

  پاسخ تشریحی آزمون 6  

می�دانیم�مجموع�اعداد�ظاهر�شده،�کم�تر�از��7یعنی�از��2تا��6است،�پس�یکی�از�حالت�های�زیر�اتفاق�افتاده�است:�  ‌هنیز    1  2
�( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 2 1 2 2 2 3 2 4 3 1 3 2 3 3 4 1 4 2 5 1 �

)�در�حالت�های�زیر�از�زوج�مرتب�های�بالا،�هر�دو�عدد�زوج�است.� , ), ( , ), ( , )2 2 2 4 4 2

� P A 0/2( )= = = =
+ + + +

3 3 1
5 4 3 2 1 15 5

بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:��

در�یک�بار�پرتاب�دو�تاس�سالم�با�هم،�احتمال�زوج�بودن�هر�دو�عدد�رو�شده�برابر�است�با:�  ‌هنیز    2  2
� p ×= =

×
3 3 1
6 6 4

�

بنابراین�احتمال�این�که�در�یک�یا�دو�یا�سه�بار�پرتاب�دو�تاس،�برای�اولین�بار�هر�دو�عدد�زوج�بیاید�برابر�است�با:�

�� ( ) + ++ × + × = + + = =21 3 1 3 1 1 3 9 16 12 9 37
4 4 4 4 4 4 16 64 64 64

�

سراسری - 91

مهره�های�سفید�را�با��Wو�مهره�های�سیاه�را�با��Bنمایش�می�دهیم،�در�حالت�های�زیر�مجموع�مهره�ها�برابر��6است.�  ‌هنیز    3  2
� B B W B W W B( , ), (W , ),( , ), ( , )1 5 1 5 1 5 1 5 , B B W W B W W B( , ), ( , ), ( , ), ( , )2 4 2 4 2 4 2 4 , B W( , )3 3 �

�است.� 4
9
در�این��9حالت،�در�چهار�حالت�مهره�ها�هم�رنگ�هستند،�پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�

�است،�پس�احتمال�خرید�کردن��3نفر�از��4نفر�برابر�است�با:�  ‌هنیز    4 / /− =1 0 6 0 4 احتمال�خرید�هر�نفر�از�فروشگاه��0/6و�احتمال�عدم�خرید�توسط�او�  3

� 3
(0/6) (0/4) 4 0/216 0/4 1/6 0/216 0/3456

 
= × × = × =  

 

4
3 �

سراسری خارج از کشور - 90

محصول

A

B

C

0/3
0

0/01

0/02

0/04

0/99

0/98

0/25

0/96

0/45

معیوب

معیوب

معیوب

سالم

سالم

سالم
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با�توجه�به�فرمول�اتحاد�شرطی�داریم:�  ‌هنیز    5  2

�
P B A P B A

P B A P A B
P A

( ) ( )
( | ) / ( ) /

( ) /
= ⇒ = ⇒ =0 7 0 14

0 2
 

 �

برای�یافتن�احتمال�خواسته�شده�با�استفاده�از�فرمول�های�احتمال�داریم:�

�
( ) ( )P P P BP A P B P B

P A
P P P P

/2+0/22-0/14 0/72
0/9

0/2 0/8

(A) (B) (A )(B ) (A ) (A ) ( )
(B | )

(A ) (A ) (A) (A)

′ ′ ′ − + −− −′ ′ = = = = = = =
′ ′ − − −

11 1 0
1 1 1

  

�

تعداد�داوطلبان�کلاس��Aدو�برابر�تعداد�داوطلبان�کلاس��Bاس��ت،�پس�احتمال�آن�که�  ‌هنیز    6  2

�است.� 1
3
�و�احتمال�آن�که�از�کلاس��Bباشد� 2

3
داوطلبی�از�کلاس��Aباشد�برابر�

اگر�پیشامد�قبول�شدن�را��Cو�پیشامد�از�کلاس��Aبودن�را��Aبنامیم،�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�

�
p A C

p A C
p C

/( )
( | )

( ) / /

×
= = = = =

× + × +

2 80 4
8 43 30

2 1 8 6 14 70 4 0 6
3 3 30 30



�

�است�که�تقریباً�برابر��0/57است.� /0 571428 �برابر� 4
7
مقدار�دقیق�عدد�

کوچک�ترین�عدد�روشده�برابر��3باشد،�برابر�حالاتی�است�که�لااقل�یکی�از�اعداد�روشده��3باشد�و�تاس�دیگر�عددی�بزرگ�تر�یا�مساوی�  ‌هنیز    7  2
�3)�5�،4�،3یا�6(�باشد.

� P X( ) + −= = =4 4 1 73
36 36

�

)�را�دوبار�شمرده�بودیم�که�یک�بار�از�تعداد�حالات�کم�کردیم.� , )3 3 توجه�کنید�که�حالت�

برای�آن�که�حداکثر�بعد�از�پرتاب�سوم�سکه،�مجاز�به�پرتاب�تاس�باشیم�یعنی�دوبار�اول�یا�دوم�یا�سوم،�اولین�بار�سکه�رو�آمده�است�که�  ‌هنیز    8  3
احتمال�آن�برابر�است�با:�

�


»n#Ï»H#nIM
»#SzQ#Ï»H#nIM »#SzQ#Ï»H#nIM »j

»n#³»j#nIM# »n#³¼w#nIM

( )+ × + × = + + =21 1 1 1 1 1 1 1 7
2 2 2 2 2 2 4 8 8



�

�است،�پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�ضرب�این�دو�احتمال�است:� 2
6
از�آن�جا�که�احتمال�آن�که�در�پرتاب�یک�تاس�عدد�روشده�مضرب��3باشد�برابر�

� × =7 2 7
8 6 24

�

�است:�  ‌هنیز    9 P A B( | ) اگر�پیشامد���Aقرمز�بودن�رنگ�مهره�ی�اول�و�پیشامد��Bقرمز�بودن�رنگ�مهره�ی�دوم�باشد،�احتمال�خواسته�شده�  1

�
P A B

P A B
P

( )
( | )

(B) ( )

× ×
= = = =

× + × +

5 4 5 1
19 8 9 2

5 4 4 5 5 4 4 2
9 8 9 8 9 8 8



�

�دو�حالت�در�نظر�گرفتیم،�اولی�قرمز�و�دومی�قرمز�یا�اولی�آبی�و�دومی�قرمز.� P B( ) برای�پیدا�کردن�

�با�توجه�به�این�که�اطلاعی�از�رنگ�مهره�ی�اول�خارج�شده�نداریم�می�توانیم�احتمال�قرمز�بودن�مهره�ی�اول�را�در�نظر�بگیریم:� P B( ) توجز:�برای�پیدا�کردن�

� P B( )=5
9
�

�و��Bنیز�مستقل�هستند،�پس:�  ‌هنیز    10 A′ می�دانیم�اگر��Aو��Bدو�پیشامد�مستقل�باشند�  1
� P A B P A B P A P A( | ) ( | ) ( ) ( )′ ′+ = + =1 �
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راه حل اول: با�توجه�به�این�که�نس��بت�به�دو�مهره�ی�اول�اطلاعی�نداریم،�احتمال�س��فید�بودن�مهره�ی�س��وم�برابر�احتمال�سفید�بودن�یک�  ‌هنیز    11  2

�است. 3
7
مهره�در�بار�اول�خارج�کردن.�یعنی�

راه حل دوم:�بسته�به�این�که�مهره�های�اول�و�دوم�از�چه�رنگ�بوده�اند،�حالت�های�زیر�متصور�است.�

�
 

P

kÃŸw#»j ½IÃw#»j ½IÃw#¦Ä#,kÃŸw#¦Ä

= × × + × × + × × × = + + = =3 2 1 4 3 3 4 3 2 1 6 8 15 32
7 6 5 7 6 5 7 6 5 35 35 35 35 7



�

احتمال�انتقال�بیماری�به��4نفر�از��6نفر�برابر�است�با:�  ‌هنیز    12  2

� ( / ) ( / ) ( ) ( ) /
  × × × × × ×× − = × = = = = =   × 

2 4 5 94 2 4 2
6 5 5 5

6 6 5 1 4 15 4 3 2 2 3 2 3 5120 2 1 0 2 0 015364 2 5 5 1000005 5 2 10
�

،�ضمناً�با�استفاده�از�قاعده�ی�جمع�احتمالات�داریم:�  ‌هنیز    13 P A B P A( ) ( )P(B)= �Aو��Bدو�پیشامد�مستقل�هستند،�پس�  2

� P A B P A P B P A B P A P B P A P B P A P A P A P A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( ) / / ( ) / ( ) / ( )= + − = + − ⇒ = + − ⇒ = ⇒ = 50 8 0 3 0 3 0 7 0 5
7

  �

. P B(A| )= 5
7
�پس� P A B P A( | ) ( )= از�طرفی�می�دانیم�اگر��Aو��Bدو�پیشامد�مستقل�باشند،�

با�توجه�به�نمودار�روبه�رو�احتمال�انتقال�بیماری�به�کارگر�مورد�نظر�برابر�است�با:�  ‌هنیز    14  1

� P /= × + × = + =2 25 3 2 1 12 0 13
5 1000 5 10 100 100

�

سراسری - 89

�امُین�آزمایش�اتفاق�بیفتد،�  ‌هنیز    15 X− �امُین�موفقیت�در� n− �است.�اگر� p−1 احتمال�موفقیت�در�هر�آزمایش�برابر��pو�احتمال�شکست�برابر�  3
تابع�احتمال�برابر�است�با:�

���

X n n X n n X n n

X n

X X X
p p p p p p p

n n n

Â±L¤#nIM# nj#Áp»oÃQ ÁH¾±µ »j#ÏIµTeH oiA#nIM#nj#Áp»oÃQ]

( ) ( )( ) ( ) ( )− − − − −

− −

−− − −     
− × = − = −          − − −     

1

1

1 1

1

1 1 1
1 1 11 1 1



�

�می�تواند�صفر،�یک�یا�دو�باشد،�احتمال�هر�کدام�از�آن�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    16 X( ) تعداد�موش�های�سفید�خارج�شده�  3

� P X( )

   
×    ×   

   = = = = = =
× 

  
 

4 6
6 510 2 15 1 520

10 10 9 45 3 15
22

����������������������������������� P X( )

   
      

×   = = = =
 
  
 

4 6
1 1 4 6 81
10 45 15
2

� P X( )

   
      
   = = = =
 
  
 

4 6
2 0 6 22
10 45 15
2

�است. 8
15

بیش�ترین�مقدار�مربوط�به�احتمال�خارج�شدن�یک�موش�سفید�برابر�
سراسری - 91
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�  ‌هنیز    17  2

�



P X P X P X P X

kÃŸw#Â²»H kÃŸw#Â¶»j#»#½IÃw#Â²»H kÃŸw#Â¶¼w#»#½IÃw#Ï»H#ÁIU»j

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) + + × ≤ = = + = + = = + × + × × = + + = = = 
× 

3 2 3 2 2 3 3 2 4 3 25 10 4 3 39 1173 1 2 3 1
5 5 5 5 5 5 5 5 25 5 25 5 25 125



اگر�سکه�ی�اول�پرتابی�رو�بیاید،�تاس�می�ریزیم�پس�دقیقاً�یک�سکه�رو�ظاهر�شده�و�مطلوب�ما�می�باشد.�اگر�سکه�ی�اول�پشت�بیاید،�سه�  ‌هنیز    18   4

�. P= + × =1 1 3 11
2 2 8 16

�و�بنابراین�احتمال�کل�برابر�است�با�

 
  
 

3

3
1

2
سکه�ی�دیگر�می�ریزیم،�احتمال�رو�آمدن�دقیقاً�یک�سکه�در�پرتاب�سه�سکه�برابر�است�با�

اگر��Cرا�پیشامد�معیوب�بودن�محصول�درنظر�بگیریم،�با�توجه�به�نمودار�درختی�روبه�رو،�احتمال�معیوب�بودن�یک�محصول�برابر�است�با:�  ‌هنیز    19  1

� P C( ) / / / / /= × + × =0 55 0 03 0 45 0 05 0 039 �������

بنابراین�اگر�بدانیم�محصول�معیوب�است،�احتمال�آن�که�از�دستگاه��Aباشد،�برابر�است�با:

�
P A C

P A C
P C

( ) / / /( | )
( ) / /

×
×= = = = = =

×

165 11 15
0 55 0 03 0 0165 1110000 10

0 039 0 039 39 13 3 26
1000



�

از�پیش��امد�متمم�اس��تفاده�می�کنیم،�اگر�مجموع�دو�عدد�تاس،�عددی�کم�تر�یا�مس��اوی��10نباشد،�پس�مجموع�دو�تاس�روشده��11یا��12  ‌هنیز    20  4
�( , ) ( , ) ( , )6 5 5 6 6 6 است�که�حالت�های�زیر�را�شامل�می�شود:��

� P P X P X P P(A ) ( ) ( ) (A) (A )′ ′⇒ = = + = = + = ⇒ = − = − =2 1 1 1 1111 12 1 1
36 36 12 12 12

�

� n
P X n

| |
( )

− −
= =

6 7
36

نکتز:�تابع�توزیع�احتمال�مجموع�دو�تاس�به�صورت�زیر�است:��

  پاسخ تشریحی آزمون 7  

راه حل اول: رقم�سمت�راست�یک�عدد�زوج�یکی�از�اعداد��0یا��2یا��4یا��6است.�تعداد�حالات�را�در�دو�بخش�زیر�می�شماریم:  ‌هنیز    1  4

� #oŸ‚#SwHn#Sµw#´¤n#: 6× × × =5 4 1 120�

� IÄ IÄ # SwHn#Sµw#´¤n#: 5 × × × =6 4 2 5 4 3 300 �

+ =120 300 420 بنابراین�تعداد�کل�حالات�برابر�است�با:��
راه حل دوم:�تعداد�کل�اعداد�را�به�دست�آورده�و�تعداد�اعداد�فرد�را�از�آن�کم�می�کنیم:

( ) ( )× × × − × × × = − =6 6 5 4 5 5 4 3 720 300 420

رمز�مورد�نظر��یا�شامل��2حرف�تکراری��Aهست�یا�خیر.  ‌هنیز    2  4

A#nHo§UIM

nHo§UÂM#

!
!

!

+

  
= × = × =      → + =   = × = × =    

4 4 6 12 722 2 72 120 1925
4 5 24 1204



18 �فصل�اول:�ترکیبیات�و�احتمال�

با�توجه�به�فرمول�های�ترتیب�و�ترکیب�داریم:  ‌هنیز    3  1

�

n
P n n n n n n n

C n n n n
n

!
( , ) ( )!

( , ) ( )!
!( )!

−
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ =

− − − −
−

4 4 26 1326 26 12 13 52 52
1 4 1 4 24 4 12

4 5

�

اگر�خطوط�مورد�نظر�موازی�یا�همرس�نباشند،�با�هر��3خط�می�توان�یک�مثلث�منحصربه�فرد�رسم�کرد،�تعداد�این�مثلث�ها�برابر�است�با،�  ‌هنیز    4  1
 

=  
 

5
103

تعداد�حالات�انتخاب��3خط�از�بین��5خط:�

�حالت�قابل�انجام�است.�بین�و�در�طرفین�این�حروف��6  ‌هنیز    5 !5 ابتدا��5حرف�بی�صدای��m�،p�،t�،rو��cرا�کنار�هم�قرار�می�دهیم.�این�کار�به�  3
مکان�برای�حروف�صدادار��o�،eو��uبه�وجود�می�آید،�پس�تعداد�حالات�برابر�است�با:

� ! !
  × ×× × = × × = × =   × × 

6 6 5 45 3 120 6 120 120 144003 3 2 1
�

}�،��4عدد�انتخاب�  ‌هنیز    6 , , ..., }4 5 10 برای�آن�که�زیرمجموعه�ی��5عضوی،�ش��امل�عدد��1و�فاقد�اعداد��2و��3باش��د،�می�بایست�از�بین�اعداد�  3

کنیم�تا�با�عدد�یک�تشکیل�یک�مجموعه�ی��5عضوی�دهند،�تعداد�حالات�برابر�است�با:

�
  × × ×= =   × × × 

7 7 6 5 4 354 4 3 2 1
�

کلمات�را�بر�حسب�آن�که�شامل�چه�تعداد�حرف�تکراری�»الف«�هستند،�حالت�بندی�می�کنیم�و�تعداد�هرکدام�را�جداگانه�می�شماریم:  ‌هنیز    7  3
� (œ²H)#›oe#3#oÀ :1�

� (œ²H)#›oe#2#®¶I{#
!:
!

 
× =  

 

3 3 91 2
�

�œ±Th¶#›oe#3#®¶I{#: !
 

× =  
 

4
3 243 �

�است. + + =1 9 24 34 بنابراین�تعداد�کل�حالات�برابر�

پیشامد�آن�که�در�یک�خانواده�با��nفرزند،�حداقل�یک�فرزند�دختر�موجود�باشد،�متمم�پیشامدی�است�که�در�خانواده�هیچ�فرزند�دختری�  ‌هنیز    8  3
موجود�نباشد�و�همه�ی�فرزندان�پسر�باشند:

P An n n nP A P A n
( ) /

( ) ( ) ( ) ( ) / ( )
>

′= − = − → − > ⇒ < ⇒ > ⇒ ≥
0 991 1 1 11 1 1 0 99 2 100 7

2 2 2 100
پیشامد��Aرا�استفاده�از�تفنگ��Xو�پیشامد��Bرا�به�هدف�زدن�در�نظر�می�گیریم.�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    9  2

� P A B
P A B

P B
( ) / /( | ) /

( ) ( ) ( ) ( )

×
= = = = = =

+ +× + × + ×

1 3
0 1 0 1 13 10 0 2

1 3 1 5 1 7 3 5 7 15 5
3 10 3 10 3 10 30 30

 �

برای�آن�که�اعداد�به�صورت�صعودی�مرتب�ش��وند،�کافی�اس��ت�اعداد�سه�تاس�متمایز�باشند.�مثلًا�اگر�اعداد��2�،1و��3در�پرتاب��3تاس�  ‌هنیز    10  4
ظاهر�شود،�فقط�به�یک�حالت�می�توانند�به�صورت�صعودی�قرار�گیرند،�پس:

� n A
P A

n S
( )

( )
( )

 
× ×  

 = = = = = =
× × × ×3

6
6 5 4

3 20 5 56
6 6 6 6 36 6 9 546

�

�پس:  ‌هنیز    11 P A B P A P B( ) ( ) ( )= راه حل اول: با�توجه�به�این�که��Aو��Bمستقل�هستند�داریم�  4

� P A B P A P A B P A P A P B P A P B
P B

P A P A P A P A
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ))

( )
( ) ( ) ( ) ( )

− − − −
= = = = −

1 1 �

�نیز�مستقل�هستند،�پس: B′ راه حل دوم:�از�جایی�که�دو�پیشامد��Aو��Bمستقل�هستند،�دو�پیشامد��Aو�

� P A B P A B P A P B
P B P B

P A P A P A
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

′ ′− ′= = = = −1 �
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اگر�مجموع�اعداد��2تاس�اعداد��7�،5�،3�،2یا��11باش��ند،�مجموع�آن�ها�عددی�اول�اس��ت�که�تعداد�حالات�هرکدام�به�ترتیب�برابر�  ‌هنیز    12  1

� P + + + += = =
2

1 2 4 6 2 15 5
36 126

� اس��ت�با�2�،6�،4�،2�،1،�پس�احتمال�خواس��ته�ش��ده�برابر�اس��ت�با:�

اگر�فرض�سؤال�را�با�علائم�ریاضی�بنویسیم،�داریم:  ‌هنیز    13  3
� P A B P B A
P A B P B A

P B P A
( ) ( )

( | ) ( | )
( ) ( )

= ⇒ =4 4  �

�و�می�توان�آن�را�از�دو�طرف�تساوی�ساده�کرد: P A B( )≠0 با�توجه�به�این�که�دو�پیشامد��Aو��Bناسازگار�نیستند،�پس�

� P A P B
P B P A

( ) ( )
( ) ( )

= ⇒ =1 4 4 �

برای�آن�که�وی�بیش�از��9امتیاز�کسب�کند،�باید��4یا��5پرتاب�وی�گل�شود.�احتمال�این�کار�برابر�است�با:  ‌هنیز    14  1

� ( )
( / ) ( / ) ( / ) /

    +× × × + ×+ = × × + = + = = = =       × ×   

124 5 4 4 5 5 12 154 5
4 5 4 4 5 5 5 5 5

5 5 2 10 84 1 4 2 4 4 2 10 2 2 4096 180 8 0 2 0 8 5 0 737284 5 55 5 2 5 5 2 10 10 10
�

با�استفاده�از�قوانین�احتمالات�می�دانیم:  ‌هنیز    15  3

�

P A B
P A B P B P A B

P B
P B A

P B A P A P A B P A B P A B P A B
P A

P A B P A P B P A B

( )
( | ) / ( ) ( )

( )
( )

( | ) / ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) /
( )

( ) / ( ) ( ) ( ) /


= ⇒ = ⇒ =


 = ⇒ = ⇒ = ⇒ + − =
 = ⇒ + − =

10 2 5
5
10 25 4 4 5 0 8
4

0 8 0 8







   

 

�

P A B P A B( ) / ( ) /⇒ = ⇒ =8 0 8 0 1 

� P A B P A P A B P A B P A B P A B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / /− = − = − = = × =4 3 3 0 1 0 3    � �داریم:� P A B( )− حال�برای�محاسبه�ی�

�اس��ت.�برای�آن�که�این�عدد�مضرب��5باش��د،�باید�رقم�آخر�صفر�یا��5باش��د،�  ‌هنیز    16 × =9 9 تعداد�کل�اعداد�دو�رقمی�با�ارقام�متمایز�برابر�81  1
پس�دو�حالت�داریم:�

�

oiA#´¤n #oiA#´¤n

k IM#oŸ‚ k I {M {

,
↑ ↑

× = × =

5

8 1 8 9 1 9 �

� P −= =17 6 11
81 81

� بنابراین��17عدد�دو�رقمی�با�ارقام�متمایز�مضرب��5وجود�دارد،�از�این�تعداد�اعداد��60�،30�،75�،45�،15و�90،�مضرب��3هستند،�پس:�

احتمال�را�در�دو�حالت�این�که�مهره�ی�انتقالی�و�مهره�ی�آخر�هر�دو�سبز�یا�هر�دو�قرمز�باشند�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    17  3

� P += × + × = =4 4 5 6 16 30 46
9 9 9 9 81 81

�

�است.�بنابراین�احتمال�گل�شدن�هر�پنالتی�برابر�است�با:  ‌هنیز    18 2
6
�و�احتمال�آن�که�به��Bبرسد�برابر� 4

6
احتمال�آن�که�پنالتی�به��Aبرسد�برابر�  4

� P /= × + × = × + × = + =2 6 4 75 1 3 2 3 1 1 0 7
6 10 6 100 3 5 3 4 5 2

�

( / ) ( / ) /
  ×× × = × × = =  
 

2 24 49 9 49 540 7 0 3 6 0 26462 100 100 10000
بنابراین�احتمال�گل�شدن��2پنالتی�از��4پنالتی�برابر�است�با:�

.�ضمناً�در�حالت�های�زیر�مجموع��2تاس�  ‌هنیز    19 !
 

×  
 

6
33 می�دانیم�اعداد��3تاس،�با�هم�متمایز�هس��تند،�پس�تعداد�کل�حالات�برابر�اس��ت�با�  3

�( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )1 2 3 1 3 4 1 4 5 1 5 6 2 3 5 2 4 6 � برابر�دیگری�است:�

�است،�پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با: !3 توجه�کنید�جایگشت�هر�یک�از�حالت�های�بالا�برابر�
P ! /

!

×= = = =
× × 

×  
 

6 3 6 6 0 3
6 6 5 4 20

3 63

از��36حالت�ممکن�در�پرتاب��2تاس�در��12حالت�زیر�اختلاف�دو�عدد�بزرگ�تر�یا�مساوی��3است:  ‌هنیز    20  3
�( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 4 4 1 1 5 5 1 1 6 6 1 2 5 5 2 2 6 6 2 3 6 6 3 �

P X( )≥ = =12 13
36 3

بنابراین�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:�





تعیین علامت، معادلز و نامعادلز2

آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل دوم

  پاسخ تشریحی آزمون 8 

�می�باشد.  ‌هنیز    1 a x( )− 23 �به�صورت� p x( ) �دارای�ریشه�ی�مضاعف��3است،�پس� p x( ) با�توجه�به�جدول�تعیین�علامت،�  1

p x a x a x x ax ax a( ) ( ) ( )= − = − + = − +2 2 23 6 9 6 9

،�پس: p x ax x b( )= + +2 12 با�توجه�به�این�که�
a a

b a b
a b
− = ⇒ =− ⇒ =− ⇒ + =− =

6 12 2
18 209

با�کمک�جدول�تعیین�علامت�نامعادله�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    2  3

x x x x x
x x x x
+ + + − + − +> ⇒ − > ⇒ > ⇒ >
− − − −
2 2 2 3 2 2 41 1 0 0 0

3 2 3 2 3 2 3 2
�����������������

با�استفاده�از�جدول�تعیین�علامت�داریم:  ‌هنیز    3  2
a b a b x b a x
x b x b x b
− − − + −≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥
− − −

1 0 0 ���������������

به�کمک�جدول�تعیین�علامت،�نامعادله�ی�مورد�نظر�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    4  2

x x x x
x xx x x x x x ( )

− + − +≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥
−− − −

2 2

2 2 2
1 1 1 12 36 36 12 16 6 0 0 0

2 1 32 6 2 6 2 6
���

به�روش�تعیین�علامت،�نامعادله�ی�مورد�نظر�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    5  2

xx x p x
x xx x

( )
( )

( )( )

−− + ≥ ⇒ = ≥
− + −− + +

22

2
714 49 0 0

2 1 42 6 8
���������������������������������

x

(x )�
2

7

1� 4

� �

(x )(x )� �1 4

p(x)

�

�

�

�

�

�

�

7

�

�

x ( , ) { }1 4 7� � � �
�

اعداد�صحیح��3�،2�،1�،0و��7در�مجموعه�ی�جواب�هستند.

راه حل اول: دو�نامعادله�را�جداگانه�حل�کرده،�سپس�جواب�ها�را�اشتراک�می�گیریم:  ‌هنیز    6  1
x x xI x
x x x

: + + +≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ <
− − −

2 1 2 1 21 1 0 0 2 1
1 1 1

x x xII x x
x x x

IÄ : + +− ≤ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ >
− − −

2 1 2 1 31 1 0 0 0 1
1 1 1

. a b+ =−2 �است�و�داریم:� [ , ]−2 0 اشتراک�جواب�های��Iو��IIبرابر�بازه�ی�

راه حل دوم:�از�قدرمطلق�کمک�می�گیریم:
xxx x x x x x

x x x
| || |

| | | | | | ( ) ( )
| |

− >++ +− ≤ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ → + ≤ − ⇒ + − − ≤ ⇒
− − −

1 0 2 22 12 1 2 11 1 1 1 2 1 1 2 1 1 0
1 1 1

x x x x x x x( )( ) ( )( )+ − + + + − ≤ ⇒ + ≤ ⇒− ≤ ≤2 1 1 2 1 1 0 2 3 0 2 0

فصل دوم: تعیین علامت، معادله و نامعادله
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ضابطه�ی�تابع��gofبرابر�است�با:  ‌هنیز    7  1
xgof x f x x x( ) ( )− − −= + = + + = − +
221 1 32 3 2 2

2 2 2 2
�می�باشد. gof x( طول�نقاطی�از�این�تابع�که�بالای�محور�xها�قرار�دارند،�مجموعه�ی�جواب�نامعادله�ی�0<(

xgof x x x x( ) −> ⇒ − + > ⇒− − + >
2 230 2 0 3 4 0

2 2
������

سراسری – 91

�نباشد�باید�داشته�باشیم:  ‌هنیز    8 y x( )= −3 1 �بالاتر�از�خط� f x( ) برای�آن�که�  3

x x x x x x x( ) [ , )+ ≤ − ⇒ + ≤ − ⇒ ≤ ⇒ ≥ ⇒ ∈ +∞1 1 52 3 1 2 3 3 5 2 2
2 2 2

f x f( ) ( )= = × + = + =0
12 2 2 1 2 3
2

�است�و�داریم:� x =0 2 بنابراین�

�باشد،�باید�نامعادله�ی�زیر�را�حل�کنیم:  ‌هنیز    9 g x( ) �پایین�تر�از�تابع� f x( ) برای�آن�که�تابع�  2

f x g x x x x x x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( , )< ⇒ − < − ⇒ − < ⇒ − < ⇒ − < ⇒ < < ⇒ ∈2 2 2 24 4 3 4 8 0 2 0 2 0 0 2 0 2
. b a− =2 بنابراین�

�به�ازای�تمام�مقادیر��xبرقرار�باشد:  ‌هنیز    10 y<0 برای�آن�که�تابع�همواره�زیر�محور�xها�قرار�داشته�باشد،�باید�نابرابری�  4

y m x x m( )< ⇒ − − + <20 1 2 2 0

m m m m m m
m

a m m
IÄ ( ) ( ) ′∆ < ⇒ − − < ⇒− + + < ⇒ <− > ⇒ <−

< ⇒ − < ⇒ <

2 20 2 1 0 2 0 1 2 1
0 1 0 1

�داریم:  ‌هنیز    11 p x m x mx m( ) ( )= + + + −21 4 3 �در�عبارت� x با�جایگذاری�1−=  3
p m m m m m( ) ( ) ( )− = + − + − =− − =− +1 1 4 3 2 2 2 1

p m m( ) ( ) ( )− × + =− + <21 1 2 1 0 �می�باشد،�داریم:� m( )+1 �در�معادله�ی�درجه�دوم�نیز� x2 با�توجه�به�این�که�ضریب�

�مخالفت�می�کند،�یعنی�بین�دو�ریشه�ی�معادله�است. x2 �همواره�با�ضریب� p( )−1 �همواره�منفی�است،�پس�علامت� p m( ) ( )− × +1 1 با�توجه�به�این�که�عبارت�

�باشد:  ‌هنیز    12 x2برای�آن�که�عدد��2بین�ریشه�های�این�معادله�باشد،�باید�مقدار�عبارت�به�ازای�2،�در�جدول�تعیین�علامت،�مخالف�علامت�ضریب�  1
x

x (m )x2
2 2� � � �

x
1

� ��

2 x
2

p m m m( )⇒ > ⇒− + + + > ⇒ + > ⇒ >−2 0 4 2 4 2 0 2 2 0 1

)�است�که�در�هر�دو�تابع�صدق�می�کند،�پس:  ‌هنیز    13 , )1 0 نقطه�ای�به�طول��1روی�محور�xها،�نقطه�ی�  4
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برای�یافتن�نقاط�دیگر�تقاطع،�معادله�ی�خط�و�منحنی�را�مساوی�قرار�می�دهیم.
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سراسری – 89

�ضرب�می�کنیم:  ‌هنیز    14 x x( )−2 دو�طرف�معادله�را�در�عبارت�  3
x x x x x x x x x x x

x x
( )+ = ⇒ + − = − ⇒ + − = − ⇒ − + =

−
2 2 2 21 3 2 3 2 2 3 6 2 7 2 0

2
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= = = =1 2
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�نیستند.�پس�حاصل�ضرب�آن�ها�برابر�است�با:� x( , )=0 2 این�معادله�دارای��2ریشه�است�که�جزء�مقادیر�غیرقابل�قبول�

�ریشه�ی�معادله�ی�داده�شده�است،�پس�در�آن�صدق�می�کند.  ‌هنیز    15 x =1  3
xx x a a a a a a

a a a a a a a a a
( )( ) ( )

( )( )
=+ + + + −+ = → + = ⇒ = ⇒ − − = − −

− + − − + − − + −
1 22 2 1 4 2 3 5 2 2 3 9 5 5 7 1 5 2 3
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�بازنویسی�می�کنیم.�با�توجه�به�این�که�زیر�رادیکال�و�حاصل�رادیکال��عددی�نامنفی�است،�پس�داریم�  ‌هنیز    16 x x− = −2 4 معادله�را�به�صورت�  1
،�حال�به�حل�معادله�می�پردازیم: x≤ ≤2 4

x x x x x x x x x x xIÄ ( )( )− = − ⇒ − = − + ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = =2 22 4 2 16 8 9 18 0 6 3 0 3 6

�در�معادله�صدق�می�کند. x =3 �غیرقابل�قبول�است�و�فقط� x =6 �، x≤ ≤2 4 با�توجه�به�محدوده�ی�

a  ‌هنیز    17 a a a a a a( )( ) ,= + ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = −22 2 0 2 1 0 2 1 �استفاده�کنیم:� x x a+ + =2 4 3 اگر�از�تغییر�متغیر�  2
cx x x x x x
a

+ + = ⇒ + + = ⇒ = =2 2
1 24 3 2 4 1 0 1 �داریم:� a =2 �غیرقابل�قبول�است.�برای� a با�توجه�به�این�که��aباید�نامنفی�باشد،�پس�1−=

،�می�دانیم�زیر�رادیکال�و�حاصل�آن�اعدادی�نامنفی�هستند.�پس:  ‌هنیز    18 x x− = −4 3 2 3 در�معادله�ی�  4

x x− ≥ ⇒ ≥ 34 3 0
4
��������,������� x x− ≥ ⇒ ≤ 22 3 0

3
با�توجه�به�این�که�محدوده�های�به�دست�آمده�با�هم�اشتراک�ندارند،�پس�معادله�جواب�ندارد.

�در�معادله�ی�داده�شده�صدق�می�کند،�پس:  ‌هنیز    19 x =4  4
a a a+ = − ⇒ + = ⇒ =−4 20 16 4 4 2

�است،�اکنون�به�حل�این�معادله�می�پردازیم: x x x− = − 22 5 پس�معادله�به�صورت�

x x x x x x x x x x x x xIÄ ( )( )− = − ⇒ − + = − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = =2 2 2 2 12 5 4 4 5 2 9 4 0 2 1 4 0 4
2

�صدق�نمی�کند�و�غیرقابل�قبول�است.�پس�معادله�ریشه�ی�دیگری�ندارد.� x x x− = − 22 5 �در�معادله�ی� x =1
2

x x
x

x x x
[ , ]

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ∈
− ≥ ⇒ ≤ ≤

2
2 0 2

2 5
5 0 0 5

توجز:�چون�زیر�رادیکال�و�حاصل�رادیکال�اعدادی�نامنفی�هستند،�پس:�

�در�محدوده�ی�مورد�قبول�نیست. x =1
2
بنابراین�

2  ‌هنیز    20

x x x x x x x x( )≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥3 3 3 29 9 9 0 9 0 �����������

. −6 �در�این�محدوده�قرار�دارند،�که�مجموع�آن�ها�برابر�است�با� �و�1− −2 �،� −3 اعداد�صحیح�منفی�
�

  پاسخ تشریحی آزمون 9  

،�جدول�تعیین�علامت��yبه�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    1 p x( ) با�توجه�به�جدول�تعیین�علامت�  2

جدول�تعیین�علامت�عبارت�داده�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    2  3

�،��0و�1،�در�آن�صدق�می�کنند. −6 �است�و�اعداد�صحیح��  ( , ] { }− −1 1 6 ،�برابر� p x( )≥0 بنابراین�مجموعه�ی�جواب�نامعادله�ی�
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2  ‌هنیز    3

x x xx x x
x x x x x x

( )( )

( ) ( )

− − −− − +≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥
− − −

22 2 12 1 20 0
2 2 2

)�است�که�اعداد�صحیح�صفر،��1و��2در�آن�قرار�ندارند. , ) ( , )−∞ +∞0 2 بنابراین�جواب�نامعادله�به�صورت�

2  ‌هنیز    4
x x x x x x x

x xx x x x ( )( )
+ + + + − + −− < ⇒ < ⇒ <

− −− + − +

2 2 2

2 2
2 2 3 2 41 0 0 0

1 23 2 3 2
x ( , ) ( , )⇒ ∈ −∞ 0 1 2

با�استفاده�از�تعیین�علامت،�نامعادله�ی�داده�شده�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    5  2

x
x

x xx xx x x x
x x x x

 

( )( )
[ , ] { }+ >

>

+ −− +≤ − ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒→ − ≤ ⇒ ∈ − −
2
2

2 24 2 2 02 2 2
2 2 2 2 0

2 12 2 21 1 0 0 0 1 0 1 1 0

�است.�توجه�کنید�صفر�ریشه�ی�مخرج�و�غیرقابل�قبول�است. مجموعه�ی�جواب�فقط�شامل�دو�عدد�صحیح�±1

راه حل اول: دو�نامعادله�را�جداگانه�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    6  3
x x x x I
x x

IÄ ( )+ − + −− < ⇒ < ⇒ > <
+ +
4 1 31 0 0 1

2 3 2 3 2
��������������������� x x x

x x
(II)+ − + −− > ⇒ > ⇒ < <

+ +
4 2 6 30 0 6

2 3 3 6 9 2
. b a− =5 �است�و�داریم:�  ( , )1 6 اشتراک�دو�جواب��Iو��IIبازه�ی�

x xx x x x x
x x x x x

( )( )
( )( )

( )

− −+ + − + − +− − < ⇒ × < ⇒ < ⇒ < <
+ + + + + 2

1 64 4 2 1 61 0 0 0 1 6
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راه حل دوم:�به�جای�دو�نامعادله�می�توان،�نامعادله�ی�روبه�رو�را�حل�کرد:�

�برقرار�باشد،�پس:  ‌هنیز    7 f x( )<2 �باشد،�باید�نامساوی� y=2پایین�تر�از�خط�� f x( ) برای�آن�که�تابع�  2

xx x x x x x x x x x
x

( )( )+ >− < → − < + ⇒ − − < ⇒ − + < ⇒− < <
+

22 4 0 2 2 2
2

3 2 2 3 2 2 8 2 8 0 4 2 0 2 4
4

. b a ( )− = − − =4 2 6 �است�و�داریم:� y=2زیر�خط��( , )−2 4 �در�بازه�ی� f x( ) بنابراین�

fog  ‌هنیز    8 x g x x x x( ) ( ) ( ) ( )= − = + − = + = + +2 2 2 22 3 2 4 3 2 1 4 4 1 �را�معین�می�کنیم:� y fog x( )= ابتدا�ضابطه�ی�  1

با�حل�دستگاه�دو�معادله�و�دو�مجهول�زیر�مختصات�نقطه�ی�تقاطع�را�پیدا�می�کنیم:
y x

x x x x x x x
y x x

,
= + − ± +⇒ + = + + ⇒ + − = ⇒ = ⇒ = −
= + +

2 2
2
2 3 9 16 12 4 4 1 4 3 1 0 1

4 4 1 8 4

سراسری – 92 �در�گزینه�ها�موجود�است.�� x=−1فقط�

�به�ازای�تمامی��xبرقرار�باشد:  ‌هنیز    9 f x g x( ) ( )> �باشد،�باید�نامساوی� g x( ) �همواره�بالاتر�از�نمودار�تابع� f x( ) برای�آن�که�تابع�  4

f x g x x kx x x k x( ) ( ) ( )> ⇒ + + > − ⇒ + − + >2 21 11 1 1 2 0
2 2

a> ⇒ >10 0
2

همواره�برقرار�است.���� برای�آن�که�نامعادله�ی�فوق�همواره�برقرار�باشد،�باید�داشته�باشیم:�

k k k k( )∆< ⇒ − − × < ⇒ − − < ⇒− < <2 240 1 2 0 2 3 0 1 3
2

�به�صورت�مقابل�  ‌هنیز    10 xy
f x( )
−=

24 با�توجه�به�نمودار��fجدول�تعیین�علامت�عبارت�  3

است:
)�مثبت�است. , )0 2 عبارت��yفقط�در�محدوده�ی�

برای�آن�که�عبارت�درجه�دومی�همواره�نامثبت�باشد،�باید�داشته�باشیم:  ‌هنیز    11  4
a m m

m
m m m m m m( ) ( ) , ,
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�و�برای�آن�که�رو�به�پایین�باشد،�باید��aمنفی�باشد.  ‌هنیز    12 ∆=0 برای�آن�که�نمودار�سهمی�بر�محور�طول�ها�مماس�باشد،�می�بایست�  2
a m< ⇒ <0 0

m m m m m m m m m( ) ,− ± + −∆= ⇒ + − = ⇒ + + − = ⇒− + + = ⇒ = ⇒ =
−

2 2 2 2 2 2 4 12 20 2 4 0 4 4 4 0 3 4 4 0 2
3 3

�برای��mمورد�قبول�است. −2
3

،�فقط�مقدار� m<0 با�توجه�به�شرط�

�مخالف�علامت�ضریب�  ‌هنیز    13 x=−1به�ازای�� p x mx x m( )= − + +2 �بین�دو�ریشه�ی�معادله�قرار�دارد،�پس�علامت�عبارت�1 x=−1عدد�  3

p m m m m m m m( ) ( ) ( )− × < ⇒ + + + < ⇒ + < ⇒− < <1 0 1 1 0 2 1 0 1 0 �می�باشد:� m ،�یعنی� x2

�در�معادله�ی�داده�شده�صدق�می�کند،�پس:  ‌هنیز    14 x=1
2

 4
a a a a a a

a a a a
( )−+ = ⇒ = + ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =

− − − −

1 2 12 2 2 2 3 3 1
1 1 1 1 2
4 2 2 2 2

�درمی�آید،�برای�یافتن�ریشه�ی�دیگر�داریم:
xx x

+ =
−−2

1 12
1
بنابراین�معادله�به�صورت�

xx x x x x x x x x
xx x x x x x

¡#¡#—
, ,≠− ++ = ⇒ = → − + = ⇒ − + = ⇒ =

−− − −

2 01 2 2
2 2 2
1 1 2 2 1 12 2 2 1 2 3 1 0 1

1 2

�است. x=1
2
�ریشه�ی�مخرج�نیز�هست،�تنها�ریشه�ی�قابل�قبول�معادله� x=1با�توجه�به�این�که�

معادله�را�از�حالت�کسری�خارج�کرده�و�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    15  2
x x x x x x x x x

xx
 ( )( ) ,= ⇒ − = + ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =−

−+
2 2 2

2
2 3 2 2 2 0 2 1 0 1 2

3 11
�است. ( )− − =2 1 3 �ریشه�های�معادله�هستند�که�تفاضل�آن�ها�برابر� دو�عدد��2و�1−

،�ضمناً�داریم:  ‌هنیز    16 x≥2تعریف�شده�باشد،�داریم�� x x x− − =2 0 برای�آن�که�معادله�ی�  3
x

x x x x x
x x

¡#¡#—

( )
=− − = ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ =

0
2 0 2 1 0

2 1 3

�دارد. x( )=3 این�معادله�تنها�یک�ریشه�ی�مثبت�

�هر�دو�نامنفی�هستند،�پس�برای�آن�که�حاصل�جمع�این�دو�عبارت�صفر�باشد،�باید�هر�دو�صفر�باشند:  ‌هنیز    17 x x( )− +2 23 5 6 �و� x −2 4 عبارات�  1

x x x x x
x

x x x x x x

IÄ 

IÄ 

( )( )

( ) ( )( )

 − = ⇒ − + = ⇒ = =− ⇒ =
− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2

2 2
4 0 2 2 0 2 2

2
3 5 6 0 2 3 0 2 3

�است. x=2 پس�این�معادله�دارای�یک�ریشه�ی�مثبت�

زیر�رادیکال�ها�و�حاصل�جمع�دو�رادیکال�مثبت�است،�پس:  ‌هنیز    18  4

x x− ≥ ⇒ ≤11 5 0
5
������,������ x x− ≥ ⇒− ≤ ≤29 0 3 3 ������,������ x x− ≥ ⇒ ≥2 0 2

این��3محدوده�با�هم�اشتراک�ندارند،�پس�معادله�نمی�تواند�جواب�داشته�باشد.

�بزرگ�تر�است،�با�توجه�  ‌هنیز    19 x �از� x−12 ،�ضمناً� x≥0�:می�نویسیم.�واضح�است�که�باید�داشته�باشیم� x x< −12 نامعادله�را�به�صورت�  1
xx x x≥− > ⇒ < → ≤ <012 0 12 0 12 ،�داریم:� x به�نامنفی�بودن�

x x x x x x x x x xIÄ ( ) ( )( )< − ⇒ < − ⇒ − + > ⇒ − − > ⇒ > <2 212 12 25 144 0 9 16 0 16 9 اکنون�به�حل�نامعادله�می�پردازیم:�

�است�که�مجموع�اعداد�صحیح�این�بازه�برابر�است�با: [ , )0 9 �محدوده�ی�جواب�بازه�ی� x( )≤ <0 12 �،xاز�اشتراک�محدوده�ی�به�دست�آمده�با�شرط�

... ×+ + + + + = =8 90 1 2 3 8 36
2

،�اکنون�به�حل�نامعادله�می�پردازیم:  ‌هنیز    20 x≥0برای�آن�که�رادیکال�ها�تعریف�شده�باشند�داریم�  2
x x x x x x x x( )+ > ⇒ + > ⇒ + > ⇒ < ⇒ <3 7 4 9 7 16 9 63 16 7 63 9

�است�و��9عدد�صحیح�در�آن�صدق�می�کند. x≤ <0 9 پس�مجموعه�ی�جواب�نامعادله�
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پاسخ تشریحی آزمون های فصل سوم

  پاسخ تشریحی آزمون 10  

اگر�عدد�را��xفرض�کنیم،�داریم:  ‌هنیز    1  3

x x x x x
x

+ =− ⇒ + =− ⇒ + + =2 22 4 2 4 4 2 0

x
x

x

 =− +− ± −= ⇒
=− −

2 24 16 8
2 2 2

�در�گزینه�ها�وجود�دارد. − +2 2 که�عدد�

�دارای�دو�ریش��ه�باش��د.�پس�  ‌هنیز    2 m x x m( )− − + − =21 4 4 برای�این�که�نمودار�تابع�محور�طول�ها�را�در�دو�نقطه�قطع�کند�باید�معادله�ی�0  4
داریم:��

m m m m m m m m m( )( ) ( ) ( )∆> ⇒ − − − > ⇒ − − + > ⇒ − < ⇒ − < ⇒ < <2 20 16 4 1 4 0 4 5 4 0 5 0 5 0 0 5

�

m

m m− + − +2
0 5

5 0 0
�

ضابطه�ی�دو�تابع�را�مساوی�هم�قرار�می�دهیم:  ‌هنیز    3  4
x x mx m x m x m( )− − = + − ⇒ − + − =2 21 2 1 1 2 0

وجود�ریشه�برای�معادله�ی�اخیر�را�بررسی�می�کنیم:
m m m m( )∆= + + = + +2 21 8 10 1

�به�ازای�مقادیر�مختلف��mمی�تواند�صفر،�مثبت�یا�منفی�باشد،�پس�معادله�می�تواند�صفر،�یک�یا�دو�ریشه�داشته�باشد.� ∆ عبارت�

ضابطه�ی�تابع�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    4  4
y m x x x mx m x m( ) ( )= − + + + = + − + +2 23 2 1 1 3 2 1

برای�این�که�نمودار�بالای�محور�xها�و�مماس�بر�آن�باشد،�باید�داشته�باشیم:
∆=0 ���,��� m>0

پس�می�توان�نوشت:
m m m m m m m m m( ) ( )∆= − − + = ⇒ + − − − = ⇒ − + =2 2 2 21 3 4 2 1 0 1 9 6 8 4 0 10 1 0

ریشه�های�معادله�هر�دو�مثبت�هستند�)زیرا�مجموع�و�حاصل�ضرب�آن�ها�مثبت�است.(�پس�هر�دو�مقدار�قابل�قبول�هستند�و�مجموع�آن�ها�برابر��10است.

،�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    5 P=αβ=−1و��S=α+β=3 �داریم:� x x− − =2 3 1 0 در�معادله�ی�  2

( ) ( ) ( ) ( ) (( ) )α −α +β −β = α +β − α +β = α+β − αβ α+β − α+β − αβ3 2 3 2 3 3 2 2 3 23 2

S PS S P( ) ( ) ( )= − − − = − − × − + − =3 23 2 27 3 1 3 9 2 1 25

مجموع�و�حاصل�ضرب�ریشه�ها�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    6  3
b
ax x

c
a

α+β=− =
− + = ⇒

αβ= =


2
3

3 1 0
1

بنابراین�داریم:
( ) ( ) ( )

( ) ( )

α +β + α+β α+β − αβ+ α+ββ α + α+β + βα − + ×+ = = = = =
β+ α+ αβ+ α+ β+ αβ+ α+β + αβ+ α+β + + × +

2 2 22 2 22 2 22 2 3 2 2 3 13
2 2 2 2 4 2 4 2 4 1 2 3 4 11
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مجموع�و�حاصل�ضرب�ریشه�ها�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    7  1
bx x
ax x

cx x
a

 + =− =
− + = ⇒

 = =


1 22

1 2

8
8 4 0

4

x x x x x x x x( )+ = + = + + = + = =2
1 2 1 2 1 2 1 22 8 2 4 12 2 3 بنابراین�داریم:�

می�دانیم�ریشه�های�هر�معادله�در�آن�صدق�می�کنند.�پس�داریم:  ‌هنیز    8  1

x x
( ) ( )

( )
( ) ( )

 α+ −α− = ⇒ α+ =α++ − − = ⇒
β+ −β− = ⇒ β+ =β+

2 2
2

2 2
2 5 0 2 5

2 5 0
2 5 0 2 5

بنابراین�داریم:
A ( ) ( )= α+ + β+ =α+β+2 22 2 10

x x x x x A+ + − − = ⇒ + − = ⇒α+β=− ⇒ =− + =2 24 4 5 0 3 1 0 3 3 10 7 معادله�را�ساده�می�کنیم:�

αβ=3،�پس�داریم:  ‌هنیز    9 �α+β=7و� �داریم:� x x− + =2 7 3 0 با�توجه�به�معادله�ی�  4
α= βαβ= ⇒
β=
 α

3
3

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )⇒ α+ + β+ = α+α + β+β = α +β = α+β − αβ = − × = × =
β α

2 2 2 2 2 2 2 23 3 4 4 2 4 7 2 3 4 43 172

x  ‌هنیز    10 x− − = ⇒α − α− = ⇒α − = α2 2 22 4 0 2 4 0 4 2 ریشه�های�هر�معادله�در�آن�صدق�می�کنند:�  1
بنابراین�داریم:

( ) ( ) ( ) (( ) ) ( ( ))
α+β=

αβ= −
α − + β = α + β = α +β = α+β − αβ → − − =

22 2 2 2 2 2 2 2 2
44 4 2 4 4 4 2 4 2 2 4 48

�βمعکوس�یک�دیگر�  ‌هنیز    11 �αو� �βریش��ه�های�این�معادله�باش��ند�و� �αو� �می�نویس��یم.�اگر� mx x m( )+ + − =2 23 2 معادله�را�به�صورت�0  2
باشند،�داریم:

mm m m m m m m
mm

( )( )
=−−αβ= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ + − = ⇒ =

2 2 2 121 1 2 2 0 1 2 0 2

�خواهد�ش��د�و�معادله�دارای�ریش��ه�ی�حقیقی�نخواهد�بود.�پس� ∆= − <9 16 �خواهد�بود�که�در�این�صورت�0 x x+ + =22 3 2 �معادله�به�صورت�0 m=2 به�ازای�
سراسری خارج از کشور - 90 �صحیح�است.� m=−1قابل�قبول�نیست�و�� m=2

،�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    12 x x k=1 2 �و� x x+ =1 2 2 �داریم:� x x k− + =2 2 0 با�توجه�به�معادله�ی�  2

x x x x x x x x x+ = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = − = − =1 2 1 2 2 2 2 1 2
1 1 54 3 3 3 2 3 3 2 2
3 3 3

x x k k k= ⇒ × = ⇒ =1 2
1 5 5
3 3 9

بنابراین�داریم:�

،�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    13 x x =−1 2 2 �و� x x k+ =1 2 2 �داریم: x kx− − =2 2 2 0 در�معادله�ی�  1

x x x x x x k k k k( ) ( ) ( )+ = ⇒ + − = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 212 2 12 2 2 2 12 4 8 2 2

،�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    14 x x =1 2 8 �و� x x m+ =1 2 �داریم:� x mx− + =2 8 0 در�معادله�ی�  2

x x x x x m x x= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = + =2 3
1 2 2 2 1 1 28 2 4 4 2 6

�به�دست�می�آید.�پس�داریم:  ‌هنیز    15 x x
a

| |
| |
∆− =1 2 می�دانیم�اختلاف�ریشه�های�معادله�ی�درجه�دوم�از�رابطه�ی�  1

x x m m| | ∆− = ⇒ = ⇒∆= ⇒ − = ⇒ =1 2 1 1 1 25 4 1 6
1

cx x m
a

= = =1 2 6 از�طرفی�داریم:�
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�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    16 cx x
a

=1 2 از�رابطه�ی�  4

x x m x x m m m mtan .cot− − = ⇒ =− ⇒ α α=− ⇒− = ⇒ =−2 2 2
1 2

13 2 0 2 2 2 1
2

�در�معادله�به�دست�آمده�  ‌هنیز    17 x=−2 �می�نویس��یم.�واضح�است�که�این�رابطه�از�قرار�دادن� a b c− + =4 2 0 رابطه�ی�داده�ش��ده�را�به�صورت�  3

�است،�داریم: c
a
�است�و�از�آن�جا�که�ضرب�ریشه�ها� −2 است،�پس�یکی�از�ریشه�های�معادله�

c c cx x x x
a a a

= ⇒− = ⇒ =−1 2 2 22
2

�α+β=2و�αβ=−1.  ‌هنیز    18 �باشند،�داریم:� x x− − =2 2 1 �βریشه�های�معادله�ی�0 �αو� راه حل اول: اگر�  2
�ریشه�های�معادله�ی�جدید�باشند،�داریم: x2 �و� x1 اگر�

x xx

x x x ( )( )

α+β + = + + + = + = + == +   α β αβ −α ⇒  α+β= +  = + + = + + = + + =−β  α β αβ αβ − −

1 21

2 1 2

1 1 21 1 1 2 2 01
1

1 1 1 1 1 21 1 1 1 1 2
1 1

�خواهد�بود. x − =2 2 0 بنابراین�معادله�به�صورت�
�را�برابر��xو�ریشه�های�معادله�ی�جدید�را�برابر��yفرض�کنیم�داریم: x x− − =2 2 1 راه حل دوم:�اگر�ریشه�های�معادله�ی�0

� y y x y y y y y
x x y y y

( ) ( ) ( )= + ⇒ − = ⇒ = ⇒ − − = ⇒ − − − − = ⇒ − + − + − =
− − −

2 2 21 1 1 1 21 1 1 0 1 2 1 1 0 1 2 2 2 1 0
1 1 1

� y⇒ − =2 2 0 �

−=�αβو�در�معادله�ای�که�ریش��ه�های�آن�  ‌هنیز    19 1
2
�α+β=3و�

2
�باش��ند،�داری��م:� x x− − =22 3 1 �βریش��ه�های�معادله�ی�0 �αو� اگ��ر�  2

�باشند،�داریم: x β=
α

2
2 �و� x α=

β

2
1

S x x
( ) ( )( )( ) ( ) − −α+β − αβ α+ββ α +βα= + = + = = = =−

β α αβ αβ −

3
32 3 32

1 2

3 1 333 452 2 2
1 4
2

�

P x x βα= = × =αβ=−
β α

22
1 2

1
2

بنابراین�معادله�به�صورت�زیر�است:

x Sx P x x x x− + = ⇒ + − = ⇒ + − =2 2 245 10 0 4 45 2 0
4 2

برای�این�که�نمودار�تابع�محور�طول�ها�را�در�طرفین�محور�عرض�ها�قطع�کند،�کافی�است�ضرب�ریشه�های�معادله�منفی�باشد.�یعنی:  ‌هنیز    20  3
c m m
a m

−< ⇒ < ⇒ < <2 3 30 0 0
2

�برقرار�است. ∆>0 �شرط� c
a
<0 توجه�کنید�که�وقتی�

  پاسخ تشریحی آزمون 11

،�پس�داریم:  ‌هنیز    1 xy=60 �و�از�طرفی�می�دانیم:� x y= −3 3 اگر�طول�و�عرض�مستطیل�را�به�ترتیب��xو��yبنامیم،�داریم:  2

y y y y( )− = ⇒ − − =23 3 60 3 3 60 0
y

y y y y
y

Ï¼L¤#®MI¤#oÃš

( )( )
=−− − = ⇒ − + = ⇒ =

2 4
20 0 5 4 0 5

برای�این�که�نمودار�زیر�محور�xها�باشد�باید�تابع�ریشه�نداشته�باشد:  ‌هنیز    2  1

m m m| |∆= − < ⇒ > ⇒ >2 2 1 14 16 0
4 2

فصل سوم: معادله ی درجه دوم و تابع درجه دوم
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معادله�ی�فوق�را�می�توان�به�صورت�زیر�نوشت:  ‌هنیز    3  1
x x x x( )( ) ,+ − = ⇒ =− =3 2 0 3 2

بنابراین�داریم:
, ( ) ( )α= β=− ⇒α +β = + − = + =4 2 4 22 3 2 3 4 3 7

�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    4 x= −2 2 اگر�فرض�کنیم�  4
x x x x x x a b ab( ) ( ) ,− =− ⇒ − = − ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =− = ⇒ =−2 2 2 22 2 2 2 4 4 2 4 2 0 4 2 8

�ریشه�ی�مشترک�باشد،�بنابراین�در�هر�دو�معادله�صدق�می�کند�پس:  ‌هنیز    5 x0 فرض�کنیم�  1

x x a x x a x a− + + = − + + ⇒ =2 2
0 0 0 0 04 2 1 3 1

a a a a a a− + + = ⇒ − + = ⇒ =2 24 2 1 0 2 1 0 1 �را�در�یکی�از�معادلات�قرار�می�دهیم:� x a=0

�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    6 cx x
a

= =−1 2 1 �و� bx x
a

+ =− =1 2 3 �داریم:� x x− − =2 3 1 0 می�دانیم�در�معادله�ی�  2

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x( ) ( )+ + + = + + + − − = + − +3 2 2 3 3 2 2 3 2 2 3
1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 3 3

( )( )= − − = + =23 1 3 9 3 12

�است.�  ‌هنیز    7 c
a
= 3 �برابر�صفر�است.�پس�یکی�از�ریشه�ها�برابر��1و�دیگری�برابر� x x( )− + + =2 1 3 3 0 مجموع�ضرایب�معادله�ی�  1

پس�داریم:
x x x x| | | | | |− + + = − + + = − + + = − + + =4 4 4 4 4
1 2 1 2 1 3 1 3 1 3 1 3 3 1 1 3 2 3

با�توجه�به�معادله�داریم:  ‌هنیز    8  2

mm x x m
m

m

( )

−α+β= ++ + − = ⇒ −αβ=
 +

2
2
11 2 0

1
بنابراین�داریم:

mm m m
m

( ) ( ) ( )

−
α+β +−α+β + + = ⇒ α+β + = ⇒ +

α β αβ +

2
11 1 22 2

1 m
m
−
+1

m
m m
−= ⇒ + =
+
2 22 2
1

m m m m
m m

− + +⇒ = ⇒− +
+

2 2
2

2 2 2 2 2 2 m m+ = +22 2 2 m m⇒ = ⇒ =2 2 14 2
2

)�قرار�دارند�  ‌هنیز    9 , )0 1 ،�بنابراین�ریش��ه�های�معادله�در�ب��ازه�ی� x x =1 2
1
7
�و� x x+ =1 2

6
7
�داریم:� x x− + =27 6 1 0 ب��ا�توجه�ب��ه�معادله�ی�  3

،�بنابراین�داریم: x( < <20 �و�1 x )< <10 1
x x

x x x x
x x

 <+ ⇒ + < +
<

3
1 1 3 3

1 2 1 23
2 2

ریشه�های�معادله�در�معادله�صدق�می�کنند:  ‌هنیز    10  2
x

x x x x x x x− + = ⇒ − + = ⇒ = − ⇒ = −
2
22 2 2

2 2 2 2 24 2 0 4 2 0 4 2 2 1
2

x
x x x x x( )− = × = = × =

2
22 2

1 2 1 1 2
1 22 1 2 2

2 2 2
بنابراین�می�توان�نوشت:�

αβ=4،�از�طرفی�داریم:  ‌هنیز    11 �و� mα+β=
3
�داریم:� x mx− + =23 12 0 با�توجه�به�معادله�ی�  3

( )α = ⇒α β= ⇒α αβ = ⇒ α= ⇒α= ⇒β=
β

2 24 4 4 4 4 1 4

m m mα+β= ⇒ = ⇒ =5 15
3 3
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برای�این�که�ریشه�ها�قرینه�ی�یک�دیگر�باشند،�باید�داشته�باشیم:  ‌هنیز    12  2
bx x x x b
a

=− ⇒ + = ⇒− = ⇒ =1 2 1 2 0 0 0

a a a( ) ,− = ⇒ = ±2 9 0 0 3 بنابراین�می�توان�نوشت:�

a x .jnHkº#Â£Ã£e#Á¾zÄn= ⇒ + = ⇒20 2 0

a x .jnHkº#Â£Ã£e#Á¾zÄn= ⇒ + = ⇒23 4 2 0

a x x=− ⇒− + = ⇒ =±23 2 2 0 1
�معادله�دارای�دو�ریشه�ی�حقیقی�و�قرینه�است. a=−3 بنابراین�فقط�به�ازای�

�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    13 cx
a

=2 �و� x =1 1 �آن�گاه� a b c+ + =0 �می�دانیم�اگر� ax bx c+ + =2 0 در�معادله�ی�  4

x x x x x x sin cos sin cos , cos cos sin− α− α= ⇒ − α− α= ⇒ = =− α⇒ + = − α= α2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 20 1 0 1 1

.�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    14 x x =1 2 8 �و� x x k+ = 2
1 2 �داریم:� x k x− + =2 2 8 0 در�معادله�ی�  3

x x x x x x x x x x k k k k+ = ⇒ + = ⇒ + + + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±( ) ( ) ( )33 2 2 23 3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 23 27 3 27 3 8 3 27 18 27 9 3

�αβ=−3و�در�معادله�ی�جدید�داریم:�  ‌هنیز    15 �βریشه��باشند،�داریم:��α+β=−1و� �αو� �اگر� x x+ − =2 3 0 راه حل اول: در�معادله�ی�  4
x x x
x x x

( )= α + = α+β =−  ⇒ = β = αβ=−  

1 1 2

2 1 2

6 6 6
6 36 108

�خواهد�بود. x x+ − =2 6 108 0 بنابراین�این�معادله�به�صورت�
�را�برابر��xو�ریشه�ی�معادله�ی�جدید�را��yفرض�کنیم،�داریم:� x x+ − =2 3 0 راه حل دوم:�اگر�ریشه�ی�معادله�ی�

y y y y yy x x y y( )= ⇒ = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ + − =
2

2 26 3 0 3 0 6 108 0
6 6 6 36 6

�  ‌هنیز    16 x x− + =22 5 3 �ریشه��های�معادله�ی�0 x2 �و� x1و�اگر��
mα+β=
4
�باشند،�داریم:� x mx− + =24 9 0 �βریشه��های�معادله�ی� �αو� اگر�  3

،�پس�می�توان�نوشت: x x+ =1 2
5
2
�و� x x =1 2

3
2
باشند،�داریم:�

x mx x x x x x m
x

( ) ( ) ( )
α= ⇒α+β= + ⇒α+β= + − ⇒ = − = − ⇒ =
β=

2
1 2 2 2 2

1 2 1 2 1 22
2

5 3 252 2 3 13
4 2 2 4

ریشه�های�هر�معادله�در�آن�صدق�می�کنند.�پس�داریم:  ‌هنیز    17  2

x x
   α − α− = α − α= α − α =α α − α − =α−   − − = ⇒ ⇒ ⇒ ⇒   
β − β− = β − β= β − β =β β − β − =β−      

2 2 3 2 3 2
2

2 2 3 2 3 2
3 1 0 3 1 3 3 1 1

3 1 0
3 1 0 3 1 3 3 1 1

S x x= + =α− +β− =α+β− = − =1 2 1 1 2 3 2 1 �باشند:� x =β−2 �و�1 x =α−1 1 بنابراین�باید�معادله�ای�بنویسیم�که�ریشه�های�آن�

P x x ( )( ) ( )= = α− β− =αβ− α+β + =− − + =−1 2 1 1 1 1 3 1 3

x Sx P x x− + = ⇒ − − =2 20 3 0 بنابراین�معادله�به�صورت�مقابل�است:�

برای�این�که�معادله�دارای�دو�ریشه�ی�متمایز�مثبت�باشد،�باید�شرایط�زیر�وجود�داشته�باشد:  ‌هنیز    18  2

m m∆> ⇒ − > ⇒ <10 1 4 0
4
�����,����� c m m

a
> ⇒ > ⇒ >0 0 0

1
������,����� b m

a
−− > ⇒− > ⇒ ∈10 0
1



�باشد. m< <10
4
بنابراین�باید�

�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    19 x t
x

+ =1 اگر�فرض�کنیم�  3

t x x x
xx x t t t t

x x t x x x x
x

 = ⇒ + = ⇒ − + = ⇒∆<
+ + + − = ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒

 =− ⇒ + =− ⇒ + + = ⇒ =− ±


( ) ( ) ( )( )

2
2 2

2

11 1 1 0 01 13 4 0 3 4 0 1 4 0 14 4 4 1 0 2 3

بنابراین�معادله�دارای��2ریشه�است.
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،�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    20 t x= 2 اگر�فرض�کنیم�  4
x mx m t mt m− + − = ⇒ − + − =4 2 21 0 1 0

کافی�است�معادله�ی�اخیر�دارای�دو�ریشه�ی�مثبت�باشد�تا�معادله�ی�اولیه�دارای��4ریشه�گردد.�پس�داریم:

m m m m
c m m
a

b m m
a

( )

∆> ⇒ − + > ⇒ − > ⇒ ≠

 −> ⇒ > ⇒ >

− > ⇒ > ⇒ >

2 20 4 4 0 2 0 2
10 0 1

1
0 0 0

1

  پاسخ تشریحی آزمون 12  

.�ضمناً�  ‌هنیز    1 b<0و�در�نتیجه�� b
a

− >0
2

.�از�طرفی�طول�رأس�سهمی�مثبت�است،�یعنی� a>0با�توجه�به�نمودار،�سهمی�دارای�مینیمم�است،�پس�  3

.�فقط�گزینه�ي�)3(��این�خصوصیات�را�داراست.� c>0 محل�تلاقی�سهمی�با�محور�عرض�ها�مثبت�است،�یعنی�

�پس�عرض�نقطه�ي�  ‌هنیز    2 c>0پس�س��همی�دارای�مینیمم�اس��ت�و�چ��ون��، a>0 ب��ا�توجه�به�این�که�  3

�منفی�است:� b
a

−
2

�و�طول�رأس�سهمی�یعنی� b>0 برخورد�با�محور�yها�مثبت�است.�از�طرفی�

�  ‌هنیز    3 f x a x x( ) ( )( )= + −2 6 �محور�xها�را�قط��ع�می�کند.�پس�می�توان�ضابطه�ي�تابع�را�به�صورت� x=−2 �و� x=6 نم��ودار�تابع�در�نقاط�  1

�محور�تقارن�تابع�است،�پس�طول�رأس�سهمی�برابر�است�با:� bx
a

=−
2

نوشت.�چون�خط�

� x − += =2 6 2
2

)�رأس�سهمی�است�و�داریم:� , )2 4 بنابراین�نقطه�ي�

� a a f x x x x x( )( ) ( ) ( )( )= + − ⇒ =− ⇒ =− + − =− + +21 1 14 2 2 2 6 2 6 3
4 4 4

� b c,= =1 3 بنابراین�داریم:�

�قطع�می�کند،�پس�داریم:�  ‌هنیز    4 −6 سهمی�محور�عرض�ها�را�در�نقطه�ای�با�عرض�  1
� c=−6
� a b+ − =9 3 6 0 )�روی�سهمی�است،�پس:�� , )3 0 از�طرفی�نقطه�ي�

�:
a
∆− =−8
4

�است،�یعنی� −8 ضمناً�عرض�رأس�سهمی�برابر�

�
a b a b b a

a a a a a a a
b a a b a

a

( )
( )

+ = ⇒ + = ⇒ = −
 ⇒ − = ⇒ − + = ⇒ − + = ∆ = ⇒ − − = ⇒ =

2 2 2
2 2

9 3 6 3 2 2 3
2 3 8 9 12 4 8 9 20 4 0

8 4 6 32 8
4

�
b a

b a

a b
a a a

a b

= −

= −

 = → = − =−± − ± ±⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒
= → = − =



2 3

2 3
2 2 6 420 400 144 20 256 20 16
2 2 418 18 18 2
9 3 3

از�آن�جا�که�سهمی�رو�به�بالاست�و�طول�رأس�سهمی�مقداری�مثبت�است،�داریم:

��
ab b b

a
>

− > →− > ⇒ <
0

0 0 0
2

�است:� a=2 �و� b=−4 بنابراین�
� a b+ =−2
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�  ‌هنیز    5 a a
( )

( )

− − −= ⇒ =
× −
4 4

2 1 2 1
از�جایی�که�طول�رأس�دو�سهمی�برابر�است،�داریم:�  2

�. a b+ =4 ،�پس� b=0 ،�یعنی� g( )=0 0 �از�مبدأ�مختصات�می�گذرد،�لذا� g x( ) ضمناً�تابع�

�به�دست�می�آید،�یعنی:�  ‌هنیز    6 y f x( )= + −3 4 �را��3واحد�به�چپ�و��4واحد�به�پایین�انتقال�دهیم،�تابع� y f x( )= اگر�تابع�  4

� g x x x( ) ( ( )) ( )= − + − − = − −2 22 4 3 3 4 21 7
�به�دست�می�آید:� f x g x( ) ( )= طول�نقطه�ي�تلاقی�دو�تابع�از�حل�معادله�ی�

� f x g x x x x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ − − = − − ⇒ − = − + ⇒ − + = − + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 1721 7 2 4 3 1 4 2 2 1 8 18 6 17
6

�است،�پس�رأس�سهمی�داده�شده�برابر�است�با:�  ‌هنیز    7 b bf
a a

( , ( ))− −
2 2

�نقطه�ي� y ax bx c= + +2 رأس�سهمی�  1

�
b b

f b b b b( )

− =−

 − = − + = −

2 2 2

2
2

2 2 2

� b b b b b ,− =− ⇒ − − = ⇒ =−2 22 2 0 1 2 از�جایی�که�هر�نقطه�روی�نیمساز�ربع�اول�و�سوم�دارای�طول�و�عرض�مساوی�است،�داریم:�

بنابراین�مجموع�مقادیر��bبرابر��1است.

�اس��ت.�برای�یافتن�طول�نقطه�ي�  ‌هنیز    8 y f x( )= �رأس�تابع� A( , )−1 3 �اس��ت،�بنابراین�نقطه�ي� y f x( )= +2 �رأس�تابع� A( , )−1 5 نقطه�ي�  1
�می�توان�نوشت:� y f x( )= −2 1 �در�تابع� A′ متناظر�

� x x y f f( ) ( )− =− ⇒ = ⇒ = − = − = × =1 1 2 2 1 2 2 1 2 3 6
�است.� y f x( )= −2 1 �رأس�سهمی� A ( , )′ 2 6 یعنی�نقطه�ي�

�هستند:�  ‌هنیز    9 x bx x+ + = +2 1 2 نمودار�خط�و�سهمی�داده�شده�در�دو�نقطه�با�طول�های�صفر�و��1متقاطع�هستند،�یعنی�صفر�و�یک�ریشه�های�معادله�ي�1  2

�
x

xx x b x b bbx ( )
=

++ + = ⇒ + − = → + − = ⇒ =
12 22 11 2 0 1 2 0 1

)�می�باشد.� , )− 1 3
2 4

�نقطه�ي� y x x= + +2 1 رأس�سهمی�

�است،�پس�مختصات�نقطه�ي��Aبرابر�  ‌هنیز    10 bx
a

=− =1
2

محور�تقارن�سهمی�خط�  1

)�می�باش��د،�بنابراین��Aهمان�رأس�سهمی�است،�زیرا�روی�محور�تقارن�است�و�در�معادله�ی� , )−1 1

سهمی�نیز�صدق�می�کند.�
�می�باشد.� y=−1پس�خط�مماس�بر�سهمی�از�این�نقطه�خط�افقی�

خط�افقی،�فقط�در�رأس�سهمی�می�تواند�بر�آن�مماس�باشد،�بنابراین�عرض�رأس�سهمی�داده�شده�برابر��3می�باشد�و�داریم:  ‌هنیز    11  4

� m m
m m m m m m

a
( )

( )
− − −∆− = ⇒ = ⇒ − − =− ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

2
2 2 24 83 3 4 8 12 4 4 0 2 0 2

4 4

�می�باشد،�پس:�  ‌هنیز    12 bx
a

=−
2

�خط�قائم� y ax bx c= + +2 محور�تقارن�سهمی�  2

� m
m m m m

m
( )

( )

− −
= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

−
2 33 2 6 6 4 6

2 1 2

�محور�تقارن�س��همی�داده�ش��ده�است�و�دو�نقطه�با�طول�های�  ‌هنیز    13 x= 3 چون�  4
�روی�س��همی�با�فاصله�ي�یکس��ان�در�دو�طرف�محور�تقارن�س��همی�هس��تند،� x−3 �و� x+3

بنابراین�دارای�عرض�مساوی�هستند.�
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)�است،�پس�داریم:�  ‌هنیز    14 , )−1 6 با�توجه�به�شکل�مقابل�می�توان�گفت�رأس�سهمی�نقطه�ي�  3

� f k k( )− = ⇒ − + = ⇒ =1 6 1 2 6 7

برای�این�که�نمودار�از�ناحیه�ي�دوم�عبور�نکند�و�از�سه�ناحیه�ي�دیگر�عبور�کند،�باید�نمودار�  ‌هنیز    15  1
�باشد�و�ثانیاً�تابع�دارای�دو�ریشه�ي�متمایز�نامنفی�باشد.�پس�داریم: a<0 تابع�به�شکل�مقابل�باشد.�یعنی�اولاً�

�
a

a a
c
a

b a a a
a a

( )

<


∆> ⇒ + > ⇒ ≠−

 ≥ ⇒ ≥


+− > ⇒ > → + < ⇒ <−

2

0

0 2 0 2

0 0 0

20 0 2 0 2

�برابر�عرض�رأس�آن�است:�  ‌هنیز    16 f x x x( )=− + −21 13
2 2

بیش�ترین�مقدار�سهمی�  3

�
a

( )

( )

− − ×
∆ −− = = =

−−

19 4
84 4

4 1 24
2

�برابر�است.� y f x( )= �به�اندازه�ي�یک�واحد�به�سمت�راست�است�و�عرض�رأس�آن�با�عرض�رأس� y f x( )= ،�انتقال�یافته�ي�تابع� y f x( )= −1 تابع�

طول�طناب�را��L،�عرض�زمین�را��xو�طول�آن�را��yمی�نامیم:  ‌هنیز    17  4
� x y L y L x+ = ⇒ = −2 2

�S xy x L x S x Lx( )= = − ⇒ =− +22 2
�Smaxبرابر�عرض�رأس�سهمی�فوق�است،�پس:

� LS L L L L
a max
∆ −− = ⇒ = ⇒ = × ⇒ = × × ⇒ = × × ⇒ =

−

2 2 2648 8 648 16 4 81 4 2 9 72
4 8

با�توجه�به�شکل�مقابل�داریم:  ‌هنیز    18  3
� x y x y y x( )+ = ⇒ + = ⇒ = −2 24 12 12

� z x y x x x x( )= + = + − = − +2 2 2 2 2 212 2 24 144

�به�دست�می�آید�که�برابر�است�با:� x= =24 6
4

�به�ازای� z2 کم�ترین�مقدار�

� zmin ( )= − × + = − + =2 22 6 24 6 144 72 144 144 72

�می�باشد.� =72 6 2 پس�کم�ترین�مقدار�قطر�برابر�

راه حل اول: حاصل�ضرب�دو�عدد�را�با��Pنمایش�می�دهیم:  ‌هنیز    19  3

�
x y xP xy P x P x x( )
+ = −= → = ⇒ =− +

3 4 24 224 3 3 6
4 4

�به�دست�می�آید�که�برابر�است�با:� x −= =
−

6 4
3
2

بیش�ترین�مقدار��Pبه�ازای�

� Pmax ( )=− + × =− + =23 4 6 4 12 24 12
4

راه حل دوم:�
نکتز:�اگر�جمع�دو�عدد�ثابت�باشد،�ضرب�آن�ها�هنگامی�بیش�ترین�است�که�آن�دو�عدد�با�هم�برابر�باشند.

.�پس�بیش�ترین�مقدار� x=4 �و� y=3 ،�یعنی� x y= =3 4 12 �هنگامی�ماکزیمم�است�که�داشته�باشیم� P x y( )( )=12 3 4 ،�بنابراین� x y+ =3 4 24 از�جایی�که�
�است.� × =3 4 ضرب�آن�ها�برابر�12
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راه حل اول: با�توجه�به�این�که��xمثبت�است،�می�توان�تابع�داده�شده�را�به�صورت�زیر�بازنویسی�کرد:  ‌هنیز    20  3

� f x x x x f x x
x x x x

( ) ( ) ( ) ( )= + = − + × × ⇒ = − +2 29 9 9 34 4 2 4 2 12

�برابر��12است.� f x( ) ،�بنابراین�حداقل�مقدار� x
x

( )− ≥232 0 از�جایی�که�داریم�

راه حل دوم:�
نکتز:�اگر�ضرب�دو�عدد�مثبت،�ثابت�باشد،�جمع�آن�ها�وقتی�کم�ترین�است�که�آن�دو�عدد�برابر�باشند.

.�پس: x=3
2
�یعنی� x

x
= 94 ،�بنابراین�جمع�آن�ها�وقتی�مینیمم�است�که� x

x
× =94 36 از�جایی�که�

fmin ( )= + = + =3 94 6 6 12
2 3

2

  پاسخ تشریحی آزمون 13  

)�عبور�کرده�است،�پس�داریم:�  ‌هنیز    1 , )0 2 نمودار�تابع�از�نقطه�ي�  2

� c c= + + ⇒ =2 0 0 2

�است.�پس�داریم:� b
a a

( , )∆− −
2 4

)�رأس�سهمی�است.�می�دانیم�رأس�سهمی�نقطه�ي� , )−1 1 نقطه�ی�

� b b a
a

− =− ⇒ =1 2
2

�
a

a b ac a a a a a a a a
aa

¡¡—

( ) ( )
=∆− = ⇒∆=− ⇒ − =− ⇒ − × =− ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

2 2 2 0
1 4 4 4 2 4 2 4 4 4 0 4 1 0 14

� b a b= ⇒ =2 2

بنابراین�داریم:
� a b c+ − = + − =1 2 2 1

با�توجه�به�نمودار�سهمی،�طول�رأس�سهمی،�به�ازای�هر�مقدار��mعددی�منفی�است�و�داریم:  ‌هنیز    2  4

گزینه�ي�)1(:

� b m
a

− =
2 2

می�تواند�مثبت�یا�منفی�باشد�

گزینه�ي�)2(:

� b m
a

− =−
2 2

می�تواند�مثبت�یا�منفی�باشد�

گزینه�ي�)3(:

� b m
a

− =
2

2 2
همواره�مثبت�است�

گزینه�ي�)4(:

� b m
a

− =−
2

2 2
همواره�منفی�است�

�نیز�از�همین�نقاط�می�گذرد،�بنابراین�  ‌هنیز    3 y x ax b= + +22 )�می�گذرد،�نمودار�تابع� , )6 0 )�و� , )0 0 �از�دو�نقطه�ي� y x x( )= −6 نمودار�تابع�  3

ضابطه�ي�آن�به�صورت�زیر�است:�
� y x x x x x x( )( ) ( )= − − = − = −2 22 0 6 2 6 2 12

�واحد�است.� ( )− − =9 18 27 �می�باشد.�فاصله�ي�دو�نقطه�ي��Aو��Bبرابر� B( , )−3 18 �و� A( , )3 9 رأس�دو�سهمی�داده�شده�نقاط�
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راه حل اول: فاصله�ي�هر�نقطه�از�محور�طول�ها�همان�قدر�مطلق�عرض�نقطه�است.�پس�نقاطی�مورد�نظر�است�که�دارای�عرض��10باشند:  ‌هنیز    4  3

�
x x x x

y x x
x x x x x x x x

| | | |
( )( ) ,

 − + =− − + = ⇒∆< = ⇒ − + = ⇒ ⇒ 
− + = − − = ⇒ − + = ⇒ = =−  

2 2
2

2 2
2 2 10 2 12 0 0

10 2 2 10
2 2 10 2 8 0 4 2 0 4 2

�در�شرایط�مسأله�صدق�می�کند.� B( , )4 10 �و� A( , )−2 10 بنابراین�دو�نقطه�ي�

� y=10ها�برابر��10واحد�اس��ت�روی�خط��xراه حل دوم:�نمودار�تابع�را�رس��م�می�کنیم.�نقاطی�که�فاصله�ي�آن�ها�از�محور�
�واضح�است�که�دو� y=10هس��تند.�پس�کافی�اس��ت�بدانیم�این�خط�در�چند�نقطه�با�نمودار�تابع�مشترک�است،�با�رسم�خط�

نقطه�وجود�دارد.�

)�است.�با�  ‌هنیز    5 , )2 4 �اس��ت�و�این�سهمی�دارای�رأس� f x x x( )=− +2 4 از�روی�نمودارها�مش��خص�اس��ت�که�سهمی�پایین�مربوط�به�تابع�  3

)�می�گذرد:� , )0 6 )�است�و�از�نقطه�ي� , )2 4 �نیز�دارای�رأس� g x ax bx c( )= + +2 توجه�به�شکل�تابع�

� b a

g c

g a b c
a a a a bb b a

a

( )

( ) = −

= ⇒ =
 = ⇒ + + =
 ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = → =−− = ⇒ =−

4

0 6 6

2 4 4 2 4 16 44 8 4 2 2
22 4

2
بنابراین�داریم:

� a b− = + =1 52
2 2

�است:�  ‌هنیز    6 x=1فقط�دارای�ریشه�ی�� f x( )=0 �تنها�در�نقطه�ای�به�طول��1محور�طول�ها�را�قطع�می�کند،�پس�معادله�ي� y f x( )= نمودار�تابع�  4

� x ax bf x x ax b
x x

( ) + += ⇒ = ⇒ + + =
− +

2 2
2

20 0 2 0
2 5

معادله�ي�فوق�دارای�ریشه�ي�مضاعف��1است،�یعنی:
� x ax b x x ax b x x( )+ + = − ⇒ + + = − +2 2 2 22 2 1 2 2 4 2

پس�ضابطه�ي�تابع�برابر�است�با:

�
xx xf x f

x x
( ) ( )

=− += → =
− +

2 0
2

2 4 2 20
52 5

�یک�س��همی�رو�به�پایین�است�که�در�دو�نقطه�با�طول�های�  ‌هنیز    7 y x mx m=− − + +22 3 2 2 نمودار�تابع�  1
>�αکافی�است�مطابق�شکل�روبه�رو�نقطه�ای�با�طول� <β2 �βمحور��xها�را�قطع�می�کند.�برای�آن�که�داش��ته�باش��یم� �αو�

�2روی�سهمی،�دارای�عرض�مثبت�باشد،�تا�بین�دو�ریشه�قرار�گیرد:�

� f m m m m m m( )> ⇒− × − × + + > ⇒− − + + > ⇒ <− ⇒ <− 32 0 2 4 3 2 2 2 0 8 6 2 2 0 4 6
2

راه حل اول: با�توجه�به�رابطه�ي�داده�شده،�تابع�را�به�صورت�رابطه�ای�از��yبر�حسب��xبازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    8  1

� xx m m −= − ⇒ =11 2
2

� x x x x x x xy m m y y x x( ) ( )− − − + + −= − ⇒ = − = + − = ⇒ = + −
2 22 2 21 1 2 1 3 3 4 5 1 53 3

2 2 4 2 2 4 4 4
حداقل�مقدار�تابع�فوق�در�رأس�تابع�اتفاق�می�افتد:

� b y f
a min ( )− −= =− ⇒ = − = × − − =− − =−1 1 5 5 92 2 4 2 1
2 2 4 4 4 4

4
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�به�دست�آورد:� y m m= −2 3 راه حل دوم:�از�جایی�که�رابطه�ي��xو��mرابطه�ای�خطی�است،�می�توان�مقدار��yرا�از�همان�رابطه�ي�

� y
amin

−∆ −= = =−
×
9 9

4 4 1 4

�اس��ت�که�اگر�در�ناحیه�ي�  ‌هنیز    9 b
a a

( , )∆− −
2 4

برای�این�که�تابع�دارای�ماکزیمم�باش��د،�باید��mمنفی�باش��د.�همچنین�ماکزیمم�تابع�نقطه�ي�  2

چهارم�قرار�گیرد،�باید�داشته�باشیم:�

�
m

b m
a m m

m m m m m m m m
a m m

IÄ

( ) <

 −− > ⇒ > ⇒ < ⇒ <−
− − −−∆ + − < ⇒ < ⇒ < → + − > ⇒ > <−

2 2 0 2

2 30 0 0
2 1

12 4 8 2 30 0 0 2 3 0 3 1
4 4

)�اس��ت،�حتماً�  ‌هنیز    10 , )−1 20 �که�نقطه�ي� x=2 )�نس��بت�به�خط� , )5 20 �اس��ت،�پس�قرینه�ي�نقطه�ي� ax
a

−=− =4 2
2

محور�تقارن�تابع،�خط�  1

روی�نمودار�تابع�قرار�دارد.�

�است.�پس�داریم:�  ‌هنیز    11 bx
a

=−
2

�است�و�محور�تقارن�آن�
a
∆−
4

�برابر� y ax bx c= + +2 بیش�ترین�مقدار�تابع�درجه�دوم�  3

� m m m m m x
m m

·nI£U#n¼d¶ :,
( )

−− = ⇒ − = ⇒ =− ⇒ =− =− =− =
−

9 8 3 3 35 8 9 20 12 9 2
4 4 2 32

4

�محور�تقارن�سهمی�است،�پس�نقاط�برخورد�با�محور�طول�ها�نسبت�به�رأس�سهمی�متقارن�هستند.�بنابراین�نقاط�  ‌هنیز    12 bx
a

=−
2

از�آن�جا�که�  4

�است�و�نقطه�ی� f x a x x( ) ( )( )= − −1 5 �باشند�تا�طول��ABبرابر��4واحد�باشد.�پس�ضابطه�ي�تابع�به�صورت� B( , )1 0 �و� A( , )5 0 برخورد�با�محور�طول�ها�باید�

)�روی�نمودار�تابع�قرار�دارد�و�در�معادله�ي�آن�صدق�می�کند:� , )3 2

� a a f x x x( )( ) ( ) ( )( )= − − ⇒ =− ⇒ =− − −1 12 3 1 3 5 1 5
2 2

در�نقطه�ي�برخورد�با�محور�عرض�ها�داریم:

� x y ( )( )= ⇒ =− − − =−1 50 0 1 0 5
2 2

سهمی�از�مبدأ�مختصات�می�گذرد.�برای�آن�که�نمودار�سهمی�از�ناحیه�ي�دوم�عبور�کند،�  ‌هنیز    13  4

�منفی�باشد،�یعنی�جمع�ریشه�ها� x mx− + =2 2 می�بایس��ت�مطابق�شکل،�ریش��ه�ي�دیگر�معادله�ي�درجه�دوم�0

منفی�باشد:�

� b m m m
a
− −< ⇒ < ⇒ < ⇒ <

−
20 0 2 0 0
1

�می�گذرد،�بنابراین�محور�تقارن�س��همی�برابر�  ‌هنیز    14 a( , )2 0 )�و� , )4 0 س��همی�از�دو�نقط��ه�ي�  4

�بر�س��همی�مماس�است،�مختصات� y a= �اس��ت.�از�طرفی�از�جایی�که�خط�افقی� x a= �یعنی�2+ ax +=2 4
2

�در�معادله�ي�سهمی�صدق�می�کند،�پس:� a a( , )+2 �می�باشد.�نقطه�ي� a a( , )+2 رأس�سهمی�

� a a a a a a a a a a a aa a IÄ( ( ))( ) ( )( )= − + + − ⇒ = − − ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ = =2 24 2 2 2 2 2 4 4 5 4 0 1 4

�است:� a=4 ،�تنها�جواب�قابل�قبول� a>2 با�توجه�به�شرط�

x :�معادله�ي�محور�تقارن� a x= + ⇒ =2 6
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نمودار�تابع�در�سه�حالت�زیر�از�ناحیه�ي�چهارم�عبور�نخواهد�کرد:  ‌هنیز    15  3

��������� ��������

�را�محاسبه�می�کنیم:� ∆ بنابراین�

� a a a( )∆= − − = −2 2 24 4 5 16

حال�می�توان�نوشت:

a :�حالت�اول�و�دوم� a I( )∆≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤2 4 40 5 16 0
5 5

 :�حالت�سوم�

a

c a a
a

b a a
a

a a

a IIj¼ ¼¶#ÁIÀ½pIM#pH#ÁoÃ¬¥HoT] H{

IÄ

( )

 <−

≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≤ ≤

− < ⇒− < ⇒

∆> ⇒ − > ⇒ >
 → <


>

≤




2

2 4
5

40 5 16 0
5

4 2
5

0 4 0 2 2

0 0 0

� I II a( ) ( )⇒− ≤ ≤4 2
5



راه حل اول: دو�عدد�مورد�نظر�را��xو��yو�حاصل�ضرب�آن�ها�را��Pمی�نامیم:  ‌هنیز    16  1

�
x y

P x x P x x
P xy

( )
= + ⇒ = − ⇒ = − =

22 6
2 6 2 6

مینیمم�تابع�درجه�دوم�در�نقطه�ي�رأس�سهمی�اتفاق�می�افتد:

�
y xbx y x y

a
= −−= = = → = − =− ⇒ + = − =−
2 66 3 3 33 6 3 3

2 4 2 2 2

راه حل دوم:�

نکتز:�اگر�مجموع�دو�عدد�ثابت�باشد،�حاصل�ضرب�آن�ها�وقتی�بیش�ترین�است�که�آن�دو�عدد�برابر�باشند.

.�پس�مینیمم��Pبه� x=3
2
�و� y=−3 ،�یعنی� x y=− =2 3 �هنگامی�ماکزیمم�است�که�داشته�باشیم� P x y( )( )− = −2 2 ،�بنابراین� x y( )+ − =2 6 از�جایی�که�

�به�دست�می�آید.� y=−3 و� x=3
2
ازای�

راه حل اول: عرض�مستطیل�را��x،�طول�آن�را��yو�مساحت�آن�را��Sمی�نامیم.�داریم:  ‌هنیز    17  3

�
x y xS x S x x S

S xy amax( )
( )

+ = − ∆⇒ = ⇒ =− + ⇒ =− =− = = −

223 2 24 24 3 3 1212 24
2 2 4 34

2

راه حل دوم:�

نکتز:�اگر�مجموع�دو�عدد�ثابت�باشد،�حاصل�ضرب�آن�ها�هنگامی�بیش�ترین�است�که�آن�دو�عدد�برابر�باشند.

�و� x=4 ،�یعنی� x y= =3 2 �هنگامی�ماکزیمم�اس��ت�که�داشته�باشیم�12 S x y= ×6 3 2 ،�بنابراین� x y+ =3 2 24 از�جایی�که�

،�پس:� y=6

�Smax = × =4 6 24



40 فصل�سوم:�معادله�ی�درجه�دوم�و�تابع�درجه�دوم

طول�و�عرض�مستطیل�را��xو��yمی�نامیم.�با�توجه�به�قضیه�ي�تالس�داریم:  ‌هنیز    18  1

� yx xx y y− −= ⇒ = − ⇒ =
3 12 33 12 4

4 3 4

� xS xy x S x x( )−= = ⇒ =− +212 3 3 3
4 4

�

تابع�درجه�دوم�به�ازای�طول�رأس�دارای�ماکزیمم�است:

� bx y
a ( )

− − − ×= = = = ⇒ = =
−

3 3 12 3 2 32
2 3 3 4 22

4 2
بنابراین�اختلاف�طول�و�عرض�برابر�است�با:

� − =3 12
2 2

�را�روی�تابع�در�نظر�می�گیریم:�  ‌هنیز    19 x x( , )− نقطه�ي�دلخواه��Bبه�مختصات�  4

� AB x x AB x x x AB x x( ( )) ( ) ( )= − − + − − ⇒ = + + − ⇒ = + +2 2 2 2 22 0 4 4 3 4

�به�دست�می�آید�که�برابر�است�با:� x=− 3
2
�به�ازای� AB( )2 کم�ترین�مقدار�

� AB AB− += − + = = ⇒ =min min( )2 9 9 9 18 16 7 74
4 2 4 4 2

راه حل اول: با�توجه�به�این�که��xعددی�منفی�است،�تابع�مورد�نظر�را�می�توان�چنین�بازنویسی�کرد:  ‌هنیز    20  4

� y x x x
x x x

= + =− − − =− − − −
−

( ) ( )29 9 3 6

�است.� −6 �برابر�صفر�است،�بنابراین�بیش�ترین�مقدار�تابع�برابر� x
x

− −
−

( )23 کم�ترین�مقدار�

راه حل دوم:

،�بنابراین�جمع�این�دو�عدد� x
x

× =9 9 نکتز:�اگر�ضرب�دو�عدد�منفی�ثابت�باش��د،�جمع�آن�ها�هنگامی�ماکزیمم�اس��ت�که�آن�دو�عدد�برابر�باش��ند.�از�جایی�که�

،�پس:� x=−3 �یعنی� x
x

= 9 منفی�وقتی�ماکزیمم�است�که�

ymax =− + =−
−
93 6
3

  پاسخ تشریحی آزمون 14  

)�  ‌هنیز    1 , )3 0 �اس��ت.�از�جایی�که�تابع�از�نقطه�ی� y a x( )= − +21 6 �رأس�تابع�اس��ت،�پس�معادله�ی�تابع�به�صورت�  ( , )1 6 راه حل اول: نقطه�ی�  4

می�گذرد،�داریم:

a a a y x y x x( ) ( )= − + ⇒ + = ⇒ =− ⇒ =− − + ⇒ =− + − + ⇒2 2 23 3 3 30 3 1 6 4 6 0 1 6 3 6
2 2 2 2

y x x ab c=− + + ⇒ + =− × + =23 9 3 93 3 0
2 2 2 2

راه حل دوم:��3یکی�از�ریشه�های�تابع�است�و�رأس�تابع�نقطه�ای�با�طول�یک�است،�پس�ریشه�ی�دیگر�تابع�برابر�است�با:
x x+ = ⇒ =−3 1 1
2

�می�گذرد،�پس:  ( , )1 6 �است،�این�تابع�از�نقطه�ی� y a x x( )( )= + −1 3 بنابراین�معادله�ی�این�تابع�به�صورت�

a a a y x x y x x ab c( )( ) ( )( )−= + − ⇒− = ⇒ = ⇒ =− + − ⇒ =− + + ⇒ + =23 3 3 96 1 1 1 3 4 6 1 3 3 0
2 2 2 2
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طول�رأس�تابع�برابر�میانگین�دو�ریشه�است،�پس:  ‌هنیز    2  3
x

x x
− +

= ⇒− + = ⇒ =2
2 2

1
1 1 2 3

2
. − =−1 3 2 �هستند�و�مجموع�آن�ها�برابر�است�با� f x( )+ =2 0 �ریشه�های�معادله�ی� − −1 2 �و� −3 2 �هستند.�پس� f x( )=0 �دو�ریشه�ی�معادله�ی� �3و�1−

با�توجّه�به�صورت�سؤال،�معادله�ی�زیر�باید�دو�ریشه�ی�منفی�داشته�باشد:  ‌هنیز    3  3
c mP m
ax x x m x x x m x x m
bS

a

( )( )

− = > ⇒ > ⇒ <
+ + = + ⇒ + + = + ⇒ + + − = ⇒ − − = < ⇒ <



2 2
20 0 2
22 2 1 2 2 5 2 2 2 3 2 0 30 0
2



m m m m( )∆> ⇒ − × × − > ⇒ − + > ⇒ > ⇒ >70 9 4 2 2 0 9 16 8 0 8 7
8

. m< <7 2
8

بنابراین�باید�داشته�باشیم�

بیش�ترین�مقدار�یک�تابع�درجه�2،�برابر�عرض�رأس�سهمی�است،�پس:  ‌هنیز    4  1
m m

m m m m m
a m

( ( ))− − −−∆=− ⇒ =− ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒2 216 4 2 31 1 16 8 12 4 8 8 16 0
4 4
m m m m m IÄ ( )( )− − = ⇒ − + = ⇒ = −2 2 0 2 1 0 2 1

. m=−1غیرقابل�قبول�است�و�� m=2 با�توجه�به�این�که�تابع�درجه�2،�ماکزیمم�دارد،�پس�حتماً�ضریب�جمله�ی�درجه�دوم،�منفی�است،�پس�

برای�آن�که�سهمی�خط�را�قطع�نکند�می�بایست�معادله�ی�زیر�ریشه�نداشته�باشد:  ‌هنیز    5  4
mx x x x x mx x m x m( )( ) ( ) ( )∆<= + + ⇒ + + = ⇒ + − + = → − − × × <02 2 22 1 8 2 17 8 2 17 8 0 17 4 2 8 0

m m m m m m( ) ( )( ) ( )( )⇒ − − < ⇒ − − − + < ⇒ − − < ⇒ < <217 64 0 17 8 17 8 0 9 25 0 9 25
�باشد. , ,...,10 11 24 بنابراین��mمی�تواند�یکی�از��15عدد�صحیح�

�Sاست.�با�توجه�به�این�که�نقطه�ی��Mروی�  ‌هنیز    6 xy= �فرض�کنیم،�مس��احت�مس��تطیل��ONMPبرابر� x y( , ) اگر�مختصات�نقطه�ی��Mرا�  4
�قرار�دارد�پس: y x= −3 2 خط�

S x x x x S
amax( ) −∆ −= − =− + ⇒ = = =

−
2 9 93 2 2 3

4 8 8

راه حل اول: با�توجه�به�منفی�بودن��xضابطه�ی�تابع�را�می�توان�به�صورت�زیر�نوشت:  ‌هنیز    7  3

x xf x x x x x x
x x x xxx

( ) ( ) ( ) ( )
( )

− += = − + =− − − − =− − − − − − =− − − −
− −−−

2 2 2 2
2

4 4 4 2 4 41 1 2 1 5

مشخص�است�که�بیش�ترین�مقدار�تابع��fوقتی�است�که�عبارت�مربع�کامل�برابر�صفر�باشد.

x x x f x
x x x

( ) ( ) ( ) ( )− − ≥ ⇒− − − ≤ ⇒− − − − ≤− ⇒ ≤−
− − −

2 2 24 4 40 0 5 5 5

�داریم: b
x

= 4 �و� a x= �پس�با�جایگذاری� a b ab+ ≤−
2

راه حل دوم:�برای�دو�عدد�منفی��aو��bمی�دانیم�

x
x xx x x x f x

x x x x
( )

+
+ −≤− × ⇒ + ≤− × ⇒ + − ≤− ⇒ ≤− ⇒ ≤−

2
4

4 4 4 42 2 1 5 5 5
2

�  ‌هنیز    8 x−1صدق�می�کند.�پس�یکی�از�ریشه�ها�برابر�یک�است.�با�تجزیه�عامل�� x m x m x( ) ( )− + + + − =3 21 1 1 0 �در�معادله�ی� x=1عدد�  1

را�از�معادله�فاکتور�می�گیریم:

x m x m x x x x m x x( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )− − + + + = ⇒ − + + − + − =3 2 21 1 1 0 1 1 1 1 0 x x x mx x x x mx( )( ) ( )( )⇒ − + + − − = ⇒ − − + =2 21 1 0 1 1 0

�دو�ریشه�ی�مختلف�و�مخالف��1داشته�باشد،�پس: x mx− + =2 1 0 برای�آن�که�معادله،��3ریشه�ی�متمایز�داشته�باشد�باید�معادله�ی�
x m m≠ ⇒ − + ≠ ⇒ ≠1 1 1 0 2

m m m| |∆> ⇒ − > ⇒ > ⇒ >2 20 4 0 4 2
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�شود،�با��12000تومان�می�توان�  ‌هنیز    9 x−100 �است.�اگر�قیمت�کالا�
x

12000 اگر�قیمت�هر�هدیه�قبل�از�تخفیف�برابر��xباشد،�تعداد�آن�ها�برابر�  3

�کالا�خرید،�پس:
x

+12000 4

x x x x x x
x x

( )( ) ×= + − ⇒ = + − − ⇒ − − × = ⇒ − − =
5 2 5 212000 12 1012000 4 100 12000 12000 4 400 4 400 12 10 0 100 300000 0

x x x x( )( )− + = ⇒ = ⇒ − =600 500 0 600 100 500

�دارای�دو�ریشه�است،�پس:  ‌هنیز    10 x mx+ + =2 1 0 راه حل اول: معادله�ی�  4

m m∆> ⇒ − > ⇒ >2 20 4 0 4

�است�ممکن�است�مقدار��mبه�گونه�ای�باشد�که�معادله�ی�گزینه�ی�)4(�ریشه�نداشته�باشد. m∆= −2 8 �در�گزینه�ی�)4(�برابر� ∆ با�توجه�به�این�که�

برای�سایر�گزینه�ها�داریم:
�گزینه�ی�)1( mm: 

>∆= + →∆>
2 42 4 0

�گزینه�ی�)2( mm m m m m m: ( ) ( ) >∆= − − − = − + − + = − →∆>
2 42 2 22 4 2 4 4 8 4 4 0

�گزینه�ی�)3( mm:#
>∆= − →∆>

2 42 4 0
�در�دو�نقطه�محور�xها�را�قطع�می�کند. y x mx= + +2 راه حل دوم:�تابع�1

برای�تابع�گزینه�ی�)1(،�باید��2واحد�سهمی�اصلی�را�به�پایین�انتقال�دهیم�و�حتماً�سهمی�محور�xها�را�در�دو�نقطه�قطع�می�کند.
برای�تابع�گزینه�ی�)2(،�به�عنوان�مثال�می�توان�سهمی�را�یک�واحد�به�سمت�راست�منتقل�کنیم�و�حتماً�سهمی�محور�xها�را�در�دو�نقطه�قطع�می�کند.

برای�تابع�گزینه�ی�)3(،�باید�سهمی�را�نسبت�به�محور�yها�قرینه�کنیم�و�حتماً�سهمی�محور�xها�را�در�دو�نقطه�قطع�می�کند.
برای�تابع�گزینه�ی�)4(،�باید�علاوه�بر�قرینه�کردن�نسبت�به�محور�yها،�آن�را�یک�واحد�به�بالا�منتقل�کنیم�که�ممکن�است�دیگر�محور�xها�را�در�دو�نقطه�قطع�نکند.

�βریشه�های�معادله�باشند،�برای�آن�که�اختلاف�آن�ها�برابر�یک�باشد،�داریم:  ‌هنیز    11 �αو� اگر�  1

m m m m| | ( )∆α−β = ⇒ = ⇒∆= ⇒ − − = ⇒ + − =2 21 1 1 4 1 2 1 8 5 0
1

bS
a
−= =−8 مجموع�اعداد�مورد�قبول�برای��mبرابر�است�با:�

�می�نامیم:  ‌هنیز    12 ′β �و� ′α �را� x x( )− =5 2 �βو�ریشه�های�معادله�ی� �αو� �را� x ax a− + + =2 3 0 ریشه�های�معادله�ی�  3

bx x x x x x
a

( ) ′′ ′− = ⇒− + = ⇒ − + = ⇒α +β =− =
′

2 25 2 5 2 5 2 0 5

bx ax a a
a
−− + + = ⇒α+β= =2 3 0

a a( )′ ′α+β= α +β ⇒ = × ⇒ =3 3 5 15 �پس:� ′β= β3 �و� ′α= α3 با�توجه�به�این�که�

�می�شود.�این�معادله�باید��2ریشه�ی�متمایز�مثبت�داشته�باشد،�پس:  ‌هنیز    13 mt t m− + − =2 4 3 0 �معادله�به�صورت� x t=2 با�تغییر�متغیر�  2

m m m m m( )′∆ > ⇒ − − > ⇒− + + > ⇒− < <20 4 3 0 3 4 0 1 4

bS m
a m
−= > ⇒ > ⇒ >40 0 0

c mP m m
a m

IÄ 
−= ⇒ > ⇒ > <3 0 3 0

�می�باشد. m< <3 4 اشتراک��3محدوده�ی�به�دست�آمده،�

،�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    14 m ,αβ= − α+β=1 3 �داریم� x x m− + − =2 3 1 0 با�توجه�به�معادله�ی�  4

( )α+β − αββ α +βα+ =− ⇒ =− ⇒ =−
β α αβ αβ

22 2 23 3 3

m
m m m

m
( )− −

⇒ =− ⇒− + =− + ⇒ =−
−

9 2 1 3 2 11 3 3 8
1
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�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    15 t x= 2 اگر�فرض�کنیم�  2

x x m t t m t t m( ) ( )+ = − ⇒ + = − ⇒ + + − =2 2 2 2 2 23 5 1 3 5 1 3 5 1 0

حال�در�دو�حالت�معادله�ی�اولیه�دارای�دو�ریشه�ی�قرینه�خواهد�بود:

c m m m
a

| |−< ⇒ < ⇒ < ⇒ <
2 210 0 1 1
3

1(�معادله�ی�اخیر�دارای�یک�ریشه�ی�مثبت�و�یک�ریشه�ی�منفی�باشد:�

m m m( )∆= ⇒ − − = ⇒ = ⇒ =±2 2 370 25 12 1 0 12 37
12

2(�معادله�ی�اخیر�دارای�یک�ریشه�ی�مضاعف�مثبت�باشد:�

�خواهد�بود�که�قابل�قبول�نیست. x=− 5
6
�یعنی� bx

a
=−

2
در�این�حالت�ریشه�ی�مضاعف�برابر�

�اس��ت.�جمع�و�ضرب�ریشه�های�معادله�ی�جدید�  ‌هنیز    16 cP
a

= �و�1−= bS
a
−= �به�ترتیب�برابر�1= x x− − =2 1 مجموع�و�ضرب�ریش��ه�های�0  1

برابر�است�با:

S α+β′=α− +β− =α+β− = − =
α β αβ −
1 1 11 2

1

P ( )( )
β β +αα +′= α− β− =αβ− − + =αβ− + =− − + =− + =

α β α β αβ αβ αβ − −

2 2 21 1 1 1 1 2 11 2 3 1
1 1

�باشد،�معادله�ی�زیر�است: P′ ′�Sو�ضرب�آن�ها� معادله�ای�که�جمع�ریشه�های�آن�

x S x P x x′ ′− + = ⇒ − + =2 20 2 1 0

�است،�پس:  ‌هنیز    17 cP
a

= =−2 ضرب�ریشه�های�این�معادله�برابر�  1

β+α=−−αβ=− ⇒β= →− +α=− ⇒− +α =−α⇒α +α− =
α α

3 1 2 22 62 1 6 6 0

IÄ IÄ ( )( )
−β=
α⇒ α+ α− = ⇒α= α=− →β=− β=
2

23 2 0 2 3 1
3

اگر��α=2و��β=−1باشد،�جمع�ریشه�ها�برابر��1است�و�داریم:

m
S m m

( )− +
= ⇒ = ⇒ + =− ⇒ =−

11 1 1 2 3
2

�βریشه�های�معادله�هستند،�پس�در�معادله�صدق�می�کنند:  ‌هنیز    18 �αو�  2

( )
ββ − β− = ⇒β = β+ ⇒β+ =
2

2 22 6 0 2 3 3
2

( )
( )

−α βα β+ = = = =
22 2

2 63 18 3 2
2 2

�αβ=−6داریم:� بنابراین�با�توجه�به�

مجموع�ریشه�های�معادله�برابر�یک�است،�پس:  ‌هنیز    19  4
m

S m m m
( )− −

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
2 31 1 3 2 1 2 2 1
1

�است. + =1 4 5 �β=2است�و�مجموع�مربعات�ریشه�ها�برابر� �می�باشد،�بنابراین�ریشه�های�معادله��α=−1و� x x− − =2 2 0 پس�معادله�به�صورت�

�است،�پس�در�معادله�صدق�می�کند�و�داریم:  ‌هنیز    20 x x m m− + + =2 35 5 0 �یکی�از�ریشه�های�معادله�ی� x =1 2 با�توجه�به�این�که�  1

m m m m m m− + + = ⇒ + − = ⇒ + =3 3 34 10 5 0 5 6 0 5 6
�است�و�داریم: x x− + =2 5 6 0 بنابراین�معادله�به�صورت�

x x x x x x( )( ) ,− − = ⇒ = = ⇒ + = + =3 3
1 2 1 22 3 0 2 3 8 27 35





تابع قدرمطلق و 4
تابع جهء صحیح

آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل چهارم

  پاسخ تشریحی آزمون 15  

با�توجه�به�محدوده�های�داده�شده�برای��aو��bداریم:  ‌هنیز    1  3

�
a a a
b b b a b a b a b a b a
a b a b a b

| |

| | | | | | | |

| | | |

> ⇒ =
 < ⇒ =− ⇒ + + + = + + − =
 > ⇒ >− ⇒ + >

0
0 2

0
�

�  ‌هنیز    2 a b a b| | | | | |− = + − � �بنابراین:� b b| | | |− = می�دانیم�  4

� a b ab( )− ≥ ⇒ ≤0 0 � ،�پس�داریم:� xy≥0 �هنگامی�برقرار�است�که� x y x y| | | | | |+ = + حال�با�توجه�به�نامساوی�مثلث�می�دانیم�

،�پس:�  ‌هنیز    3 x− < <1 0 ،�بنابراین� x x+ <2 0 با�توجه�به�این�که�می�دانیم�  4

x x x
x x x x x

x x x
| | | |

< ⇒− > ⇒ − > ⇒ − + + = − − − =−− < ⇒ <− ⇒ + <

0 0 2 0
2 2 2 2 2 2 31 2 2 2 2 0 �

�است.�پس�داریم:  ‌هنیز    4 �به�ازای�اعداد�مثبت��aبرابر��1و�به�ازای�اعداد�منفی��a،�برابر�1− a
a
| | �یا� a

a| |
عبارت�  2

�
x x

xxA x A x
x x

x x

| |
( )

| |
( )

 − > >
−  

= − = − − < < ⇒ = < < 
−  − − − < < 

1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 2 0 1
1 1 1 0 0 0

بنابراین��Aمی�تواند�دو�مقدار�صفر�یا��2داشته�باشد.

با�محدوده�بندی،�تابع�را�به�صورت�چند�ضابطه�ای�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    5  3

�
x x x x x

f x x x x x
x x x x x

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

 − + + ≥ − ≥
 

= − − + + − ≤ < = − ≤ < 
 − − − + <− − + <− 

2 6 2 1 3 4 4 3
2 6 2 1 1 3 8 1 3
2 6 2 1 1 4 4 1

�و�داریم:� c=8 �و� b=3 �، a=−1بنابراین�
� a b c+ + = + − =8 3 1 10

�و�داریم:  ‌هنیز    6 x≥0فاقد�جواب�است،�بنابراین��، x<0اگر�  3

�
x

x x x x x x x x x| | | || | | |
≥

− ≤ ⇒ − ≤ → − ≤
02 4 4 4

�داریم:� x≠0 �یکی�از�جواب�های�نامعادله�ي�فوق�است.�برای� x=0

� x x x| |− ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤4 1 1 4 1 3 5

بنابراین�جواب�های�صحیح�این�نامعادله�برابر�است�با��3�،4�،5و�صفر.

�است،�پس:�  ‌هنیز    7 a b=± �معادل�با� a b| | | |= تساوی�  1

�
x x x

x x
x x x

| | | |
− = − ⇒ =−

− = − ⇒
− = − ⇒ =

2 1 3 2
2 1 3 42 1 3

3

�می�باشد.� − 2
3
بنابراین�مجموع�دو�ریشه�برابر�

فصل چهارم: تابع قدرمطلق و تابع جزء صحیح
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)�  ‌هنیز    8 , )2 8 )�می�باش��د.�سپس�به�کمک�دو�نقطه�ي� , )0 4 )�و� , )1 5 نقاط�تغییر�ضابطه�ي�تابع�دو�نقطه�ي�  2

)�تابع�را�رسم�می�کنیم:� , )−1 7 و�

بنابراین�حداقل�مقدار�تابع�برابر��4است.

)�نمودار�تابع�  ‌هنیز    9 , )−0 4 )�و� , )3 1 )�است،�سپس�به�کمک�دو�نقطه�ي� , )2 2 نقطه�ي�تغییر�ضابطه�ي�تابع�  2

را�رسم�می�کنیم:�
بنابراین�بیش�ترین�مقدار�تابع�برابر��2است.

�را�به�کمک�بازه�بندی،�چند�ضابطه�ای�می�کنیم:�  ‌هنیز    10 y x
x

( )
| |

= −1 1 تابع�  2

�
x y x x x xx y

x xx y x x
x

( )

( )

 > ⇒ = − = − − > ⇒ = − − < < ⇒ = − =− −
 −

10 1 1 1 0
1 1 00 1 1

حالا�نمودار�تابع�را�رسم�می�کنیم:

ابتدا�تابع�را�به�صورت�چند�ضابطه�ای�می�نویسیم،�سپس�آن�را�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    11  4

 
x x x

y x x
x x x

| |
 − ≥= − =

− <

2

2
3 3

3
3 3

�است.� 3
2
�برابر� b a− )�نزولی�است�و�حاصل� , )3 3

2
بنابراین�تابع�در�بازه�ي�

�را�رسم�می�کنیم:�  ‌هنیز    12 y x|cos |= −1 �و� y x|sin |= با�توجه�به�قوانین�رسم�نمودار،�نمودار�تابع�  4

�قطع�می�کنند.� π2 �و� π3
2

�، π �، π
2
�همدیگر�را�در�نقاط�صفر،� [ , ]π0 2 بنابراین�این�دو�تابع�در�بازه�ی�

3

9

4

3

2

x

y
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�معادل�است،�بنابراین:�  ‌هنیز    13 xα−β< <α+β �با�نامعادله�ي� x| |−α <β می�دانیم�نامعادله�ي�  4

�
x

x
x x x x

| | | |
>

− < ⇒ − < ⇒ − < < + ⇒ < < → < <
01 1 1 1 1 14 2 4 2 4 2 4 2 2 6

6 2

� − = =1 1 2 1
2 6 6 3

)�است�و�داریم:�� , )1 1
6 2

بنابراین�جواب�نامعادله،�بازه�ي�

�برای�مقادیر�نامنفی��aمعادل�هستند،�بنابراین:�  ‌هنیز    14 a x a− ≤ ≤ �و� x a| |≤ می�دانیم�دو�نامعادله�ی�  2

� x x x| | | | | |+ − ≤ ⇒− ≤ + − ≤ ⇒− ≤ + ≤2 1 2 2 2 1 2 1 2 3

�همواره�عبارتی�است�نامنفی،�پس�نامساوی�سمت�چپ�همواره�برقرار�است.�برای�نامعادله�ي�سمت�راست�داریم:� x| |+2 از�جایی�که�

� x x x| |+ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤2 3 3 2 3 5 1

�می�باشد.� ( )− − + =1 5 1 7 تعداد�اعداد�صحیح�موجود�در�این�بازه�برابر�

،�بنابراین�داریم:�  ‌هنیز    15 x x| |=2 2 می�دانیم�  2

�
x

x x x x x x x x x
| |

| | | | | | (| | )(| | ) | | | |
+ >

− − ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ − + ≤ → − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤
1 02 22 3 0 2 3 0 3 1 0 3 0 3 3 3

�حتماً�باید�عددی�مثبت�باشد.�حال�می�توانیم�طرفین�نامعادله�را�به�توان�دو�برسانیم:�  ‌هنیز    16 x+1بنابراین��، x x| |< − < +0 2 3 با�توجه�به�این�که�1  4

� x x x x x x x x x x x x x| | | | ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )− < + ⇒ − < + ⇒ − − + < ⇒ − + + − − − < ⇒ − − < ⇒ < <2 2 2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 0 2 3 1 2 3 1 0 3 2 4 0 4
3

�است.�
( )−

=

24
53

2 3
�βبرابر�نصف�طول�بازه�یعنی� �بنویسیم،� x| |−α <β )�را�به�صورت� , )2 4

3
اگر�بازه�ی�

)�  ‌هنیز    17 , )−1 4 )�و� , )3 4 )�و�نقاط�کمکی� , )2 2 )�و� , )0 2 نمودار�این�تابع�را�به�کمک�نقاط�شکس��تگی�  3

رسم�می�کنیم:�

�موازی�می�شود�و�هرگز�آن�را�قطع�نمی�کند. y x= −2 4 از�بین�خطوط�داده�شده�در�گزینه�ها،�این�تابع�با�نمودار�خط�

)�و�  ‌هنیز    18 , )3 5 )�و�نقاط�کمکی� , )−1 3 )�و� , )2 3 نم��ودار�تاب��ع�مورد�نظر�را�به�کمک�نقاط�شکس��تگی�  1

)�رسم�می�کنیم:� , )−2 5

� ( )− − =3 2 5 �و�قاعده�ي�بزرگ� ( )− − =2 1 3 �و�قاع��ده�ي�کوچک� − =5 3 2 ش��کل�ب��ه�وجود�آمده�یک�ذوزنقه�با�ارتفاع�

است،�بنابراین:�

�S ( )× +
= =
2 3 5 8

2
�را�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    19 y x| |= −1 �به�دست�آید،�سپس�از�روی�آن� y x| |= �را�یک�واحد�به�پایین�منتقل�می�کنیم�تا�1− y x| |= ابتدا�نمودار�  2

�را�در�سه�نقطه�قطع�می�کند.� y=1این�نمودار�تنها�با�خط�
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دو�نمودار�را�با�استفاده�از�قوانین�در�یک�محور�مختصات�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    20  3
ش��کل�ب��ه�وجود�آم��ده�یک�مربع�)لوزی(�ب��ه�قطر��4اس��ت،�بنابراین�با�توجه�به�این�که�مس��احت�ل��وزی�برابر�نصف�

حاصل�ضرب�دو�قطر�است،�داریم:

�S ( )= × =1 4 4 8
2

  پاسخ تشریحی آزمون 16  

�است:�  ‌هنیز    1 ab>0 �می�فهمیم��aو��bهر�دو�منفی�هستند،�بنابراین� a b< <−0 از�این�که�  2

� a b a b a b ab a b ab a b a b| | ( ) | |+ − = + − = + − = − = −2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

،�بنابراین�حاصل�عبارت�مورد�نظر�برابر� a b− >0 �تبدیل�می�شود�که�یعنی� a b− <− �به� a b| | | |< حال�با�توجه�به�این�که��aو��bهر�دو�منفی�هستند،�نامساوی�

�می�باشد.� a b−

،�نامساوی�مثلثی�را�می�توان�به�صورت�زیر�نوشت:�  ‌هنیز    2 b b| | | |= − از�آن�جا�که�  4

� a b a b a b a b| ( )| | | | | | | | | | |+ − ≤ + − ⇒ − ≤ +

�فقط�حالت�تساوی�اتفاق�می�افتد:� a b a b| | | | | |− ≥ + حال�با�توجه�به�فرض�سؤال�یعنی�

� a b a b a b ab ab| ( )| | | | | ( )+ − = + − ⇒ − ≥ ⇒− ≥ ⇒ ≤0 0 0

با�توجه�به�محدوده�ي�داده�شده،�علامت�عبارات�داخل�قدر�مطلق�را�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    3  1

��
x x x x

x x x x x
x x x x

x x x

| |

| | | |
( )( ) | |

>− ⇒ + > ⇒ + = +
 < ⇒ − < ⇒ + + − ⇒ − + < ⇒ − = − >− ⇒ + > ⇒ + >

2
2 2

2 2 0 2 2
3 3 0 2 9

3 3 0 9 92 2 0 3 0
x x x x x x x( )= + + − = + + − = +2 2 22 9 2 9 2 9

،�بنابراین�دو�حالت�زیر�ممکن�است�رخ�دهد:�  ‌هنیز    4 ab<0 �هنگامی�اتفاق�می�افتد�که� a b a b| | | | | |+ < + با�توجه�به�نامساوی�مثلثی�می�دانیم�  2

��
a ab ba a b a a bA A
b ba b a b a b a b

| | | |
,

| | | |

> <  −⇒ = − = − = ⇒ = − = − =− < > −  

0 0
2 20 0

،�بنابراین�می�توان�نقطه�ي�مورد�نظر�را�با�حل�معادله�ي�زیر�به�دس��ت�  ‌هنیز    5 a b| |− می�دانیم�فاصله�ي�طول�نقطه�ي��aاز�نقطه�ي��bبرابر�اس��ت�با�  2
آورد:�

�
x x x x

x x
x x x x

( )
| | | |

( )

 − = + ⇒ = ⇒ =
− = + ⇒

 − =− + ⇒ = ⇒ =


1 1 52 1 51 2 2 22 1 1 3 32 2 1 1
2 2 2

�چنین�خاصیتی�دارند.� x=5 �و� x=1بنابراین�دو�نقطه�ي�

می�توان�با�توجه�به�تعریف�قدر�مطلق،�تابع�را�به�صورت�چند�ضابطه�ای�بازنویسی�کرد:  ‌هنیز    6  3

�
x x x x xxy x x

x x xx x x
x

( )
| |( )

( )

 − >  − > = − = = 
− + < − − < 

2

2

1 0 1 01
1 1 00

نمودار�این�تابع�به�صورت�روبه�رو�می�باشد:
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�را�حل�کرد:�  ‌هنیز    7 f x g x( ) ( )> �قرار�دارد،�باید�نامعادله�ي� y g x( )= �بالای�تابع� y f x( )= برای�یافتن�مقادیری�از��xکه�تابع�  2

�
y x

xx x x x xxy x y

| |
| | | | | |

= −
 −⇒ − > ⇒ − > − ⇒ < + −+ = ⇒ =

4
54 8 2 5 2 352 5 2

2
این�نامعادله�را�با�محدوده�بندی��xحل�می�کنیم:

�
x

x

x x x x x
x

x x x x x x

[ , )
( , )

( , )

≥

<

 ≥ ⇒ < + ⇒ < → ∈ ⇒ ∈ −
 < ⇒− < + ⇒ >− ⇒ >− → ∈ −

0

0
0 2 3 3 0 3

1 3
0 2 3 3 3 1 1 0

�می�باشد. ( )− − =3 1 4 بنابراین�طول�بازه�برابر�

،�داریم:�  ‌هنیز    8 x x| |=2 2 �را�حل�کنیم.�از�جایی�که�می�دانیم� y<3 باید�نامعادله�ي�  2

�
x

x x x x x x x x
| |

| | | | | | | | (| | )(| | ) | |
+ >

− − < ⇒ − − < ⇒ − + < → < ⇒− < <
1 02 23 1 3 3 4 0 4 1 0 4 4 4

�می�باشد.� ( )− − =4 4 8 بنابراین�طول�بازه�برابر�

�می�توان�تابع�مورد�نظر�را�به�صورت�زیر�نوشت:�  ‌هنیز    9
x x

x
x x

| |
≥=− <

0
0 با�توجه�به�این�که�  4

� x x x x x x| | | | | | | |≥ ⇒ − = − =0 3 3 2

� x x x x x x x| | | | | ( )| | | | |< ⇒ − = − − − = − =0 3 3 2 2

�برابر�است.� y x| |= 2 بنابراین�تابع�در�همه�ي�اعداد�حقیقی�با�تابع�

به�کمک�بازه�بندی�نامعادله�ي�مورد�نظر�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    10  2
� x x x x| | | | | | | |− + ≤ − ⇒ − + ≤2 1 3 2 2

�

x

x

x

x x x x x x

x x x x

x x x x x x

[ , )

≥

≤ <

<

 ≥ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ → =

≤ < ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ → ∈


< ⇒ − − ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥ → ∈∅



2

0 2

0

2 2 2 2 4 2 2

0 2 2 2 2 2 0 2

0 2 2 2 0 0

�:β=2 �α=0و� �می�باشد،�یعنی� [ , ]0 2 بنابراین�جواب�نامعادله،�بازه�ي�

� f g f g( ) ( ) ( ) ( ) | | | |α + β = + = − + + − =0 2 0 2 1 3 2 4

�را�رسم�می�کنیم:�  ‌هنیز    11 y f x(| |)= �و� y f x| ( )|= راه حل اول: با�استفاده�از�قوانین�رسم�نمودار،�دو�تابع�  3

������������
�در��4نقطه�محور�xها�را�قطع�می�کنند.� y f x| ( )|= �در��6نقطه�و� y f x(| |)= همان�طور�که�در�شکل�نمایش�داده�شده،�

�دارای��3 f x( )=0 �نیز�به�همان�تعداد�ریش��ه�دارد�و�از�آن�جا�که� f x| ( �دارای�چهار�ریش��ه�اس��ت،�معادله�ي�0=|( f x( )=0 راه حل دوم:�از�آن�جا�که�معادله�ی�

،��3ریشه�ي�مثبت�و��3ریشه�ي�منفی�یعنی��6ریشه�دارد.� f x(| |)=0 ریشه�ي�مثبت�است،�

�
x f x

f x
x f x

( )
(| |)

( )

≥ == ⇒ < − =

0 0
0 0 0
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�را�  ‌هنیز    12 y f x( )=− +2 برای�این�که�تابع�را�دو�واحد�به�س��مت�چپ�انتقال�دهیم�و�آن�را�نس��بت�به�محور��xها�قرینه�کنیم،�کافی�اس��ت�تابع�  1
تشکیل�دهیم:�

� g x f x x x( ) ( ) ( | |) | |=− + =− − + − = + −2 3 2 1 1 3

�را�حل�کنیم:� f x g x( ) ( )= ،�کافی�است�معادله�ي� y g x( )= �و� y f x( )= برای�یافتن�تلاقی�دو�منحنی�
� f x g x x x x x( ) ( ) | | | | | | | |= ⇒ − − = + − ⇒ + + − =3 1 1 3 1 1 6

با�محدوده�بندی��xمعادله�ي�فوق�را�حل�می�کنیم:
�� x x x x x( ) ( )≥ ⇒ − + + = ⇒ = ⇒ =1 1 1 6 2 6 3

� x x x− ≤ < ⇒ − + + = ⇒ =1 1 1 1 6 2 6 غ�ق�ق�

� x x x x x<− ⇒ − − − = ⇒− = ⇒ =−1 1 1 6 2 6 3

�طول�دو�نقطه�ي�تلاقی�دو�تابع�است.�نمودار�دو�تابع�در�شکل�زیر�رسم�شده� x=−3 �و� x=3 بنابراین�
است:�

راه حل اول: با�محدوده�بندی��xنامعادله�را�در�سه�حالت�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    13  1

�
x

x x x x x x x
1
21 2 1 3 2 2 6 3

2

≥ −
≥− ⇒ + + + < − ⇒ <− ⇒ <− → ∈∅

�
x

x x x x x x x
<−

− ≤ <− ⇒− − + + < − ⇒ > ⇒ > → ∈∅
1
213 2 1 3 2 2 4 2

2

�
x

x x x x x x x
< −

<− ⇒− − − − < − ⇒ >− ⇒ >− → ∈∅
313 2 1 3 2 4 2

2
بنابراین�نامعادله�در�هیچ�محدوده�ای�جواب�ندارد.

)�و�نقاط�کمکی� , )−3 5 )�و� , )− 1 5
2 2

�را�به�کمک�نقاط�شکس��تگی� y x x| | | |= + + +2 1 3 را حل دوم:�نمودار�تابع�

)�رسم�می�کنیم:� , )−4 8 )�و� , )0 4

�قرار�نمی�گیرد�و�نامعادله�جواب� y x= −2 �هیچ�جا،�پایین�نمودار� y x x| | | |= + + +2 1 3 مشخص�است�که�نمودار�

ندارد.

)�  ‌هنیز    14 , )2 4 )�و�نقاط�کمکی� , )1 2 )�و� , )− 1 2
2

نمودار�تابع�مورد�نظر�را�به�کمک�نقاط�شکستگی�  1

)�رسم�می�کنیم:� , )−1 4 و�

�است.� y=2برابر�خط�افقی�� [ , ]− 1 1
2

این�تابع�در�بازه�ي�

از�آن�جا�که�هر�دو�طرف�نامعادله،�نامنفی�هستند،�طرفین�را�به�توان�دو�می�رسانیم:  ‌هنیز    15  1

� x x x x x x x x( ) | | ( ) ( ) ( )( )< + ⇒ − + < ⇒ + + − − <2 2 2 2 2 2 2 26 6 0 6 6 0

،�بنابراین�باید�داشته�باشیم:� a( , )> ∆<0 0 �همواره�مثبت�است� x x+ +2 6 عبارت�

� x x x− − < ⇒− < <2 6 0 2 3

�است.� 1
2
�αبرابر� �است،�بنابراین� − + =2 3 1

2 2
)�برابر� , )−2 3 نقطه�ي�میانی�بازه�ی�

1

2

�
1

2

y

x
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با�استفاده�از�تعریف�قدر�مطلق�و�حالت�بندی،�نامعادله�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    16  3

�
x

x x x x x x x x x x x x x| | | | | |
≥

≥ ⇒ − < − ⇒ − < − ⇒ < − ⇒ < − ⇒ > → >
0

0 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1

�
x

x x x x x x x x x x x x x x| | | | | |
<

< ⇒ − < − ⇒ + < − ⇒ < − ⇒− < − ⇒ > ⇒ > → ∈∅
010 2 2 1 2 2 1 3 2 1 3 2 1 5 1

5
)�می�باشد.� , )+∞1 بنابراین�نامعادله�دارای�جواب�

�معادل�است،�پس:�  ‌هنیز    17 a x a− < < �با�نامعادله�ي� x a| |< نامعادله�ی�  4

� x x
x x

| |− −< ⇒− < <
+ +

2 3 2 31 1 1
2 2

�
x x x x x
x x x x
x x x x x x
x x x

IÀ½pIM#pH#ÁoÃ¬¥HoT{H

IÄ

− − − − − < ⇒ < ⇒ < ⇒− < < + + + → < < − − + + − >− ⇒ > ⇒ > ⇒ > <−
 + + +

2 3 2 3 2 51 0 0 2 5 12 2 2 52 3 2 3 2 3 1 1 31 0 0 2
2 2 2 3

اعداد�صحیح��3�،2�،1و��4در�بازه�ي�فوق�قرار�دارند.

�معادله�را�حل�می�کنیم:�  ‌هنیز    18 x| |−2 با�محدوده�بندی��x،�بنابر�تعریف�  1

� xx x x x x x x
x

IÄ( ) >> ⇒ = − ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = = → =
−

2212 2 2 1 2 1 3 1 3
2

� x x x x
x

( ) ( ) ( )< ⇒ =− − ⇒− − = ⇒ − =−
−

2 212 2 2 1 2 1
2

جواب�ندارد�

�است.� x=3 بنابراین�معادله�فقط�دارای�ریشه�ي�

�می�سازد:�  ‌هنیز    19 y k= �با�خط� y x x| | | |= + +3 مساحت�مورد�نظر�همان�مساحتی�است�که�نمودار�  2

� k kk k k k( ) , ( )− − −β+ β+ = ⇒ β+ = ⇒β= −α− α+ = ⇒− α− = ⇒α=3 33 2 3 3 2 3
2 2

قاعده�ي�بزرگ�ذوزنقه� k k k− +=β−α= + =3 3
2 2

مساحت�ذوزنقه� = ×1
2

×ارتفاع جمع�دو�قاعده

�
S k

S k k S k k k k k k( )( ) ( ) ( )
= >

= − + ⇒ = − → − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =± → =
8 32 2 2 21 1 13 3 9 9 8 9 16 25 5 5

2 2 2
،�دو�تابع�مورد�نظر�را�رسم�می�کنیم:�  ‌هنیز    20 y xlog= با�توجه�به�نمودار�  2

��������������������� ���������������������
�منطبق�هستند.� [ , )+∞1 مشخص�است�که�دو�تابع،�در�بازه�ی�

  پاسخ تشریحی آزمون 17  

�را�در�عبارت�قرار�می�دهیم:�  ‌هنیز    1 x=− 2 ابتدا�  2
� [( ) ] [ ( )] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]− + − = − + − = − + − = −32 2 2 8 2 2 2 2 2 2 2 2 2

�داریم:� 2 حال�با�توجه�به�مقدار�تقریبی�
� / [ ] [ ]< < ⇒ < < ⇒− <− <− ⇒ − =− ⇒ − =−1 2 1 5 2 2 2 3 3 2 2 2 2 2 3 2 2 2 6
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سعی�می�کنیم�با�تفکیک�کسر،�معادله�را�به�صورت�ساده�تری�بازنویسی�کنیم:  ‌هنیز    2  3

� x
x x x x

[ ] [ ] [ ] [ ]+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =5 1 1 1 19 5 9 5 9 4

،�جزء�صحیحی�برابر��4دارند،�پس:� [ , )4 5 می�دانیم�تمام�اعداد�بازه�ي�
� x x

x
≤ < ⇒ < ≤ ⇒ < ≤1 1 14 5 4 20 5

5 4
،�جزء�صحیحش�برابر��4است.� x< <4 20 5 ،�جزء�صحیح�آن�برابر��5و�در�بقیه�ي�حالات�که� x=20 5 در�حالتی�که�

�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    3 x x[ ]+ =−2 1 ابتدا�محدوده�ي��xرا�با�توجه�به�  1

�
a

x x x x x
x x

x x x x x

( )
∆ <

>

 + < ⇒ + < ⇒− < <
− ≤ + < ⇒

+ ≥− ⇒ + + ≥ → ∈


2
2 02 2

0

0 1 0 1 0
1 0

1 1 0 

،�حاصل�تمامی�جزء�صحیح�ها�را�محاسبه�می�کنیم:� x− < <1 0 حال�با�توجه�به�محدوده�ي�

� x x x x[ ] , [ ]< < ⇒ = − < < ⇒ =−2 2 3 30 1 0 1 0 1

� x x x x[ ] , [ ]− < < ⇒ =− − < < ⇒ =−1 10 1 0 1
2 2 2 3 3 3

بنابراین�داریم:
� x xx x[ ] [ ] [ ] [ ]+ + + = − − − =−2 3 0 1 1 1 3

2 3
سراسری تجربی - 88

می�دانیم�عدد�صحیح�را�می�توان�از�داخل�جزء�صحیح�بیرون�آورد،�پس:  ‌هنیز    4  4

� x x x x x x[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]− + − = − + + − = + − +2 2 2 2 2 21 2 1 2 1

�می�تواند�صحیح�)مثل� x2 �است.�اگر��xعددی�غیر�صحیح�باشد،� �به�ازای�مقادیر�صحیح��aبرابر�صفر�و�برای�مقادیر�غیر�صحیح��aبرابر�1− a a[ ] [ ]+ − می�دانیم�

�می�تواند�برابر�صفر�یا��1باشد.� x x[ ] [ ]+ − +2 2 �باشد،�بنابراین�1 x ®X¶( )=1
2

(�یا�غیر�صحیح� x= 2

�  ‌هنیز    5 x x x x x( )+ < ⇒ + < ⇒− < <2 0 1 0 1 0 ابتدا�با�حل�نامعادله،�محدوده�ي��xرا�می�یابیم:�  4

�باشد،�به�توان�هر�عدد�فردی�در�همان�محدوده�باقی�می�ماند،�ولی�به�توان�زوج�عددی�بین�صفر�و��1می�شود،�یعنی:� اگر�عددی�بین�صفر�و�1−

�
k k

k k

x x
x x x

x x

[ ]
...[ ] [ ] [ ] ( )

[ ]+ +

 < < ⇒ = ⇒ + + + = × + × − =−
− < < ⇒ =−

2 2
2 10

2 1 2 1
0 1 0

5 0 5 1 5
1 0 1

سراسری تجربی خارج از کشور - 88

با�توجه�به�گزینه�ها�این�عبارت�به�ازای�همه�ي�اعداد�طبیعی�بزرگ�تر�از�2،�مقداری�ثابت�است،�بنابراین�کافی�است�حاصل�عبارت�را�به�ازای�  ‌هنیز    6  3

� [ ] [ ] [ ] [ ]× − × + − − × = − = − × =2 24 3 3 3 1 2 3 2 3 28 2 3 5 2 1 3 �به�دست�آوریم:�� n=3

�شروع�می�کنیم�و�سعی�می�کنیم�داخل�هر�جزء�صحیح�را�بین�دو�عدد�صحیح�متوالی�بنویسیم:� n>2راه حل تشرنحی:�از�

� n n n n n n n n n n n n n n n n> ⇒ > ⇒ − > ⇒− + <− ⇒ − + < − ⇒ − + < − < − +2 2 2 2 22 2 4 4 2 4 4 4 2 4 4 2 4 4 2 2 1

� n n n n n n n n n n n( ) ( ) [ ]⇒ − < − < − ⇒ − < − < − ⇒ − = −2 2 2 2 22 2 1 2 2 1 2 2

�
n n n n n

n n n n
n n n n n n n

( ) ( )
 > ⇒− + < ⇒ − + < ⇒ − < − + <

> ⇒− <− ⇒ − + < − +

2 2
2 2 2

2 2
2 3 1 0 4 3 1 4

2 1 4 3 1 2
2 4 3 4 4 1 4 3 1

� n n n n n n n[ ]⇒ − < − + < ⇒ − + = −2 22 1 4 3 1 2 4 3 1 2 1

� n n n n n n[ ] [ ] ( )− + − − = − − − = − =2 24 3 1 2 2 2 1 2 2 4 1 3 بنابراین�داریم:�
سراسری - 91
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�همواره�عددی�صحیح�است�و�اعداد�صحیح�را�می�توان�از�جزء�صحیح�به�بیرون�منتقل�کرد،�پس:  ‌هنیز    7 x[ ] می�دانیم�حاصل�  2
f f x x x x x x( ( ) ) [[ ] ] [ ] [ ]− = − = + −

�یک�است.� �به�ازای�تمام�اعداد�غیرصحیح�1− y x x[ ] [ ]= + − تابع�

�آن�گاه�حتماً�عبارت�  ‌هنیز    8 x≥1
3
�حتم��اً�مقداری�منفی�دارد،�پس�تس��اوی�اتف��اق�نمی�افتد.�از�طرف�دیگر�اگ��ر� x x[ ] [ ]+ 3 ،�آن�گاه� x<0اگ��ر�  2

�هر�دو�جزء�صحیح�صفر�هستند�و�مجموعی�برابر�صفر�دارند.� x≤ <10
3
�مثبت�می�شود�و�نمی�تواند�مساوی�صفر�باشد.�پس�فقط�در�حالت� x x[ ] [ ]+ 3

x b a[ , )∈ ⇒ − = − =1 1 10 0
3 3 3

اگر�مجموع�جزء�اعشاری�دو�عدد��xو��yکم�تر�از��1باشد،�داریم:  ‌هنیز    9  1
� x y x y[ ] [ ] [ ]+ = +

و�اگر�مجموع�جزء�اعشاری�دو�عدد��xو��yبزرگ�تر�یا�مساوی��1باشد،�داریم:
� x y x y[ ] [ ] [ ]+ = + +1
توجه�کنید�از�جایی�که�قسمت�اعشاری�هر�عدد�کوچک�تر�از��1است،�هیچ�وقت�مجموع�جزء�اعشاری�دو�عدد�بزرگ�تر�یا�مساوی��2نخواهد�شد.�پس��aدو�مقدار�

صفر�یا��1را�می�تواند�داشته�باشد.

می�دانیم�جزء�صحیح�جذر�هر�عدد،�برابر�جذر�بزرگ�ترین�عدد�مربع�کامل�قبل�از�آن�عدد�است:  ‌هنیز    10  3
� ... ...[ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]= = = = = = = = = = =1 2 3 1 4 5 8 2 9 10 13 3 �

بنابراین�داریم:
� [ ] [ ] [ ]+ + + = × + × + × =1 2 13 3 1 5 2 5 3 28

،�همه�ي�xهایی�است�که�  ‌هنیز    11 x x[ ] /− =0 ،�جزء�اعشاری��xرا�می�دهد.�پس�می�توان�گفت�جواب�های�معادله�ي�1 x x[ ]− توجه�کنید�که�مقدار�  3
جزء�اعشاری�آن�ها�برابر��0/1است.�این��xها�به�صورت�مقابل�است:

�
/ , / , / , / ,...

/ , / , / , / ,...


− − − −

0 1 1 1 2 1 3 1
0 9 1 9 2 9 3 9

)�برابر�است�با:� , )−2 2 پس�مجموع�ریشه�های�معادله�در�

� / / / / /+ − − =−0 1 1 1 0 9 1 9 1 6

با�توجه�به�این�که�عدد�صحیح�را�می�توان�از�جزء�صحیح�بیرون�آورد،�می�توانیم�معادله�را�به�صورت�زیر�بازنویسی�کنیم:  ‌هنیز    12  2

� x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]− + + − =− ⇒ − + =− ⇒ − =−1 1 1 12 4 2 2 4 3
3 3 3 3

حال�با�توجه�به�تعریف�جزء�صحیح�می�توان�نوشت:

� x x x x− ≤ − <− ⇒− ≤ − <− ⇒− ≤ <− ⇒ <− ≤13 2 9 3 1 6 8 3 5 5 3 8
3

�می�تواند�برابر��7�،6�،5یا��8باشد.� x[ ]−3 پس�

�معادله�ي�مورد�نظر�را�به�صورت�زیر�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    13 x k[ ]= .�اکنون�با�شرط� x x[ ] [ ]+ = +6 6 می�دانیم�  2

�
k

k k k k k k
k

( )( )
== + ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =−

2 2 3
6 6 0 3 2 0 2

اکنون�داریم:
� x x x x[ ] , [ ]= ⇒ ≤ < =− ⇒− ≤ <−3 3 4 2 2 1

�در�محدوده�های�بالا�قرار�دارد.� x=− 3 در�بین�گزینه�ها��فقط�مقدار�

�نیز�حتماً�صحیح�است.�پس��x  ‌هنیز    14 x+2از�جایی�که�س��مت�چپ�معادله�همواره�مقداری�صحیح�اس��ت،�بنابراین�سمت�راس��ت�معادله�یعنی�  3
�نیز�حتماً�صحیح�هستند�و�جزء�صحیحشان�برابر�خودشان�است،�یعنی:� x−2 7 �و� x+1صحیح�است�و�دو�عبارت�

� xx x x x x x x x x x x[ ] [ ] ( )∈− − + = + → − − + = + ⇒ − − − = + ⇒− = ⇒ =−2 7 3 1 2 2 7 3 1 2 2 7 3 3 2 2 12 6
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از�جای��ی�ک��ه�این�تابع�جزء�صحیح�فقط�در�اعداد�زوج�تغییر�ضابطه�می�دهد،�پ��س�باید�درون�جزء�صحیح�فقط�به�ازای�اعداد�زوج،�برابر�  ‌هنیز    15  4
مقداری�صحیح�گردد�که�این�خصوصیت�فقط�در�گزینه�ي�)4(�وجود�دارد.�

�است�که�از�لحاظ�افقی�دو�برابر�شده�و�این�معادل�نصف�کردن��xها�در�تابع�است،�یعنی: f x x( ) [ ]= از�روش�دیگر�می�توان�گفت�این�نمودار،�همان�نمودار�تابع�

� x xy f( ) [ ]= =
2 2

با�توجه�به�تعریف�قدرمطلق�و�جزء�صحیح�می�توان�ضابطه�ي�تابع�را�در�محدوده�ي�داده�شده�نوشت:  ‌هنیز    16  1

�

x x
x x x x

f x x x
x x x

x x x x

( ) | | [ ]

( ) ( )

× = = 
 × ≤ < ≤ < = × = = × ≤ < ≤ < 
 − × − − ≤ < − ≤ < 

2 2 2 4 2
1 1 2 1 2
0 0 1 0 0 1

1 1 0 1 0

که�نمودار�این�ضابطه�فقط�در�گزینه�ی�)1(�به�صورت�صحیح�رسم�شده�است.

�  ‌هنیز    17 y x[ ]= 3 �اس��ت.�پس�در�تابع�
n
1 ،�طول�پاره�خط�ها�برابر� n( )>0 �، y nx[ ]= می�دانیم�در�نمودار�تابع�  4

�به�صورت�روبه�رو� y x[ ]= 3 �برابر��6اس��ت.�نمودار�تابع� [ , )0 2 �اس��ت.�بنابراین�تعداد�پاره�خط�ها�در� 1
3
طول�پاره�خط�ها�برابر�

است:�

�می�توان�نمودارهای�خواسته�شده�را�رسم�کرد:�  ‌هنیز    18 xcos �و� xsin با�توجه�به�نمودار�دو�تابع�  4

�

2

� �2

1

-1

y [sin x]�

�

2 � �2

1

-1

y [cosx]�

�3

2

y

xx

y

�بازه�های�بی�شماری�وجود� xcos �و� xsin �هستند،�البته�باتوجه�به�متناوب�بودن�توابع� )�می�باشد�که�هر�دو�تابع�در�این�بازه�برابر�1− , )ππ 3
2

یکی�از�جواب�ها�

دارند�که�مقدار�جزء�صحیح�دو�تابع�در�آن�ها�برابر�است.
�

�را�به�  ‌هنیز    19 x=1و�� x=0 می�توانیم�نمودار�تابع�را�در�دو�محدوده�رس��م�کنیم�)مقدار�تابع�در�نقاط�مرزی�  1
طور�مجزا�تعیین�می�کنیم(:

� x f x( ) ( )< < ⇒ = − − =0 1 0 1 1

� x f x( ) ( )< < ⇒ = − − =1 2 1 2 3

� f f( ) , ( )= =0 0 1 2

�است.� + =1 3 4 با�توجه�به�نمودار�رسم�شده،�مساحت�بین�نمودار�تابع�و�محور��xها�برابر�

�به�صورت�زیر�می�باشد:�  ‌هنیز    20 f x x( ) [ ]= +2 نمودار�تابع�1  2

� x y ( )≤ < ⇒ = + =0 1 2 0 1 1

� x y ( )≤ < ⇒ = + =1 2 21 1 3

�برابر�است�با:� [ , )0 2 با�توجه�به�شکل�سطح�بین�منحنی�و�محور��xها�در�بازه�ی�

+ =1 3 4

1

2

3

4

5

1

3

2

3

4

3

5

3

1 2

x

y



56 �فصل�چهارم:�تابع�قدرمطلق�و�تابع�جزء�صحیح�

  پاسخ تشریحی آزمون 18  

�عددی�بین��1و��2است،�داریم:�  ‌هنیز    1 3 با�توجه�به�این�که�  2

� f( ) ( ) [ ]= − = − × =23 3 2 3 3 2 1 1 f f f( ( )) ( ) [ ] ( ) / /⇒ − = − × = − − = − × − = + =1 1 1 1 13 1 2 2 1 0 25 2 2 25
2 2 4 2 4

سراسری خارج از کشور -90 �

ابتدا�با�حل�نامعادله،�محدوده�ي��xرا�می�یابیم:  ‌هنیز    2  3

� x xx x x x IÄ 1IÄ IÄ IÄ| | [ ]− < ⇒− < − < ⇒− < < ⇒− < < ⇒− < < ⇒ =− −4 72 3 11 11 2 3 11 8 2 14 4 7 2 0 1 2
3 3 3 3

�می�تواند��5مقدار�صحیح�داشته�باشد.� x[ ]
3

پس�

�قابل�قبول�است.�اکنون�با�  ‌هنیز    3 x∈ ،�پس�با�توجه�به�دامنه�ي�عبارت�زیر�رادیکال�فقط�مقادیر�
x

x x
x

[ ] [ ]
∈− + =− ∉

0
1





می�دانیم�  1

،�طرفین�معادله�را�به�صورت�مقابل�می�توان�ساده�کرد:� x∈ شرط�
� x x| |+ + =2 0

اکنون�دو�حالت�زیر�را�در�نظر�می�گیریم:

�
x x x x
x x x

¡¡—

¡¡—

≥ ⇒ + + = ⇒ =−
 < ⇒− + + = ⇒ =

0 2 0 1
0 2 0 2 0

پس�معادله�ي�مورد�نظر�جواب�ندارد.

�به�توان�فرد�در�همین�محدوده�  ‌هنیز    4 �است�و�هر�عددی�بین�صفر�و�1− �عددی�بین�صفر�و�1− −1 3 ،�می�دانیم� 3 با�توجه�به�مقدار�تقریبی�  2
قرار�می�گیرد:

� ( ) ( ) ( ) ( )− < − < ⇒ <− − < ⇒ < − − < ⇒ < + <5 5 5 51 1 3 0 0 1 3 1 152 152 1 3 153 152 1 3 153

می�دانیم�تابع�جزء�صحیح�در�نقاطی�می�تواند�تغییر�ضابطه�دهد�که�داخل�آن�برابر�عددی�صحیح�ش��ود،�پس�می�توان�با�توجه�به�تعریف�  ‌هنیز    5  4
جزء�صحیح�نوشت:

�

x

x

x
x

y x
x

x

x

x

[ ]

 ≤ <


≤ <
 ≤ <
 ≤ <= = − ≤ <
 − ≤ <−

 − < <−


− < <−

2

3 3 2
2 2 3
1 1 2
0 0 1
0 1 0
1 2 1
2 3 2
3 2 3

)�تابع�برابر�صفر�است�و�در�صفر�تغییر�ضابطه�رخ�نمی�دهد،�تابع�از��7پاره�خط�تشکیل�شده�است. , )−1 1 با�توجه�به�این�که�در�بازه�ي�

�هم�می�توان�نمودار�تابع�مورد�نظر�را�به�صورت� y f x( )= از�روی�نمودار y f x( )=   البته�به�روش�رسم�شکل

زیر،�رسم�کرد:

�
سراسری خارج از کشور - 91
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�را�بین�دو�عدد�صحیح�متوالی�پیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    6 n n+ +2 4 3 حاصل�  3

�
n n n n n n n

n n n n
n n n n n n n n n

( )

( )

 + + < + ⇔ + + < + + ⇔ < ⇒ + < + + < +
+ < + + ⇔ + + < + + ⇔ >− ⇔ >−

2 2 2 2
2

2 2 2 2
4 3 2 4 3 4 4 3 4

1 4 3 2
1 4 3 2 1 4 3 2 2 1





� n n n[ ]⇒ + + = +2 4 3 1

،�برابر��1001است.� n=1000 �است،�بنابراین�برای� n+1برابر��nبنابراین�حاصل�جزء�صحیح�به�ازای�هر�عدد�طبیعی�

کوچک�ترین�عدد�ناکم�تر�از��x،�یعنی�کوچک�ترین�عدد�صحیحی�که�بزرگ�تر�یا�مساوی��xاست،�بنابراین�اگر��xعددی�صحیح�باشد،�برابر�  ‌هنیز    7  4
خود�آن�عدد�و�اگر�غیر�صحیح�باشد،�یکی�بیش�تر�از�جزء�صحیح�آن�عدد�می�گردد،�یعنی:

�xکوچک�ترین�عدد�صحیح�ناکم�تر�از�
x x
x x
[ ]

[ ]

∈= + ∉ 1




فقط�گزینه�ي�)4(�بیان�گر�چنین�عبارتی�است،�زیرا�می�دانیم:

�
x x x x x

x x x x
x x x x x

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

∈ − ∈ ∈    + − = ⇒ − = ⇒− − =  − ∉ − − ∉ + ∉    

0
1 1 1

  

  

اگر�جزء�صحیح�یک�عدد�نامنفی�کمتر�یا�مساوی�یک�باشد،�حتماً�آن�عدد�کمتر�از��2است:  ‌هنیز    8  1
x x x x[| |] | |− ≤ ⇒ − < ⇒− < − < ⇒− < <1 1 1 2 2 1 2 1 3

،�سمت�راست�معادله�برابر�صفر�است،�پس:�  ‌هنیز    9 x x[ ]≤ − <0 با�توجه�به�این�که�1  2

� x x x x x x[ ] , , ,...,− + = ⇒ ≤− + < ⇒− ≤− <− ⇒ < ≤ ⇒ < ≤ ⇒ =2 0 0 2 1 2 1 1 2 9 18 10 11 12 18
9 9 9 9

بنابراین��9عدد�طبیعی�در�این�معادله�صدق�می�کند.

،�اکنون�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    10 x x[ ]≤ − <0 می�دانیم�1  3

� x[ ]= عددی�زوج f x x x f x( ) [ ] ( )⇒ = − ⇒ ≤ <0 1

� x[ ]= عددی�فرد f x x x f x( ) ( [ ]) ( )⇒ =− − ⇒− < ≤1 0

)�است.�توجه�کنید�که�نمودار�تابع��fبه�صورت�مقابل�می�باشد.� , )−1 1 پس�برد�تابع��fبه�صورت�

ابتدا�تساوی�داده�شده�را�ساده�تر�می�نویسیم:  ‌هنیز    11  1

� x x f x f x f x
f x f x

x f x f x f x
Z»pÁjk–

joÎÁjk–

[ ] [ ] , ( ) | ( )| ( )
( ) ( ) | ( )|

[ ] , ( ) | ( )| ( )

= = ⇒ ≥− = ⇒ = − = ⇒ ≤

0
1 0

�فرد�بود،�برابر�عددی�نامثبت�گردد.�این�خاصیت�فقط�در� x[ ] �زوج�بود،�نامنفی�ش��ود�و�هرگاه� x[ ] �باید�به�گونه�ای�باش��د�که�هرگاه� f x( ) بنابراین�ضابطه�ي�

گزینه�ي�)1(�وجود�دارد:

� x x
x

Z»p

joÎ

[ ] [ ]
( )

[ ]

=− =− =

1
1 1

به�این�دلیل�که�حاصل�جزء�صحیح�همواره�عددی�صحیح�است،�داریم:  ‌هنیز    12  2

� x x x k x x k[ ] ,= ⇒ = ∈ ⇒ =2 2 3
3 3 2



�
x k

x x k k k k k[ ] [ ]
=

= → = ⇒ ≤ < +
3
22 3 3 1

3 2 2
k

k k k k
k k

k k k k
,∈

 ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥
⇒ ⇒ ≤ < → =
 < + ⇒ < ⇒ <


3 1 0 0
2 2 0 2 0 13 11 1 2

2 2



�
x k

x ,
=

→ = ⇒
3
2 30

2
جمع�جواب�ها =3

2
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،�پس�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    13 x∈2  �می�توان�فهمید� x x[ ]=2 2 از�تساوی�  2

� k kx k x x , ,∈= → = ⇒ =1 2 32
2 2 2 2



پس�حاصل�ضرب�ریشه�های�معادله�ی�بالا�برابر�است�با:

� × × =1 2 3 3
2 2 2 4

،�  ‌هنیز    14 x x[ ]≤ − <0 �می�نویسیم.�اکنون�با�توجه�به�این�که�1 kx x[ ]− =
2
�یا�به�طور�معادل� x x k( [ ])− =2 ابتدا�معادله�ي�مورد�نظر�را�به�صورت�  1

داریم:�

� k k≤ < ⇒ ≤ <0 1 0 2
2

�قابل�قبول�است.� k= 3 اکنون�با�توجه�به�محدوده�ي��kدر�بین�گزینه�ها�فقط�

،�ضرب�دو�عدد�صحیح�اس��ت�که�برابر�عدد��1ش��ده�اس��ت�و�  ‌هنیز    15 x x[ ][ ،�از�طرفی�س��مت�چپ�معادله�ی�1=[ x≥0ابتدا�توجه�کنید�که�  4

�می�تواند�برقرار�باشد،�اکنون�می�توان�نوشت:� x x[ ] [ ]= می�دانیم�تنها�حالت�1=

� x x x x x[ ] , [ ]= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <1 1 2 1 1 2 1 4

�است.� x≤ <1 2 اشتراک�جواب�دو�نامعادله�ي�بالا�به�صورت�

ابتدا�عدد�صحیح�را�از�جزء�صحیح�بیرون�می�آوریم:  ‌هنیز    16  4
� x x x x x x x[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ])+ − = ⇒ + − = ⇒ + + − =2 1 2 2 1 1

،�داریم:�
x

x x
x

[ ] [ ]
∈+ − =− ∉

0
1





حال�با�توجه�به�این�که�می�دانیم�

� xx x x, [ ] ∈∈ + = → =0 1 1



� xx x x x, [ ] [ ] ∉∉ − = ⇒ = → < <1 1 2 2 3



)�می�باشد.� , ) { }2 3 1 بنابراین�مجموعه�جواب�معادله�برابر�

�عددی�صحیح�است،�پس�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    17 x[ ] می�دانیم�  2

�
x

x x x x x x x
[ ]

[ ]][ [ ] [ ] [ ] [ ]
∈

+ =− → + =− ⇒ =− ⇒ =− ⇒− ≤ <−
22 6 2 6 3 6 2 2 1



�را�رس��م�می�کنیم.�با�توجه�به�ش��کل�مقابل�طول�بزرگ�ترین�  ‌هنیز    18 y x[ ]= 2 ابت��دا�نمودار�تابع�  2

�و�برابر��2است:� y=0پاره�خط�افقی�در�

�رسم�می�کنیم:�  ‌هنیز    19 [ , ]π0 2 �را�در�بازه�ي� y x[cos ]= ابتدا�نمودار�  2

�به�صورت�مورد�نظر�است.� x π=
2
�در�اطراف�نقطه�ي� y x[cos ]= با�توجه�به�نمودار�سمت�راست،�نمودار�تابع�
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،�تابع�مورد�نظر�را�در�محدوده�ي�تعیین�شده�به�صورت�چند�ضابطه�ای�بازنویسی�می�کنیم:�  ‌هنیز    20 x[ ] با�توجه�به�تعریف�  2

x x
x

x x xx x
y y y

x x x xx x
x x

x x

sin( )

sin( )

sin( )

sin( )

π − + × = =
 π ≤ < =− + ≤ <  = ⇒ = ⇒ =  ≤ < − ≤ <− + ≤ <  
  − ≤ <π  + + − − ≤ <


2 2 2
0 22

1 2 0 21 1 2
2 0 1 1 20 0 0 1

1 0
1 1 0

2

  پاسخ تشریحی آزمون 19  

با�توجه�به�ضابطه�ی�تابع��fداریم:  ‌هنیز    1  3
f fof f

fof fof
f fof f
( ) | | | | ( )( ) ( ) | | | |

( )( ) ( )( )
( ) | | | | ( )( ) ( ) | | | |

= − − = ⇒ = = − − = − = ⇒ + − = − = − = − − − − = ⇒ − = = − − =−

2 2 2 2 2 4 2 4 2 4 4 2 8 2 6
2 2 6 2 42 2 2 2 2 0 2 0 2 0 0 2 2

نمودار�تابع�به�صورت�روبه�رو�می�باشد،�مساحت�ناحیه�ی�محدود�به�این�تابع�و�محور�xها�برابر�است�با:  ‌هنیز    2  1

S ×= = =4 4 16 8
2 2

�باشد،�باید�نامعادله�ی�زیر�را�حل�کنیم:  ‌هنیز    3 xy − += 1
2

�بالاتر�از�خط�به�معادله�ی� y x| |= −6 برای�آن�که�  3

x xx x xxy x
x xx x x

:
| |

:

 ≥ − >− + ⇒ < ⇒ ≤ <− += − > ⇒
 < + >− + ⇒ >− ⇒− < <


1 110 6 0 111 2 2 2 26 1 3 11 112 0 6 0
2 2 2 2 3

+ =11 4411
3 3

�برابر�است�با:� b a− �است�و�حاصل� x− < <11 11
3

بنابراین�مجموعه�ی�جواب�نامعادله�

�تغییر�می�کند،�نامعادله�را�در��3محدوده�ی�زیر�جداگانه�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    4 x=1و�� x=0 ضابطه�ی�دو�قدرمطلق�موجود�در�سؤال�در�  3
xI x x x x x x( ) ( ) [ , )≥≥ ⇒ − − > ⇒ > ⇒ < → ∈11 5 1 2 6 3 2 1 2

xx x x x x(II) ( ) [ , )≤ <≤ < ⇒ + − > ⇒ < → ∈0 10 1 5 1 2 4 01

xx x x x x x(III) ( ) ( , )<− −< ⇒ + − >− ⇒ >− ⇒ > → ∈04 40 5 1 2 3 4 0
3 3

I II III:( , )−4 2
3

  اجتماع��3بازه�ی�به�دست�آمده�جواب�نامعادله�است:�

�به�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    5 y x x| |= −2 4 ،�نمودار� y x x= −2 4 با�توجه�به�نمودار�سهمی�  2

،�در��4نقطه�متقاطع�باشند.�پس�حدود��kعبارت�است� y k= ،��4جواب�داشته�باشد،�می�بایست�نمودار�این�تابع�با�خط�افقی� x x k| |− =2 4 برای�آن�که�معادله�ی�
. k< <0 4 از�
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نامعادله�را�در�دو�حالت�زیر�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    6  4

I x x x x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )≥ − × < − ⇒ − < − ⇒ − + < ⇒ − − < ⇒ < <2 20 4 2 5 4 2 5 6 5 0 1 5 0 1 5

�قسمتی�از�جواب�است.  ( , )1 5 �قرار�دارند،�پس�بازه�ي� x≥0یعنی��Iتمامی�جواب�های�به�دست�آمده�در�محدوده�ی�

xII x x x x x x x x x x x xIÄ ( ) ( )( ) << − − < − ⇒− + < − ⇒ − − > ⇒ < − > + → < −02 20 4 2 5 4 2 5 2 5 0 1 6 1 6 1 6

بنابراین�اجتماع�جواب�های��Iو�II،�جواب�نامعادله�است:

x   ( , ) ( , )∈ −∞ −1 6 1 5

�داریم:  ‌هنیز    7 x
x

| |− ≤
+

2

2
2 1 1
1

با�توجه�به�نامعادله�ی�  1

xx x x x x x x x x x x
x x

+ >−− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ →− − ≤ − ≤ + ⇒− − − ≤ − − ≤ + −
+ +

22 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

x x x⇒− − ≤− ≤ ⇒− − ≤− ⇒− ≤2 2 22 1 1 1 2 1 1 2 0




هر�دو�نامعادله�به�ازای�همه�ی�مقادیر�حقیقی��xبرقرار�هستند.

با�ضابطه�بندی�قدرمطلق�ها،�معادله�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    8  2

kx x x k x k x:( ) ( ) +≥ + + − = ⇒ = + ⇒ = 13 2 3 2 1
2

x x x k k ¡#¡#—:( ) ( )− ≤ < + − − = ⇒ =2 3 2 3 5

kx x x k x k x: ( ) ( ) −<− − + − − = ⇒− = − ⇒ =12 2 3 2 1
2

�معادله�بی�شمار�ریشه��دارد�که�با�فرض�سؤال�در�تناقض�است.�تفاضل�ریشه�ها�برابر��9است،�پس: k=5 توجه�کنید�در�حالت�دوم�که�

k k k k+ −− = ⇒ = ⇒ =1 1 29 9 9
2 2 2

،�نامعادله�را�در�دو�حالت�زیر�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    9 x=2 با�توجه�به�تغییر�ضابطه�ی�قدرمطلق�در�  2

xI x x x x x x x x( ) ( ) ( ) − >≥ ⇒ − < − ⇒ − < − → <2 022 2 2 2 2 0

�هیچ�اشتراکی�ندارند،�پس�نامعادله�در�این�حالت�جواب�ندارد. x( )≥2 �xبا�محدوده�ی�در�نظر�گرفته�شده�برای�� x( )<0 اعداد�منفی�

xII x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) − << ⇒ − <− − ⇒ − <− − → >−2 022 2 2 2 2 1

سراسری خارج از کشور – 92 �می�باشد.   ( , )−1 2 اشتراک�جواب�به�دست�آمده�با�محدوده�ی��xبازه�ی�

با�توجه�به�خصوصیات�نامنفی�بودن�قدرمطلق�داریم:  ‌هنیز    10  1

x x x x x x x x x x x x x x
x
− > ⇒ − > + ⇒ − > + ⇒ − + > + + ⇒ + − < ⇒ − + < ⇒− < <
+

| | | | | | ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 22 11 2 2 1 2 2 1 4 4 4 4 1 3 8 3 0 3 1 3 0 3
2 1 3

سراسری – 92 )�می�باشد.  , ) { }−− −1 13
3 2

،�مجموعه�ی�جواب�نامعادله�به�صورت� x( )−≠ 1
2

با�توجه�به�دامنه�ی�تعریف�نامعادله�

�داریم:  ‌هنیز    11 /− −1 2 0 41 با�توجه�به�مقدار�حدودی�  1

f
f g

g

 − = − = − = ⇒ − + − = + =
− = − = − =

( ) [| |] [ ]
( ) ( )

( ) |[ ]| | |

1 2 1 2 2 1 0
1 2 1 2 0 1 1

1 2 1 2 1 1
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تابع�را�به�صورت�چندضابطه�ای�بازنویسی�می�کنیم�و�نمودار�آن�را�به�صورت�روبه�رو�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    12  4

�
x x

x
y x x x x y x x

x
x x x x

| |
( [ ]) ( )

( )

 = =
 

= − = − ≤ < ⇒ = ≤ < 
 − + − ≤ < − − − ≤ < 

0 1 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1 0

�

دو�تساوی�داده�شده�را�با�هم�جمع�می�کنیم:  ‌هنیز    13  4

�
x x p

x x x p x p x x p p
x x p
[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]

= + ′ ′⇒ − = + + − + ⇒ = + − + + ′− = − +
0 �

�می�تواند�برابر�صفر�یا�یک�باشد. p p′+ �یا�صفر�است�یا�منفی�یک،�پس�حاصل� x x[ ] [ ]+ − می�دانیم�با�توجه�به�این�که��xصحیح�باشد�یا�غیرصحیح،�حاصل�

هر��4رابطه�ی�داده�شده�درست�هستند.  ‌هنیز    14  4

�بازنویس��ی�می�کنیم.�س��مت�چپ�معادله�قطعاً�عددی�صحیح�است،�پس�سمت�راست�تساوی�نیز�  ‌هنیز    15 x x[ ] | |− =−2 15 معادله�را�به�صورت�  1
،�پس: x x[ ]= صحیح�است.�یعنی��xعددی�صحیح�است�و�

�
x x x x x

x x x x
x x x x ¡#¡#—

[ ] | | | |
≥ − =− ⇒ = ⇒ =− =− ⇒ − =− ⇒ < − = ⇒ =

0 2 15 3 15 5
2 15 2 15 0 2 15 15 �

�است. x=5 تنها�جواب�کامل�قابل�قبول�معادله،�

�مقداری�صحیح�است،�می�توان�آن�را�از�جزء�صحیح�بیرون�آورد.  ‌هنیز    16 x[ ]2 با�توجه�به�این�که�  4

� x x x x x x[ [ ]] [ ] [ ] [ ] [ ]+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =42 4 2 4 3 4
3
�

�حتماً�عددی�صحیح�است،�پس�معادله�جواب�ندارد. x[ ] حاصل�

�است،�پس:  ‌هنیز    17 x
2
�برابر�جزء�اعشاری�عدد� x x[ ]−

2 2
�نوشت.�می�دانیم� x xy ( [ ])= −2

2 2
ضابطه�ی�تابع�را�می�توان�به�صورت�  4

� x x x x y[ ] ( [ ])≤ − < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ <0 1 0 2 2 0 2
2 2 2 2

�

�تقاطع�ندارد. y=2پس�تابع�با�خط�

�و�داریم:  ‌هنیز    18 x k= ∈2  حاصل�جزء�صحیح�حتماً�عددی�صحیح�است،�پس�  3

� x xk k k kx k x k k k k[ ] [ ]== ⇒ = → = ⇒ ≤ < + ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <3 2 3 32 1 0 1 0 2
2 2 2 2

�

k x
x x

k x

= ⇒ =
 ⇒ + = + =

= ⇒ =

1 1
1 2

2 2

0 0
1 1011 2 2

2
با�توجه�به�این�که��kعددی�صحیح�است،�پس��kمی�تواند�صفر�یا�یک�باشد:�

�می�نویس��یم.�اکنون�با�توجه�به�این�که�س��مت�چپ�معادله�همواره�صحیح�است�)توجه�کنید�که�  ‌هنیز    19 x x x[ ] [ ]+ − =2 ابتدا�معادله�را�به�صورت�  2

�معادله�به�صورت�زیر�ساده�می�شود: x∈ .�اکنون�با�شرط� x∈ �صحیح�هستند(�باید�سمت�راست�معادله�نیز�صحیح�باشد،�پس� x[ ]− �و� x[ ] مقادیر�

� x x x+ − =( )2 �

،�در�معادله�صدق�می�کنند�که�عبارت�اند�از�2�،1�،0،�...�و�10،�پس�معادله��11جواب�دارد. [ , ]0 10 پس�همه�ی�مقادیر�صحیح��xدر�بازه�ی�

�به�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    20 [ , ]0 3 ضابطه�ی�تابع�در�بازه�ی�  4

x
x

y
x
x

=
 ≤ <= ≤ <
 ≤ <

7 3
5 2 3
3 1 2
1 0 1

پس�با�توجه�به�نمودار�تابع،�مساحت�بین�نمودار�تا�محور�xها�برابر�است�با:
× + × + × =1 1 3 1 5 1 9





تابع5

آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل پنجم

  پاسخ تشریحی آزمون 20  

زوج�مرتب�های�زیر�اعضای�این�رابطه�هستند.  ‌هنیز    1  4
� R {( , ), ( , ), ..., ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}= 1 1 1 2 1 5 2 1 2 2 2 3 3 1 �

بنابراین�این�رابطه��9عضو�دارد.
�صدق�می�کنند� x y+ ≤2 7 توجز:�برای�به�دس��ت�آوردن�زوج�مرتب�ها،�ابتدا�برای��xمقداری�طبیعی�قرار�می�دهیم،�س��پس�تمامی�yهای�طبیعی�که�در�رابطه�ی�

را�می�نویسیم،�سپس�این�کار�را�برای��xبعدی�ادامه�می�دهیم.

برای�آن�که�این�رابطه�تابع�باش��د،�می�بایس��ت�هیچ�دو�زوج�مرتبی�با�مؤلفه�ی�اول�یکس��ان�در�آن�موجود�نباشد.�دو�زوج�مرتب�با�مؤلفه�ی�  ‌هنیز    2  1
اول��2موجود�است،�پس�هر�دو�زوج�مرتب�مساوی�هستند.

� a a a a a a a aIÄ ¡#¡#—( )( )= + ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = =2 23 2 3 2 0 2 1 0 1 2 �

)�باعث�نقض�شدن�شرط� , )2 6 )�می�شود�که�در�کنار�زوج�مرتب�دیگر� , )2 1 �غیرقابل�قبول�اس��ت،�چون�در�این�حالت�زوج�مرتب�س��وم�به�صورت� a =2 مقدار�
تابع�می�شود.

راه حل اول: با�مثال�نقض�گزینه�های�دیگر�را�رد�می�کنیم:  ‌هنیز    3  2
�گزینه�ی�)1(� x y y y #SvÃº#”MIU: ,= ⇒ − = ⇒ = ± ⇒30 0 0 1 �

�گزینه�ی�)3(� x y y y #SvÃº#”MIU: | | ,= ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = ⇒0 2 1 2 1 3 1 �

�گزینه�ی�)4(� x y y y #SvÃº#”MIU: | | ,= ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ = − ⇒2 1 1 1 1 0 2 �

بنابراین�فقط�گزینه�ی�)2(�می�تواند�تابع�باشد.

�نیز�اکیداً�صعودی�و� y x x= +3 3 ،�اکیداً�صعودی�هستند،�پس�جمع�آن�ها�نیز�اکیداً�صعودی�است�و�لذا�تابع� y x= 3 �و� y x= راه حل دوم:�می�دانیم�توابع�

�یک�تابع�است. x y y= +3 3 طبیعتاً�یک�به�یک�است.�می�دانیم�معکوس�هر�تابع�یک�به�یک،�یک�تابع�است�پس�رابطه�ی�

�در�رابطه�ی�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    4 x =3 با�جایگذاری�  4

� xx xf f f
x x

( ) ( ) ( )=− += → = ⇒ =
+ −

31 1 2 4 1 4
1 2 4 1 2

�

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    5 f( )3 ابتدا�مقدار�مجهول�  2

� xxf x f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=+ +− + = → + = ⇒ = ⇒ =210 2 102 1 3 3 3 2 3 6 3 3
2 2

�

�را�محاسبه�می�کنیم: f( )5 �در�معادله�ی�داده�شده،� x =3 حال�با�جایگذاری�

� xxf x f f( ) ( ) ( ) /=+ +− + = → + = ⇒ =310 3 102 1 3 5 3 5 3 5
2 2

�

،�با�جایگذاری�مناسب��xو��yداریم:  ‌هنیز    6 f x y f x f y( ) ( ) ( )+ = + با�توجه�به�این�که�به�ازای�هر�دو�عدد�حقیقی�داریم�  4

� x y f f f f f f f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )= = ⇒ = = × = × × = = = = − =− =−4 5 6 6 732 64 2 32 2 2 16 2 2 2 8 2 4 2 2 2 1 2 2 2 128 �

)�است،�این�نقطه�در�ضابطه�ی�هر�دو�تابع�صدق�می�کند،�پس:  ‌هنیز    7 , )1 0 نقطه�ای�روی�محور�xها�با�طول�1،�نقطه�ی�  3

�
y x b b b

a
y x ax b a b

( , )

( , )

 + = → + = ⇒ = ⇒ =−
 = + + → = + +

1 0

1 03

2 0 2 2
3

0 1
�

�هس��تند.�با�مس��اوی�قرار�دادن�آن�ها�و�با�توجه�به�آن�که�می�دانیم�یکی�از�ریش��ه�ها� y x=− +2 �و�2 y x x= − +3 3 2 بنابراین�دو�تابع�مورد�نظر�با�ضابطه�های�
برابر�یک�است،�دیگر�نقاط�تلاقی�به�دست�می�آید:

� x x x x x x x x( ) ,− + = − + ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ±3 3 22 2 3 2 0 1 0 0 1�
سراسری - 89 �می�باشد.� x �و�1−= x =0 طول�نقاط�تقاطع�دیگر�

فصل پیجم: تابع
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�داریم:  ‌هنیز    8 a b c bc A( cos )= + −2 2 2 2 با�توجه�به�قضیه�ی�کسینوس�ها�در�مثلث�  3

� x xcos cos= + − × × α⇒ = − α2 2 22 3 2 2 3 13 12 �

با�حل�نامعادله�ی�زیر،�دامنه�ی�تابع�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    9  4

� fx x x x x x x DIÄ IÄ ( ) ( , ] { } [ , )− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤− ≥ = ⇒ = −∞ − +∞4 2 2 29 0 9 0 3 3 0 3 0 3  ��

�نیست. ±2 �و� پس�دامنه�ی�تابع�شامل�اعداد�صحیح�±1

با�توجه�به�محدوده�ی�تعریف�توابع�لگاریتمی�داریم:  ‌هنیز    10  3

�
x x

x x x x D
x x

, ( , ) { }

 − > ⇒ <


+ > ⇒ >− →− < < ≠− ⇒ = − − −
 + ≠ ⇒ ≠−

4 0 4
2 0 2 2 4 1 2 4 1
2 1 1

 �

�. abc=8 ،�پس� a =−2 �و� b=4 �، c=−1بنابراین�

برای�تعیین�دامنه�باید�نامعادله�های�زیر�را�حل�کنیم:  ‌هنیز    11  1

x

x

x

⇒− ≤ <

→− ≤ <

⇒− ≤ <

1 5

1 3

2 3



x
x
�

� �

1

5

x
�1 5

� � �

x
x
2

3

�

�

x 2� 3

� � �

x
x

x
x


+ ≥

 − +

 + ≥

−

1 0
5

2 0
3

،��1�،0و��2است.� بنابراین�دامنه�ی�این�تابع�شامل��4عدد�صحیح�1−

�است.�برای�تعیین�دامنه،�باید�عبارت�زیر�رادیکال�را�نامنفی�قرار�دهیم:  ‌هنیز    12 y x x| |= − + − +2 �برابر� f x( )− راه حل اول: ضابطه�ی�تابع�  3

�
x x x

x x x x D
x x x x x

#¡#¡#—

| | | | ( , ]
≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≥− + − + ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ⇒ = −∞ < ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤

2 2 2 0
2 0 2 12 2 2 2 1 �

�تغییر�کند،�برای�تعیین� x− �می�رس��یم،�اگر�ورودی�تابع�ب��ه� x≥−1را�با�حل�نامعادله�به�دس��ت�می�آوریم.�به�عبارت�� y f x( )= راه ح��ل دوم:�دامن��ه�ی�تابع�
x x− ≥− ⇒ ≤1 1 محدوده�ی��xداریم:�

سراسری خارج از کشور - 92 �

زیر�رادیکال�با�فرجه�ی�زوج�باید�نامنفی�باشد،�پس:  ‌هنیز    13  2

�
x x x x

x x D
x x x

IÄ | | | |
|| | | || | | ( , ] [ , ] [ , )

| | | |

− ≥ ≥ ⇒ ≥ ≤−  − − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ⇒ ⇒ = −∞ − − +∞ − ≤− ≤ ⇒− ≤ ≤  

2 1 3 3 3
2 1 0 2 1 3 1 1 32 1 1 1 1   �

�در�دامنه�ی�تابع�قرار�ندارند. −2 بنابراین�فقط�اعداد�صحیح��2و�

�را�با�حل�نامعادله�ی�زیر�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    14 y f x( )= ابتدا�دامنه�ی�تابع�  3

x x [ , ]⇒ ≤ ≤ ⇒ ∈0 2 0 2
x x22 �

x 2
� � �

x x :− ≥22 0

x x x x≤ − ≤ ⇒ − <− ≤ − ⇒− <− ≤− ⇒ ≤ <0 3 2 0 3 2 3 3 1 1 3 ،�پس:� fx D− ∈3 �تغییر�کند،�باید� x−3 اگر�ورودی�تابع�از��xبه�
سراسری - 92 �

برای�آن�که�دامنه�ی�تابع�تمام�اعداد�حقیقی�باشد،�مخرج�کسر�نباید�ریشه�داشته�باشد،�پس:  ‌هنیز    15  1
� x kx k k k k( )( )∆<− + ≠ → − < ⇒ − + < ⇒− < <02 24 0 16 0 4 4 0 4 4 �

عبارات�زیر�رادیکال�می�بایست�نامنفی�باشند،�پس:  ‌هنیز    16  3
� f gD x x D x x x x:[ ] [ ] , :[ ] [ ]+ − ≥ − ≥ ⇒ − ≤0 0 0 �

��gپس�دامنه�ی�تابع��، x x[ ]≤ − <0 ،�پس�دامنه�ی��fفقط�ش��امل�اعداد�صحیح�اس��ت.�ضمناً�می�دانیم�1
x

x x
x

[ ] [ ]
∈+ − = − ∉

0
1





با�توجه�به�این�که�می�دانیم�

. f gD D= = .�بنابراین� x x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ∈0  فقط�اعدادی�را�شامل�می�شود�که�به�ازای�آن�ها�داریم:�
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�را�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    17 xf x( ) با�استفاده�از�نمودار�تابع�f،�جدول�تعیین�علامت�  4

f (x)

x �4

�

� �

x

xf (x)

�3 1

� � � � �

��

2

� � ��

�می�باشد. [ , ] [ , ]−3 0 1 2 �برابر� y xf x( )= �باید�نامنفی�باشد،�بنابراین�دامنه�ی�تابع� xf x( ) عبارت�

راه حل اول: نمودار�این�تابع�دو�ضابطه�ای�به�صورت�روبه�رو�می�باشد.  ‌هنیز    18  1

�است. R [ , )= − − −2 1 �یا� R ( , ) [ , )= −∞ − − +∞2 1 بنابراین�برد�تابع�

راه حل دوم:�برد�تابع�را�در�دو�قسمت�به�دست�می�آوریم،�سپس�دو�بازه�را�با�هم�اجتماع�می�گیریم:

� x x x x x x x
R

x x x
( )

( , ) [ , ) [ , )
 ≥ ⇒ − ≥− ⇒ − ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ − ≥− ⇒ = −∞ − − +∞ = − − −

< ⇒ < ⇒ − <−

2 2 20 1 1 1 0 2 1 0 2 1 2 1 2 1
0 2 0 2 2 2

  �

ابتدا�دامنه�ی�تابع�را�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    19  2

�
x x

x
x x xIÄ 

 − ≥ ⇒− ≤ ≤ → =±
− ≥ ⇒ ≥ ≤−

2

2
1 0 1 1

1
1 0 1 1

 �

� R( { })= 0 �را�شامل�می�شود�که�به�ازای�هر�دو�عدد�تابع�برابر�صفر�است،�پس�برد�تابع�فقط�شامل�یک�عضو�می�باشد.� بنابراین�دامنه�ی�تابع�فقط�دو�عدد�±1

با�توجه�به�تعریف�جزء�صحیح�می�دانیم:  ‌هنیز    20  1

� x x x xx x x x x x x [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] − − + − +≤ < + ⇒ ≤ − < ⇒ ≥− + >− ⇒ < ≤ ⇒ < ≤1 0 11 0 1 0 1 2 2 2 2 1
2

�

)�است. , ]1 1
2

،�برابر� x xg f x [ ]( ( )) − +=2 بنابراین�برد�تابع�

  پاسخ تشریحی آزمون 21 

با�عددگذاری�به�جای��xو�سپس�یافتن�مقادیر�مقبول�برای�y،�اعضای�رابطه�به�صورت�زیر�به�دست�می�آید:  ‌هنیز    1  4

� R {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}= 0 0 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 2 0 2 1 �

�زوج� − =13 3 10 }�دارای��3زوج�مرتب�است،�پس�باید� , , }0 1 2 ،��3عضو�دارد.�هر�تابعی�با�دامنه�ی� ( ){ , , }0 1 2 این�رابطه��13عضو�دارد،�دامنه�ی�این�رابطه�

مرتب�از�این�رابطه�حذف�شود�تا�تبدیل�به�یک�تابع�گردد.

�وجود�دارند،�پس:  ‌هنیز    2 m m ( , )−31 �و�  ( , )1 0 ،�همچنین�دو�زوج�مرتب� n �وجود�دارند،�پس�1= n ( , )2 �و�  ( , )2 1 در�تابع��fدو�زوج�مرتب�  2

� m m m m m m( )( ) , ,− = ⇒ − + = ⇒ = −3 0 1 1 0 0 1 1�

)�داریم: , )1 0 �درمی�آید�که�با�توجه�به�وجود�زوج�مرتب� m( , )−21 1 �زوج�مرتب�آخر�به�صورت� n ضمناً�با�توجه�به�این�که�1=

� m m− = ⇒ =±2 1 0 1�

�برای��mمورد�قبول�است. با�توجه�به�شروط�به�دست�آمده،�دو�مقدار��1و�1−
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به�بررسی�گزینه�ها�می�پردازیم:  ‌هنیز    3  3
� x x y x y x y#Á¾¹Äq¬ : ( ) ,( ) − + + = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 2 22 1 0 0 11 1 0 �

�تک�عضوی�است. f {( , )}= 1 0 تابع�گزینه�ی�یک،�

� xx y x x y x x y x
x

#Á¾¹Äq¬ #¡#¡#— #IÄ ( ) : ≠= → = ⇒ = =
2

02 2 32 0 2
2

2 �

)�تابع�است. , )0 0 �با�حذف�نقطه�ی� y x=2 خط�

� xy y x y y y y y y yy#Á¾¹Äq¬ # 2 IÄ  ( ) ( ) ( ): =−− + − = → − + = ⇒ − = ⇒ = =22 23 23 2 2 1 0 1 0 0 1 �

y x x y#Á¾¹Äq¬ : |) ,( |− + = ⇒ = =22 1 0 04 1 )�دارای�مؤلفه�ی�اول�یکسان�هستند،�پس�رابطه،�تابع�نیست.� , )−2 1 )�و� , )−2 0 دو�نقطه�ی�

)}�است. , )}0 1 این�رابطه،�یک�تابع�تک�عضوی�به�صورت

�یک�مقدار�داشته�باشند،�پس:  ‌هنیز    4 x a= �یک�تابع�باشد،�باید�هر�دو�ضابطه�به�ازای� f x( ) برای�آن�که�  4

� a a a a a a a
a

+ = − ⇒ + = − ⇒ =− ⇒ =−2 212 3 12 3 3 12 4 �

� f f f f f( ( )) ( ) ( ) ( )− <−− = − − = − → − =− − =−7 44 4 3 7 7 7 3 10 �

با�توجه�به�ضابطه�ی�داده�شده�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    5  4

� xf x x x x f x x f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= +− = − + − + ⇒ − = − + → + − = + − + ⇒ − = + =
3 3 3 3 32 13 2 3 3 32 3 3 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 3 �

ابتدا�دامنه�ی�تابع�را�تعیین�می�کنیم،�عبارت�زیر�رادیکال�باید�نامنفی�باشد،�پس:  ‌هنیز    6  1
� x xsin sinπ − ≥ ⇒ π ≥1 0 1�

می�دانیم�حاصل�نسبت�مثلثاتی�سینوس�همواره�عددی�کوچک�تر�یا�مساوی�یک�است،�پس�حالت�بزرگ�تر�از�یک�غیرقابل��قبول�است.�

� x x k x k ksin ( )ππ = ⇒π = π+ ⇒ = + ∈11 2 2
2 2

 �

�مث��ل��2/5و��4/5و�...�اس��ت.�این�اع��داد�حتماً�صحی��ح�نیس��تند�و�با�توجه�ب��ه�این�که� k+12
2
بنابرای��ن�دامن��ه�ی�تاب��ع�فق��ط�ش��امل�اع��دادی�به�ص��ورت�

f x( )=− + − =−1 1 1 1 ،�داریم:�
x

x x
x

[ ] [ ]
∈+ − = − ∉

0
1





. f f x( ( ))− =−1 1
2

�می�دهد،�پس� �است�که�به�ازای�هر�ورودی�1− y=−1 �تابع�ثابت� y f x( )= یعنی�تابع�

،�پس�با�جایگذاری�مناسب��xداریم:  ‌هنیز    7 f xf x x( ( ))=2 به�ازای�هر��xداریم�  2

� fx f f f( ): ( ( )) ( )== = × → =2 32 2 2 2 2 6 4 �

� fx f f f( ): ( ( )) ( )== = × → =6 46 6 6 2 6 24 12 �

�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    8 f( )1 �، x y= با�جایگذاری�1=  2
� f f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ⇒ = ⇒ =1 1 1 2 1 1 1 0�

حال،�داریم:
� fx yf xy f x f y f f f f f f f f( ), /( ) ( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( ) ( / ) ( / ) ( )== == + → × = + ⇒ = + → =− =1 05 0 2 5 0 2 5 0 2 1 5 0 2 0 2 5 2 �

)�با�شیب�دلخواه��mبه�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    9 , )−1 1 معادله�ی�خط�گذرنده�از�نقطه�ی�  3

� y m x y mx m( )− = + ⇒ = + +1 1 1�

اندازه�ی��OAو��OBبا�جایگذاری�صفر�به�ترتیب�به�جای��xو��yبه�دست�می�آیند.

�
x y m OA y m mOA OB mS mm my mx m x OB x m m

m m

= ⇒ = + ⇒ = = + + × +⇒ = = + = − − += ⇒ = + + ⇒ = ⇒ =− =

( )
( )( )

20 1 1 11 111 10 0 1 2 2 2
�

A

B O�1

1

x

y
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با�حل�نامعادله�ی�قدر�مطلقی�زیر،�دامنه�ی�تابع�به�دست�می�آید:  ‌هنیز    10  3
� x x x x| | | |− − ≥ ⇒ ≥ −2 1 0 2 1 �

با�توجه�به�این�که��xاز�یک�عبارت�نامنفی�بزرگ�تر�است،�پس�خود�عددی�مثبت�است�و�می�توان�دو�طرف�نامساوی�را�به�توان��2رساند:

� x x x x x x x x x x x( | |) ( ( )) ( )( ) ( )( )> − ⇒ − − > ⇒ − + + − > ⇒ − + − > ⇒ < <2 2 2 2 22 1 2 1 0 2 2 2 2 0 2 3 2 0 2
3

�

برای�آن�که�تابع�مورد�نظر�تعریف�شده�باشد،�باید�داشته�باشیم:  ‌هنیز    11  1
� x x− ≥ ⇒− ≤ ≤225 0 5 5 �
� x x x xIÄ − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ≤−2 22 2 0 1 0 1 1�

� x x x x x x x x− − − ≠ ⇒ − ≠ − ⇒ − ≠ − ⇒ ≠ ⇒ ≠±2 2 2 2 2 2 225 2 2 0 25 2 2 25 2 2 3 27 3 �
D [ , ] [ , ] { }= − − − ±5 1 1 5 3 بنابراین�با�اشتراک�محدوده�های�به�دست�آمده،�دامنه�ی�تابع�برابر�است�با:�

�هستند. �و�±1 ±2 �، ±4 �، ±5 اعداد�صحیح�موجود�در�دامنه،�اعداد�

زیر�رادیکال،�همواره�عددی�نامنفی�است،�پس:  ‌هنیز    12  4
� x x x x/

/ /log log ( / ) /<− ≥ ⇒ ≥ → ≤ ⇒ ≤0 2 1 2
0 2 0 22 0 2 0 2 0 04 �

�می�باشد،�که�طول�آن�برابر��0/04است. D ( , / ]= 0 0 04 ،�فقط�اعداد�مثبت�است،�بنابراین�دامنه�ی�تابع،�بازه�ی� y x/log= 0 2 با�توجه�به�این�که�محدوده�ی�تعریف�تابع�

با�حل�نامعادله�ی�زیر،�دامنه�ی�تابع�به�دست�می�آید:  ‌هنیز    13  4

�
xf x x xx x xf f x x

x x x
( )( ) ( ) = > −− ≥ → − ≥ ⇒ ≥ → ≥ ⇒ ≥

1 1 22 2 11 1 10 2 2 0 2 2 0 �

x
x
x

2
1�

1� 1

-+-+

������ x xIÄ ⇒ ≤− ≤<01 1

�است.�  ‌هنیز    14 x( )+ 22 �اس��ت،�پس�مخرج�به�صورت�مضربی�از� −2 �در�دامنه�ی�تابع�قرار�ندارد،�پس�تنها�ریش��ه�ی�مخرج�عدد� −2 فقط�عدد�  2
با�توجه�به�عبارت�مخرج،�این�مضرب��2می�باشد،�پس:

� x x ax b x x x ax b a b a b( ) ,+ = + + ⇒ + + = + + ⇒ = = ⇒ + =2 2 2 22 2 2 2 8 8 2 8 8 16 �

�همواره�برقرار�باشد،�پس�باید�  ‌هنیز    15 m x m x m( ) ( ) ( )− − − + + >23 2 1 2 1 0 �باش��د،�می�بایست�نامعادله�ی� برای�آن�که�دامنه�ی�تابع�برابر�  3
� a m m I( )> ⇒ − > ⇒ >0 3 0 3 � داشته�باشیم:�

� m m m m m m m m m m m II( ) ( )( ) ( )′∆ < ⇒ − − + − < ⇒ − + − + − + < ⇒− + + < ⇒− < <2 2 2 20 1 2 1 3 0 2 1 2 6 3 0 3 4 0 1 4 �

. m< <3 4 با�اشتراک�شرط�های�)I(�و�)II(�داریم:�

راه حل اول: زیر�رادیکال�باید�نامنفی�باشد،�پس:  ‌هنیز    16  3

�

x x

x

x x

x x

xf x x x x x

x x

IÄ IÄ 

, ( ) ( )

( ) ( ( ) )

, ( ) ( )

 ≥ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≥
≥ ⇒ − ≥ ⇒ ⇒ ≥ < ⇒ ∈


< − < ⇒ > ⇒ <


1 10 1 0 1 0
3 310 1 0 0 0

3 1 10 1 0 1 0
3 3

 �

�به�صورت�روبه�رو�است: xf x( ) ( )= − 11
3

راه حل دوم:�با�توجه�به�قوانین�رسم�نمودار،�نمودار�تابع�

�به�صورت�زیر�است: xf x( ) بنابراین�جدول�تعیین�علامت�عبارت�

� xf x x( )≥ ⇒ ∈0  �
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�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    17 f x( ) دامنه�ی�تابع�  2

�

ba x
aax b ax b
ba x

a

− > ⇒ >


+ > ⇒ >− ⇒
− < ⇒ <

0
0

0
�

b b a
a
− −= ⇒ =1 2

2
�صحیح�است�و�داریم:� a �است،�پس�حالت�0< x −> 1

2
با�توجه�به�این�که�دامنه�ی�تابع�

a ba b a b b b alog ( ) ,=+ = ⇒ + = → = ⇒ = =2
3 4 2 4 9 9 9 1 2 �است،�پس:� f( )=4 2 ضمناً�از�آن�جا�که�

� f x x f( ) log ( ) ( ) log ( ) log− −⇒ = + ⇒ = + = =−3 3 3
4 8 12 1 1 2
9 9 9

�

�با�نمودار�تابع�مطابق�  ‌هنیز    18 y x= با�توجه�به�نقاط�داده�ش��ده�در�نمودار�تابع،�نس��بت�خط�  3
شکل�روبه�رو�می�باشد:

�زیر�نمودار�تابع�و�در�خارج�از�آن�محدوده�بالای�تابع�اس��ت،� y x= )�خط� , )−1 4 بنابرای��ن�در�مح��دوده�ی�

بنابراین�می�توان�جدول�تعیین�علامت�عبارت�زیر�رادیکال�را�رسم�کرد:

log(x )�1

x f (x)

log(x )

�

�1

x f (x)�

x

+

+

-

-

+

�1 4

+

+

+-

-

�Dمی�باشد. ( , ) [ , )= − +∞1 0 4 بنابراین�دامنه�ی�تابع�بازه�ی�

�شروع�کرده�و�تابع�را�می�سازیم.  ‌هنیز    19 xcos از�محدودیت�  2

x x x x
x

cos cos cos | cos | [ , )
| cos |

− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒ ≥ ⇒ = +∞
−

1 1 11 1 2 2 2 3 2 1 1 0 2 1 3
2 1 3 3



�را�به�صورت�زیر�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    20 f x( ) )�می�باشد.�با�توجه�به�مثبت�بودن�x،�تابع� , ]0 2 دامنه�ی�تابع�بازه�ی�  2

�
xx xf x x x f x x

x x
( ) ( | |) ( )

>− −= + → =
02 22 �

x xf x x x x x x
x x

( ) ( ) ( )− −= = = − + = − − +2 2 22 22 4 4 8 4 1 4 ،�داریم:� x x= 2 برای�x های�مثبت�با�توجه�به�این�که�

� x x x x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− ≥ ⇒− − ≤ ⇒− − + ≤ ⇒ ≤ − − + ≤ ⇒ ≤ ≤2 2 2 21 0 4 1 0 4 1 4 4 0 4 1 4 2 0 2 �
�می�باشد. [ , ]0 2 بنابراین�برد�تابع،�بازه�ی�

  پاسخ تشریحی آزمون 22  

،�پس:  ‌هنیز    1 ad bc− =0 �ثابت�باشد،�داریم� ax by
cx d
+=
+

راه حل اول: اگر�تابع�هموگرافیک�  2

� m m m m m m IÄ ( )− =− × ⇒ = ⇒ =22 1 2 0 2 �

راه حل دوم:�تابع�را�برابر�عدد�ثابت��kقرار�می�دهیم،�این�عبارت�باید�به�ازای�تمامی�اعداد�برقرار�باشد.

� mx m k mx m kx mk
x m
− = ⇒ − = −
−
2 2 �

m k
m m

m mk m k
IÄ 

IÄ 

= ⇒ = = − =− ⇒ = =
0 22 0 2 از�جایی�که�رابطه�ی�به�دست�آمده�یک�اتحاد�است،�پس:�

�1

4

4
-1

y x�

f (x)

y

x
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�می�باشد:  ‌هنیز    2 f x ax b( )= + تابع��fخطی�است،�پس�ضابطه�ی�آن�به�صورت�  1
� f x f x x a x b a x b x ax a b x( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )+ − − = + ⇒ + + − − + = + ⇒ + + = +2 3 1 2 16 11 2 3 1 2 16 11 4 5 16 11�

�
a a

b b
a b
= ⇒ =⇒ ⇒ + = ⇒ =− + =

4 16 4
20 11 95 11 �

f x x f( ) ( )= − ⇒ = − =−4 9 1 4 9 5 بنابراین�داریم:�
�و�داریم:  ‌هنیز    3 a =−2 ،�پس� fD a{ , , }= 1 0 �موجود�است،�پس�2-�باید�در�دامنه�ی�تابع��fباشد.�از�جایی�که� f g+ �در�دامنه�ی�تابع� −2 عدد�  3

� f
g

ff g R
g

{( , ), ( , ), ( , )}, {( , ), ( , ), ( , )} {( , ), ( , )} { , }= − = − − ⇒ = − ⇒ =1 2 0 4 2 0 1 2 2 1 0 4 0 1 2 0 1 0 �

،�داریم:  ‌هنیز    4 gof( , )∈4 1 با�توجه�به�این�که�  4
� fgof g f g( , )( ) ( ( )) ( ) ( , ) g∈= ⇒ = → = ⇒ ∈4 54 1 4 1 5 1 5 1 �
�و�داریم:� a =4 ،��4در�دامنه�ی�تابع��gموجود�است،�پس� fog( , )∈4 2 ،�ضمناً�با�فرض�این�که� b=5 �در��gداریم:� b( , )1 بنابراین�با�توجه�به�وجود�زوج�مرتب�
� a b+ =9 �

�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    5 f g− �و� f g+ دو�تابع�  1
� f g {( , ), ( , ), ( , )}+ = 2 1 1 5 0 2 �
� f g {( , ), ( , ), ( , )}− = 2 5 11 0 2 �

f g o f g( ) ( ) {( , ), ( , )}− + = 2 1 0 5 ترکیب�این�دو�تابع�برابر�است�با:�
بنابراین�اعداد��1و��5در�برد�این�تابع�قرار�دارند.

،�پس:  ‌هنیز    6 tx += 1
2

�داریم� x t− =2 1 با�تغییر�متغیر�  3

�
tx tf x x f t f t t t f gof g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+= +− = − → = − ⇒ = + ⇒ = ⇒ = = × − =
1

2 2 22 12 1 4 1 4 1 2 1 3 1 3 2 3 1 5
2

�

�داریم:  ‌هنیز    7 g x( ) �و�با�توجه�به�ضابطه�ی� gof x x( )=2 با�توجه�به�شکل،�  2

� xg x x f x x f x f( ) ( ) ( ) ( )− −= + ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =2 4 10 43 4 3 4 2 5 2
3 3

�

سراسری خارج از کشور - 91 �

�می�باشد.�  ‌هنیز    8 fD [ , )= − +∞1 �و� gD [ , )= +∞1 دامنه�ی�تعریف�دو�تابع��fو��gبرابر�  4

دامنه�ی�تعریف�تابع��gofبرابر�است�با:�
� gof f gD x D f x D x x x x x x x x{ | ( ) } { | } { | } { | } { | } [ , ]= ∈ ∈ = ≥− − + ≥ = ≥− + ≤ = ≥− + ≤ = ≥− ≤ = −1 3 1 1 1 1 2 1 1 4 1 3 1 3 �

بازه�ی�به�دست�آمده�شامل��5عدد�صحیح�1-،��2�،1�،0و��3می�باشد.

�داریم:  ‌هنیز    9 f x x( ) | |= − −2 2 با�توجه�به�ضابطه�ی�  3
� fof x x x x x f x( ) |( | |) | | | || || || | | ( )= − − − − = − − − = − − = − − =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �

�داریم:  ‌هنیز    10 x t− =2 3 با�تغییر�متغیر�  3
tx t tf x x x f t t t t t t f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+= + +− = − + → = − + = + + − − + = − + ⇒ = − +
3

2 2 2 2 22 3 32 3 4 4 5 4 16 20 6 9 8 24 20 2 5 2 5
2 2

�را�تعیین�می�کنیم:  ‌هنیز    11 g x( ) ابتدا�ضابطه�ی�  1

f x x x f g g g
g g x x g g x x g x g x

f g x x x

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ( ))

 = − − ⇒ = − − ⇒ − − = + − ⇒ − = + ⇒ − − = + − ⇒ − = +
= + −

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 1 1 1 1 1 12 2

2 4 2 4 2 22

�باشد،�داریم: g x x( )= +1 �باشد.�در�حالتی�که� g x x( )= +1 �می�تواند�تابع� g x( ) بنابراین�تابع�
� f g x f x g x x x x x( )( ) ( ) ( )+ = + = − − + + = −2 22 1 1�
سراسری خارج از کشور - 90 �
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با�توجه�به�معادله�ی�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    12  1

� g xfog x f x g x x g xg g x xg x g
g x

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
+ +=− ⇒ =− ⇒ + − = − − − ⇒ − + − =− + − +
− −
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

�

� xxg g g
x

( )=⇒ = ⇒ = → =31 12 2 3
3
�

�داریم:  ‌هنیز    13 g x x( ) ( )= + 21 با�توجه�به�ضابطه�ی�  1

�
fog

fog gof
gof

( ) |( ) | ( )
( ) ( ) ( )

( ) (| | ) ( ) ( )

 − = − + = − = − ⇒ − − − = − − = − = −
− = − + = − + = =

2 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 6 4 2

1 2 1 2 6 4 2 2 4 4 2 4 1 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

�

سراسری - 89 �

�برابر��3شود.  ‌هنیز    14 g x( ) ،�کافی�است�عددی�را�پیدا�کنیم�که�به�ازای�آن�حاصل� fog x( ) �با�داشتن� f( )3 راه حل اول: برای�محاسبه�ی�  2
� g x x x( )= ⇒ − = ⇒ =3 2 1 3 2 �

�است. f( )3 �برابر� x =2 �به�ازای� fog x( ) بنابراین�مقدار�
� xfog x fog

x
( ) ( )= ⇒ = =−

− −
22 2

3 2 3
�

�ضابطه�ی�تابع��fرا�پیدا�می�کنیم: x t− =2 1 راه حل دوم:�با�تغییر�متغیر�

�
tx

t t
x xf x f t f x f

x t t x
( ) ( ) ( ) ( )

+=
+ +

+− = → = = ⇒ = ⇒ = =−
− + − − −−

1
2

1 1
1 42 22 1 3 2

3 1 5 5 3 53
2 2

�

�داریم:  ‌هنیز    15 f x( ) با�توجه�به�ضابطه�ی�  4

�
f f f f

f f f f
f f f f

( ) ( ( )) ( )
( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) ( )

≤

>

 > ⇒ = − + = → = = × + = ⇒ + = + =
≤ ⇒ = × + = → = = − + =

2 3

5 3
5 3 5 5 5 4 2 5 2 2 2 3 7

5 1 7 2 9
1 3 1 2 1 3 5 1 5 5 5 4 2

�
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�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    16 f x( ) ،�ضابطه�ی� x t− =3 راه حل اول: با�تغییر�متغیر�  4

 f x x x f t t t t t t t t f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − + ⇒ = + − + + = + + − − + = + + ⇒ = + + ⇒2 2 2 2 23 4 5 3 4 3 5 6 9 4 12 5 2 2 2 2  

 f x x x f x x x x f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + ⇒ − = − + + − + ⇒ − = − +2 2 21 1 21 2 1 2 1 2 2 2 1 4 5  
�را�محاسبه�کنیم: f t( )−1 �مستقیماً� f x( )−3 �می�توانیم،�از�روی� x t− = −3 1 راه حل دوم:�با�تغییر�متغیر�

� x tf x x x f t t t t t t t t f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )= −− = − + → − = − − − + = + − − + + = − + ⇒ − = − +42 2 2 2 23 4 5 1 4 4 4 5 16 8 16 4 5 4 5 1 4 5 �
سراسری - 90 �

راه حل اول: مطابق�مراحل�زیر�داریم:  ‌هنیز    17  1

� y f x y f x y f xOa#¾M#keH»#¦ÄÁj¼µ–#·jo¨#œ~º#( ) ( ) ( )

D [ , ] D [ , ] D [ , ]

= − → = − → =
= − = − = −
2 1 1

1 2 1 2 2 1
�

�
yy f x y f x y f x

D

Oa#¾M#keH»#»j# IÀ# ¾M#SLvº#¾¹Äo¤# ¯IM#¾M#keH»#»j( ) ( ) ( )

[ , ] D [ , ] D [ , ]

→ = + → = − + → = + −
= − − = =

2 2 2 2
4 1 1 4 1 4

�

راه حل دوم:

f xx x D ( ) [ , ]− ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ = −1 2 2 1 1 2 1 با�توجه�به�شکل�بالا�داریم:�

� f xx x x D ( ) [ , ]−− ≤ − ≤ ⇒− ≤− ≤− ⇒ ≥ ≥ ⇒ =22 2 1 4 1 4 1 1 4 �
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�نمودار�خواسته�شده�را�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    18 y x| |= با�شروع�از�نمودار�  3

�به�دس��ت�می�آید.�  ‌هنیز    19 y f x( )= +1 �یعنی� y f x(( ) )= + −2 1 �به�مق��دار��2واحد�به�س��مت�چ��پ،�تاب��ع� y f x( )= −1 ب��ا�انتق��ال�تاب��ع�  1
�انتقال�یافته�ی�تابع�قبلی�به�مقدار�یک�واحد�به�س��مت�پایین�اس��ت.�برای�قرینه�کردن�تابع�نس��بت�به�محور�xها،�کافی�است�کل�عبارت�را�در� y f x( )= + −1 1

منفی�ضرب�کنیم:
� y f x f x( ( ) ) ( )=− + − = − +1 1 1 1 �

�را�دو�واحد�به�چپ�می�بری��م�تا�نمودار�تابع�قب��ل�از�انتقال�افقی�  ‌هنیز    20 y f x( )= −2 نم��ودار�تاب��ع�  2
به�دست�آید.

: xf x( )≥0 �باید�داشته�باشیم� y xf x( )= برای�دامنه�ی�تابع�

� xf x x xIÄ ( )≥ ⇒− ≤ ≤− ≤ ≤0 7 5 0 2 �

  پاسخ تشریحی آزمون 23 

ضابطه�ی�تابع�خطی�عبارتی�از�درجه�ی�اول�است.  ‌هنیز    1  1

� fxf x ax b f a b a b b a( )( ) ( ) =−== + → = + → + =− ⇒ =− −1 11 1 1 1 �

�
fof

b a

fof x a ax b b fof a a b b a ab b

a a a a

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− =−

=− −

= + + ⇒ − = − + + →− + + =−

→− + − − + − − =−

1 5 2

1 2
1 5

1 1 5
�

� b aa a a a a a a a b bIÄ IÄ 
=− −⇒− − − =− ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ = =− → =− =12 2 22 2 1 5 2 2 4 0 2 0 1 2 2 1�

. f IÄ ( )=−0 2 �برابر��bاست،�پس�1 f( )0 �، f x ax b( )= + از�آنجایی�که�در�تابع�خطی�

�برابر�است�با:  ‌هنیز    2 f
g
می�دانیم�دامنه�ی�تابع�  4

� f f g
g

D D D x g x{ | ( ) }= − =0 �

�و�داریم: f
g

D { , }= 0 1 �برابر�است�با:� f
g
�بنابراین�دامنه�ی� fD [ , ]= 0 4 �و� g( )=2 0 �و� gD { , , , }= −1 0 2 1 از�آنجایی�که�

� f ff f
g g g g

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )
= = = = = =

0 10 30 0 1 3
0 1 1 1

�

�است. 3 بنابراین�برد�تابع�فقط�شامل�اعداد�صفر�و�
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ابتدا�ضابطه�ی�توابع��fو��gرا�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    3  2

� f x x x x x x x x( ) ( ) | |= + − = − + − + = − + = − + = − +22 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1�

� g x x x x x x x( ) ( ) | |= − − = − − − + = − − = − −22 1 1 2 1 1 1 1 1 1 �

x x x x< < ⇒ < − < ⇒ < − < ⇒− < − − <1 2 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 ،�داریم:� x< <1 2 با�توجه�به�محدوده�ی�
�است�و�داریم: g x x( )= − −1 1 بنابراین�ضابطه�ی�تابع��gبه�صورت�

� f g x f x g x x x( )( ) ( ) ( )+ = + = + − + − − =1 1 1 1 2 �

،�داریم:  ‌هنیز    4 xf x
x

( )=
−1

با�توجه�به�  3

� x x x xx x x xf x f x
xx x x x

( )
( ) ( )

− + + − − − +− + = − + = = =
−− − − −

2 222
2 2 2 2

2 1 1 2 1 2 12 1 2 1
11 1 1 1

�
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،�داریم:  ‌هنیز    5 gD { , , , }= −2 4 0 1 �و� fD [ , ]= −2 2 �است،�از�جایی�که� f gx D f x D{ | ( ) }∈ ∈ دامنه�ی�تابع��gofبه�صورت�  3

� gofD x f x{ | ( ) { , , , }}= − ≤ ≤ ∈ −2 2 2 4 0 1 �

سپس�باید�معادله�های�زیر�را�حل�کنیم:

� f x x x x x( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±2 2 22 2 4 2 4 1 3 3 �

� f x x x x x( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =2 2 24 2 4 4 4 4 0 0 �

� f x x x x x( )= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±2 2 20 2 4 0 4 0 4 2 �

� f x x jnHkº#JH ]¼( )=− ⇒ − =−21 2 4 1 �

�و�صفر�است. ±2 �و� ± 3 بنابراین�تابع��gofدارای��5زوج�مرتب�با�طول�های�

�است،�پس�ضابطه�ی��fogعبارت�است�از:  ‌هنیز    6 g x x( )= �،gو�ضابطه�ی�تابع�همانی�� f x k( )= �،fضابطه�ی�تابع�ثابت�  4

� fog x f g x f x k( ) ( ( )) ( )= = = �

بنابراین��fogنیز�تابعی�ثابت�است.�برای�محاسبه�ی�دامنه�ی�این�تابع�داریم:
� fog g fD x D g x D x x{ | ( ) } { [ , ]| [ , ]} [ , ] [ , ] [ , ]= ∈ ∈ = ∈ − ∈ − = − − = −2 5 3 1 2 5 3 1 2 1 �

�معادله�ی�مورد�نظر�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    7 y fog x( )= با�محاسبه�ی�تابع�  4

� fog x x x x x x x x x x x( ) ( ) ( )= − ⇒ − − − = − ⇒ − + − + = − ⇒ − + =2 2 217 2 3 3 2 3 17 4 12 9 6 9 17 4 17 1 0�

bS
a

( )− −−= = =
17 17
4 4

در�معادله�ی�درجه�دوم�می�دانیم�حاصل�جمع�ریشه�ها�برابر�است�با:�

تابع��fرا�با�اعضایش�می�نویسیم،�سپس��fofرا�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    8  3
� f x x x A fof{( , ): } {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} {( , ), ( , ), ( , )}= + − ∈ = ⇒ =2 2 1 3 1 4 3 5 5 6 7 7 9 4 1 5 5 6 9 �

�در�دامنه�ی��fنیست،�پس��fofفقط��3عضو�دارد. f( )9 �و� f( )1 توجه�کنید�اعداد��3و��7در�دامنه�ی��fofقرار�ندارند،�زیرا�

�خواهد�بود.  ‌هنیز    9 fog x( )=0 ،��aریشه�ی�معادله�ی� g a( ) −= 1
4
�یا� g a( )=6 ،�پس�اگر� f f( ) ( )− = =1 6 0

4
از�جایی�که�  4

�
xg x x x x x x x x x x

x x x x x¡#¡#—IÄ 

( )

( )( )

≥= ⇒ − = ⇒ = − → = − + ⇒ − + =
⇒ − − = ⇒ = = ⇒ =

6 2 26 6 6 12 36 13 36 0
4 9 0 9 4 9

�

�
x x xg x x x x x x x x x x( ) ( )

−≥− −= ⇒ − = ⇒ = + → = + + ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =
1

2 2 241 1 1 1 1 1 10 0
4 4 4 2 16 2 16 4 4

�

�دو�نقطه�ی�تلاقی�تابع��fogبا�محور�طول�ها�هستند. 1
4
�پس��9و� fog fog( ) ( )= =19 0

4
بنابراین،�
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�می�پردازیم:  ‌هنیز    10 g( )3 �را�پیدا�کرده،�سپس�به�محاسبه�ی� g x( ) راه حل اول: ابتدا�ضابطه�ی�  1

� xx xg f x g x g x g
xx x

( )
( ( )) ( ) ( ) ( )

( )

− ++ += ⇒ − = ⇒ = ⇒ = =
+− − +

22 2
2 2

1 43 4 71 3 1
2 1 72 1 2 1 1

�

�برابر��3می�شود. f x( ) �کافی�است،�مقادیری�از��xرا�بیابیم�که�به�ازای�آن�ها� g( )3 راه حل دوم: برای�محاسبه�ی�

� f x x x( )= ⇒ − = ⇒ =2 23 1 3 4 �

� xxg f x g
x

( ( )) ( )=+ += → = =
−−

22 4
2
3 4 33 1

8 12 1
�

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    11 g x( ) ،�ضابطه�ی� g x( )−1 با�توجه�به�ضابطه�ی�  2

� g x x g x x( ) ( ) ( )− =− − + ⇒ =− +1 3 1 1 3 1�

�
tx

t
x x t t xfog x f x f t f t f t f x

x x t t t x

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

−=
−

− − −= ⇒ − + = → = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− − − − − + +−

1
3

12
2 2 2 2 2 2 2 233 1

3 2 3 2 1 3 1 3 3 3 33 2
3

�

� fof f f f( ) f( ( )) ( ) ( )− −= = = =2 2 21 1 0
6 3

�

ضابطه�ی�تابع��gرا�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    12  3

�

gxf x f g g x xx g xg g xg x g g x g
g xx xfog x f g

x x

( ) ( )

( ) ( )


= ⇒ = + − −+ + ⇒ = ⇒ − = + + + ⇒ =− − ⇒ =

+ −+ + = ⇒ = − −

1 11 1 1 2 1
1 1 21 1

1 1

�

�را�معین�می�کنیم:  ‌هنیز    13 g x( ) ،�ضابطه�ی� x t+ =2 3 ابتدا�با�تغییر�متغیر�  3

�
tx t tg x x x g t g t t t t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−= − −+ = + + → = + + ⇒ = − + + − +
3

2 2 22 3 32 3 8 22 20 8 22 20 2 6 9 11 33 20
2 2

�

� g t t t g x x x( ) ( )⇒ = − + ⇒ = − +2 22 5 2 5 �

حال�با�داشتن��fو��gبه�محاسبه�ی��fogمی�پردازیم:
� fog x f g x x x x x( ) ( ( )) ( )= = − + + = − +2 22 2 5 3 4 2 13 �

�را�تشکیل�داده�و�با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    14 fog ضابطه�ی�  2

� fog x f g x x x x x x x x x x x( ) ( ( )) sin sin sin |sin | sin sin sin (sin ) sin ( cos )= = − = − = − = − = −4 4 4 2 4 2 2 2 2 21 �

� x x x x( sin cos ) (sin ) sin− − −= = =2 2 21 1 12 2 2
4 4 4

�

سراسری خارج از کشور - 92 �

�قرار�گیرد،�  ‌هنیز    15 [ , ]−11 �در�محدوده�ی�تعریف��fیعنی�بازه�ی� xg x
x

( ) −=
+

2 1
1
�تعریف�شده�باشد،�می�بایست� xy f

x
( )−=

+
2 1

1
برای�آن�که�تابع�  2

�
xxx x x x x x

x x x
| || |

| | | | | | ( ) ( )
| |

+ >−− −− ≤ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ → − ≤ + ⇒ − ≤ +
+ + +

1 0 2 22 12 1 2 11 1 1 1 2 1 1 2 1 1
1 1 1

� پس:��

� x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( ) ( )⇒ − − + ≤ ⇒ − + + − − − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤2 22 1 1 0 2 1 1 2 1 1 0 3 2 0 0 2 �

. a b+ =2 �است�و�داریم:� [ , ]0 2 پس�دامنه�ی�تابع�مورد�نظر�

�را�برای�xهای�گویا�و�گنگ�جداگانه�بررسی�می�کنیم:  ‌هنیز    16 f f x( ( ))− حاصل�تابع�  2

� xx f x x f x x f f x f x f f x x( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))∈∈ ⇒ =− ⇒− = ⇒ − = → − =−

 �

� xx f x x f x x f f x f x f f x x x( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )− + ∉∉ ⇒ = + ⇒− =− + ⇒ − = − + → − = + − − =−11 1 1 1 1

 �

توجه�کنید�اگر�عددی�گویا�باش��د،�قرینه�ی�آن�عدد�نیز�گویا�اس��ت،�ضمناً�اگر�عددی�گنگ�باش��د،�مجموع�آن�با�هر�عدد�گویا�حتماً�گنگ�و�قرینه�ی�عدد�گنگ�
حتماً�گنگ�است.
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�به�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    17 y fof x( )= ضابطه�و�دامنه�ی�تابع�  3
� fof f fD x D f x D x

x
{ | ( ) } { | } { , }= ∈ ∈ = ≠ ≠ = −

−
1 1 1 1 3
2 2 1 2 2 2

 �

� xfof x f f x
f x x

x x

( ) ( ( )) −= = = = =
− − + − +−

− −

1 1 1 2 1
2 1 2 2 2 1 2 31

2 1 2 1

�

�مجانب�افقی�تابع�هموگرافیک�فوق�است،�پس�1-�در�برد�تابع�نیست،�ضمناً�با�توجه�به�دامنه�ی� y −= =−2 1
2

�نیز�در�برد� fof( )1
2

�باش��د،�پس�با�توجه�به�یک�به�یک�بودن�تابع�هموگرافیک،� 1
2
،��xنمی�تواند�برابر� f x( )

تابع�وجود�ندارد.

�
xxfof x fof x R

x
( ) ( ) { , }

≠−= → ≠ ⇒ = − −
− +

1
22 1 0 0 1

2 3
 �

�نس��بت�ب��ه�محور�yها�و�انتقال��3واحدی�آن�به�س��مت�  ‌هنیز    18 f x( )−3 ب��ا�قرینه�کردن�نمودار�  2
�به�صورت�روبه�رو�می�باشد.�این�تابع�محور�xها�را�در�دو�نقطه�ی��7و��2قطع�می�کند.� y f x( )= راست،�نمودار�تابع�
�باعث�می�ش��ود،�نمودار�این�تابع�به�اندازه�ی��kواحد�به�س��مت�چپ�برود.�برای�آن�که�هر�دو� y f x k( )= + نمودار�

محل�تقاطع�با�محور�طول�ها�از�قسمت�مثبت�محور�xها�خارج�شود�حداقل��kبرابر��7است.�

�  ‌هنیز    19 y f x( )= �را��3واحد�به�سمت�راست�منتقل�کنیم،�نمودار� y f x( )= +3 اگر�نمودار�  1
حاصل�می�شود:

�ابتدا�تابع�را�یک�واحد�به�چپ�می�بریم،�سپس�آن�را�از�لحاظ�افقی�نصف�می�کنیم: f x( )+2 1 برای�رسم�

�است. [ , ]−11 �بازه�ی� y f x( )= +2 1 �بالای�محور�xها�است،�پس�دامنه�ی�تابع� [ , ]−1 1 تابع�در�فاصله�ی�

،�نمودار�خواسته�شده�را�طی�مراحل�زیر�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    20 xy=2 با�شروع�از�نمودار�  3
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  پاسخ تشریحی آزمون 24  

با�توجه�به�آن�که��fیک�به�یک�است،�داریم:  ‌هنیز    1  4
� b f f b( , ) , ( , )∈ ∈ ⇒ =2 3 2 3 �

� f a a f a a a a a aIÄ ( , ) , ( , )∈ − ∈ ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ = =−2 2 23 2 3 2 2 0 2 1 � ضمناً�با�توجه�به�این�که��fیک�تابع�است،�داریم:�

. a b+ =5 �و� a =2 �باشد،�پس� �در�تابع��a�،fنمی�تواند�1−  ( , )−1 4 �و� a( , )5 با�توجه�به�وجود�دو�زوج�مرتب�

�یک�تابع�ثابت�و�غیر�یک�به�یک�است.  ‌هنیز    2 ad bc− =0 �تنها�در�حالت� ax by
cx d
+=
+

راه حل اول:�تابع�  3

� ad bc m m− = ⇒− − = ⇒ =−0 2 4 0 2 �
�با�مؤلفه��ی�دوم�یکسان�موجود�باشد. x y x y » ( , ) ( , )1 1 2 2 راه حل دوم:�برای�آن�که�تابع��fیک�به�یک�نباشد،�باید�دو�زوج�مرتب�

�
mx mx

y y mx x mx x mx x mx x mx mx x x
x x

+ +
= ⇒ = ⇒ − + − = − + − ⇒ − − + =

− −
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
1 2

4 4
2 4 8 2 4 8 2 2 4 4 0

2 2
�

� x xm x x x x x x m m m( ) ( ) ( )( )
≠⇒ − + − = ⇒ − + = → + = ⇒ =−1 2

2 1 2 1 2 12 4 0 2 4 0 2 4 0 2 �

برای�آن�که�تابعی�چندضابطه�ای،�وارون�پذیر�باش��د،�باید�هر�کدام�از�ضابطه�ها�یک�به�یک�بوده�  ‌هنیز    3  3
و�ضابطه�ها�برد�مشترک�نداشته�باشند.

�دو�ضابطه�خطی�و�طبیعتاً�یک�به�یک�هستند.�برد�هر�ضابطه�را�در�محدوده�ی�آن�ضابطه�محاسبه�می�کنیم. f x( ) در�تابع�

� R Rx x x R
k k

x x k k R k
[ , )

( , )
=∅≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ = +∞ → + ≤ ⇒ ≤ < ⇒ + < + ⇒ = −∞ +

1 21

2

2 2 4 2 1 3 3
2 3 12 2 2

 �

�نزولی�باشد،�باید�داشته�باشیم:  ‌هنیز    4  { , , }1 2 3 برای�آن�که�تابعی�با�دامنه�ی�  2
� f f f m m m m( ) ( ) ( )≥ ≥ ⇒ − ≥ ≥ − ⇒− ≥ ≥−1 2 3 1 2 3 1 3 �

ب��ا�توجه�به�نم��ودار�تابع��fهر�خط�افقی�نمودار�این�تابع�را�حداکثر�در�یک�نقطه�قطع�می�کند،�  ‌هنیز    5  3
�صعودی�است،�پس�تابع�غیریکنوا�می�باشد. +

 �نزولی�و�در� −
 پس�تابع�یک�به�یک�است.�ضمناً�تابع�در�

نمودار�گزینه�ی�)1(�به�صورت�روبه�رو�می�باشد:  ‌هنیز    6  1

�
x x

y
x x

 ≥=
− <

4

4
0
0
�

این�تابع�یک�تابع�صعودی�اکید�می�باشد.�برای�سایر�گزینه�ها�می�توان�مثال�نقض�ارائه�کرد.
� y x xÁ¾¹Äq¬( ) : [ ] ( , ), ( / , )= ⇒2 0 0 0 5 0 �

� y x xÁ¾¹Äq¬   ( ) : | | ( , ), ( , )= ⇒ −23 1 1 1 1 �

� y x xÁ¾¹Äq¬( ) : [ ] ( , ), ( / , )= ⇒24 0 0 0 5 0 �

بنابراین�گزینه�های��3�،�2و��4غیر�یک�به�یک،�پس�غیریکنوای�اکید�هستند.

تابع��fو��gیک�به�یک�و�معکوس�پذیر�هستند،�پس:  ‌هنیز    7  4
� g f a f a g a f( ( )) ( ) ( ) ( )− −= ⇒ = = ⇒ =1 15 5 6 6 �

سراسری - 91 �به�ازای�آن�برابر��6می�شود،�عدد��4است.� f x x x( )= + با�استفاده�از�گزینه�ها،�تنها�عددی�که�
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�را�یافته�و�سپس�آن�ها�را�ترکیب�می�کنیم:  ‌هنیز    8 g−1 �و� f راه حل اول: با�جابه�جا��کردن�تمام�مؤلفه�های�اول�و�دوم�در�توابع��fو��gتوابع�1−  4

�
f

g of
g  

{( , ), ( , ), ( , ), ( , )}
{( , ), ( , ), ( , )}

{( , ), ( , ), ( , )}

−
− −

−

 = ⇒ =
=

1
1 1

1
2 1 3 2 5 4 4 3

2 2 3 3 5 5
1 2 2 3 4 5

�

،�پس�ابتدا��fogرا�محاسبه،�سپس�آن�را�معکوس�می�کنیم: fog g of( )− − −=1 1 1 راه حل دوم:�برای�هر�دو�تابع��fو��gداریم�
� fog fog{( , ), ( , ), ( , )} ( ) {( , ), ( , ), ( , )}−= ⇒ =12 2 3 3 5 5 2 2 3 3 5 5 �

}�است. , , }2 3 5 ،�تابع�همانی�با�دامنه�ی� g of− −1 1 �بنابراین� f g− =1 )�از�تابع�f،�متوجه�می�شویم،� , )3 4 راه حل سوم:�با�حذف�زوج�مرتب�

.�فقط�گزینه�ی�)4(�این�  ‌هنیز    9 f b a( )= �باید�روی�تابع��fباشد،�پس� b a( , ) �روی�معکوس�تابع��fقرار�داشته�باشد،�نقطه�ی� a b( , ) اگر�نقطه�ی�  4

 ( , )− ⇒− = + −31 2 2 1 1 4 خصوصیت�را�داراست.�

�برابر�برد�تابع��fاست.  ‌هنیز    10 f دامنه�ی�تابع�1−  3

� f fx x x f x R D
x

( ) [ , ] [ , ]−≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≥ ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ = ⇒ =
+

1
3 3

3
1 1 1 1 1 10 2 0 8 1 1 9 1 1 1
1 9 9 9 91

�

�و�داریم:  ‌هنیز    11 f ( )− =1 3 �و�درنتیجه�1 f( )=1 3 �برابر��3است،�پس� x �به�ازای�1= f x x x( )= +2 تابع�  4

� f f f f( ( )) ( ) ( )−+ = + = = + =13 3 3 1 4 8 4 10 �

،�  ‌هنیز    12 f x x( )= �نیز�از�آن�نقطه�می�گذرد.�بنابراین�ریش��ه�ی�معادله�ی� f �را�در�نقطه�ای�قطع�کند،�حتما1�ً− y x= �خط� y f x( )= اگر�نمودار�  2

�می�باشد. f طول�یکی�از�نقاط�تقاطع��fو�1−
� xx x x x x x x x x( ) , , ≥− = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = − → =13 3 23 4 0 4 0 0 2 2 2 �

�در�نقطه�ای�به�طول��2متقاطع�هستند. f بنابراین��fو�1−

ابتدا�تابع�معکوس��fرا�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    13  1
� y xy x x y x f xlog log ( )− − −=− ⇒ =− ⇒ = ⇒ =1

16 16 16 16 �

�را�پیدا�کنیم. f f −= �باید�جواب�معادله�ی�1 f برای�یافتن�نقاط�تقاطع��fو�1−
� xf x f x x( ) ( ) log− −= ⇒− =1

16 16 �
با�امتحان�کردن�گزینه�ها،�فقط�گزینه�ی�)1(�در�معادله�ی�فوق�صدق�می�کند.

� x log log
−

−= ⇔− = ⇔− = ⇔ =4

1
1216 2

1 1 1 1 116 2
2 2 4 416

�

)�متقاطع�هستند. , )1 1
2 4

�متقاطع�باشند،�در�این�سؤال�دو�تابع�در�نقطه�ی� y x= �حتماً�روی�خط� f توجه�کنید�لزومی�ندارد،�توابع��fو�1−

�xرا�بر�حسب��yپیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    14  1
� yy x x y x y y x y y ( )− ≥= − − ⇒ − = − → − = + − ⇒ = − +2 0 2 22 1 1 2 1 4 4 4 5 �

�و�برای�تابع�معکوس�داریم: y≤2 ،�پس� y− ≥2 0 �با�توجه�به�این�که� f x x x x  ( ) ,− = − + ≤1 2 4 5 2 �
سراسری - 92 �

��xرا�بر�حسب���yپیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    15 x( )≤2 با�توجه�به�محدوده�ی�داده�شده�  2

� xy x x y x y x y x y x x y( ) ( ) | | ( )≤= − + ⇒ = − − ⇒ + = − ⇒ + = − → + =− − ⇒ − =− +22 2 24 1 2 3 3 2 3 2 3 2 2 3 �

� x y f x x( )−⇒ = − + ⇒ = − +12 3 2 3 �

تابع��fرا�به�صورت�دوضابطه�ای�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    16  4
�

x x x x
f x f x

x x x x x
( ) ( )

( )

+ − > >  = ⇒ = − − ≤ − ≤  

2 4 2 2 4 2
2 4 2 2 4 4 2 �

�تابع،�خطی�و�وارون�پذیر�است: x≤2 �مقدار�ثابت��4است�و�وارون�پذیر�نیست.�در�محدوده�ی� x >2 تابع�در�محدوده�ی�

� y x x y x y= − ⇒ = + ⇒ = +14 4 4 4 1
4

�

x x x y≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤2 4 8 4 4 4 4 �برای�تابع��fداریم:� x≤2 ضمناً�با�توجه�به�محدوده�ی�

f x x x( ) ,− = + ≤1 1 1 4
4

بنابراین�ضابطه�ی�تابع�معکوس�برابر�است�با:�
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برای�معکوس�کردن�یک�تابع�چندضابطه�ای�می�بایست�هر�ضابطه�را�در�محدوده�ی�خود�معکوس�کنیم:  ‌هنیز    17  3

�
yx y x x y x xf x x

x x x y

 :
( ) ,−

− > = + ⇒ = − ⇒ = −⇒ = >
 > ⇒ > ⇒ + > ⇒ >

1
11 2 1 2 1 1 32 21 2 2 2 1 3 3

�

�
x y x x y

f x x x
x x y

  :
( ) ,−≤ = − ⇒ = + ⇒ = + ≤− ≤ ⇒ − ≤− ⇒ ≤−

11 2 2
2 11 2 1 1 �

x x
f x

x x
( )−

− >=
+ ≤−

1
1 3

2
2 1

بنابراین�تابع�معکوس�عبارت�است�از:�

هر�ضابطه�را�در�محدوده�ی�خود،�معکوس�می�کنیم:  ‌هنیز    18  1

�
x y x x y

f x x x
x x y

:
( ) ,−

 ≥ = ⇒ = ⇒ = ≥
≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

2
1 20

0
0 0 0

�

�
x y x y x x y

f x x x
x x x x y

:
( ) ,−

 < =− − ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =− <
< ⇒− > ⇒ − > ⇒− − < ⇒ <

2 2
1 20

0
0 0 0 0 0

�

x x
f x f x x x x

x x
( ) ( ) | | ,− −

 ≥= ⇒ = ∈
− <

2
1 1

2
0
0

 �برابر�است�با:� f بنابراین�1−

سراسری خارج از کشور - 91 �

،�پس:  ‌هنیز    19 fof x x( )− =1 راه حل اول: دو�خط�نسبت�به�نیمساز�ربع�اول�قرینه�هستند،�پس�این�دو�تابع�معکوس�یک�دیگر�هستند�و�می�دانیم�  2

� fof x x
x bax af x ax by y x bb x a bx ax ab bx

x b bf x x y b y

( )
( )( ):

( )
( ):

− =

−

−− −+ = ⇒ = −→ = ⇒ − = ⇒ − + = − − = ⇒ =


1

1

28 88 23 8 24 2 32 32 3
3

�

� b a x ab( ) ( )⇒ − − + + =3 2 24 0 �
عبارت�بالا�به�ازای�همه�ی�مقادیر��xمی�بایست�برقرار�باشد،�پس�یک�اتحاد�است�و�داریم:

�
bb a a

b b b a
ab ab

− − − = ⇒ = −⇒ =− ⇒ = ⇒ =± ⇒ =
+ = ⇒ =−

2 2
33 2 0 3 24 16 4 62

224 0 24
 �

�است. −2 �باشند�که�مجموع�آن�ها�برابر��2یا� −4 �و��4یا��6و� −6 اعداد��aو��bممکن�است�
�قرینه�و�معکوس�یک�دیگر�هستند،�پس�شیب�خطوط�معکوس�هم�و�عرض�از�مبدأ�یکی،�برابر�طول�از�مبدأ�دیگری�است. y x= راه حل دوم:�دو�خط�نسبت�به�

�
aax by y x bb b a b

b ax y b y x

− + = ⇒ = + −⇒ = ⇒ =−
 − = ⇒ = −


88 2 2 32 32 3
3 3

�

�
x

a b
y

ax by y bb b b a a b
b bx y b x

=
=−

=

 + = → =
⇒ = ⇒ = ⇒ =± → = ⇒ + =±

 − = → =


0
2 32

0

88 8 16 4 6 2
22 3

2

 �

�یعنی�برد�  ‌هنیز    20 f �می�دانیم��xباید�در�دامنه�ی�1− fof −1 �است.�برای�محاسبه�ی�دامنه�ی� y x= �همواره�برابر� y fof x( )−= 1 ضابطه�ی�تابع�  3
. x≤ ≤0 3 �fباشد،�پس�

  پاسخ تشریحی آزمون 25  

�هر�دو�اکیداً�صعودی�هستند،�پس�مجموع�آن�ها�نیز�اکیداً�صعودی�است.�پس:  ‌هنیز    1 y x=3 �و� y x=2 تابع�  1

x f x f x x( ) ( )≥ ⇒ ≥ ⇒ + ≥1 1 2 3 5
x x x a a< ⇒ < ⇒ + − < −0 2 0 2 3 1 3 1 �به�تنهایی�یک�به�یک�است�و�محدوده�ی�آن�به�صورت�روبه�رو�است:� y x a= + −2 3 تابع�1
a a a− < ⇒ < ⇒ <3 1 5 3 6 2 برای�آن�که�تابع�در�کل�یک�به�یک�باشد،�باید�ماکزیمم�ضابطه�ی�پایین�از�مینیمم�تابع�بالا�کم�تر�باشد.�
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�یک�تابع�اکی��داً�صعودی�و�طبیعتاً�  ‌هنیز    2 y x x[ ]= + �یک�تابع�صعودی�اس��ت.�پس� y x[ ]= �ی��ک�تابع�اکیداً�صع��ودی�و�تابع� y x= تاب��ع�  2
یک�به�یک�است.�برای�سایر�گزینه�ها�می�توان�مثال�نقض�ارائه�کرد.

� y x xÁ¾¹Äq¬( ) : [ ] ( , ), ( , )= −1 2 0 1 0 �

� y x xÁ¾¹Äq¬( ) : | | ( , ), ( , )= − − − −3 2 1 3 3 3 �

� y x xÁ¾¹Äq¬( ) : | | ( , ), ( , )= + −4 2 1 3 3 3 �

�صعودی�باش��د�)مانند�ش��کل�مقابل(،�  ‌هنیز    3 [ , )+∞2 برای�آن�که�یک�س��همی�رو�به�بالا�در�بازه�ی�  3
می�بایست�طول�رأس�آن�کوچک�تر�یا�مساوی��2باشد،�پس:

� k k k− ≤ ⇒− ≤ ⇒ ≥−2 4 4
2

�

با�توجه�به�تعریف�قدرمطلق�داریم:  ‌هنیز    4  1

�

x x
x

f x a x
x x
x

( )

 = >
= =


=− <
 −

1 0

0

1 0

�

�به�شکل�روبه�رو�می�باشد: x =0 یعنی�نمودار�تابع،�به�جز�در�

. a− ≤ ≤1 �صعودی�باقی�بماند،�باید�داشته�باشیم:�1 f( )0 برای�آن�که�تابع��fبا�تعریف�

تابع��gogصعودی�اکید�است�زیرا:  ‌هنیز    5  1

� g gx x g x g x g g x g g x gog x gog x#Â²»qº #Â²»qº ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )> → < → > ⇒ >2 1 2 1 2 1 2 1 �

تابع��gofنزولی�اکید�است�زیرا:

� f gx x f x f x g f x g f x gof x gof x#Áj¼•‚ #Â²»qº ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )> → > → < ⇒ <2 1 2 1 2 1 2 1 �

گزینه�ی�)4(�صعودی�اکید�است،�زیرا:  ‌هنیز    6  4

� fx x x x x x f x f x#Â²»qº ( ) ( )> ⇒− <− ⇒ − < − → − > −2 1 2 1 2 1 2 11 1 1 1 �

�صعودی�اکید�است،�زیرا�مجموع�دو�تابع�اکیداً�صعودی�و�یک�تابع�ثابت�است:  ‌هنیز    7 y f x( )= تابع�  1

� f x x x
kÃ¨H#Áj¼•‚ kÃ¨H#Áj¼•‚ SMIY

Áj¼•‚#HÓ kÃ¨H( )= + − ⇒3 4 8 �

پس�می�توان�نوشت:
� ffof x f x f x f x f x x x x x x x x#Áj¼•‚ ( ) ( ) f( ( )) ( ) ( )≤ ⇒ ≤ → ≤ ⇒ + − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤3 3 34 4 4 4 8 4 8 0 8 2 �

f x f x x x( ) ( )≤ ⇒ ≤2 1 2 1 توجه�کنید�در�تابع�اکیداً�صعودی��fداریم:�

،�یک�به�یک�و�معکوس�پذیر�نیست.�پس�تابع�مورد�نظر�  ‌هنیز    8 نمودار�تابع�درجه�دوم�در�هر�صورت�یک�س��همی�اس��ت.�هر�سهمی�با�دامنه�ی�  1
حتماً�درجه�دوم�نیست�و�درجه�یک�است.

� xf x a x ax a a f x x f x( ) ( ) ( ) ( )− −= − + + ⇒ − = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =2 1 31 2 3 1 0 1 2 3
2

�

� f f f f( ( )) ( ) ( )− − − −= × = = =1 1 1 21 33 2 3 7 21 9
2

�
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�به�ازای�کدام�عدد�برابر��6/5می�شود.  ‌هنیز    9 f x( ) گزینه�ها�را�به�جای��xقرار�می�دهیم�و�بررسی�می�کنیم�که�مقدار�  3
� fÁ¾¹Äq¬ ( / ) / [ / ]( ) / /= + − = − =−0 5 0 5 4 0 5 0 5 4 31 5 �

� fÁ¾¹Äq¬ ( / ) / [ / ] /( ) /= + = + =1 5 1 5 4 0 5 1 5 0 12 5 �

� fÁ¾¹Äq¬ ( / ) / [ / ] /( ) /= + = + =2 5 2 5 41 5 2 5 4 63 5 �

� fÁ¾¹Äq¬ ( / ) / [ / ] /( ) /= + = + =3 5 3 5 42 5 3 5 8 114 5 �

�داریم:  ‌هنیز    10 f با�استفاده�از�خواص�1−  1
� f og a g a f g a g a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− =− ⇒ = − ⇒ = − − ⇒ =1 1 1 1 3 1 4 �

. a ،�پس�1= g( )=1 4 )�در�تابع�g،�داریم:� , )1 4 با�توجه�به�وجود�زوج�مرتب�

�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    11 g ( )−1 1 راه حل اول: ابتدا�  4

� g x g x x x( ) ( )− = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =1 1 1 1 2 1 0�

� mf og f f m( ) ( ) ( )− − − += ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =−
−

1 1 1 21 2 0 2 2 0 0 2
4 3

�

�پس: gof x f og x( ) ( ) ( )− − −=1 1 1 راه حل دوم:�می�دانیم�

� m mf og gof gof g f g m( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( ) ( )− − − + += ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =−
− −

1 1 1 2 21 2 1 2 2 1 2 1 1 1 2 1 2
4 3 4 3

�

وارون�تابع�مورد�نظر�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    12  2

� y a y a x ay a bx x x f x
b b b

( )−− − −= + ⇒ = ⇒ = ⇒ =3 3 13 3 �

�صدق�می�کند،�پس: f )�در�هر�دو�تابع��fو�1− , )1 0 نقطه�ی�

�
f a b a b

b a a baf a
b

( )
,

( )−

= ⇒ + = ⇒ =−
 ⇒ =− = ⇒ − = −= ⇒ = ⇒ =

1 3

1 0 0
1 1 211 0 0 1

�

راه حل اول: نمودار�تابع��fو�معکوس�آن�در�محدوده�ی�داده�شده�را�رسم�می�کنیم.  ‌هنیز    13  4

�با���fتلاقی�ندارد. f �قرار�دارد،�پس�1− y x= با�توجه�به�این��که�تمام�تابع��fبالای�خط�

�برخورد�می�کند،�با� y x= )�صعودی�است،�پس�فقط�در�نقاطی�که�به�خط� , )− +∞1 �در�بازه�ی� f x( ) راه حل دوم:�

�را�حل�می�کنیم: f x x( )= �متقاطع�است.�پس�معادله�ی� f −1

� f x x x x x x x jnHkº#JH¼]( ) ∆<= ⇒ + + = ⇒ + + = →02 22 1 1 0 �

�است.�  ‌هنیز    14 y x k=− + �است،�یا�هر�خطی�با�شیب�منفی�یک�به�صورت� y x= �متقارن�باشد،�یا�خود� y x= اگر�تابع�خطی��fنسبت�به�خط�  2
�است،�پس: �خطی�با�شیب�1− f x m x( ) ( )= + +2 1 پس�تابع�1

� xm m m f x x f m f( ) ( ) ( )=−+ =− ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =− + → = − = + =12 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 �

�بر�نمودار�وارون�خود�منطبق�باشد،�می�بایست�مرکز�تقارن�این�شکل�که�محل�تلاقی�  ‌هنیز    15 ax bf x
cx d

( ) +=
+

راه حل اول: اگر�تابع�هموگرافیک�  1

�قرار�گیرد،�پس: y x= (�روی�خط� d a
c c

( , )− دو�مجانب�آن�است�)یعنی�نقطه�ی�

� kd a xd a k f x f k f
c c x

( ) ( ) ( )=−− − − −= ⇒− = ⇒− = ⇒ = → + = − = =
+ − +

22 1 2 12 1 1 1
2 1 2

�

ykx xy xy y kx y k x y x f x
x y k x k

( ) ( )−− −− − −= ⇒ + = − ⇒ − =− − ⇒ = ⇒ =
+ − −

12 11 2 12 1 2 1
2

راه حل دوم:�تابع�معکوس�را�پیدا�می�کنیم:�

� f f
xf x

x k k f k
kxf x
x

( )
( )

( )

−
−

=
− − = − → =− ⇒ + = − =

 −

1
1 2 1

2 1 11
2

�
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�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    16 fD ،�برابر�دامنه�ی�تابع��fاست،�پس� f برد�تابع�1−  4

� f f f
xR y x x x D R[ , ] [ , ] [ , ]−

− − − −= ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒ ≤− ≤ ⇒ ≥ ≥− ⇒ = − ⇒ = −1
1 3 1 1 11 2 1 2 1 2 2 1 3 4 1 3 3 1 1 1
2 3 3 3

�

�به�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    17 f x( ) ضابطه�ی�تابع�  4

�
x x x x x x

f x x x x x f x x x
x x x x x

( )

( ) ( ) ( )

( )

 − − + + ≥ − ≥
 

= − + − + + − ≤ < ⇒ = − + − ≤ < 
 − + + + + <− <− 

2 6 4 3 2 10 3
2 6 4 4 3 2 2 4 3
2 6 4 4 10 4

�

)�یک�خط�با�شیب�منفی�است،�پس�اکیداً�نزولی�است.�معکوس�تابع�در�این�بازه�را�به�دست�می�آوریم: , )−4 3 ضابطه�ی�تابع�در�بازه�ی�

�
yy x x y x xf x x

x x x
( ) ,−

− +
=− + ⇒ =− + ⇒ = − +⇒ = − < <

 − < < ⇒ >− >− ⇒− <− + <

1
22 2 2 2 2 4 102 24 3 8 2 6 4 2 2 10

�

تابع��fرا�به�صورت�چندضابطه�ای�می�نویسیم:  ‌هنیز    18  4

�
x x

y x

x x

 >
= =
 − − <

0
0 0

0
�

هر�ضابطه�را�در�محدوده�ی�خود�معکوس�می�کنیم:

�
x y x x y f x x x x

f f f x x f x x x x

x y x y x x y f x x x x

: ( )

( , ) ( , ) ( ) ( ) | | ,

: ( )

−

− − −

−

 > = ⇒ = ⇒ = >  ∈ ⇒ ∈ ⇒ = = ⇒ = ∈ 
 < =− − ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =− − < 

2 1 2 2

1 1 1

2 2 1 2 2

0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
 �

سراسری خارج از کشور - 92 �

وارون�تابع��fرا�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    19  3

�
y xy y y y y
y x

x xy x x x x f x
x x

log ( ) ( ) ( )−+ + − −= ⇒ = ⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =
− − + +

1
2
1 1 2 1 2 12 1 2 2 1 2 2 1
1 1 2 1 2 1

�

تابع��fرا�به�صورت�چندضابطه�ای�می�نویسیم:  ‌هنیز    20  1

�
x x

f x x

x x

( )

 − < <= =

− − − < <

2

2

1 0 1
0 0

1 1 0

�

معکوس�هر�ضابطه�را�در�محدوده�ی�خودش�به�دست�می�آوریم:

�
xx y x y x x y x y

f x x x
x x x y

:
( ) ,

>
−

 < < = − ⇒ = − ⇒ = − → = − ⇒ = − < <
< < ⇒ < − < ⇒ < − < ⇒ < <

02 2 2 2 2 2
1 2

2 2

0 1 1 1 1 1
1 0 1

0 1 0 1 1 0 1 1 0 1
�

� f f( , ) ( , ) −∈ ⇒ ∈ 10 0 0 0 �

�
xx y x y x x y x y

f x x x
x x x y

:
( ) ,

<
−

 − < < =− − ⇒ = − ⇒ = − → =− − ⇒ =− − − < <
− < < ⇒ < − < ⇒− <− − < ⇒− < <

02 2 2 2 2 2
1 2

2 2

1 0 1 1 1 1
1 1 0

1 0 0 1 1 1 1 0 1 0
�

�
x x

f x x

x x

( )−

 − < <= =

− − − < <

2

1

2

1 0 1
0 0

1 1 0

�

. f f− =1 �همان�ضابطه�ی��fاست،�پس� f ضابطه�ی�به�دست�آمده�برای�1−
�از�دو�ربع�دایره�تشکیل�شده�است: f x( ) توجّز:�نمودار�تابع�
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  پاسخ تشریحی آزمون 26

�  ‌هنیز    1 k k k   ( , ) f , ( , ) f− ∈ − − ∈ ⇒ =− ⇒ =−1 3 1 9 3 9 3 زوج��مرتب�های�با�مؤلفه�ی�اول�یکسان�باید�برابر�باشند،�پس�داریم:��  4
�درمی�آید�که�دو�زوج�مرتب�متمایز�با�مؤلفه�ی�اول�یکسان�دارد،�پس�تابع�نیست.� { }f   ( , ), ( , ), ( , )= − − − −1 9 1 5 6 3 بنابراین�رابطه�به�صورت�

�داریم:  ‌هنیز    2 f x x
x

( )= +2
2
1 با�توجه�به�این�که�  1

f x f x x x x x x x
xx x x x x

( ( )) ( ) (( ) ) ( ) ( ) ( )
( )

− = + − + = + − + = + + − − =2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 12 2 �

)�برابر��2است،�پس�تابعی�ثابت�است.� )+ بنابراین�تابع�در�تمام�نقاط�دامنه�اش�

عبارت�زیر�رادیکال�باید�نامنفی�باشد،�پس:  ‌هنیز    3  1
� x x x x x x| | | | | | (| | )(| | )− − ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ − + ≥2 22 0 2 0 2 1 0 �

�همواره�مثبت�است،�پس: x| با�توجه�به�این�که�عبارت�1+|
� x x x| | | |− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 0 2 �یا�2 x D ( , ] [ , ) ( , )≤− ⇒ = −∞ − +∞ = − −2 2 2 2 2  �

�،�عبارت�زیر�رادیکال�را�تعیین�علامت�می�کنیم:  ‌هنیز    4 f x( )− با�کمک�گرفتن�از�جدول�تعیین�علامت�تابع�  1

� D ( , ) [ , ]= −∞ − −3 2 0 � ،�برابر�است�با:� f x

x

( )−
≥

− 2
0

9
محدوده�ی�مطلوب�برای�آن�که�داشته�باشیم�

�به�صورت�  ‌هنیز    5 [ , )−2 1 �در�بازه�ی� f )�اس��ت،�پس�نمودار� , )−− 3 9
2 4

راه حل اول: رأس�س��همی�نقطه�ی�  2

�. [ , )0 4 �نیز�در�زیر�آن�رسم�شده�است.�پس�برد�این�تابع�برابر�است�با� y f x| ( )|= روبه�رو�است.�نمودار�

�می�نویس��یم،�س��پس�با�اس��تفاده�از�نامساوی�ها،�برد�تابع�را� y x|( ) |= + −23 9
2 4

�را�به�صورت� y f x| ( )|=  راه حل دوم:�تابع�

پیدا�می�کنیم.

�
x x x x

x R

( ) ( )

|( ) | [ , )

− ≤ < ⇒− ≤ + < ⇒ ≤ + < ⇒− ≤ + − <

⇒ ≤ + − < ⇒ =

2 21 3 5 3 25 9 3 9 162 1 0
2 2 2 2 4 4 2 4 4

3 90 4 0 4
2 4

�

تابع�را�به�صورت�زیر�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    6  3

� x xf x
x x x

( ) + + −= = = −
+ + +

2 2

2 2 2
2 3 2 8 5 52

4 4 4
�

حال�با�استفاده�از�نامساوی�ها،�برد�تابع�را�معین�می�کنیم:

� x f x R
x x x x

( ) [ , )−+ ≥ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤ ⇒ > ≥− ⇒ − ≤ − < ⇒ ≤ < ⇒ =
+ + + +

2
2 2 2 2
1 1 5 5 5 5 5 5 3 34 4 0 0 0 2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 44 4 4 4
�
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�نیز�فقط�همین�اعداد�را�می�تواند�به�عنوان�ورودی�بپذیرد:  ‌هنیز    7 f g f( )− × �و��1است،�تابع� با�توجه�به�این�که�دامنه�ی�تابع��gفقط�شامل�اعداد�1�،2−  4

� f g f f g f(( ) )( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )− × = − × = − × = −1 1 1 1 3 2 3 3 2 3 �

� f g f f g f(( ) )( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )− × − = − − − × − = − × = −1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 �
� f g f f g f(( ) )( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )− × = − × = − × =2 2 2 2 0 1 0 0 �

�منفی�هستند�و�بیش�ترین�مقدار�تابع�برابر�صفر�است. −3 3 3 �و� −3 2 3 ،�اعداد� /3 1 7 با�توجه�به�مقدار�تقریبی�

�است.  ‌هنیز    8 ( )− −
=

−
1 1 2
2 1

�که�از�نقاط�مورد�نظر�می�گذرد�برابر� f شیب�تابع�خطی�  3

� y x y x( )+ = − ⇒ = −1 2 1 2 3 � �برابر�است�با:�  ( , )−1 1 پس�معادله�ی�خط�با�کمک�نقطه�ی�
� f f f( ( )) ( ) ( )= − = − − =−0 3 2 3 3 9 � ��برابر�است�با:� fof( )( )0 بنابراین�مقدار�

دو�تابع��fogو��gofرا�با�اعضایشان�می�نویسیم:  ‌هنیز    9  1
� { }fog  ( , ), ( , ), ( , )= 1 2 2 2 3 1 �
� { }gof   ( , ), ( , ), ( , )= −1 0 1 1 0 0 �

این�دو�تابع�هیچ�عضو�مشابهی�ندارند.

با�توجه�به�ضابطه�ی��fو��g،�ضابطه�ی��fogبرابر�است�با:  ‌هنیز    10  2
� fog x f g x a x a b x a c a x ax a bx ba c ax a b x a ba c( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = + + + + = + + + + + = + + + + +2 2 2 2 2 32 2 �

،�داریم: fog x x x( )( )= + +2 4 5 برای�آن�که�

�

a
b

a b c c

a ba c

           

   

        

=
⇒ = + = ⇒ + + = ⇒ =

 + + =

2

3

1
2

2 4 1 2 5 2
5

�

�را�برحسب��xپیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    11 g x( ) �،� f g x fog x( ( )) ( )( )= با�حل�معادله�ی�  1

� g x xx g x xg x x x g x x g x
g x x

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

− −= ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =
− −

2 1 6 12 2 1 2 6 2 2 6 1
3 2 2

�

�برابر�متغیر�کمکی��g�،tرا�پیدا�می�کنیم.  ‌هنیز    12 x
x
−
+
3

2 1
�،�با�قرار�دادن� x xg

x
( )− =

+
3

2 1 2
داریم�  4

� x tt x tx t t x t x
x t

( )− += ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =
+ −
3 33 2 1 2 3

2 1 1 2
�

�
t

x t xtgof x g t g t g x
t x

( )( ) ( ) ( ) ( )

+
+ +−= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− −

3
3 31 2

2 2 2 4 2 4
�

�است�و�داریم:  ‌هنیز    13  [ , )+∞1 دامنه�ي�تعریف�تابع��fبرابر�  3
� fof f fD x D f x D x x{ | ( ) } { | }= ∈ ∈ = ≥ − − ≥11 1 1 �

� xx x x x x D  { }− ≥− − ≥ ⇒− − ≥ ⇒ − ≤ → − = ⇒ = ⇒ =1 01 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 �
بنابراین�دامنه�ی�تابع،�تنها�عدد��1را�شامل�می�شود.

�بیابیم:  ‌هنیز    14 y f x( )= �را�تشکیل�دهیم�و�نقاط�تلاقی�آن�را�با� y f x( )= − −3 باید�تابع�1  1

�
xy f x x x x x

xy f x

( ) | |
| | | | | | | |

( ) | |

− = − − = − −⇒ − = − ⇒ − − =
 = = −


33 1 3 32 3 2 3 2
2 22

2

�

معادله�ی�به�دست�آمده�را�در��3حالت�حل�می�کنیم:

�

x x x

x x x x x

x x x

¡#¡#—   

  # # ¡ ¡ —

:

:

:

≥ − − = ⇒− =

≤ < − + − = ⇒− =− ⇒ =

< − + + = ⇒ =

3 3 2 3 2
10 3 3 2 2 1
2

0 3 2 3 2

�

��  ‌هنیز    15 y f x( )= − −1 شکل�جدید�تابع�نسبت�به�شکل�تابع��fیک�واحد�به�سمت�راست�رفته�و�نسبت�به�محور�yها�قرینه�شده�است،�پس�نمودار�  1
�. ab=1 رسم�شده�است،�یعنی�
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توابع�داده�شده�را�رسم�کرده�و�یکنوایی�آن�ها�را�تعیین�می�کنیم.  ‌هنیز    16  4

�)گزینه�ی�)1(���
x

y x x
x x

| |
≥= − − = − <

1 1
1 2 1 1���

�)گزینه�ي�)2(�
x x

y x x
x

| |
− ≥= + − = <

2 1 1
1 1 1���

�)گزینه�ي�)3(�
x x

y x x
x x

| |
− ≥= + − = + <

3 1 1
2 1 1 1��

�)گزینه�ي�)4(�
x x

y x x
x x

| |
− ≥= + − = − + <

3 2 1
2 1 2 1��

)�می�گذرد،�یعنی:�  ‌هنیز    17 , )−0 1 )�می�گذرد،�پس�تابع��fاز� , )−1 0 تابع�وارون�از�نقطه�ی�  3

� f a a( )=− ⇒ =− ⇒ =− 10 1 2 1
2
�

،�داریم:  ‌هنیز    18 f x( )− =1 4 راه حل اول: اگر�  3

� xf x x x x x x x x x x x x    ( ) ( )( )− < ≤= ⇒− + − = ⇒ − = + →− = + + ⇒ + + = ⇒ + + =4 0 2 24 2 4 2 4 2 16 8 10 16 0 2 8 0�
x⇒ �یا2−= x x¡#¡# — ⇒=− =−8 2�

�برقرار�است. f( )− =2 4 راه حل دوم:�با�امتحان�کردن�گزینه�ها،�تنها�در�مورد�گزینه�ی�)3(،�عبارت�

�است.�برای�یافتن�تابع�وارون�داریم:  ‌هنیز    19 fR ( , ]= −∞ 3 �و� fD ( , ]= −∞ 2 دامنه�و�برد�تابع��fبه�ترتیب�برابر�  2

� y x x y x y x y y x y y( )= − − ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒− = + − − ⇒ =− + −2 2 23 2 2 3 2 3 9 6 2 6 7 �

�است�و�دامنه�ی�آن�برابر�برد��fاست. f x x x( )− =− + −1 2 6 7 بنابراین�ضابطه�ی�تابع�معکوس�به�صورت�
� ffD R ( , ]− = = −∞1 3 �

�را�برابر��aبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    20 g ( )−1 6 اگر�  2

�
g a g a

f a f a f a f a f a f a
g x f x f x

IÄ ¡#¡#  — 

( ) ( )
( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− = ⇒ = ⇒ + = ⇒ + = + ⇒ + =± ⇒ = =−
 = +

1
2

6 6 1 1 1 56 6 2 3
2 4 2 2

�

� f x xf a f a a f a( )( ) ( ) ( )
− =−⇒ = ⇒ = ⇒ = → = =

31 2 312 4 4 8 2 �
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آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل ششم

  پاسخ تشریحی آزمون 27  

هر�مرحله�تعدادی�زوج�چوب�کبریت�به�چوب�های�قبلی�اضافه�می�شود:  ‌هنیز    1  2
�مرحله�ی�)1( :4
�مرحله�ی�)2( : +4 6
مرحله�ی�)3( : + +4 6 8


مرحله�ی�)10( : ( ) ×+ + + + = + + + + + − = + + + + + − = × − = − =11 124 6 8 22 2 4 6 8 22 2 21 2 3 4 11 2 2 2 132 2 130
2

  

2   ‌هنیز    2
x x y x x y x y x y

x x y
x y y x y x y y x x y x y

 

( )
,

( )

− + = − − − = − − − = − =      ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ = ⇒ = =−   − − = − − − − − = − − + = + =      

5 1 6 5 4 6 5 7 9 7 9
11 11 1 26 5 1 5 6 6 5 1 4 6 12 3 6 4 2

�می�باشد،�یعنی�قدر�نسبت�دنباله�برابر��3و�جمله�ی�اول�آن��2است،�پس�داریم: , , , ,...2 5 8 11 بنابراین�دنباله�به�صورت�

a a d= + = + × =20 1 19 2 19 3 59

�اس��ت،با�استفاده�از�رابطه�ی�  ‌هنیز    3 b d+ �و�وتر� b d− ضلع�متوس��ط�را��bنام�گذاری�می�کنیم�ضلع�کوچک�تر�  2
فیثاغورس�داریم:

b bb d b d b b d bd b d bd b b bd b d d( ) ( ) ≠+ = − + ⇒ + + = + − + ⇒ = → = ⇒ =02 2 2 2 2 2 2 2 22 2 4 4
4

p b d b b d b( ) ( )= + + + − =3 محیط�این�مثلث�برابر�است�با:�

b b b
b d b bb

#ˆÃd¶

oU»

= = = =
+ +

3 3 3 12
5 5

4 4

�است،�پس�داریم:  ‌هنیز    4 d=3
2
�و� a −= − =1

3 75
2 2

راه حل اول: از�روی�جمله�ی�عمومی�این�دنباله�  2

S a d( ) ( )= + = − + = × =15 1
15 152 14 7 21 15 7 105
2 2

راه حل دوم:�با�توجه�به�این�که�مجموع�جملات�دنباله�ی�حسابی�برابر�میانگین�جملات�اول�و�آخر�ضرب�در�تعداد�جملات�است،�داریم:

a a
S ( ) ( ) ( )

− + × −+ −= = = = × =1 15
15

3 35 15 5
24 102 215 15 15 15 7 105

2 2 2
سراسری - 89 �

راه حل اول: مجموع�جملات�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    5  4

a a a a a a a a a S S ×+ + + = + + + − + + + ⇒ − = − = − =  

( )
( ) ( )25 26 35 1 2 35 1 2 24 35 24

35 32 24 21 280 126 154
4 4

a S
 − −= = =
( )

1 1
1 1 3 1

4 2
راه حل دوم:�با�پیدا�کردن�قدر�نسبت�و�جمله�ی�اول،�مجموع�خواسته�شده�را�محاسبه�می�کنیم:�

d a a S S
( )

( )
× − −= − = − = − × − = + =2 1 2 1
2 1 1 1 12 2 1

4 2 2 2

a a a  

− + × + − + ×
+ + + = = × =

( )
( )25 26 35

1 1 1 124 34
2 2 2 211 11 14 154

2
سراسری خارج از کشور - 89 �

فصل ششم: دنباله
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عبارت�سمت�چپ�معادله�مجموع�جملات�یک�دنباله�ی�حسابی�است.�جمله�ی�آخر�این�دنباله�برابر��xاست:  ‌هنیز    6  3

na a n d x n x n( ) ( )= + − ⇒ = + − × ⇒ = −1 1 2 1 3 3 1

بنابراین�حاصل�جمع�سمت�چپ�برابر�است�با:
n nx n n nx n n
( )

( ) ( )
++ + − ++ + + + = = = =

23 12 2 3 1 32 5 8
2 2 2 2



حال�با�توجه�به�معادله�ی�داده�شده�داریم:
n n n n+ = ⇒ + =
2 23 155 3 310
2

�جواب�این�معادله�است.� n=10با�توجه�به�گزینه�ها�

راه حل اول: مجموع��5جمله�ی�دوم�برابر�تفاضل�مجموع��10جمله�ی�اول�و��5جمله�ی�اول�است.�پس:  ‌هنیز    7  3

S S S S S S S a d a d a d a d d a= − ⇒ = ⇒ = ⇒ + = × + ⇒ + = + ⇒ =( ) ( ) ( )5 10 5 5 10 10 5 1 1 1 1 1
1 4 1 10 54 2 9 4 2 4 2 9 4 8 2
3 3 3 2 2

بنابراین�داریم:
a a d a
a a a

+
= = =2 1 1

1 1 1

3
3

راه حل دوم:�با�توجه�به�معادله�ی�داده�شده�داریم:

a a a a a a a a a a a a a a a( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + = + + + ⇒ + + + = − + − + + − ⇒1 2 5 6 7 10 1 2 5 6 1 7 2 10 53 2   

a d d d d d d a d d d a d a( ( ))+ = + + + + ⇒ + = ⇒ = ⇒ =1 1 1 1
52 2 4 5 5 5 5 5 10 20 25 5 10 2
2

a a
a a
= =2 1

1 1

3
3

سراسری خارج از کشور - 91 �

راه حل اول: اختلاف�در�مجموع�داده�شده�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    8  2

a a a
a a a a a a d d d d d d d d d

a a a
( ) ( ) ( )

 + + + = − − − −⇒ − + − + + − = ⇒ + + + + + + = ⇒ = ⇒ =
 + + + =


1 2 7
8 1 9 2 14 7

8 9 14

53
49 49 49 111 7 7 7 7 7 7 7 494 11 11 11 11

11







�S14داریم: �S7و� راه حل دوم:�با�استفاده�از�فرمول�مجموع�جملات�دنباله�ی�حسابی،�برای�

S a d a d a d
d d

S a d a d a d

( ) ( )

( ) ( )

= + ⇒ = + + = − −⇒ ⇒ = ⇒ =
= + ⇒ + = + + =


7 1 1 1

14 1 1 1

7 53 1062 6 7 3 2 6 49 12 11 77 714 53 4 57 77 112 13 7 2 13 2 13
2 11 11 77

اگر�شماره�ی�جمله�ی�آخر�دسته�ها�را�بنویسیم،�داریم:  ‌هنیز    9  3
 , , , ,...+ + + + + +1 1 2 1 2 3 1 2 3 4

،�به�علاوه�شماره�ی�جمله�ی�اول�دسته�ی�دهم�را�می�توان� × =10 11 55
2

�است�که�برابر�است�با� + + + +1 2 3 10 بنابراین�شماره��ی�جمله�ی�آخر�دسته�ی�دهم�برابر�

با�اضافه�کردن�یک�شماره�به�جمله�ی�آخر�دسته�ی�نهم�پیدا�کرد.�
×+ + + + = + =9 101 2 9 1 1 46
2



�از�جمله�ی�شماره�ی��46تا��55است: na n=( )2 بنابراین�مجموع�خواسته�شده�برابر�مجموع�اعداد�زوج�

( )+
× + × + × = = × =

92 1102 46 2 47 2 55 10 10 101 1010
2

�تشکیل�یک�دنباله�ی�هندسی�می�دهند،�داریم:  ‌هنیز    10 x+22 �و� x+4 �، x−2 عدد�مورد�نظر�را��xدر�نظر�می�گیریم،�با�توجه�به�این�که�  1

x x x x x x x x x( )( ) ( )+ − = + ⇒ + − = + + ⇒ = ⇒ =2 2 222 2 4 20 44 8 16 12 60 5
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�است.�داریم:  ‌هنیز    11 n
na a q −= 1

1 جمله�ی�عمومی�دنباله�ی�هندسی�  4

a a a q a q= ⇒ = ⇒ =2 2
3 1 1 13 3 3

a a q
q q

a a
( )= = = = =

8
9 1 8 2 4 4

1 1
3 81

�باشد�داریم:  ‌هنیز    12 c bq= �و�جمله�ی�سوم� ba
q

= جمله�ی�وسط�این��3جمله�را��bنام�گذاری�می�کنیم.�اگر�قدر�نسبت��qباشد�جمله�ی�اول�  2

babc b bq b b
q

= ⇒ × × = ⇒ = ⇒ =3216 216 216 6

bba b c b bq q q q q q
q q

IÄ
= ± −+ + = ⇒ + + = → + = ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =6 26 13 169 144 3 219 19 6 13 6 13 6 0

12 2 3
با�توجه�به�قدر�نسبت�های�به�دست�آمده�و�این�که�جمله�ی�دوم�برابر��6است،�جملات�دنباله�یا�به�صورت��9و��6و��4هستند�یا�به�صورت��4و��6و��9که�در�هر�
سراسری - 90 �است.  − =9 4 5 دو�صورت�تفاضل�بزرگ�ترین�و�کوچک�ترین�آن�ها�برابر�

با�توجه�به�فرمول�مجموع�جملات�دنباله�ی�حسابی،�داریم:  ‌هنیز    13  4

q

qa
S Sqq q q
S Sq q qa

q

=

−
+ −− −

= = = = + → = + =
− − −
−

( )
(q )( )

( )

14
1 7 714 214 147 7

7 7 77 7
1

1
1 11 1 1 2 1 129

1 1 1
1

سراسری خارج از کشور- 90

حافظه�های�همراه�حامد�تشکیل�یک�دنباله�ی�هندسی،�با�جمله�ی�اول��32و�قدر�نسبت�دو�می�دهند،�مجموع�شش�جمله�از�این�دنباله�برابر�  ‌هنیز    14  4
است�با:

s
( )−

= = × =
−

6
6

32 2 1 32 63 2016
2 1

�و�مخرج�کسر،�دنباله�ای�هندسی�با�جمله�ی�اول�  ‌هنیز    15 t( )− با�توجه�به�این�که�صورت�کسر،�دنباله�ای�هندسی�با�جمله�ی�اول�یک�و�قدر�نسبت�  3

�است.�ابتدا�کسر�را�ساده�می�کنیم،�سپس��tرا�جای�گذاری�می�کنیم: t( )− 3 یک�و�قدر�نسبت�

t t
t t tt t t t tt t t t

t tt t t t
tt

( )
( ) ( )( )

( )
( )

− − +
+ − +− + − − + +− − += = = = = − +

+ +− + − − +
+− −

9 9
28 7 6 3 2

6 3 3 3 9

33

1 11 1 11 11 1 1
1 11 1 11

11



t
t t ( ) ( ) ( )

+= + + + + + − − +→ − + = − + = − + = = =
1 17

2 22 1 17 1 17 18 2 17 1 17 9 17 1 17 2 101 1 1 5
2 2 4 2 2 2

�است:  ‌هنیز    16 1
3
�و�قدر�نسبت� a = × =1

16 2
3

�است�که�یک�دنباله�ی�هندسی�با�جمله�ی�اول�برابر� n
na ( )= × 16

3
دنباله�ی�داده�شده�  3

, , , , ,...2 2 2 22
3 9 27 81

�هستند،�پس� 1
9
�و�قدر�نسبت� 2

3
�و�جملات�ردیف�زوج،�دنباله�ای�هندسی�با�جمله�ی�اول� 1

9
جملات�ردیف�فرد،�دنباله�ای�هندسی�با�جمله�ی�اول��2و�قدر�نسبت�

حاصل�عبارت�خواسته�شده�برابر�است�با:

−
= =

−

2
11

29 3
2 2
3 3
11
9
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�است:  ‌هنیز    17 3
4
حداکثر�ارتفاع�توپ،�پس�از�هر�برخورد�با�زمین�یک�دنباله�ی�هندسی�با�قدر�نسبت�  3

, , ,...× ××30 2 90 2 2702
4 16 64

توجه�کنید�ارتفاع��10متر�ابتدایی�را�باید�جداگانه�حساب�کرد،�مقدار�جابه�جایی�نهایی�توپ�برابر�حد�مجموع�دنباله�ی�هندسی�
بالا�به�علاوه�ی��10است.



jn¼ioM#¸Ã²»H#pH#uQ#IÀSeIv¶#“¼µ\¶

+ = + = + =
−

60
15410 10 10 60 70

3 11
4 4

�تشکیل�دنباله�ی�هندسی�بدهند،�داریم:  ‌هنیز    18 a a a, ,12 5 2 اگر�  3

a a a a d a d a d a da d a a d d a d d a d( )( ) ( )× = ⇒ + + = + ⇒ + + = + + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 2
2 12 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1

511 4 12 11 8 16 4 5
4

ddقدر�نسبت�دنباله�ی�هندسی�برابر�تقسیم�دو�جمله�ی�متوالی�آن�است: da a d
q

a a d dd d

++
= = = = = =

+ +

5 1

2 1

5 2144 21 74 4
5 9 9 3
4 4

سراسری - 92 �

�برابر�  ‌هنیز    19 5
22

ام�دنباله�ی�تقریبات�اعش��اری�هر�عدد،�برابر�تقریب�آن�عدد�تا��nرقم�اعش��ار�اس��ت.�تقسیم��5بر��22عدد�اعشاری� n جمله�ی�  1

�است.� × + × =3 7 5 2 �است،�تقریب�این�عدد�تا�هشت�رقم�برابر��0/22727272است�که�مجموع�ارقام�آن�31 /0 2272727

�است.�پس:  ‌هنیز    20 /3 69 �یا� /3 699 راه حل اول: عدد��Aبرابر�  2
A

A A A
A

/
/

/

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ = = = =

10 36 9 111 3790 369 36 90 333 3 7100 369 9 30 10

    / , / , / , / ,...0 1 0 01 0 001 0 0001 بنابراین�دنباله�ی�تفاضل�اعداد�از��3/7برابر�است�با:�
�است.� −710 جمله�ی�هفتم�این�دنباله�برابر�

راه حل دوم:�با�استفاده�از�حد�مجموع�دنباله�ی�هندسی�داریم:

A // ... / / / / ... / / / / /
/

= = + + + + = + = + = + =
−

9
0 09 1003 6999 3 6 0 09 0 009 0 0009 3 6 3 6 3 6 0 1 3 7
1 0 1 9

10
باقی�راه�حل�مشابه�روش�اول�است.

  پاسخ تشریحی آزمون 28 
راه حل اول: تعداد�چوب�کبریت�های�عمودی�و�افقی�را�در�هر�مرحله�جداگانه�می�شماریم.�  ‌هنیز    1  3

�مرحله�ی�اول� = �چوب�افقی� +1 �2چوب�عمودی�
�مرحله�ی�دوم� = �چوب�افقی� + +1 2 �چوب�عمودی� +2 3 �
�مرحله�ی�سوم� = �چوب�افقی� + + +1 2 3 �چوب�عمودی� + +2 3 4 �

بنابراین�مطابق�الگویابی�می�توان�انتظار�داشت�در�مرحله�دهم�داشته�باشیم:
�مرحله�ی�دهم� = �چوب�افقی� Áj¼µ–#J¼a + + ++ + + + ++1 2 3 1 2 3 40 11 �

� × ×= + + + + + + + + + − = + − = + − =10 11 11 121 2 3 10 1 2 3 11 1 1 55 66 1 120
2 2

  �

�تعداد�چوب�کبریت�های�مرحله�ی��10 = + + + + × +3 5 7 2 10 1 � راه حل دوم:�تعداد�چوب�ها�در�هر�طبقه�اعداد�فرد�متوالی�است،�پس:�
همان�طور�که�مشخص�است�این�تعداد�برابر�مجموع��10جمله��ی�اول�یک�دنباله�ی�حسابی�با�قدر�نسبت��2و�جمله�ی�اول��3و�جمله�ی�آخر��21است:�

�S ( )= + = × =10
10 3 21 5 24 120
2

�
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جمله�ی�اول�این�دنباله�ی�حسابی��2و�قدر�نسبت�آن��3می�باشد.�  ‌هنیز    2  4

� n
n n n n n n

S
( ( ) ) ( ) ( )× + − + − +

= = =
2 2 1 3 4 3 3 3 1

2 2 2
�

�از��1000بیش�تر�شود،��26می�باشد.� nS �برای�آن�که� n �Sبنابراین�حداقل�تعداد� =26 1027 �Sو� =25 با�توجه�به�گزینه�های�داده�شده،�از�جایی�که�950

راه حل اول: مجموع�خواسته�شده�از�تفاضل�مجموع��6جمله�ی�اول�از�مجموع��18جمله�ی�اول�به�دست�می�آید:  ‌هنیز    3  4

� a a a S S
( ) ( )−

+ + + = − = − = + =7 8 18 18 6
18 3 6 9 9 9 18
6 6

 �

راه حل دوم:�با�پیدا�کردن�جمله�ی�هفتم�و�هجدهم،�مجموع�خواسته�شده�را�محاسبه�می�کنیم:�

�
a S S

a a a a a
a S S

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

− − − −= − = − = + = ⇒ + + + = + = − =
 = − = − = − =


7 7 6
7 8 18 7 18

18 18 17

7 8 6 9 28 27 1
12 10 16 6 3 3 3 6 1818 3 17 2 2 3 327 17 10

6 6 3 3 3

 �

راه حل اول: در�دنباله�ی�حسابی،�می�دانیم�مجموع��nجمله�ی�متوالی�از�دنباله،��nبرابر�جمله�ی�وسط�)در�صورت�وجود(�است،�بنابراین:�  ‌هنیز    4  1

�
a a a a a a

a a d d
a a a a a a

( )

( )

+

+

 + + + = × ⇒ = ⇒ = − − −⇒ − = ⇒ = ⇒ =
 + + + = × ⇒ = ⇒ =


1 2 11 1 11 6 6
2

17 6
12 13 22 12 22 17 17

2

242 2211 11
7 7 11 11 111121 11 7 7 711 11

7 7





�

�داریم:� a7 برای�به�دست�آوردن�

� a a d a −= + ⇒ = + = =7 6 7
1 22 21 3
7 7 7

�

�S22داریم:� �S11و� راه حل دوم:�با�استفاده�از�فرمول�مجموع�جملات�دنباله�ی�حسابی،�برای�

�
S a d a d

S a d a d

( ) ( )

( ) ( )

= + ⇒ + =

= + ⇒ + = +

11 1 1

22 1 1

11 11 2422 10 2 10
2 2 7
22 242 1212 21 112 21
2 7 7

�
a d

d d a a a d
a d

,

 + = − − −⇒ ⇒ = ⇒ = = ⇒ = + = + = =
 + =


1
1 7 1

1

442 10 11 1 27 27 6 217 11 6 333 7 7 7 7 7 72 21
7

جمله�ی�هفتم�نصف�جمله�ی�سوم�است،�پس:�  ‌هنیز    5  4

� a a a d a d a d a d( )= ⇒ + = + ⇒ + = ⇒ =−7 3 1 1 1 1
1 2 6 2 10 0 10
2

�

از�طرفی�برای�آن�که�مجموع�چند�جمله�ی�اول�این�دنباله�برابر�صفر�باشد،�باید�داشته�باشیم:

� a dn
n

n a n d
S a n d d n d n d d n

( ( ) )
( ) ( ) ( )

=−≠+ −
= ⇒ = → + − = →− + − = ⇒ − = ⇒ =1 101 0

1
2 1

0 0 2 1 0 20 1 0 1 20 21
2

�

راه حل اول: با�استفاده�از�فرمول�جمله�ی�عمومی�دنباله��ی�حسابی�داریم:�  ‌هنیز    6  4

� na a n d a a d a a a( ) ( )= + − ⇒ = + ⇒ = + − ⇒ = + ⇒ =1 7 1 1 1 1
9 1 9 131 6 6 2
2 3 2 2

� n
nS a n d S( ( ) ) ( ( )) S ( )= + − ⇒ = + − ⇒ = − =1 10 10

26 12 1 5 9 5 13 3 50
2 2 3

�

�است.�در�دنباله�ی�حسابی،�می�دانیم�مجموع��nجمله�ی�متوالی�از�دنباله،�اگر��nفرد�باشد،� − 1
3
راه حل دوم:�دنباله�ی�موردنظر�یک�دنباله�ی�حسابی�با�قدر�نسبت�

�nبرابر�جمله�ی�وسط�و�در�غیر�این�صورت��nبرابر�میانگین�دو�جمله�ی�وسط�است،�پس:

��
a a

S a a( ) ( )
+

= = +5 6
10 5 610 5

2
�را�می�یابیم: a a,6 5 با�استفاده�از�جمله�ی�هفتم�و�قدر�نسبت�داده�شده�

�
a a d

a a S a a
a a d

 = − = − − =
⇒ + = ⇒ = + =

 = − = − − =


( )
( )

( )

6 7
5 6 10 5 6

5 7

9 1 29
2 3 6 10 5 509 1 312 2
2 3 6

�
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�عدد�  ‌هنیز    7 + + + +1 2 3 10 �برابر�مجموع�جمله�10دس��ته�ی�اول�از�اعداد�فرد�اس��ت.�در�این��10دسته،� na مجموع��10جمله�ی�اول�دنباله�ی�  2

�عدد�فرد�موجود�است.�بنابراین�جمع��55عدد�اول�فرد�را�محاسبه�می�کنیم: × =10 11 55
2

یعنی�

�S ( )= × + × = =255
55 2 1 54 2 55 3025
2

�

�است.� n2 نکتز:�جمع��nعدد�فرد�متوالی�با�شروع�از�یک�برابر�

راه حل اول: مجموع��20جمله�ی�اول�برابر�صفر�است،�پس:�  ‌هنیز    8  3
�

a d
S a d

( )+
= ⇒ = ⇒ + =1

20 1
20 2 19

0 0 2 19 0
2

�

حال�به�بررسی�گزاره�ها�می�پردازیم:
� a a a d a d a d+ = + + + = + =4 17 1 1 13 16 2 19 0 � گزاره�ی�)الف(�درست�است.��

گزاره�ی�)ب(�درست�است،�زیرا:�
� a a a S S a d a d a d a d a d a d( ) ( ) ( )+ + + = − = + − + = + − − = + = + =7 8 14 14 6 1 1 1 1 1 17 2 13 3 2 5 14 91 6 15 8 76 4 2 19 0 �

گزاره�ی�)ج(�درست�نیست�زیرا،�در�دنباله�ای�با�بیست�جمله،�اصلًا�جمله�ی�وسط�وجود�ندارد.�
گزاره�ی�)د(�درست�است،�زیرا:

�S S a d a d a d a d a d a d a d a d S S( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = + − + = + − + = + − − = + = + = ⇒ =17 3 1 1 1 1 1 1 1 1 17 3
17 32 16 2 2 17 8 3 17 136 3 3 14 133 7 2 19 0
2 2

�

� a a a a a a a a+ = + = = + = = +1 20 2 19 4 17 10 11  � راه حل دوم:�در�دنباله�ی�حسابی،�مجموع�جملات�متساوی�الفاصله�از�وسط�برابر�است:��

�بنابراین�حاصل�همه�ی�عبارات�بالا�صفر�است�و�هر�دو�جمله�قرینه�ی�هم�هستند،�به�عبارت�دیگر�جملات�دنباله�به�صورت�زیر�است:�
a a

S
( )+

= 1 20
21

21
2

از�جایی�که�

�
x d x x x d x dx d

a a a a a a
, , , , , ,,− − − + − +−
1 9 10 11 12 20

9 9 

�

بنابراین�جملات�چهارم�و�هفدهم�که�فاصله�ی�یکس��انی�از�وس��ط�دارند�قرینه�هستند،�مجموع�جملات�هفتم�تا�چهاردهم�چون�نسبت�به�وسط�دنباله�متقارن�است�
.S S=3 17 برابر�صفر�است،�به�همین�دلیل�مجموع�جملات�چهارم�تا�هفدهم�برابر�صفر�است،�یعنی�

در�این�دنباله�ی�حسابی�داریم:�  ‌هنیز    9  3

�S S a d a d a d a d a d a d d a( ) ( )= ⇒ + = × + ⇒ + = + ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =−20 12 1 1 1 1 1 1 1
20 123 2 19 3 2 11 20 190 36 198 16 8 0 2 0 2
2 2

�

 از�طرف�دیگر:

� d aa a d a a a a d=−= ⇒ + = → − = ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =12
3 1 1 1 1 16 2 6 4 6 3 6 2 4 �

� a a d= + =− + × =10 1 9 2 4 9 34 �

برای�جملات�متوالی�دنباله�ی�هندسی�می�دانیم�ضرب�جملات�طرفین�برابر�توان�دوم�جمله�ی�وسط�است،�پس:  ‌هنیز    10  3

� a a a a d a d a d a a d a d d a a d d d a d a d( )( ) ( )× = ⇒ + + = + ⇒ + + + = + + ⇒− = ⇒ =−2 2 2 2 2 2 2
3 9 7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 8 6 2 8 16 12 36 20 2 10 �

ام�این�دنباله�صفر�باشد،�داریم:� n اگر�جمله�ی�
� na a n d d n d n n( ) ( )= ⇒ + − = ⇒− + − = ⇒ − = ⇒ =10 1 0 10 1 0 1 10 11 �

برای�آن�که�سه�عدد�تشکیل�دنباله�ی�حسابی�دهند�باید�جمع�طرفین�دو�برابر�جمله�ی�وسط�باشد،�پس:�  ‌هنیز    11  4

� a a a a q a q a q a q q a q q q q q q q( ) ( )+ = × ⇒ + = × ⇒ + = ⇒ + = ⇒ − + = ⇒ − = − ⇒ = ±7 4 6 4 6 3 6 3 3 2 3
2 8 5 1 1 1 1 12 2 4 1 4 1 4 4 1 0 2 4 1 2 3 �

�است�و�داریم: a2 �و�کوچک�ترین� a8 �و�دنباله�صعودی�است،�بنابراین�بزرگ�ترین�جمله� q>1 ،�پس� q = +3 2 3 اگر�

�
a a q

q q
a a q

( ) ( )= = = = + = +
7

8 1 6 3 2 2

2 1
2 3 7 4 3 �

�کوچک�ترین�جمله�است�و�باز�هم�همین�عدد�به�دست�می�آید:� a8 �بزرگ�ترین�و� a2 �، q = −3 2 3 در�حالتی�که�

�
a a q
a a q q q( )

+= = = = × = +
− +

2 1
7 6 3 28 1

1 1 1 7 4 3 7 4 3
7 4 3 7 4 3

�

سراسری خارج از کشور - 92 �
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با�توجه�به�داده�های�مسأله�داریم:�  ‌هنیز    12  3

�
a a a q a q a q

q q
a a q a q

 × = ⇒ × = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
= ⇒ = ⇒ =

7 19 2 26
8 20 1 1 1 2 2

12 2 24
13 1 1

108 108 108 108 4
81 39 9 81

�

برای�یافتن�جمله�ی�پانزدهم،�از�جمله�ی�سیزدهم�که�معلوم�است،�کمک�می�گیریم:

� a a q= = × =2
15 13

49 12
3

�

در�هر�مرحله�تعداد�نیم�دایره�ها�دو�برابر�می�ش��ود�ولی�ش��عاع�نیم�دایره�ها،�نصف�ش��عاع�نیم�دایره�ی�قبلی�است.�بنابراین�با�توجه�به�فرمول�  ‌هنیز    13  4

�داریم:� S r = π 
 

21
2

مساحت�نیم�دایره�

� n

n

rrS
S rr

( )

−

π × ×
= = =

π

22

221

1 1 2 2
12 2 4

1 2
2

�

�می�دهد،�جمله�ی�هشتم�این�دنباله�برابر�است�با:� π8 �و�جمله�ی�اول� 1
2
بنابراین�مساحت�نیم�دایره�ها�تشکیل�یک�دنباله�ی�هندسی�با�قدر�نسبت�

�S S q ( ) π= = π× =7 7
8 1

18
2 16

�

�16است،�پس:  ‌هنیز    14 2 جمله�ی�اول�این�دنباله�برابر��2و�جمله�ی�هشتم�آن�  3

�
a

q q q
a

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =8 7 7 7

1

16 2 8 2 2 2
2

�

� qS a
q

( )
( ) ( ) ( )

+− − += = × = = +
− −− +

8
8 1

30 2 11 16 1 2 12 30 2 1
1 2 12 1 2 1

�

با�استفاده�از�فرمول�مجموع�جملات�دنباله�ی�هندسی�داریم:�  ‌هنیز    15  4

�

qS a
qqq q q q q

q q qS a
q

( )
( )(q )

( )

 −
= ⇒ = + −− − ⇒ = ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

− − − = ⇒ = −

6
3 366 1

3 3 3
3 3 3

3 1

1153 153 1 111 153 153 153 17 1 11
136 136 136 136 8 21 1 1136 136

1

�

حال�به�محاسبه�ی�مطلوب�مسأله�می�پردازیم:�

�
a a
a a q q ( )

= = = =1 1
4 4 45 1

1 1 16
1
2

�

با�توجه�به�داده�های�مسأله،�داریم:�  ‌هنیز    16  3

� I
a a a a q a q I

q q a aq qS a a q q q q
q

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
÷

 + = ⇒ + = ⇒ + =


→ = ⇒ = + ⇒ = → × = ⇒ = − −= ⇒ = ⇒ + − = − −
−

2 2
1 3 1 1 1

4 1 12 2 2
4 1 1

1 1 1 1
1 1 13 1 2 5 11 3 1 53 3 1 1 3 1 1

1

�

مجموع�شش�جمله�ی�اول�برابر�است�با:�

� qS a
q

( ) ( ) /
− −= = = = =
− −

6
6 1

1 1 64 1 63 126 12 6
1 5 2 1 5 10

�

�است:  ‌هنیز    17 x− �و� x مقدار�عبارت��Aحاصل�ضرب�مجموع�جملات��7جمله�از�دو�دنباله�ی�هندسی�با�جمله�ی�اول�یک�و�قدر�نسبت�  2

� xxA x x x x x x
x x

− −−= + + + + − + − + =
− − −

 

( )
( )( ) ( )( )

772 6 2 6 111 1 1
1 1

�

� Ax x x x x x
x x x x

( )=− + − −= × = → = ⇒ − = −
− + − −

7 7 14 141093 14 2
2 2

1 1 1 1 1093 1 1093 1
1 1 1 1

�

�صحیح�است. x= 3 با�امتحان�کردن�گزینه�ها�در�معادله�ی�به�دست�آمده�
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�اس��ت،�تقسیم�این�دو�عدد�قدرنسبت�  ‌هنیز    18 n na a �و�1+ n na a−1 عدد��Aحاصل�جمع�تعدادی�نامتناهی�عدد�اس��ت�که�دو�جمله�ی�متوالی�آن�  4

این�دنباله�ی�هندسی�را�به�دست�می�دهد:
� n n n

n n n

a a a
q

a a a
+ +

− −
= =1 1 2

1 1
�

�است،�یعنی:� a a = × =1 2
1 1 1
3 9 27

)�و�جمله�ی�اول� )21
3

بنابراین�عدد��Aحد�مجموع�یک�دنباله�ی�هندسی�با�قدر�نسبت�

�
a a

A
q

= = = =
− −

1 2
2

1 1
127 27

1 8 241 1
9 9

�

راه حل اول: حاصل�عدد�کسری��Aرا�به�کمک�حد�مجموع�دنباله�ی�هندسی�پیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    19  3

��� A // / / / /
/

×= = + + + = + = + = = =
− × ×
0 004 69 4 625 25 25 250 69444 0 69 0 004 0 0004 0 69
1 0 1 100 900 900 9 4 25 36

  �

� / , / , / , / , / ,0 8 0 83 0 833 0 8333 0 83333  � �برابر�است�با:�� 5
6
�است.�دنباله�ی�تقریبات�اعشاری� 5

6
�برابر� A بنابراین�عدد�

راه حل دوم:�برای�به�دست�آوردن�عدد�گویای��Aمی�توان�این�گونه�عمل�کرد:�

�
A

A A A A A
A

/
/ /

/

== ⇒ = ⇒ ⇒ = − ⇒ = ⇒ = =

100 69 4 625 250 69444 0 694 900 694 691000 694 4 900 36
 �

ادامه�ی�راه�حل،�مشابه�روش�اول�است.�
�را�مشخص�می�کنیم:�  ‌هنیز    20 x با�توجه�به�نامعادلات�داده�شده،�محدوده�ی�  2

x x x
xx x x

/ / /
/ /

/ / /

+ < ⇒ < ⇒ <
 ⇒ < < − > ⇒ − > ⇒ >

2 1 5 2492 2 4 2496 2 1248
2 1245 2 12481 0 2249 1 1 1245 2 1245

5
�

�است�ولی�رقم�چهارم�مشخص�نیست.�پس�دنباله�ی�تقریبات�اعشاری�تا�جمله�ی�سوم�معلوم�است.� /2 124 �تا��3رقم�اعشار�قطعاً� x بنابراین�تعداد�عدد�
� / , / , / ,2 1 2 12 2 124  �

  پاسخ تشریحی آزمون 29  

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    1 a9 ،�مقدار� n
n na
n k+
−=
+

2
1

2 �در�رابطه�ی� n=8 با�قراردادن�  2
aa k k

k k
=− ×= → = ⇒ + = ⇒ =

+ +
9

2 4
9

8 2 8 484 32 4 48 4
8 8

a /− × −= = = =
+

2
7

6 2 6 36 12 122 4
6 4 10 5

�را�پیدا�می�کنیم:� a7 �، n=6 حال�با�قرار�دادن�

�داریم:  ‌هنیز    2 a =1 راه حل اول: هر�جمله�از�این�دنباله،�یک�واحد�بیش�تر�از�دو�برابر�جمله�ی�ماقبل�خود�است.�پس�با�توجه�به�1  2
a a a a a a a a a a, , , ,= × + = = + = = + = = × + = = × + =2 1 3 2 4 3 5 4 6 52 1 3 2 1 7 2 1 15 2 1 31 2 1 63
a a
a a

− −= = =
− −

6 4

5 3

63 15 48 2
31 7 24

بنابراین�داریم:�

a =1 1 راه حل دوم:�با�توجه�به�رابطه�ی�بازگشتی�داده�شده،�می�توان�جمله�ی�عمومی�دنباله�را�پیدا�کرد:�
a = × +2 2 1 1
a ( )= × × + +3 2 2 1 1 1
a ( ( ) )= × × × + + +4 2 2 2 1 1 1 1


n
n

a ( ( ) )

−

= × × × × + + + + +

1

2 2 2 1 1 1 1 1 



n n n
na − − −⇒ = + + + +1 2 32 2 2 1

عبارت�به�دست�آمده،�مجموع��nجمله�از�یک�دنباله�ی�هندسی�با�قدرنسبت��2و�جمله�ی�اول�یک�است،�پس:
n n

n
a a

a
a a

( )
( )

( )

− −− − − += × = − ⇒ = = =
− − − − + −

4 26 46 4
5 3 3 25 3

2 2 12 1 2 1 2 11 2 1 2
2 1 2 1 2 1 2 2 1
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�را�حل�کنیم:  ‌هنیز    3 na /<0 1875 �مثبت�است،�پس�باید�فقط�نامعادله�ی�
n
3
2

�،nواضح�است�که�به�ازای�هر�عدد�  2

n n n
n

n n/
/

< ⇒ > ⇒ > ⇒ > ⇒ > ⇒ ≥3 2 1 300000 1875 2 2 16 4 5
3 0 1875 18752

�برابر��5است. n0 بنابراین،�حداقل�

�به�ازای�مقادیر�طبیعی�n،�روی�دایره�ی�مثلثاتی،�مرز�بین�ربع�ها�را�مشخص�می�کند�که�حاصل�سینوس�آن�برابر�است�با:  ‌هنیز    4 nπ
2

عدد�  1

n n

n k k
n

n ka a
n

n k

Z»p

jo

IÄ

Î

= +
 = += ⇒ = 
 − = +

2
0 4 4 2

0
1 4 1

1
1 4 3

�می�باشد�و�طبیعتاً�همگرا�به�یک�است. + =0 1 �همواره�برابر�1 n n nb a a += +2 2
،�حتماً�یکی�زوج�و�دیگری�فرد�است،�پس�1 n+1و��nاز�بین�اعداد�متوالی�

�تشکیل�می�دهیم:  ‌هنیز    5 na �را�با�استفاده�از� nb ضابطه�ی�  3

n n n
n n n n n nn n n n n n n nb a a
n n n n n n n n

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )+
+ + + + − + + + + − − + += − = − = = =
+ + + + + + + + +

2 2 22 3 2 3 2 2
1 2 2

1 2 1 2 1 2 3 2 5 4 1 2 3 2 4 1
2 1 1 2 1 2 3 2 1 4 8 3 4 8 3

�حد�آن�را�در�بی�نهایت�محاسبه�می�کنیم: nb برای�تعیین�عدد�همگرایی�

nn n n

n
nn n nb

n n n
n n

( )
lim lim lim

( )→+∞ →+∞ →+∞

+ +
+ += = = =
+ + + +

2
2 2

2 2
2

4 12
2 4 1 2 1

8 3 4 24 8 3 4

�همگرا�هستند�به:  ‌هنیز    6 nb �و� na هر�دو�دنباله�ی�  3
n n

n nn n n n
n

alim lim lim
( )

− −

+→∞ →∞ →∞ −
−

= = =
+ +

1 1

1 1 2
1

2 2 1
3 42 3 2 2

2

nn n n

n nb
n n

n

! !lim lim lim
! !( )

!
→∞ →∞ →∞

= = =
− −

1
2 1 1 22

�یعنی��6همگرا�است.
+

×

1 1
4 2
1 1
4 2

،�به� n n

n n

a b
a b
+

بنابراین�دنباله�ی�

به�بررسی�گزینه�ها�می�پردازیم:  ‌هنیز    7  2

،�واگراست.� >3 1
2

گزینه�ی�)1(:�دنباله�صعودی�است�ولی�از�جایی�که�

�به�ازای�اعداد�فرد،�عددی�بین�صفر�و�منفی�یک�و�به�ازای�اعداد�زوج�مقداری�بین�صفر�و�یک�دارد،�بنابراین�داریم:
n

n
( )−1 گزینه�ی�)3(:�مقدار�

n
n

U
n

Z»p

joÎ

=−

0
1

پس�دنباله،�غیریکنوا�و�واگرا�است.
�عددی�منفی�است،�دنباله�نزولی�است. ad bc− = × − × =−2 0 1 1 گزینه�ی�)4(:�دنباله�همگرا�به��2است�ولی�با�توجه�به�این�که�1

گزینه�ی�)2(:�دنباله�همگرا�به�یک�است،�زیرا:

n n

n n
nn

lim lim
→∞ →∞

= =
+2

1
1

از�مقایسه�ی�چند�جمله�ی�ابتدایی�دنباله�با�هم�و�با�حد�دنباله�در�بی�نهایت،�به�صعودی�بودن�دنباله�پی�می�بریم:
, ,...→1 2 1

2 5
سراسری - 91
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،�پس:  ‌هنیز    8
n n

sin( )~π π
+ +1 1

�به�سمت�صفر�میل�می�کند�و�طبق�هم�ارزی�سینوس�در�صفر�داریم�
n
π
+1

وقتی��nبه�سمت�بی�نهایت�میل�می�کند،�  4

n n n

n nn
n n n

( )
lim ( )sin lim lim
→∞ →∞ →∞

− ππ π− = = = π
+ +

2 1 22 1 2
1 1

با�توجه�به�شرط�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    9  3
n n

n n n
n ann na n a a

n n
> + −

< < + − → < <0 6 866 2 6 8
2 2

�نیز� na �و�بنابر�قضیه�ی�فش��ردگی�حد� n
n

a
n n→∞

+ − =lim 43 3
2

�در�بی�نهایت�به�صفر�میل�می�کند�و�داریم:� na
n2
�همگرا�و�کراندار�اس��ت.�پس� na از�جایی�که�

برابر��3است.

به�بررسی�گزینه�ها�می�پردازیم:  ‌هنیز    10  3

�برای�اعداد� nu های�زوج،�عددی�بین�صفر�و�یک�است،�پس�دنباله�ی� n ،�عددی�بین�صفر�و�منفی�یک�و�برای� n �برای�اعداد�فرد�
n

n
( )−1 گزینه�ی�)1(:�مقدار�

�برابر�صفر�است�و�نوسانی�در�نتیجه�واگرا�است. n فرد�برابر�منفی�یک�و�برای�اعداد�زوج�

�به�صفر�همگرا�است�ولی�لگاریتم�اعداد�مثبت�بسیار�کوچک،�بی�نهایت�می�شود�و�دنباله�واگرا�است.
n
1 گزینه�ي�)2(:�دنباله�ي�

�نیز�همگرا�به�صفر�است.
n

sin π �به�صفر�میل�می�کند�و�طبیعتاً�
n
π گزینه�ی�)3(:�

سراسری - 89 گزینه�ي�)4(:�درجه�ی�صورت�کسر�،�از�مخرج�آن�بیش�تر�است،�پس�دنباله�واگرا�می�باشد.��

با�مخرج�مشترک�گرفتن،�دنباله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    11  1

n
n n n n k k nn na

n k n n k n n k n k

+ − + −
= − = =

+ + + + + + +

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 2 22 2

2
3 3

3 3 3 3
�

� k k− = ⇒ =3 2 1� �همگرا�است،�پس:� k−3 �به� na مشخص�است�که�دنباله�ی�

�  ‌هنیز    12 kn kn n( )+ +24 2
8

 با�استفاده�از�هم�ارزی�رادیکال�ها�در�بی�نهایت�داریم:��  4

بنابراین:

n n

k kn kn n n nlim lim
→∞ →∞

+ − + = + − + = +24 2 1 2 2 1 1
4 4

�

� k k k+ =− ⇒ =− ⇒ =−1 2 3 12
4 4

�است،�پس:� −2 �همگرا�به� na از�آن�جا�که�دنباله�ی�

�است،�داریم:  ‌هنیز    13 ∞1 �در�بی�نهایت�از�نوع� na با�توجه�به�این�که�دنباله�ی�  4

n n
n nn

n n n
n

n e e e
n

→∞ →∞
− −

− + +
→∞

= = =
+

lim ( )( ) lim
lim ( )

81 22 84 4
4

�

�یکنوا�است،�با�مقایسه�ی�دو�جمله�ی�اول�متوجه�می�شویم�دنباله�ی�نزولی�است:  ‌هنیز    14 na با�توجه�به�گزینه�ها،�می�دانیم�دنباله�ی�  2

a a( )− > − ⇒ >1 22 1 2 5 2 �

برای�تعیین�عدد�همگرایی�دنباله�آن�را�در�مزدوج�ضرب�و�تقسیم�می�کنیم:

n n n n

n
n n n n n n n n n

n n n n n n
n n

( )( ) ( )
lim lim lim lim
→∞ →∞ →∞ →∞

+ − + + + −
= = = =

+ + + + + + + +

2 2 2 2

2 2 2
2

1 1 1 1 1
211 1 1 1 1
�

�داشته�باشیم:  ‌هنیز    15 n برای�آن�که�دنباله�صعودی�باشد،�باید�به�ازای�هر�عدد�طبیعی�  3
n

n na a n k n n kn n n kn k n kn k n k( ) ( ) ≥
+ ≥ ⇒ + − + ≥ − ⇒ + + − − ≥ − ⇒ ≤ + → ≤12 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 3 �

�نیز�صعودی�است�برای�بقیه�ی�گزینه�ها�می�توان�مثال�نقض�یافت:  ‌هنیز    16 n n+ �صعودی�هستند،�پس� n �و� n دو�دنباله�ی�  3
a :گزینه�ی�)1( a=− < =−2 18 5  

a :گزینه�ي�)2( a= < =2 14 5  

a :گزینه�ي�)4( a=− < =−4 14 3  
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�  ‌هنیز    17 k k k( )× − × − < ⇒ − + < ⇒ >2 5 1 1 0 10 1 0 11� �منفی�باشد،�یعنی:� ad bc− ��نزولی�باشد،�باید� n
n ka
n
+ −=
+

2

2
2 1

5
برای�آن�که�  4

�است.�بنابراین�جملات�  ‌هنیز    18 2 (�و�همگرا�به� ad bc− = × − <2 1 3 0 دنباله�ی�داده�ش��ده،�نزولی�اس��ت�)�  2
�است.� 2 �2هستند�و�بزرگ�ترین�کران�پایین�دنباله�برابر� دنباله�همواره�بزرگ�تر�از�

سراسری خارج از کشور - 89

دنباله�ی�مورد�نظر�همگرا�است،�زیرا:  ‌هنیز    19  3
n

n n
n nn n n n

n

a
( )

lim lim lim
( )→∞ →∞ →∞

+
+= = = =

+ +

24 1
4 2 14 1

1 11 4 4 1
4

�

هر�دنباله�ی�همگرایی،�کراندار�است،�پس�دنباله�کراندار�است.

�نزولی�است.� na �، n4 �و�منفی�است،�با�توجه�به�صعودی�بودن�دنباله�ی� × − × =−1 1 2 1 �برابر�1 ad bc− ،�مقدار�
n

n n
a +=

+
4 2
4 1

ضمناً�با�توجه�به�این�که�در�دنباله�ی�

با�توجه�به�فرمول�مجموع�اعداد�طبیعی�داریم:  ‌هنیز    20  4

n

n n
n n n na

nn n n

( )+
+ + + + + += = = =

2

2 2 2

1
1 2 3 12

22
 �

�و�طبیعتاً�کراندار�است. 1
2
این�دنباله�همگرا�به�

�منفی�است،�پس�دنباله�نزولی�است.� ad bc− = × − × =−1 0 1 2 2 ضمناً�با�توجه�به�این�که�

  پاسخ تشریحی آزمون 30 

�از�خود�آن�عدد،�به�معنای�  ‌هنیز    1 n
2
،�یعنی�تفاضل�جزء�صحیح�عدد� n n −  2 2

�می�نویس��یم،�عبارت� n
n na ( ) = −  

2
2 2

دنباله�را�به�صورت�  2

�است،�پس�داریم: 1
2
های�فرد�برابر� n های�زوج�برابر�صفر�و�برای� n �است.�که�برای� n

2
قسمت�اعشاری�عدد�

n
nn na a a a
n

Z»p 

j

 

oÎ 

( )
 = − = ⇒ + + + = × + × =   

1 2 20
0

2 10 0 10 1 1012 2
 �

�برابر�جمله�ی�قبلی�است.�پس�داریم:�  ‌هنیز    2 3 ،�هر�جمله�برابر�شماره�ی�جمله�ي�قبلی�منهای� n na n a+ = −1 3 در�دنباله�با�رابطه�ی�بازگشتی�  4

a a a a a( ) ( )= ⇒ = − × =− ⇒ = − − = ⇒ = − × =− ⇒ = − − =1 2 3 4 51 1 3 1 2 2 3 2 8 3 3 8 21 4 3 21 67

های�فرد�برابر�منفی�یک�است،�پس�برای�پیدا�کردن�مجموع�  ‌هنیز    3 n های�زوج�برابر�یک�و�به�ازای� n �به�ازای� ncos π راه حل اول: عبارت�  4
تمام�جملات�باید�حاصل�جمع�زیر�را�بیابیم:

S∞
−= + − + − +1 1 1 1 1
2 4 8 16 32

�

�است�و�داریم: −1
2

�و�قدر�نسبت� −1
2

عبارت�بالا�حد�مجموع�جملات�یک�دنباله�ی�هندسی�با�جمله�ی�اول�

S∞

− −

= = =−
− −( )

1 1
12 2

1 3 31
2 2

�

راه حل دوم:�مجموع�هر�دو�جمله�ی�متوالی�را�حساب�می�کنیم.

S ( ) ( ) ( )∞

− −
− − − −= + + + + − + + = − − + = = =

−

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 14 4
2 4 8 16 32 64 4 16 64 1 3 31

4 4

  �
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�است،�داریم:  ‌هنیز    4 −3 �جمله�ی�اول�برابر� n فرض�کنیم�مجموع�  3

n
n na a a log log log

n n
( ) log ( ) log ( ) ( ) ( )+ + + =− ⇒ + + + + =− ⇒ × × × × =−

+ +1 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 33 3 3
2 3 4 1 2 3 4 1

   �

n n
n n

log⇒ =− ⇒ = ⇒ + = ⇒ =
+ +2 3
1 1 13 1 8 7
1 1 2

ابتدا�عدد�همگرایی�دنباله�)حد�دنباله(�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    5  4
n

n n
n nn n n n

n

a

−
−

−→∞ →∞ →∞ −
−

−
−= = =

+ +

( )
lim lim lim

( )

1
1

1 1
1

12 2
2 1 2 2

33 2 2 1
2

�

�باشد،�باید�داشته�باشیم: 1
100

�کم�تر�از� 2 برای�آن�که�فاصله�ی�جملات�دنباله�از�

n n n n n
n n n n

a n n− −
− − −
− − − −− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ < ⇒ + > ⇒ > ⇒ − ≥ ⇒ ≥

+ + +
1 1

1 1 1
1 2 1 1 2 1 6 2 1 7 12 2 3 2 700 2 697 1 10 11
100 100 100 1003 2 3 2 3 2

�تشکیل�می�دهیم:  ‌هنیز    6 na �را�با�استفاده�از� nb دنباله�ي�  3
n

n
n n

n

n
na n nb n

a n n
n

( )!

!

+
−

×
+

= = = × =
+ +

1
1

3
1 3 3

1 13
�

�می�باشد.� 3 حد�این�دنباله�در�بی�نهایت�برابر�

�تفاضل�دو�دنباله�ی�همگرا�است�و�می�دانیم�تفاضل�  ‌هنیز    7 nb �و� n n nb c a= − �همگرا�باشد�داریم� nc �و� n n nc a b= + به�فرض�خلف�اگر�  3

�در�تناقض�است. nb دو�دنباله�ی�همگرا�حتماً�همگرا�می�باشد�و�این�با�فرض�واگرایی�

�برای�رد�کردن�بقیه�ی�گزینه�ها�کافی�است. nb n= �و� na
n

= 1 مثال�

�واگراست�ولی�دنباله�های�زیر�همگی�همگرا�هستند. nb �همگرا�به�صفر�و� na

n :�گزینه�ی�)1(� na b n
n

= × =1  همگرا 1

:�گزینه�ی�)2( n

n

a n
b n n

= =
2

1
1 همگرا 

:�گزینه�ی�)3( n
n

a
b n n n

+ = + =1 1 1 2 همگرا 

�نیز�همگرا�به�عدد�  ‌هنیز    8
na +2
1
1
�همگرا�به�عددی�غیر�صفر�)مثبت(�اس��ت،�پ��س�دنباله�ی� na +2 �باش��د�1 L( �همگرا�به�هر�عددی�( na اگ��ر�  3

�است.�
L +2
1
1

گزینه�های�دیگر�را�می�توان�با�مثال�نقض�کرد:

] :�گزینه�ي�)1( ]
n

n n
n

a a
nn

Z»p 

joÎ 

( ) − = ⇒ =−

01
1 واگرا�

:�گزینه�ی�)2( n
n

na
n a

− += ⇒ →∞
+

3 1 1
2 2 3

واگرا�

:�گزینه�ی�)4(
n

n n
nna a n

n n
( )

cos
−

= ⇒ π=
+ +

1
1 1

واگرا�
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�را�در�بی�نهایت�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    9 na حد�دنباله�ی�  3

n n n

n n k n k n k n k n n k n k kn k
n k n k n k n k n

( ) ( ) ( )
lim lim lim
→∞ →∞ →∞

− − + × − + + − − − −= = =−
− + + − + +

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2

2
�

. k=4 �همگرا�است،�پس� −4 از�جایی�که�این�دنباله�به�

برای�محاسبه�ی�حد�دنباله�در�بی�نهایت�داریم:  ‌هنیز    10  3

n n n

k n k b nn bn kn kn n n bnkn
n n n→∞ →∞ →∞

− + − + −− + + − − − + −− − = =
+ + +

( ) ( )
lim lim lim

22 2 2 2 3 4 132 1 3 4 12 2 14
3 3 3

�

. k=2برای�آن�که�دنباله�همگرا�به�عددی�غیرصفر�باشد،�باید�درجه�ی�صورت�و�مخرج�برابر�باشند،�پس�صورت�کسر�باید�از�درجه�ی�یک�باشد،�یعنی�
�همگرا�است،�پس: 3 از�طرفی�دنباله�به�عدد�

kk b b b kb=− + = → − + = ⇒ = ⇒ =23 4 3 6 4 3 1 2
1

�

�می�نویسیم:  ‌هنیز    11 cos sin− α= α21 2 2 با�استفاده�از�اتحاد�مثلثاتی�  4

n n
n n

n n
lim ( cos ) lim ( sin )
→∞ →∞

− =2 2 23 31 2
2

�

�استفاده�می�کنیم: x xsin  �به�سمت�صفر�میل�می�کند�از�هم�ارزی�
n
3
2

با�توجه�به�این�که�

n n nn

na n
n n

lim lim ( ) lim
→∞ →∞→∞

= × × = =
22 2
2

3 18 92
2 24

�

)�می�نویسیم:  ‌هنیز    12 )1
2

رادیکال�را�به�صورت�توان�کسری�  4

n
n n

n
n n na

n n n
( ) (( ) ) ( )= = =

+ + +

1
2 2

1 1 1
�

�است،�پس�می�نویسیم: ∞1 �در�بی�نهایت�به�صورت� na دنباله�ی�

n n
n n n

n n
nn

a e e e
e

lim ( ) lim
lim →∞ →∞

−− −
+ +

→∞
= = = =

11
1 2 2 2 2 1 �

�داریم:  ‌هنیز    13 n �صعودی�است،�پس�برای�هر� na دنباله�ی�  2
n n n n n

n na a k n kn kn k kn k( )+
+ ≥ ⇒ − + ≥ − ⇒ × − − ≥ − ⇒ ≥1
1 2 1 2 2 2 2 2 �

k k≤ ⇒ ≤12 2 � �به�دست�می�آید�کوچک�تر�باشد.�یعنی:� n∈ �که�به�ازای� n2 �از�حداقل�مقدار� k کافی�است�

(�است.  ‌هنیز    14 /2 �)تقریبا71�ً e ،�دنباله�ای�صعودی�و�همگرا�به�عدد� n
nb

n
( )= + 11 دنباله�ی�معروف�  2

�است�و�واگرا�می�باشد.� ∞2 �در�بی�نهایت،�به�صورت� na دنباله�ی�

)�است�و�واگرای�نوسانی�است. )∞−1 �در�بی�نهایت�به�صورت� nc دنباله�ی�

�است. e �است�و�همگرا�به� ∞1 �در�بی�نهایت�به�صورت� nd دنباله�ي�

n
n

n n
nn n

d e e
n

lim ( )( )
lim lim ( ) →∞

+ − +
+

→∞ →∞
= + = =

11 1 1111 �

d e= >1 4 �پی�می�بریم:�� nd با�مقایسه�ی�جمله�ی�اول�با�حد�دنباله،�به�نزولی�بودن�

�میل�می�کند�پس�از�  ‌هنیز    15 −∞ �در�بی�نهایت�به�س��مت� nd های�خیلی�زیاد�)بی�نهایت(�اتفاق�می�افتد،�دنباله�ی� n بی�کران��ی�دنباله�ه��ا�فقط�در�  4

پایین�بی�کران�و�از�بالا�کراندار�است.
�در�نوسان�است،�پس�هم�از�بالا�و�هم�از�پایین�بی�کران�است. −∞ �و� +∞ �در�بی�نهایت،�بین� na دنباله�ی�

�در�بی�نهایت،�همگرا�به�صفر�است،�پس�از�بالا�و�پایین�کراندار�است. nb دنباله�ی�

�میل�می�کند،�پس�از�بالا�بی�کران�و�از�پایین�کراندار�است.� +∞ �در�بی�نهایت�به�سمت� nc دنباله�ی�
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�نزولی�است:  ‌هنیز    16 na ابتدا�ثابت�می�کنیم،�دنباله�ی�  2n

n n nn
n nn

n n n

a a an
a a

a n a a
n

( )!

( )!

+ + +≥
+−

+
= = → ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤

+
+

1 1 11
11

3
2 3 3 1

2 33
1

�

n

n n
lim

( )!

−

→∞
=

+

13 0
1

�می�باشد،�پس:�� n−13 �بیش�تر�از�مقادیر� n( )!+1 �مقادیر� n→∞ با�توجه�به�نابرابری�رشد،�برای�حالتی�که�

�است،�که�اختلاف�آن�ها�برابر� 1
2
بنابر�شکل�مقابل،�بزرگ�ترین�کران�پایین،�برابر�صفر�و�کوچک�ترین�کران�بالای�دنباله�برابر�

�است. 1
2

راه حل اول: عبارت�دنباله�ی�خواسته�شده�را�به�صورت�زیر�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    17  2

n
nn na

n n n n
+ −− + −= = = = −

+ + + +
( )3 1 53 2 3 3 5 53

1 1 1 1
�

�داریم: n>8 حال�با�توجه�به�این�که�

n nn n a a
n n n n

/− −≥ ⇒ + ≥ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤ ⇒ > ≥ ⇒ > − ≥ − ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <
+ + + +
1 1 5 5 5 5 5 5 259 1 10 0 0 0 3 3 3 3 2 5 3
1 10 1 10 1 10 1 10 10

�

� a /=9 2 5 � �دنباله�صعودی�است�پس�اولین�جمله،�کوچک�ترین�آن�ها�است:� ad bc( )× + × > −3 1 2 1 0 راه حل دوم:�با�توجه�به�علامت�

�قرار�دارند.�  [ / , )2 5 3 �است.�یعنی�جملات�دنباله�از�جمله�ی�نهم�به�بعد�در�بازه�ی� 3 ضمناً�کوچک�ترین�کران�بالای�این�دنباله،�همان�عدد�همگرایی�آن�یعنی�

)�منفی�است،�بنابراین�  ‌هنیز    18 )− 5
3

،�عددی�مثبت�است�و�ریشه�ي�مخرج� × − ×4 5 2 3 �برابر� ad bc− �، n
na
n
+=
+

4 2
3 5

راه حل اول: در�دنباله�ی�  1

� a = =1
6 3
8 4

� دنباله�صعودی�است.�بنابراین�جمله�ی�اول�دنباله،�کوچک�ترین�جمله�ی�آن�است:�

� [ , )3 4
4 3

�است.�بنابراین�جملات�دنباله�حتماً�به�بازه�ی� 4
3
�است،�پس�با�توجه�به�صعودی�بودن�دنباله،�کوچک�ترین�کران�بالای�دنباله،� 4

3
ضمناً�دنباله��همگرا�به�

− =4 3 7
3 4 12

� تعلق�دارند�و�داریم:�

�در�جمله�ی�عمومی�آن�ظاهر�باشد: n راه حل دوم:�دنباله�را�به�گونه�ای�بازنویسی�می�کنیم�که�فقط�یک�

n

n
na
n n n n

( )+ − + −
+= =− = + = −
+ + + +

4 20 143 5 2
4 2 4 4 143 3 3
3 5 3 5 3 3 5 3 9 15

�

�داریم: n≥( )1 �nحال�با�توجه�به�محدوده�ی�اعداد�طبیعی�

nn n n a
n n n

− −≥ ⇒ ≥ ⇒ + ≥ ⇒ < ≤ ⇒ > ≥ ⇒ − ≤ − < ⇒ ≤ <
+ + +
1 1 14 7 4 7 4 14 4 3 41 9 9 9 15 24 0 0

9 15 24 9 15 12 3 12 3 9 15 3 4 3
�

�است.� 7
12

برابر� b a− بنابراین�حداکثر�مقدار�

�همواره�برابر�یک�است،�زیرا:  ‌هنیز    19 n
n
− 

  
4 1
2

مقدار�   2

nn
n n n n
− −   ≥ ⇒− < < ⇒ < − < ⇒ − = ⇒ =      
1 1 1 4 11 1 0 1 2 2 2 1 1

2 2 2 2
�

�2است.� �برابر�با� b �باشد� 3 �است،�برای�این�که�این�حد�برابر� b+1برابر�� na بنابراین�حد�دنباله�ی�

ابتدا�صعودی�یا�نزولی�بودن�دنباله�را�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    20  1

nan n n nn
n n

n n n n

a a a an n a a
a a a an n n

>
<+ + + ++

+
− + −= ⇒ = ⇒ = − → < → >
+ + +

2
2 02 2 01 1 1 11

12 2 2
1 1 2 21 1
1 1 1

�

بنابراین�دنباله�صعودی�اس��ت.�حال�با�توجه�به�این�که�تمامی�جملات�این�دنباله�منفی�هس��تند،�صفر�یک�کران�بالای�این�دنباله�اس��ت�و�این�دنباله�از�بالا�کراندار�
است.�می�دانیم�هر�دنباله�ی�از�بالا�کراندار�و�صعودی�حتماً�همگرا�است.
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  پاسخ تشریحی آزمون 31 

�در�نظر�می�گیریم�و�داریم:�  ‌هنیز    1 a d a a d, ,− + این�اعداد�را�به�صورت�  2
� a d a a d a a− + + + = ⇒ = ⇒ =15 3 15 5

� a d a a d a d d d d d( ) ( )− + + + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±2 2 2 2 2 2 2 293 3 2 93 75 2 93 2 18 9 3
�هستند�که�حاصل�ضرب�آن�ها��80است.� , ,2 5 8 بنابراین�اعداد�به�صورت�

�  ‌هنیز    2 a d a a d  , ,− + � طول�اضلاع�و�قطر�مستطیل�را�به�شکل�مقابل�در�نظر�می�گیریم�و�داریم:�  3

� a d a a d a d ad a a ad d a ad a d( ) ( )+ = + − ⇒ + + = + − + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 4 4
پس�محیط�مستطیل�به�صورت�زیر�محاسبه�می�شود:

� P a a d a d d d d d d a( ) ( ) ( )= + − = − = − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 8 14 14 28 2 8
مساحت�مستطیل�برابر�است�با:

�S a a d( ) ( )= − = − =8 8 2 48

با�توجه�به�جمله�ي�عمومی،�جمله�ي�اول�و�یازدهم�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    3  2

� n

a
a n

a

 = − =−
= − ⇒

 = × − =


1

11

2 732 3 33 2 133 11 3
3 3

پس�داریم:

� n n
nS a a S a a S( ) ( ) ( )= + ⇒ = + = − + ⇒ =1 11 1 11 11

11 11 7 13 11
2 2 2 3 3

جمله�ي�اول�و�قدر�نسبت�را�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    4  2
� a a a a d d d− + − = ⇒ + =− ⇒ =−1 3 5 7 12 2 2 12 3

�
a

a a a a d a a a a a a
a

¡¡—

( ) ( ) ( )( )
== ⇒ + = ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =−

12
1 8 1 1 1 1 1 1 1 1

1

23
46 7 46 21 46 21 46 0 23 2 0 2

�S10داریم:� �قابل�قبول�نیست.�برای�محاسبه�ي� a =1 23 چون�جملات�دنباله�باید�منفی�باشند،�پس�

� n
nS a n d S S( ( ) ) ( ( ) ( ))= + − ⇒ = − + − ⇒ =−1 10 10

102 1 2 2 9 3 155
2 2

واسطه�ي�حسابی�بین�دو�عدد�برابر�است�با:  ‌هنیز    5  4

� x x x+ + − = +5 1 2
2

x x− +( )( )1 5 واسطه�ي�هندسی�بین�دو�عدد�برابر�است�با:�

� x x x x x x x x x x x x+ = + − + ⇒ + − = + ⇒ + − = + + ⇒ = ⇒ =2 2 2 22 4 5 1 4 5 1 4 5 2 1 2 6 3 پس�داریم:�
بنابراین�دو�عدد��2و��8هستند.�واسطه�های�حسابی�و�هندسی�آن�ها�به�ترتیب��5و��4است�که�مجموعشان��9می�شود.

با�توجه�به�جملات�اول�تا�سوم�داریم:  ‌هنیز    6  4

� x x x x x x x x a a q( )( ) ( ) ,+ − = ⇒ + − = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = = ⇒ =2 2 2
1 2

248 2 6 6 16 6 16 4 4 8 12 24
12

نسبت�جمله�ي�دهم�به�هشتم�به�صورت�زیر�است:
�
a a q

q
a a q

( )= = = = =
9

10 1 2 2
78 1

24 24 1
12 144 6

جمله�ي�اول�دنباله�ي�هندسی�حاصل�برابر��4و�جمله�ي�پنجم�آن�برابر��324است،�پس�داریم:  ‌هنیز    7  2
� a a q q q q= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±4 4 4

5 1 324 4 81 3

�قابل�قبول�است.��مجموع�این�اعداد�برابر�است�با:� q=3 با�توجه�به�این�که�این�اعداد�مثبت�هستند،�تنها�

� qS a
q

( ) ( )
− −= = = × =
− −

5 5
5 1

1 3 14 2 242 484
1 3 1
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مجموع��nجمله�ي�اول�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    8  4
� a q,= =1

12
2

�
nn

n
n

a q
S

q

( ( ) )( )
( )

−−
= = = −

− −

1
1211 12 4 4

1 1 21
2

این�مجموع�را�بزرگ�تر�از��3/999قرار�می�دهیم:

� n n n
n

n n( ) / ( ) −
−

− > ⇒ < ⇒ < ⇒ > ⇒ − ≥ ⇒ ≥2
2

1 1 1 1 14 4 3 999 4 2 1000 2 10 12
2 2 1000 10002

�داریم:�  ‌هنیز    9 n=1با�قرار�دادن�  3
�S a= = − =−1 1

6 6 3
2

�داریم:� n=2با�قرار�دادن�
�S a a= + = − =−2 1 2

6 96
4 2

پس�جمله�ي�دوم�را�می�توان�محاسبه�کرد:
� a a a a+ =− ⇒− + =− ⇒ =−1 2 2 2

9 9 33
2 2 2

بنابراین�قدر�نسبت�برابر�است�با:

�
a

q
a

−
= = =

−
2

1

3
12

3 2

و�جمله�ي�سوم�برابر�است�با:
� a a q ( )= =− =−2 2

3 1
1 33
2 4

،�داریم:�  ‌هنیز    10 a S∞=1
2
3

با�توجه�به�رابطه�ي�داده�شده�  2

�
a a

S a q q q
q q q∞ = ⇒ = × ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

− − −
1 1

1
2 3 1 13 3 2 3 1

1 3 1 2 1 3

پس�داریم:

�
a a q

q
a a q

( )= = = =
4

5 1 3 3

2 1

1 1
3 27

و��1می�شوند:�  ‌هنیز    11 �واگراست،�زیرا�جملات�آن�مرتبا1�ً− nb ncos( )= π دنباله�ي�  4

� , , , ,...− −1 1 1 1

�همگرا�به�صفر�است،�زیرا�داریم:� na
n

sin( )π= دنباله�ي�

�
n n
lim sin( ) sin
→+∞

π = =0 0

برای�این�که�دنباله�همگرا�باشد،�باید�درجه�ی�صورت�بیش�تر�از�مخرج�نباشد.�درجه�ی�مخرج��3و�درجه�ی�صورت��kاست،�پس�داریم:  ‌هنیز    12  3
� kk k , ,∈≤ → =3 1 2 3

حد�دنباله�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    13  3

� nn n n

n n n n
a

n n n n→+∞ →+∞ →+∞

− + −
= = =

− + −
( )! ( )!

lim lim lim
( )! ( )!

2 1 2 2 1 1
2 2 1 3 2 2 1 2

حد�دنباله�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    14  3

�
n n n

n n nn n
lim lim

+ − +

+ − +→+∞ →+∞

− = =
+

1 1 1

2 2 2
2 2 2 1

22 2 2
�. n n

n n
lim lim− −
→+∞ →+∞

= =1 22 2 0 توجه�کنید�که�



102 �فصل�ششم:�دنباله�

،�جملات�صفر�و�منفی�یک�هستند،�پس�واگراست:  ‌هنیز    15
n

na
n

( )
[ ]
−

=
1 در�دنباله�ي�  3

� , , , ,...− −1 0 1 0

�نیز�جمله�ی�اول�یک�و�جملات�دیگر�صفر�و�منفی�یک�هستند،�پس�واگراست:�
n

na
n

( )
[ ]

−
= −

1 در�دنباله�ي�

� , , , ,...− −1 1 0 1

�نیز�جملات�صفر،�منفی�یک�و�منفی��2هستند،�پس�واگراست:�
n

na
n

( )
[ ]
− −

=
1 1 در�دنباله�ي�

� , , , , ,...− − −2 0 1 0 1

�صفر�هستند�و�دنباله�همگراست:�� a1تمام�جملات�به�جز��،
n

na
n

( )
[ ]
− −

=
1 1 در�دنباله�ي�

� , , , ,...2 0 0 0

دنباله�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    16  2

�
n n

n kk k
n n

k k k ka nln a k
n n n n

= + = + ⇒ = + = +( ) ln( ) ln(( ) ) ln( )1 1 1 1

پس�داریم:

�
n
k

nn n

ka k k e k k
n

lim lim ln( ) ln
→+∞ →+∞

= + = = ⇒ =1 2

کافی�است�مشتق�نامنفی�باشد:  ‌هنیز    17  3

� n
ka k k

n( )

+′ = ≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥−
+ 2
4 0 4 0 4

2

�باشد،�نه�از�بالا�کراندار�است�و�نه�از�پایین.�پس�داریم:�  ‌هنیز    18 c<−1 �در�صورتی�که� n
na c= دنباله�ي�  2

� k k k k k k
k k k k
− − − + +<− ⇒ + < ⇒ < ⇒ < ⇒− < <
+ + + +
1 1 1 1 21 1 0 0 0 1 0
1 1 1 1

دنباله�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    19  2

� n n
n n

n n n

na a
n n n b

n n

( ) ( )
( ) ( )

= − = = ⇒ = =
+ + + +

1 1 1 11
1 1 1 11

�نزولی�است.�از�طرفی�داریم:� na �صعودی�است،�پس�دنباله�ي� n
nb

n
( )= + 11 می�دانیم�دنباله�ي�

� nn n n
a

b e
lim lim
→+∞ →+∞

= =1 1

�همگراست�و�در�نتیجه�کراندار�است.� na پس�دنباله�ي�

دنباله�ي�گزینه�ي�)1(�غیر�یکنواست:  ‌هنیز    20  2
� , , , ,...
  

1 91 1
2 8

دنباله�ي�گزینه�ي�)3(�نزولی�است:
� , , , ...− − −

 

3 8 15

دنباله�ی�گزینه�ي�)4(�غیر�یکنواست،�زیرا�ریشه�ي�مخرج�بزرگ�تر�از��1است:

� , , ,− −
  

1 42 3
3 3

دنباله�ي�گزینه�ي�)2(�صعودی�است،�زیرا�داریم:

� n
na

n n
= = −

+ +

2

2 2
11

1 1

�صعودی�خواهد�بود. na �افزایش�می�یابد،�در�نتیجه�دنباله�ی�
n
−
+2
1
1
�کاهش�می�یابد.�بنابراین�

n +2
1
1
�افزایش�می�یابد،�پس�

n +2
1
1
با�افزایش��nمخرج�کسر�
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پاسخ تشریحی آزمون های فصل هفتم

  پاسخ تشریحی آزمون 32  

با�توجه�به�قوانین�لگاریتم،�دو�تابع�را�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    1  3

� f x x x g x x x x x
x

       ( ) log log log log , ( ) log log log log−= = − =− = = = =−
−12 2 2 2 1 2 22

2

1 11
1

�است�و�ضابطه�ي�آن�ها�یکی�است،�این�دو�تابع�بر�هم�منطبق�هستند:� +
 با�توجه�به�این�که�دامنه�ي�هر�دو�تابع�

سراسری خارج از کشور - 90

می�دانیم�مقدار�تقریبی�عدد��eبرابر��2/7است،�بنابراین�داریم:  ‌هنیز    2  3
� e eln ln ln< ⇒ < ⇒ <2 2 2 1

�یک�تابع�نمایی�با�پایه�ی�کم�تر�از�یک�است. xy (ln )= 2 بنابراین�تابع�

�عددی�بزرگ�تر�از�یک�است،�داریم:�  ‌هنیز    3 y x( ln )= با�توجه�به�قوانین�رسم�نمودار�و�با�توجه�به�این�که�پایه�ي�تابع�لگاریتم�طبیعی�  2

1

y Lnx�
ريالاست به واحد ��

1

y Ln(x )� �1

2

به نهسبت قر�نه

ها xمحوريال

1

y Ln(x )� � �1

2

بالا به واحد ��

1 2 3 4

y Ln(x )� � �1 1
y

x

y

x

y

x

y

x

�را�حل�کنیم:�  ‌هنیز    4 x x− = −22 5 2 برای�یافتن�نقطه�ي�برخود�دو�تابع�مورد�نظر�باید�معادله�ي�  4

�
xx yx x x x x x y
−

=−− = ⇒ = + ⇒ × = ⇒ = ⇒ = → =
222

2
2 55 2 2 5 2 2 5 2 4 2 1

42

�است�و�فاصله�ي�آن�از�مبدأ�برابر�است�با:� A( , )2 1 بنابراین�نقطه�ي�برخورد�دو�تابع،�نقطه�ي�

� AO= + =2 22 1 5

می�دانیم�ورودی�تابع�لگاریتم،�همواره�عددی�مثبت�و�عبارت�زیر�رادیکال�همواره�نامنفی�است:  ‌هنیز    5  1

��
x x

D
x x x x

[ , )
log ( ) log ( )

− > ⇒ < ⇒ =
− − ≥ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥

1
2 2

4 0 4
2 4

1 4 0 4 1 4 2 2

با�استفاده�از�نقاط�داده�شده،�دستگاه�دو�مجهولی�زیر�را�تشکیل�داده�و�آن�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    6  4

��
A ab ab

ab b b a
a bB ab a b

´À#oM#¾²jI•¶#»j#´Ãv£U

:

:

 + = ⇒ =
 → = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
 + = ⇒ =

1

1
2

1 13 12
12 2 4 3
61 7 6

�می�باشد،�برای�یافتن�تابع�معکوس�داریم: xy= × −3 4 بنابراین�تابع�به�صورت�1

� fx x x y y xy y x ylog log
− −+ + += × − ⇒ + = × ⇒ = ⇒ = → =
1 1

4 4
1 1 13 4 1 1 3 4 4

3 3 3

1

y

x

فصل هفتم: توابع نمایی و لگاریتم
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�در�رابطه�ي�داده�شده�داریم:�  ‌هنیز    7 nA=16 با�جایگذاری�  3

� n n n n nlog log log ( log ) log ( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =4
2 4 2 4 216 4 16 4 2 4 2 2 8

�را�می�یابیم:�  ‌هنیز    8 log 3 با�استفاده�از�دو�رابطه�ي�داده�شده،�  2

�
a a a

babb b b

log log log log
log

log log log log

= ⇒ × = ⇒ + =
 ⇒ = −

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
2

15 3 5 3 5
3

25 5 2 5 5 2
2

�داریم:� log log=9 2 3 با�توجه�به�این�که�
� a blog = −9 2

ابتدا�مقدار��aرا�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    9  3

� a log log log log
×

= = × = = =1 5
2 2 2

2 5
3 3 3 39 3

3 3 3

5
233 9 3 3 3 3

5 3
2

�باشد،�داریم:� 1
3
اگر�لگاریتم��aدر�پایه�ي��bبرابر�

� b b blog = ⇒ = ⇒ =
1
32 1 2 8

3 3 3 27
راه حل اول:   ‌هنیز    10  4

�
loglog log log− −= = =55 5 5

5
1 2 5 2 2 55 5 5

2
راه حل دوم:�

� log
log

− = =5
5

11 2
2

5 55
25

�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    11 b c ca b alog log log× = با�چند�بار�استفاده�از�تساوی�  3

� log log log ... log log log ... log× × × × = × × ×5 6 7 32 6 7 324 5 6 31 4 6 31

� log ... log log log log log log= × × = × = = = =5
2

7 32 31 32 32 22
2 24 31 4 31 4 2 2
5 5

راه حل اول: با�یکسان�کردن�پایه�ي�لگاریتم�ها�داریم:  ‌هنیز    12  1

� A log ( ) log ( ) log ( ) log ( ) log ( ) log ( )= + + − = + + − = + + −1
2

2
2 2 2 2 2

2
3 2 2 2 1 3 2 2 2 2 1 3 2 2 2 1

� log ( )( ) log= + − = =2 23 2 2 3 2 2 1 0

)�بنویسیم،�داریم:� )+ 22 1 �را�به�صورت� +3 2 2 راه حل دوم:�اگر�عبارت�

� A log ( ) log ( ) log ( ) log ( ) log ( ) log ( )= + + − = + + − = + + −1
2

2
2 2 2 22

2

13 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1
1
2

� (log ( ) log ( )) log ( )( ) log= + + − = + − = = × =2 2 2 22 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 0 0

ابتدا�مقدار��Aرا�می�یابیم:  ‌هنیز    13  1

� A A/log log log log log ( ) log log−= = = = =− ⇒ − = = =
−1

4 2
2 3 3 30 25 1 2

4

416 16 2 2 4 1 2 9 3 2
1

،�معادله�را�حل�می�کنیم:�  ‌هنیز    14 x>0 با�توجه�به�دامنه�ي�تعریف�  2

� x x x x x x x(log ) log (log ) log (log ) log− + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =2 2 2 21 0 2 1 0 1 0 1 10
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،�معادله�را�حل�می�کنیم:�  ‌هنیز    15 x>0 �و� x≠1با�توجه�به�دامنه�ي�تعریف�  4

�
x t

xx x t t t t t
x t

log
log log log

log

=
+ = ⇒ + = → + = ⇒ + = ⇒ − + =3 2 2

3 3
3

5 1 5 1 53 2 2 5 2 5 2 0
2 2 2

�
t x x

t
t x x

log

log

= ⇒ = ⇒ =
± −⇒ = ⇒
= ⇒ = ⇒ = =



3
1
23

2 2 9
5 25 16

1 14 3 3
2 2

�9است.� 3 بنابراین�حاصل�ضرب�ریشه�ها�برابر�

ابتدا�دامنه�ي�تعریف�را�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    16  1
� x x− > ⇒ >1 0 1
� x x xIÄ− > ⇒ > <−2 7 0 7 7

�تعریف�شده�است.�اکنون�به�حل�معادله�می�پردازیم: x> 7 در�نتیجه�این�عبارت�فقط�برای�

� x xx x x x x x
x x

log ( ) log ( ) log − −− − + − = ⇒ = ⇒ = ⇒ − = − ⇒ − − =
− −

2 22 1 2 2
3 3 3

7 71 7 1 1 3 7 3 3 3 4 0
1 1

� x x x xIÄ( )( )− + = ⇒ = =−4 1 0 4 1

�قابل�قبول�است�و�داریم:� x=4 با�توجه�به�دامنه�ی�تعریف�فقط�

xlog ( ) log log− = = =2
3

9 9 3
37 1 27 3
2

از�معادله�ي�اول�مقدار��xرا�پیدا�می�کنیم،�سپس�با�جایگذاری�در�معادله�ي�دوم،��yرا�می�یابیم:  ‌هنیز    17  3

�
x xtx x x x

x

t x
t t t t

t ¡¡—

( )( )
=  = ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ + − = → + − = ⇒ + − = ⇒

=− ⇒ =−

22 2 8 2 8 3
4 2 72 2 2 72 0 72 0 9 8 0

9 2 9

�
x

x y x y y y y ylog( ) log( ) log log( ) log ( )
=

+ + + = → + + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
32 21 2 2 4 2 9 2 4 2 9 2 8 36 10 8 64 8

سراسری خارج از کشور - 92 �

با�توجه�به�این�که�پایه�ي�لگاریتم�)10(�از�یک�بیش�تر�است،�داریم:  ‌هنیز    18  1

� x x x xlog( ) / / ( )−+ +<− ⇒ < ⇒ + < ⇒ <−12 21 10 2 0 4 1 6 1
4 4

از�طرف�دیگر،�برای�یافتن�دامنه�ي�متغیر�داریم:
 x x x ( )+ > ⇒ + > ⇒ >−2 0 2 0 2 2

4
 x( ) ( ): /− < <−1 2 2 1 6

� / /− + =− =− 22 1 6 0 4
5

بنابراین�جواب�سؤال�برابر�است�با:�

�و�پس�از�آن�به�شکل�زیر�عمل�کنیم:�  ‌هنیز    19 f t( اگر�قرار�باشد��140واحد�را�در�طی�یک�روز�کامل�کند،�باید�فرض�کنیم�140=(  1

� t t te e e/ / /− − −= − ⇒ = ⇒ =0 02 0 02 0 021140 180 80 40 80
2

�بگیریم،�داریم: ln اگر�از�طرفین�تساوی�لگاریتم�در�پایه�ي��eیعنی�

�
t

e t tln ln ln ln
−

= ⇒− =− ⇒ = = × =
2
1001 2 682 50 2 50 34

2 100 100
�را�حل�کنیم:�  ‌هنیز    20 f t( )=10000 برای�این�که�تعداد�باکتری�ها�برابر��10000شود،�باید�معادله�ي�  2

� t te e/ /= ⇒ =0 012 0 0122000 10000 5
از�دو�طرف�معادله�در�پایه�ي��eلگاریتم�می�گیریم:

� te t t t t/ /ln ln / /= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 012 1 68 16805 0 012 1 68 140
12 12
1000

سراسری خارج از کشور - 91 بنابراین��140دقیقه�برابر�دو�ساعت�و�بیست�دقیقه�طول�می�کشد�تا�تعداد�باکتری�ها�برابر��10000شود. 
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  پاسخ تشریحی آزمون 33  

�هر�یک�از�گزینه�ها�در�زیر�رسم�شده�است.  ‌هنیز    1 xy=2 راه حل اول: با�توجه�به�قوانین�رسم�نمودار�و�نمودار�تابع  2

�)گزینه�ی�2( xy | |= −2 2 ���������� �)گزینه�ی1(�� xy | |= +2 2 ��������� ��

�)گزینه�ی�4( xy | |= −2 1 �)گزینه�ی�3(������� xy | |= − +2 1 1

راه ح��ل دوم:�ب��ا�اس��تفاده�از�روش�عددگذاری�گزینه�های�غلط�را�حذف�می�کنیم.�مثلًا�تابع�گزینه�ي�)4(�از�مب��دأ�مختصات�می�گذرد�و�تابع�گزینه�های�)1(�و�)3(�

�جواب�ندارد(.�بنابراین�تنها�گزینه�ي�)2(�می�تواند�صحیح�باشد. f x( )=0 محور��xها�را�قطع�نمی�کند�)زیرا�معادله�ي�

�می�گذرد،�بنابراین:  ‌هنیز    2 B( , )−1 1 �و� A( , )−1 0 با�توجه�به�اطلاعات�سؤال،�تابع�مورد�نظر�از�دو�نقطه�ي�  3

�
A a b a b a b

a b
B a b a b a b

: log ( ( ) ) log ( )

,
: log ( ) log ( )

= − + ⇒ − + = ⇒− + =


⇒ = = − = × + ⇒ + =− ⇒ + =


1 1
2 2
1 1
2 2

0 1 0 1
1 3

1 1 1 2 2 2

�می�باشد،�برای�یافتن�ضابطه�ي�وارون�این�تابع،�ابتدا��xرا�بر�حسب��yمی�نویسیم:� xy log ( )+= 1
2

3
2

بنابراین�ضابطه�ي�تابع�برابر�

� fy y y xx xy x x ylog ( ) ( )
−− − − −+ += ⇒ = ⇒ + = × ⇒ = − → = −
11 1 1

1
2

3 3 1 3 2 2 2 3 2 3
2 2 2

می�دانیم�عدد��eتقریباً�برابر��2/7و�بزرگ�تر�از�یک�است.�برای�رسم�نمودار،�مطابق�زیر�عمل�می�کنیم:  ‌هنیز    3  3
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،�مقدار�لگاریتم��2را�پیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    4 log5 ابتدا�با�استفاده�از�  1

� b b b b blog log log log log log= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = −105 10 2 1 2 2 1
2

حال�برای�یافتن�لگاریتم��6می�توان�نوشت:

� a b a blog log log log ( )= = − = − − = + −126 12 2 1 1
2

ابتدا�لگاریتم�خواسته�شده�را�بر�حسب�لگاریتم��5می�نویسیم:  ‌هنیز    5  1

� log / log( ) log (log log ) ( log log ) ( log log )= = = − = − = − =
1

3 316 1 8 1 1 1 101 6 8 5 3 2 5 3 5
10 3 5 3 3 3 5

� ( log log log ) ( log )− − = −1 13 10 3 5 5 3 4 5
3 3

�داریم:� klog =5 3 سپس�با�جایگذاری�

� k klog / ( )= − × = −3 11 6 3 4 3 1 4
3

سراسری خارج از کشور - 90 �

مقدار�تقریبی�هر�یک�از�لگاریتم�ها�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    6  2
گزینه�ي�)1(:

� log< < ⇒ < <327 32 81 3 32 4

گزینه�ي�)2(:
� log< < ⇒ < <216 27 32 4 27 5

گزینه�ي�)3(:
� log< < ⇒ < <464 65 256 3 65 4

گزینه�ي�)4(:
� log< < ⇒ < <100 125 1000 2 125 3

،�با�جایگذاری�داریم:�  ‌هنیز    7 a ax ( ) − −= =2 3 1 6 22 2 راه حل اول: با�توجه�به�این�که�  4

�
a a

x a a

x ax
ax

log log log
log

log log ( ) log

− −

− −

× −= = = =
−2

6 2 6 1
2 2 2

2 6 2 2 12 4
2 2 2

2 2 2 2 6 12
12 42 2

�و�داریم:� x alog = −2 6 2 ،�بنابراین� ax −= 6 22 راه حل دوم:�می�دانیم�

� x x xx
a ax x x

x a a a
log log (log log ) ( ) ( ) ( )

log
− + −= = + = + = + = =

− − −2
2

1 1 1 1 1 1 1 6 2 1 6 12 2 2 1 1
2 2 2 2 6 2 2 6 2 12 4

با�استفاده�از�قوانین،�لگاریتم�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    8  2
� log( ) log( ) log( ) log( ) log(( )( ))− + + = − + + = − +6 2 5 2 1 5 6 2 5 6 2 5 6 2 5 6 2 5

� log( ) log log log= − = = =436 20 16 2 4 2

سراسری - 90 ،�بنابراین�مقدار�خواسته�شده�برابر��4kمی�باشد.�  klog =2 با�توجه�به�این�که�

�به�جای��45در�عبارت�داریم:�  ‌هنیز    9 ×3 15 راه حل اول: با�جایگذاری�  1
�(log ) log log (log ) log ( log ) (log ) log log log+ × = + × + = + × +2 2 2

15 15 15 15 15 15 15 15 15 153 5 45 3 5 1 3 3 3 5 5

� log (log log ) log log (log ) log log log log= + + = + = + = =15 15 15 15 15 15 15 15 15 153 3 5 5 3 15 5 3 5 15 1

�به�جای��45در�عبارت�داریم:� ×9 5 راه حل دوم:�با�جایگذاری�
�(log ) log log (log ) log (log log )+ × = + +2 2 2

15 15 15 15 15 15 153 5 45 3 5 3 5

� (log ) log log (log ) (log log ) (log )= + + = + = =2 2 2 2
15 15 15 15 15 15 153 2 3 5 5 3 5 15 1

ابتدا�عبارت�فارسی�داده�شده�را�به�صورت�یک�معادله�ي�ریاضی�نوشته�و�آن�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    10  2
� A A A A A A A A A Alog ( ) log log ( ) log log log ( ) log+ = + ⇒ + = + ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =3 3 3 3 3 3 324 2 24 9 24 9 24 9 8 24 3
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�  ‌هنیز    11 x x x x x
+− −= ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
1131 2 2 3 4 2 19 3 3 3 3 2 2 2

3 3 3
ابتدا�با�حل�معادله�ي�داده�شده،�مقدار��xرا�پیدا�می�کنیم:�  2

� xlog ( ) log ( ) log+ = + = =3 3 3
1212 5 5 9 2
3

حال�با�جایگذاری��x،�مقدار�لگاریتم�خواسته�شده�برابر�است�با:�

�مسأله�را�حل�می�کنیم:�  ‌هنیز    12 x t=3 راه حل اول: با�تغییر�متغیر�  4

�
xx tx x x x x tt t t t t
=+ − +− = − ⇒ × − = × − → − = − ⇒ − = −

32 1 1 2 2 2 2 233 3 3 1 3 3 3 3 1 3 9 1 9 27 3
3 3

�
x

x

t x
t t t t

t x
( )( )

 = ⇒ = ⇒ =⇒ − + = ⇒ − − = ⇒
= ⇒ = ⇒ =−

2
3 3 3 1

9 28 3 0 9 1 3 0 1 13 2
9 9

�است.� بنابراین�مجموع�ریشه�های�این�معادله�برابر�1−

�مجموع�ریشه�ها�را�پیدا�کنیم:� t t− + =29 28 3 0 راه حل دوم:�می�توانیم�بدون�حل�معادله�ي�

�
x x x x

x x
P t t

x xcP
a

+
+

 = × = × = ⇒ = ⇒ + =−
= = =

1 2 1 2
1 2

1 2
1 2

3 3 3 13 13 1 3
9 3

از�دو�طرف�معادله�ي�داده�شده�در�پایه�ي��eلگاریتم�می�گیریم:  ‌هنیز    13  2

� x xx x
x

e e x x x x
x x

ln
ln ln ln ln ln

ln

 =+= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ ⇒ =−
=−

1 1
12

1 2
2

212 2 2 2 2
2

از�دو�طرف�معادله�در�پایه�ي��2لگاریتم�می�گیریم:  ‌هنیز    14  1

�
x txx x x t t t t t t

logloglog ( ) log ( log )log ( ) ( )( )
=+ = ⇒ + = → + = ⇒ + − = ⇒ + − =221 2

2 2 2 264 1 6 1 6 6 0 3 2 0

�
t x x

t x x

log

log

= ⇒ = ⇒ =
⇒
=− ⇒ =− ⇒ =

2

2

2 2 4
13 3
8

�است.� × =1 14
8 2

بنابراین�حاصل�ضرب�ریشه�های�این�معادله�برابر�

�داریم:�  ‌هنیز    15 x alog =2 با�تغییر�متغیر�  4

� x x
a x x

x x a a a a a
a x xa

log
log log log log ( )( )

log

= ⇒ = ⇒ =+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

22
4 2

2

2 2 41 1 62 8 4 6 2 4 4 8 12 0 2 6 0 6 6 642 2

�است.� + =64 4 68 بنابراین�حاصل�جمع�ریشه�های�این�معادله�برابر�

از�دو�طرف�معادله��در�پایه�ي��10لگاریتم�می�گیریم:  ‌هنیز    16  4

� x x x xlog loglog( ) log( ) log log log log log log log log log log= ⇒ × = × ⇒ × = × ⇒ =43 2 4 3 2 2 2 3 2 2 3

� x xlog log⇒ = ⇒ =23 9

ابتدا�با�ساده�کردن�معادله�ي�لگاریتمی�داده�شده،��xرا�بر�حسب��yپیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    17  3
� x y x y x y x ylog log ( ) log log log ( ) log log ( )= + + ⇒ = + + ⇒ = + ⇒ = +2 2 2 2 2 2 21 1 2 1 2 1 2 2

�در�معادله�ی�اول،��xو��yرا�پیدا�می�کنیم:� x y= +2 2 حال�با�جایگذاری�

� x y y y y y y y yIÄ( ) − ± +− = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ = ⇒ = =−2 2 2 2 2 4 16 84 1432 2 2 32 3 8 28 0 2
3 3

�. y=2غیر�قابل�قبول�است،�یعنی��yبرای�� −14
3
�باشد،�بنابراین�مقدار� y>−1تعریف�شده�باشد،�باید�� ylog ( )+2 1 برای�این�که�

�
y

x y x
=

= + → =
2

2 2 6

� x ylog ( ) log ( ) log+ = + = =2 2 26 2 8 3
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�لگاریتم�می�گیریم،�به�این�دلیل�که�  ‌هنیز    18 e−2 �بازنویس��ی�کرده�و�از�دو�طرف�نامعادله�در�پایه�ي� xe e( ) −− > −2 12 2 نامعادله�را�به�صورت�  3

(،�حدوداً�برابر��0/7و�کوچک�تر�از�یک�است،�جهت�نامساوی�تغییر�می�کند:� e−2 پایه�ي�لگاریتم�)عدد�

� x x
e ee e e e x x x( ) log ( ) log ( )− −
− −− > − ⇒ − < − ⇒ − < ⇒ < ⇒ <2 1 2 1
2 22 2 2 2 2 1 1 2 2 1

�را�حل�کنیم:�  ‌هنیز    19 f t( )=65 باید�معادله�ي�  1

� t t tf t e e e/ / /( ) − − −= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =0 2 0 2 0 2 165 90 50 65 50 25
2

اکنون�از�دو�طرف�معادله�در�پایه�ي��eلگاریتم�می�گیریم:

� ete t t t t t
log //ln( ) ln / ln / ln / / /

=− = ⇒− =− ⇒ = → = ⇒ = ⇒ =
2 0 70 2 1 70 2 2 0 2 2 0 2 0 7 3 5

2 2

سراسری خارج از کشور - 89 �

.�اکنون�ب��ه�معادله�ي�  ‌هنیز    20 A=1400مقدار�اولیه�را�نش��ان�می�ده��د،�بنابراین��Aع��دد��، ktf t Ae( )= ب��ا�توج��ه�به�این�که�در�تابع�رش��د�  4

�می�پردازیم: f t( )=7000

� t t tf t e e e/ / /( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 04 0 04 0 04707000 7000 1400 5
14

از�دو�طرف�معادله�در�پایه�ي��eلگاریتم�می�گیریم:

te t t t/ln ln / /= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 04 1685 0 04 1 68 42
4

سراسری - 92 �
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آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل هشتم

  پاسخ تشریحی آزمون 34  

R  ‌هنیز    1 R π= ⇒ =
π

0

0
125 25

36180
�را�به�رادیان�تبدیل�می�کنیم:� 0125 ابتدا�  1

A B C
AA B

C
BA B

+ + =π
ππ =+ =  π⇒ → =  ππ  =− =

 

525
11936

55 36
3612

بنابراین�داریم:�

�رادیان�است. π5
36

بنابراین�اندازه�ی�کوچک�ترین�زاویه�ی�مثلث�

�  ‌هنیز    2 sin cos sin cossin (tan cot ) sin ( ) sin ( )
cos sin sin cos cos

θ θ θ θθ θ+ θ = θ + = θ =
θ θ θ θ θ

1
2 2 1



� �  1

A  ‌هنیز    3 sin( ) cos( ) cos sinπ π= −θ + −θ = θ− θ5 3
2 2

عبارت�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:�  3

حال�با�توجه�به�شکل�مقابل�داریم:

tan sin , cosα= ⇒ α= α=3 3 4
4 5 5

�در�ناحیه�ی�سوم�قرار�دارد.�داریم:� θ ولی�چون�

tan cos , sinθ= ⇒ θ=− θ=−3 4 3
4 5 5

1  ‌هنیز    4
A sin sin sin sin sin( ) sin( ) sin( ) sin( )= + + + = + + + + − + −0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0240 210 150 120 180 60 180 30 180 30 180 60 �

A sin sin sin sin⇒ =− − + + =0 0 0 060 30 30 60 0 �

عبارت�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    5  3

sin( ) cos( )
cos cos cos cot
sin sin sincos( ) sin( )

π+α + π+α
α− α − α= = =− α

π − α+ α α−α + π−α

2
22

3 22
2

�

OM  ‌هنیز    6 OC
OC OC

cos
cos

α= = ⇒ =
α

1 1 �OMCداریم:� در�مثلث�قائم�الزاویه�ی�  4

AC OC OA
cos

= − = −
α

1 1 از�طرفی�داریم��OA=1پس�می�توان�نوشت:�

2  ‌هنیز    7
x

x y
cos −θ= = =−

++2 2
1 10

101 9
�

�OMمی�سازد.�بنابراین�داریم:  ‌هنیز    8 �αزاویه�ای�است�که�جهت�مثبت�محور�xها�با�شعاع� �است�و� tanα �برابر� AB طول�پاره�خط�  3
x
r

/cos / tan tan tan tan /
cos ( )

−α= = =− ⇒ + α= ⇒ + α= ⇒ α= − = ⇒ α= = =
α

2 2 2
2 2

0 8 1 1 100 36 6 30 8 1 1 1 0 75
1 8 64 64 8 4

10

�

فصل هشتم: مثلثات
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در�هر�کدام�از�گزینه�ها�داریم:  ‌هنیز    9  4

x x xsin tanπ< < ⇒ <0
4

�بزرگ�تر�و� xtan �گاهی�از� xcos

گاهی�کوچک�تر�است.

xπ π< <
4 2
x x xcos sin tan⇒ < <

x ππ< <5
4

x x xcos sin tan⇒ < <

xπ π< <5 3
4 2
x x xsin cos tan⇒ < <

π  ‌هنیز    10 πα= =2
30 15

زاویه�ی�بین�هر�دو�کابین�متوالی�برابر�است�با:�  3

�دوران�کند،�هر�کابین�به�موقعیت��83کابین�جلوتر�منتقل�می�ش��ود.�یعنی�هر�کابین�دو�دور�کامل� π83
15

اگ��ر�چ��رخ�و�فلک�

می�چرخد.�)�60کابین(�سپس�در�موقعیت��23کابین�جلوتر�می�ایستد.�پس�کابین��4به�موقعیت�کابین��27منتقل�می�شود.

،�بنابراین�گزینه�های�)1(�و�)2(�  ‌هنیز    11 x xcot cos> �و� x xtan sin> در�ناحیه�ی�اول�مثلثاتی�داریم�  4
نادرست�هستند.

�و�گزینه�ی�)3(�نادرست�است. tan tan>0 0130 140 �صعودی�است�پس� xtan در�ناحیه�ی�دوم�مثلثاتی�
sinدر�گزینه�ی�)4(�داریم:� sin

sin sin sin sin

sin sin

 =−
 =− ⇒ <
 <

0 0

0 0 0 0

0 0

220 40
340 20 220 340
20 40

.�یعنی:  ‌هنیز    12 π10 �برابر�است�با�محیط�دایره�منهای� AB �است،�بنابراین�طول�کمان� π10 �برابر� ACB چون�طول�کمان�  4
AB= π× − π= π2 6 10 2 �
L R= θ �باشد،�داریم:� L �رادیان�برابر� θ از�طرفی�می�دانیم�اگر�طول�کمان�روبه�رو�به�زاویه�ی�مرکزی�

ππ= θ⇒θ=2 6
3

پس�می�توان�نوشت:�

AB R= =6 �OABمتساوی�الاضلاع�است�و�داریم:� پس�مثلث�

�Tاست.�پس�داریم:  ‌هنیز    13
b| |
π=2 �برابر� y a bx ccos( )= + �و� y a bx csin( )= + می�دانیم�دوره�تناوب�توابع�  3

f gT T
a a

,
| | | |

π π π= = = =
π −
2 2 24

2

�

f gT T a a
a

| |
| |
π= ⇒ = ⇒ =π⇒ =±π42 4 بنابراین�داریم:�

�در�ضابطه�ی�تابع�صدق�می�کنند.�بنابراین�گزینه�های�)1(�و�)3(�نادرست�هستند.  ‌هنیز    14 y=0و�� x=0نمودار�از�مبدأ�مختصات�عبور�کرده�است،�پس�  2

x y cos( ) sinπ π π π= ⇒ = − + = + = +1 2 1 2 1 3
2 2 3 3

در�گزینه�ی�)4(�داریم:�

�پس�گزینه�ی�)4(�نیز�نادرست�است.�در�گزینه�ی�)2(�داریم: f( )π <0
2

در�حالی�که�در�نمودار�داده�شده�داریم�
x y sin π= ⇒ = − =0 1 2 0

6
�

x y sin( ) cosπ π π π= ⇒ = − + = − = − <1 2 1 2 1 3 0
2 2 6 6

�

x y sin( ) cosπ π π π=− ⇒ = − − + = + = + >1 2 1 2 1 3 0
2 2 6 6

�
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AHB  ‌هنیز    15 AH
AB

ˆsin sin= ⇒ = α2 �داریم:� ABH در�مثلث�  2

AHC x x
HC x x

sin sin sinˆtan tan( ) cot sin tan
cot

π α α α= ⇒ −α = ⇒ α= ⇒ = ⇒ = α α
α

2 2 2 2
2

�داریم:� AHC در�مثلث�

A  ‌هنیز    16 B A B
ˆ ˆˆ ˆ= − ⇒ = −0 090 270 3
3

�داریم:� A B
ˆ ˆsin cos=
3

از�رابطه�ی�  1

C A Bˆ ˆ ˆ= ⇒ + =0 060 120 از�طرفی�داریم:�
A B

B B B B
A B

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

 = − ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =
+ =

0
0 0 0 0

0
270 3

270 3 120 2 150 75
120

پس�مي�توان�نوشت:�

از�قضیه�ی�سینوس�ها�کمک�می�گیریم:  ‌هنیز    17  3
a b a a a a

A Bsin sin sin sin
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0 0
2 3 2 3 2 4 2

1 330 120
2 2

�

Ĉ= − − =0 0 0 0180 30 120 30 �Cبرابر�است�با:� اندازه�ی�زاویه�ی�
c a= =2 بنابراین�مثلث�متساوی�الساقین�است�و�داریم:�

=cos  ‌هنیز    18 + − × × α2 2 23 5 6 2 5 6 از�قضیه�ی�کسینوس�ها�استفاده�می�کنیم:�  4

cos cos cos⇒ = − α⇒ α= ⇒ α= =52 139 61 60 60 52
60 15

�

�OABاز�قضیه�ی�کسینوس�ها�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    19 در�مثلث�  2

AB R R R cos ( ) cos cos cos= + − α⇒ − = + − α⇒− =− α⇒ α= ⇒α=2 2 2 2 022 4 2 2 4 4 8 4 2 8 45
2

رابطه�ی�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    20  3
a c b a c a c a ac c b a c( ) ( )( ) ( )− = − ⇒ − + + − − =3 3 2 2 2 2 0�

a c A C
a c a c ac b

a c ac b a c ac a c ac B B B

ˆ ˆ

( )( ) ˆcos cos

 = ⇒ =⇒ − + + − = ⇒
+ + = ⇒ + + = + − ⇒ =− ⇒ =

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 00 12 120

2
�

  پاسخ تشریحی آزمون 35  

A  ‌هنیز    1 cos cos cos cossin sin cot
sincos sin

+ θ− + θ θ θ= × θ= × θ= = θ
θ− θ θ2 2

1 1 2 2 2
1

مخرج�مشترک�می�گیریم:�  4  

�فاکتور�می�گیریم:  ‌هنیز    2 xtan2 �و�در�مخرج�کسر�از� xcot2 در�صورت�کسر�از�  4 
x xx x x x x

x x x x x x

cot (sin )cos cot cot cos cot
sin tan tan (cos ) tan sin

−− − ×= = =
− − − ×

2 22 2 2 2 6
2 2 2 2 2 2

1
1

�

با�توجه�به�این�که�در�ناحیه�ی�چهارم�مقادیر��sinمنفی�هستند،�داریم:  ‌هنیز    3  2 

x xtan cot=− ⇒ =−1 2
2

�

x
x x

x x x

¡ —¡sin
cot sin

sin sin sin


=+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒

 =−

2 2
2 2

5
1 1 1 51 1 4

5 5
5

�

�می�نویسیم:  ‌هنیز    4 π
10

زاویه�ها�را�بر�حسب�  3 

sin cos sin cos sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin cos cos sin sinπ π π π π π π π π π π π π π π+ + − = π+ + π− + + − − =− − + − =−11 9 3 2 2
10 10 5 5 10 10 2 10 2 10 10 10 10 10 10

�
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�می�نویسیم:  ‌هنیز    5 035 زاویه�های�عبارت�را�بر�حسب�  1 
sin( ) cos( )sin cos cos sin cos sin

sin cos sin( ) cos( ) sin sin sin

+ + ++ + += = =
+ − + − −

0 0 0 00 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 90 35 2 270 353 125 2 305 3 35 2 35 3 35 2 35

4 145 3 235 4 180 35 3 270 35 4 35 3 35 35
�

cot= + = × + =0 10 443 35 2 3 2
7 7

�

)�است.  ‌هنیز    6 , )− −2 2
2 2

�منطبق�خواهد�شد�که�مختصات�آن� A′ �بر�نقطه�ی� A پس�از�دوران،�نقطه�ی�  4 

�رادیان�در�شکل�مقابل�نمایش�داده�شده�است.  ‌هنیز    7 −3 نسبت�های�مثلثاتی�زاویه�ی�  2 
واضح�است�که�تانژانت�و�کتانژانت�این�زاویه�مثبت�و�سینوس�و�کسینوس�آن�منفی�هستند.�همچنین�داریم:

cos sin tan cotα=− ⇒ α< α< α< α3 �

�رادیان�می�چرخ��د�و�در�نقطه�ی��Mقرار�  ‌هنیز    8 θ �دقیقه� t اگ��ر�فرض�کنیم�چ��رخ�و�فلک�در�  1 
می�گیرد،�داریم:

t tπθ= × π=2
4 2

h OA= −30 �

OA OM h tcos cos cos( )π= θ= θ⇒ = −25 30 25
2

�

با�توجه�به�هر�یک�از�ش��کل�های�مقابل�می�توان�  ‌هنیز    9  2 

�و�مي�توان�نوشت: xsin< ≤1 1
2

�آن�گاه� xπ π< <2
6 3

فهمید�که�اگر�

m m m−< ≤ ⇒ < − ≤ ⇒ < ≤1 1 1 2 1 4 3 5
2 4

�

�می�تواند�مقادیر��4و��5را�داشته�باشد. m بنابراین�

�OABاست.�پس�داریم:  ‌هنیز    10 �OABو�مثلث� مساحت�قسمت�رنگی�برابر�تفاضل�مساحت�قطاع�  1 

�مساحت�قطاع R ,= α= × α= α21 1 4 2
2 2

�مساحت�مثلث� R sin sin sin sin sinπ− π= α= × α= α⇒ α− α= ⇒α− α= −21 1 3 14 2 2 2
2 2 3 6 2

�

AB R π π= α= × =2
6 3

�جواب�معادله�ی�فوق�است.�پس�طول�کمان�برابر�است�با:� πα=
6
واضح�است�که�

�است.�پس�  ‌هنیز    11 ABD با�توجه�به�ش��کل�مقابل،�مساحت�ذوزنقه�س��ه�برابر�مساحت�مثلث�  1 
داریم:

AECD
ABD

S AB AD Ssin∆ = × × × = × × × = ⇒ = × =01 1 3 3 3 960 2 3 3
2 2 2 2 2 2

�

نمودار�تابع�را�به�ترتیب�زیر�رسم�مي�کنیم:  ‌هنیز    12  2 

⇒⇒

همان�طور�که�ملاحظه�می�کنید�در�بازه�ی�خواسته�شده،�نمودار�در�ناحیه�ی�سوم�قرار�نمی�گیرد.
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a  ‌هنیز    13 acos− = ⇒ =−2 0 2 ،�پس�می�توان�نوشت:� f( )=−0 2 با�توجه�به�شکل�  3 

b b
b

| |
| |
π π π= ⇒ = ⇒ =±2 6

3 3
از�طرفی�دوره�تناوب�تابع�برابر��6است.�پس�داریم:�

�باشد. π− 2
3
�یا� π2

3
�می�تواند� ab بنابراین�مقدار�

BHB  ‌هنیز    14 BH c B
c

cos cos= ⇒ = �داریم:� ABH در�مثلث�  1 

HCC HC b C
b

cos cos= ⇒ = �داریم:� AHC در�مثلث�

BH HC b C c B b C c B BC acos cos cos cos+ = + ⇒ + = = از�جمع�کردن�طرفین�روابط�فوق�داریم:�

�بنابراین�داریم:  ‌هنیز    15 cot tan( )α= −α090 می�دانیم�  4 

A B A B A B
B

tan( )tan( ) tan( ) cot( ) ( )
tan( )

+ + = ⇒ + = = + ⇒ + = − +
+

0 0 0 0 0 0 0
0

130 30 1 30 30 30 90 30
30

�

A B C⇒ + = ⇒ = − =0 0 0 030 180 30 150 �

از�قضیه�ی�سینوس�ها�استفاده�می��کنیم:  ‌هنیز    16  3 
B Ca b B

A B B B C

( )
sin

sin sin sin ( )sin

 = ⇒ = − + == ⇒ = ⇒ = ⇒
= ⇒ = − + =

0 0 0 0 0

0 0 0 0 00

45 180 45 30 1056 6 2 2
2 135 180 135 30 1530

رابطه�ی�داده�شده�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    17  3 
b Bb C c B
c C

sincos sin
cos

= ⇒ = �

b c b B
B C c C

sin
sin sin sin

= ⇒ = طبق�قضیه�ی�سینوس�ها�داریم:�

C C Ĉsin cos= ⇒ = 045 از�دو�رابطه�ی�فوق�می�توان�نتیجه�گرفت:�
A B C B B̂+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0 0180 110 45 180 25 پس�داریم:�

�بنامیم،�مطابق�شکل�داریم:  ‌هنیز    18 x �و�طول�قطر�آن�را� a اگر�طول�ضلع�پنج�ضلعی�منتظم�را�  3 
x a a a a a a acos cos( ) ( cos ) cos= + − = − − = + = ×2 2 2 2 0 2 2 0 0 2 0 2 2 02 108 2 2 180 72 2 1 72 2 2 36 �

x x
aa

cos cos= ⇒ =
2 2 0 0
2

4 36 2 36 �

b  ‌هنیز    19 c c B b C c B b C
B C

sin sin sin sin
sin sin

= ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 از�قضیه�ی�سینوس�ها�استفاده�می��کنیم:�  3 

حال�با�توجه�به�رابطه�ی�داده�شده�داریم:
b C c B b C b C b C C b bcos sin cos sin (sin cos )+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 29 9 9 9 3 �

a  ‌هنیز    20 b c b cB C
B C a a

sin , sin
sin sinsin

= = ⇒ = =
0 2 230

با�توجه�به�قضیه�ی�سینوس�ها�داریم:�  1 

با�جایگذاری�مقادیر�فوق�در�رابطه�ی�داده�شده�داریم:
b c b caa B C a a

b c b c b c

( )(sin sin )
+++

= = =
+ + +

12 2 2
2
�

  پاسخ تشریحی آزمون 36  

از�فرمول�نسبت�های�مثلثاتی�زوایای�مرکب�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    1  1
cos( )cos cos sin sin cot

sin cos sin cos sin( )

+− = = =
+ +

0 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

20 4020 40 20 40 360
320 40 40 20 20 40

�
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4   ‌هنیز    2
a b a bsin sin( ) sin cos sin cos | | | |+ += + = + = × + × = = ⇒ − = − =0 0 0 0 0 0 0 2 3 1 2 6 275 45 30 45 30 30 45 6 2 4

2 2 2 2 4 4
�

ابتدا�عبارت�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    3  1
A x x x x x x x x x x x xsin cos sin cos cos sin sin cos cos cos( ) cos= − = − =− + =−2 3 3 2 2 3 3 2 3 2 5 �

x A cosπ π= ⇒ =− =− 1
15 3 2

�محاسبه�می�کنیم:� x π=
15

�را�به�ازای� A حال�مقدار�

)atan  ‌هنیز    4 ) tan( )
tan tan(( ) ( ))

tan( )tan( )

+β + α−β
α= α+β + α−β =

− α+β α−β
2

1
�خواهیم�داشت:� x tan( )= α+β اگر�فرض�کنیم�  3

x
x x x x

x

+
= → − = + ⇒ = ⇒ =
−

3
3 3 4 10 271 1

3 7 7 7 7 51
7

�

زاویه�ها�را�به�زاویه�های�کوچک�تر�تبدیل�می�کنیم:  ‌هنیز    5  3

sin sin sin( )sin( ) ( sin )( cos ) sin cos sin= + + = − − = = =0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1195 285 180 15 270 15 15 15 15 15 30
2 4

�

1  ‌هنیز    6
sin cos sin costan cot
cos sin sin cos sin

++ = + = = = =
0 0 2 0 2 00 0
0 0 0 0 0

15 15 15 15 1 115 15 4
1 115 15 15 15 30
2 4

�

عبارت�داده�شده�را�بر�حسب�سینوس�و�کسینوس�می�نویسیم:  ‌هنیز    7  4
cos( / )sin / cos / sin / cos / costan / cot / cot

cos / sin / sin / cos / sinsin( / )

− ×− −− = − = = = =− =−
×

00 0 2 0 2 0 00 0 0
0 0 0 0 00

2 22 522 5 22 5 22 5 22 5 2 4522 5 22 5 2 45 2
122 5 22 5 22 5 22 5 452 22 5
2

�

ابتدا�عبارت�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    8  1

A x x x x x x x x x x xsin cos sin cos sin cos (cos sin ) sin cos sin= − = − = =3 3 2 2 1 12 2 4
2 4

x A sinπ π= ⇒ = =1 1
24 4 6 8

�را�قرار�می�دهیم:� π
24

�مقدار� x حال�به�جای�

�استفاده�می��کنیم:  ‌هنیز    9
x

x
x

tan
tan

tan
=
− 2

2
2

1
2

از�اتحاد�  1

x x
x x x x

xx

tan tan
tan tan tan tan

tantan

 =− +
= ⇒ − = ⇒ + − = ⇒

 =− −−


2 2
2

2 2 51 2 21 4 4 1 0
2 2 2 2 2 2 51

22

�

�قابل�قبول�نیست. − +2 5 �و�مقدار� xtan <0
2

�و� xπ π< <3
2 2 4

�پس� x ππ< <3
2

چون�

از�رابطه�ی�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    10  3x x x x x x x
x x
sin sin sin cos sin cos tan

sin cos
= ⇒ = + ⇒− = ⇒ =−

+
33 3 3 2 3
2
�

xx
x

( )
tantan
tan ( )

−
= = =
− − −

2 2

32
2 1222

3 51 1
2

بنابراین�داریم:�

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    11 xcos2 ،�سپس�مقدار� xtan2 راه حل اول: مقدار�  1
xx
x

( ) ( )tantan
( )tan ( )

− − −= = = = =
− −− − −2 2

2 2 3 2 2 32 2 3 32
32 2 3 3 2 3 31 1 2 3

�

x x x
x x

tan cos cos
cos cos

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2
2 2
1 1 1 3 31 2 1 2 2

3 4 22 2
�

xx
x

( )tancos
tan ( )

− −− − += = = =
−+ + −

22

2 2
1 2 31 6 4 3 32

28 4 31 1 2 3
راه حل دوم:�
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به�اتحاد�زیر�توجه�کنید:  ‌هنیز    12  2
x x x

x x x x x x
x

x x

sin cos sin
tan cos cos cos sin cos
tan

cos cos

−−
− = = = − =
+

2 2 2
2 2 2 2 2
2

2 2

1
1 2

1 11

tan ( )
cos( ( )) cos( ) sin

tan ( )

π− −α
π π= −α = − α = α

π+ −α

2

2

1
4 2 2 2

4 21
4

بنابراین�داریم:�

،�پس�داریم:  ‌هنیز    13 cos cos+ α= α21 2 2 می�دانیم�  2
sintan ( cos ) cos sin cos sin
cos

+ = × = =
00 0 2 0 0 0 0
0

2020 1 40 2 20 2 20 20 40
20

�

�استفاده�می�کنیم�و�داریم:  ‌هنیز    14 costan
cos

α − α=
+ α

2 1
2 1

از�اتحاد�  3

tan
tan

tan

α− =α= = = ⇒ α =−+


2
15 11

2 117 2 4
12 15 32 161

2 417

�

tan α=− 1
2 4

�منفی�است.�پس�داریم:� tan α
2
�و� π α π≤ ≤3

2 2 4
،�بنابراین� ππ≤α≤3

2
با�توجه�به�فرض�مسأله،�

فرض�مسأله�را�ساده�مي�کنیم:  ‌هنیز    15  4

x x x x xsin( ) sin cos sin cos (sin cos )π π π+ = ⇒ + = ⇒ + =3 3 2 3
4 3 4 4 3 2 3

طرفین�رابطه�را�به�توان��2می�رسانیم:

x x x x x x(sin cos sin cos ) ( sin ) sin+ + = ⇒ + = ⇒ =−2 21 1 1 1 12 1 2 2
2 3 2 3 3

�

حال�عبارت�خواسته�شده�را�ساده�می��کنیم:
x

x x x x x
x

x

sin
tan cos sin cos sin ( )
tan

cos

= = = = × − =−
+ 2

2

1 1 1 12
1 2 2 3 61

�

رابطه�ی�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    16  2

x x xtan sin( ) ( )( cos ) cosπ π− = ⇒ − − = ⇒ =2 3 11 3 1
3 2 3

�

x x x xcos cos cos ( ) cos= − ⇒ = − ⇒ =−2 21 12 2 1 2 2 1 2
33

بنابراین�داریم:�

سراسری – 88

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    17 tanα ابتدا�  3

 ¡ —¡ cot
sin , cot cot cot

sin cot

 α=+
α= + α= ⇒ + α= ⇒ α= ⇒

α  α=−


2 2 2
2

4
3 1 25 16 31 1 45 9 9

3

�

cot tanα=− ⇒ α=−4 3
3 4

�منفی�است.�پس�داریم:� cotα �αمنفرجه�است،�پس� طبق�فرض�مسأله�

tan tan ( )
tan( )

tan tan ( )

π+ α + −
π+α = = =

π− α − × −

31
14 4

4 3 71 1 1
4 4

حال�می�توان�نوشت:�

سراسری خارج از کشور – 85
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)tan  ‌هنیز    18 ) cot tanπ−α = ⇒ α= ⇒ α=2 2 3
2 3 3 2

عبارت�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:�  2

tan tan
tantan( )
tantan tan

π− α −
π − α−α = = = =−

π + α+ α +

31
1 14 2

4 1 3 51 1
4 2

بنابراین�داریم:�

سراسری خارج از کشور – 88

عبارت�را�بر�حسب��sinو��cosمی�نویسیم:  ‌هنیز    19  2

� sin( )sin sin sin cos sin cos(tan tan )sin ( )sin sin sin
cos cos cos cos cos cos

+++ = + = × = ×
0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
35 2035 20 35 20 20 3535 20 20 20 20 20

35 20 20 35 20 35
�

cossin sin

cos cos

×= =
×

00 0

0 0
3555 20

20 35
sin

cos cos

×

×

0

0 0
20

20 35
tan= 020 �

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    20 xtan2 ابتدا�مقدار�  2

� xx
x

tantan
tan ( )

×
= = = =
− −

2 2

1 22
2 33 32

1 8 41 1
3 9

�

x
x

x

tan tan
tan( )

tan tan

π+ +
π+ = = =

π− − ×

32 1
4 42 7

4 31 2 1 1
4 4

بنابراین�داریم:�

  پاسخ تشریحی آزمون 37  

4  ‌هنیز    1

x xcot tan= ⇒ =1 3
3

x
xx
xx

tan tan
tantan( )
tantan tan

π−
π − − −− = = = =

π + ++

1 1 3 14
4 1 1 3 21

4

�

1  ‌هنیز    2

x x x x x x x xsin cos sin cos sin cos sin sin+ = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =−2 21 1 1 152 1 2 2
4 16 16 16

�

صورت�و�مخرج�کسر�را�بر��2تقسیم�می�کنیم:  ‌هنیز    3  3

sin cos sin( )sin cos cos sin sin cos sin sin

cos cos cos sincos cos

+ ++ += = = = = =

0 0
0 00 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 00 0

3 120 20 2 20 303 20 20 30 20 30 20 2 50 2 502 2 2
1 140 40 40 5040 40
2 2

�

�داریم:  ‌هنیز    4 + =0 0 065 70 135 با�توجه�به�این�که�  3
tan tantan tan( ) tan tan tan tan

tan tan

+= + = =− ⇒ + =− +
−

0 00 0 0 0 0 0 0
0 0

65 70135 65 70 1 65 70 1 65 70
1 65 70

�

tan tan tan tan ( tan )( tan )⇒ − − = ⇒ − − = + =0 0 0 0 0 065 70 65 70 1 1 65 1 70 1 1 2 �

�و�داریم:  ‌هنیز    5 /α= 022 5 �قرار�می�دهیم� acos sinα= − 22 1 2 در�رابطه�ی�  1

acoscos sin / sin / sin /
−

− − −= − ⇒ = = = ⇒ = ⇒ =
00 2 0 2 0

21
1 45 2 2 2 2245 1 2 22 5 22 5 22 5 2

2 2 4 2
�
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عبارت�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    6  3

sin cos (sin cos ) sin cos (sin cos )(sin cos ) sin cos sinπ π π π π π π π π π π π π− = + − =− =−4 4 2 2 2 2 1 1
16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 2 8 8 4 4

�

=− × =−1 2 2
4 2 8

�

،�پس�داریم:  ‌هنیز    7 cos sin=0 075 15 �و� sin cos=0 075 15 می�دانیم�  2
(sin sin ) (cos cos ) (sin cos ) (cos sin ) (sin cos )+ + + = + + + = +0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 215 75 15 75 15 15 15 15 2 15 15 �

(sin cos sin cos ) ( sin ) ( )= + + = + = + =2 0 2 0 0 0 0 12 15 15 2 15 15 21 30 21 3
2

�

مخرج�مشترک�می�گیریم�و�عبارت�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    8  2
x x x xx x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

(sin cos ) (sin cos )sin cos cos sin sin cos sin cos sin cos sin cos
sin cos sin cos (sin cos )(sin cos ) sin cos

− − +− + + − − − −− = =
+ − + − −

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 �

x x x x
xx x

sin cos sin tan
cossin cos

−= = = ⇒
−2 2

4 2 2 2 2
2

�

،�یعنی��2خواهد�شد. tan π2
4
�را�قرار�دهیم،�حاصل�برابر�با� π

8
�اگر�

)  ‌هنیز    9 ) ( )tantan
( )tan ( )

− −αα= = = =
−− α − −2 2

2 2 1 2 2 122 1
2 2 11 1 2 1

�را�محاسبه�می�کنیم:� tan α2 ابتدا�مقدار�  4

tan tan
tan( )

tan tan
β− α −β− α = = =

+ β α + ×
2 2 1 12

1 2 1 2 1 3
حال�داریم:�

تساوی�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم�و�داریم:  ‌هنیز    10  3
x x x x x x x xsin cos sin cos sin cos sin cos+ + + = ⇒ + + = ⇒ = −2 2 2 2 22 2 4 3 1 2 2 4 3 2 2 2 4 �

x x x x xsin cos sin cos tan⇒ = − ⇒ =− ⇒ =−22 1 2 2 2 2 1 �

عبارت�را�بر�حسب�سینوس�و�کسینوس�می�نویسیم:  ‌هنیز    11  2
sin( )sin sin sin cos sin cos sin sinsin ( ) sin ( ) sin

cos cos cos cos cos cos cos sin sin

+++ = = × = =
0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

40 5040 50 40 50 50 40 20 2020 20 20
140 50 40 50 40 50 40 40 80
2

�

�
cos sin( )sin cos sin cos sin

sin cos

= −
= → =

0 0 0 010 90 10 0
0 0

4 10 10 4 10 10 4 10
80 10

�

�پس�داریم:  ‌هنیز    12 x x xsin cos sin+ = −6 6 231 2
4

�و� x x xsin cos sin+ = −4 4 211 2
2

می�دانیم�  4

x x x xsin sin sin sin− + − = ⇒− =− ⇒ =2 2 2 21 3 6 5 4 161 2 1 2 2 2
2 4 5 4 5 25

�

�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    13 cos sin α− α= 21 2
2
�و� cos cos α+ α= 21 2

2
از�اتحادهای�  4

x
x x xA
x x

cos
cos cot |cot |
cos sin

+= = = =
−

2
2

2

2
1 2
1 2 22

2

�

x xx cotππ< < π⇒ < < π⇒ <33 4 2 0
2 2 2

از�طرفی�داریم:�

xA cot⇒ =−
2

پس�داریم:�

�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    14 cossin − αα=2 1 2
2

از�اتحاد�  3

� x x x x x x xsin ( ) sin ( ) ( cos( )) ( cos( )) sin sin sinπ π π π+ − − = − + − − − = + − + =2 2 1 1 1 1 1 11 2 1 2 2 2 2
4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

�
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�پس�داریم:  ‌هنیز    15 x x xcot tan cot− =2 2 می�دانیم�  3
tan cot tan cot tan (tan cot ) cot tan− + =− + = − =− =−0 0 0 0 0 0 0 0 020 20 2 40 2 40 2 40 2 40 40 4 80 4 10 �

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    16 A2 راه حل اول: ابتدا�مقدار�  3

A
A

A

 ¡ ¡ — (sin cos )(sin cos ) sin cos sin

(sin cos ) sin cos sin

+  =+ <+ + += = = = = ⇒
=−− − − − 

0 00 0 2 0 0 02
0 0 2 0 0 0

11 3 15 1515 15 1 2 15 15 1 30 2 3
1 315 15 1 2 15 15 1 30 1
2

�

�تقسیم�می�کنیم: cos 015 راه حل دوم:�صورت�و�مخرج�کسر�را�بر�

A

sin cos
tan tan tancos cos tan( ) tan

sin cos tan tan tan

cos cos

+
+ += =− =− =− + =− =−
− −−

0 0

0 0 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0

15 15
1 15 45 1515 15 45 15 60 3

15 15 1 15 1 45 15
15 15

�

عبارت�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    17  3
x x x xA x x x

x x x x x x
x x x x x

cos cos cos cos sin cos sin
tan cot sin cos sin cos

cos sin sin cos sin

= = = = = =
+ ++

2 2
4 2 4 2 4 2 4 2 2 2 2 4

1
1 2
2

A sin ( ) sinπ π= = = 24
16 4 2

�داریم:� x π=
16

حال�به�ازای�

عبارت�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    18  1

� x
x

x
( sin )

tan
cos

−
+ =

+
21 2 22
1 2

x( sin )−1 2
2

x x x x x x x
x xx x x x

sin sin sin sin sin cos tan
cos coscos cos cos cos

− − ++ = + = = = + 2
2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 1 1 �

عبارت�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    19  1

�
x

x x x x x x x x xx x
x x x x x x x x x

x

sin
sin sin cos sin cos tan sin cos cos( )tan ( ) ( ) tan ( ) ( ) ( )
sin sin cos sin cos tan sin cos sin

cos

−
+ π + π + − +− = × − = × = ×
− − − + − +

2 2 2 2 2
1

1 2 1
1 2 4 4 1 1

�

x x x x
x x x x

sin cos cos sin( ) ( )
sin cos cos sin

+ −= × = − =
− +

2 21 1�

�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    20 cos cosα= α−22 2 از�اتحاد�1  1
( cos ) coscos cos cos cos cos cos

sin sin sin cos

− − −− − − − += = =
− − − −

2 0 2 2 00 2 0 2 0 2 0 4 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0
2 2 10 1 1 1040 10 2 20 1 10 8 10 9 10 1

1 8 80 1 8 80 1 8 80 1 8 10
�

( cos )(cos )
cos sin

cos

− −
= = − =

−

2 0 2 0
2 0 2 0

2 0
8 10 1 10 1 1 10 10

1 8 10
�

  پاسخ تشریحی آزمون 38  

�است.�پس�داریم:  ‌هنیز    1 x k= π+π2 �به�صورت� xcos می�دانیم�جواب�کلی�معادله�ی�1−=  2  
kx x k x k xcos( )π π π π π+ =− ⇒ + = π+π⇒ = π+ ⇒ = +5 54 1 4 2 4 2

6 6 6 2 24
�

معادله�را�بر�حسب�کسینوس�می�نویسیم:  ‌هنیز    2  1 
k

x k x xx x x x x x x x
x k x x k

( )
sin cos cos sin cos cos cos( ) cos

( )

+ π
= π+π− ⇒ =− = ⇒− = − ⇒− = ⇒ π− = ⇒

 = π−π+ ⇒ = − π

2 2
2 12 22 1 1 2 2 2 3

2 2 2 1
�

�است. π8
3

�که�مجموع�آن�ها�برابر� π �و� π5
3

�عبارتند�از� [ , ]π π2 جواب�های�واقع�در�بازه�ی�
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��  ‌هنیز    3 x x x x x x x xsin( )cos( ) cot sin( ) sin sin cot sinππ− + + π+ = ⇒ × − × = ⇒32 3 0 2 3 0
2

معادله�را�ساده�می�کنیم:�  3 

x
x x x x x x x x

x x k

¡#¡#—cos
sin cos ( cos ) cos cos cos ( cos )(cos )

cos

=−
− = ⇒ − − = ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ π= ⇒ = π±

2 2 2
2

2 3 0 21 3 0 2 3 2 0 2 1 2 0 1 2
2 3

�

سراسری – 87

�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    4 xsin2 معادله�را�با�استفاده�از�فرمول�  2 
x x x x x x xsin sin sin cos sin sin (cos )= ⇒ − = ⇒ − =2 2 2 2 0 2 1 0 �

�مشخص�می�کنیم: [ , ]π0 2 جواب�های�معادله�را�در�بازه�ی�
x x
x x

sin , ,

cos ,

= ⇒ = π π
 = ⇒ = π

0 0 2
1 0 2 �

پس�معادله�دارای��3جواب�است.

 3   ‌هنیز    5
x

x x
x

sin
( sin )( cos )

cos

 =
− − = ⇒

 =


1
44 1 3 1 0 1
3

)�دو� , )π0 2 با�توجه�به�شکل�توابع�سینوس�و�کسینوس�در�بازه�ی�

�و�دو�زاویه�وجود�دارد�که� 1
4
زاویه�وجود�دارد�که�س��ینوس�آن�

�است.�پس�معادله��4جواب�در�بازه�ی�فوق�دارد. 1
3
کسینوس�آن�

معادله�را�به�کمک�فاکتورگیری�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    6  4 

kx x k x
x x x x x

x x k

cos
cos sin cos cos (sin )

sin

π π π = ⇒ = π+ ⇒ = +
− = ⇒ − = ⇒ π = ⇒ = π+



2 0 2
2 2 42 2 0 2 1 0

1 2
2

�

پس�از�مقداردهی�به�k،�نقاط�مشخص�شده�روی�دایره�پنج�ضلعی�غیرمنتظم�درست�می�کنند.

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    7  4 

x x x x x x x k x k(sin cos )(sin cos ) ( ) cos cos π π− + = − ⇒− = ⇒ =− ⇒ = π± ⇒ = π±2 2 2 2 22 1 1 22 2 2 2
2 2 2 3 3

�

سراسری  – 92

�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    8 sin( )α+β معادله�را�به�شکل�زیر�می�نویسیم�و�از�بسط�فرمول�  2 
k

x x x x x x x x k x
( )

sin cos sin cos sin( ) sin
+ ππ+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ =

4 16 6 1 6 1 7 1 7 2
2 14

�

x π=5
14

�داریم:�� k=1به�ازای�

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    9  3 

x x x x x x x x

x
x

x

sin ( )cos( ) sin ( ) sin sin cos sin cos

tan
tan

tan

π ππ− − = − ⇒ = ⇒ =

=⇒ = ⇒ =−

3 4 3 4 4 4

4

2 2
1

1 1

�

�معادله�دارای��4جواب�است. [ , ]π0 2 مطابق�شکل�در�بازه�ی�
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x  ‌هنیز    10 xcos sin+ =2 2 معادله�را�بر�حسب�سینوس�می�نویسیم:�  1 
x

x x x x x x
x

sin
sin sin sin sin (sin )( sin )

sin

=−
− + = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒

=

2 2
1

1 2 2 2 1 0 1 2 1 0 1
2

�

. π
2
�که�مجموع�آن�ها�برابر�است�با� π5

6
�و� π

6
�، π−

2
�عبارتند�از� [ , ]−π π جواب�های�واقع�در�بازه�ی�

جواب�کلی�معادله�به�شکل�زیر�است:  ‌هنیز    11  3 
x x x k x x ktan tan= ⇒ = π+ ⇒ = π3 2 3 2 �

�هستند. [ , ]−π π �جواب�های�معادله�در�بازه�ی� x=−π �و� x=0 �، x=π بنابراین�

صورت�کسر�را�مساوی�صفر�قرار�می�دهیم.�جواب�ها�به�شرط�این�که�باعث�صفر�شدن�مخرج�کسر�نشوند،�قابل�قبول�خواهند�بود:  ‌هنیز    12  3 

�

x x k

x x k

sin

cos

= ⇒ = π

⇒

 = ⇒ = π

0

1 2

x x x x x x x x
x

sin sin cos sin sin cos sin ( cos )
cos

− = ⇒ − = ⇒ − =
+

0 0 1 0
1

�جواب�معادله�است. x k= π2 �قابل�قبول�نخواهد�بود�زیرا�مخرج�کسر�صفر�خواهد�شد.�پس� x k= π �عددی�فرد�باشد� k واضح�است�که�اگر�

�باشد.�پس�داریم:  ‌هنیز    13 xcos =1
3

�وقتی�می�نیمم�می�شود�که� xy cos=−4
3
تابع�  1 

x kx k x k k k k− π< < π ∈= π⇒ = π→− π< π< π⇒− < < → =2 3 1 12 6 2 6 3 0
3 3 2

 �

بنابراین�فقط�یک�بار�تابع�می�نیمم�می�شود.

�می�نویسیم�و�داریم:  ‌هنیز    14 x xtan cos+ =2 21 معادله�را�به�صورت�  3 �

x x x x x x k
x

tan cos cos cos cos
cos

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =± ⇒ = π2 2 2 4
2
11 1 1

�معادله��3جواب�دارد. [ , ]π0 2 بنابراین�در�بازه�ی�

�را�در�معادله�قرار�می�دهیم:  ‌هنیز    15 x k π= π−
3
مقدار�  1 

m k k m m m m mtan( ) cot( ) ( ) ( )π ππ− − π− = + ⇒− + = + ⇒ = ⇒ =33 3 1 3 3 3 1 2 3 0 0
3 3 3

�

معادله�را�به�شکل�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    16  3 
xx x x x x x
x

sinsin cos sin cos tan tan tan( )
cos

π+ = ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =− ⇒ = −3 0 3 3 3
3

�

. x π=5
3

�و� x π=2
3

�عبارتند�از� [ , ]π0 2 �است�و�جواب�های�واقع�در�بازه�ی� x k π= π−
3
بنابراین�جواب�کلی�معادله�به�صورت�

معادله�را�بر�حسب�سینوس�و�کسینوس�می�نویسیم:  ‌هنیز    17  2 
x x x x

x x x x
x x x x x

sin cos sin cos
costan cot cot

cos sin sin cos sin

−
−− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =−

2 2
2 2 2 22 3 2 3 2 3 2 3 3

2 2 1
2 2 2 2 2

�

x
x k

x

π =−π= π− ⇒ π =


6
56
6

�

معادله�را�به�شکل�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    18  3 

x x x x x x x x x(sin cos sin cos ) cos ( cos sin ) cos cos sin cosπ π− = + ⇒ − × = + ⇒ − = +2 22 1 2 1 1
4 4 2 2

�

x x ksin π=− ⇒ = π−1 2
2
�

سراسری – 85
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معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    19  1 
x k x x k

x x x x x x x kx k x x
sin cos sin( ) cos cos cos cos

= π+ ⇒ = π
π− = + ⇒− =− ⇒ = ⇒ π= π− ⇒ =

2 2
2 2 2

3 2 2 22 22
3

سراسری – 91 �است.� kπ2
3

�نیز�می�شود.�بنابراین�جواب�معادله� kπ2 �شامل�جواب� kπ2
3

واضح�است�که�جواب�

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    20  3 

x x x x x x x(sin tan )tan( ) cos (sin tan )cot cosπ π− − = ⇒ − =− ⇒ − =−3 4 1 11
2 3 2 2

x x kcos π⇒ = ⇒ = π±1 2
2 3

�

سراسری خارج از کشور – 90

  پاسخ تشریحی آزمون 39  

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    1  1  
x

x x x x x x
x x k

¡#¡#—cos
cos sin( ) cos cos (cos )(cos )

cos

=−π+ + + = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ =− ⇒ = π+π

2 2 2
3 2 0 3 2 0 1 2 0 1 22

�

بنابراین�جواب�ها�روی�دایره�فقط�یک�نقطه�را�مشخص�می�کنند.

معادله�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    2  2 

x x xsin sin sin sin( )π− = ⇒ = ⇒ =± = ±2 2 1 22 1 0
2 2 4

�

بنابراین�جواب�های�معادله�به�شکل�زیر�هستند:
x k

x k( )

π = π±
 π = + π±


2
4

2 1
4 انتهای�کمان�جواب�های�فوق�روی�دایره�مثلثاتی�به�شکل�مقابل�هستند:

�نوشت. kx π π= +
2 4

بنابراین�جواب�ها�را�مي�توان�به�صورت�

�پس�مي�توان�نوشت:  ‌هنیز    3 y=0�:ها�را�قطع�می�کند،�داریم x وقتی�نمودار�محور�  4 
kx x k x k xsin( )π π π π π− = ⇒ − = π⇒ =− π+ ⇒ =− +2 0 2 2

4 4 4 2 8
�

�عبارتند�از: [ , ]π π− 3
2 2

جواب�های�واقع�در�بازه�ی�
k

x

− −
π π π π π− −

0 1 2 1 2
3 7 5 9

8 8 8 8 8
�

سراسری خارج از کشور – 91

�باشد.�پس�داریم:  ‌هنیز    4 بیش�ترین�مقدار�تابع�وقتی�خواهد�بود�که�مقدار�کسینوس�برابر�1−  3 
kx x k x k x k xcos( )π π− π =− ⇒ − π = π+π⇒ − = + ⇒ =− − ⇒ =− −1 3 2 13 1 3 2 3 2 1 3 2

4 4 4 4 3 4
�

�دنبال�جواب�هستیم،�پس�می�توان�نوشت: [ , ]−1 1 چون�در�بازه�ی�
k k k− −− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 1 3 2 5 15 91 1

3 4 4 3 4 8 8
�

سراسری – 91 .�بنابراین��3بار�در�این�بازه،�تابع�به�حداکثر�مقدار�خود�می�رسد.� k=−1و�� k=0�، k=1�:می�توان�گفت� k∈ با�توجه�به�این�که�

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    5  2 
x kx x k x
x

tan tan
tan

π π π= ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = +
− 2
2 3 2 3 2

3 2 61
سراسری خارج از کشور – 91
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جواب�های�کلی�معادله�را�می�نویسیم:  ‌هنیز    6  2 kxx k x
x x

x k x kx
sin sin

π == π+ = ⇒ ⇒ = π+π− π π  = +


6 2 2 26 2 6 2 2
4 8

�

انتهای�جواب�ها�را�روی�دایره�مشخص�می�کنیم:
تعداد�نقاط�برابر��12است�که�به�روش�زیر�نیز�می�توان�تعداد�آن�ها�را�معین�کرد:

k kπ≤ < π⇒ ≤ < ⇒0 2 0 4
2

��4نقطه�روی�دایره�

k k k kπ π≤ + < π⇒− ≤ < ⇒− ≤ < ⇒ ≤ ≤ ⇒1 15 1 150 2 0 7
4 8 8 4 8 2 2

��8نقطه�روی�دایره�

 2  ‌هنیز    7

x
x x

x

cos

( cos )( sin )
sin

 =−


+ − = ⇒
 =


1
4

4 1 4 15 0
15
4

�

�است�و�دو�زاویه�وجود�دارد�که�کسینوس� 15
4

)�دو�زاویه�وجود�دارد�که�سینوس�آن� , )π0 2 در�بازه�ی�

�است،�پس�زاویه�هایی�که�در� x xsin cos+ = + =2 2 1 15 1
16 16

�اس��ت.�ولی�با�توجه�به�این�که� − 1
4
آن�

ناحیه�ی�دوم�هستند،�یکسان�هستند�و�معادله�دارای��3ریشه�ی�متمایز�در�بازه�ی�فوق�است.

x xcos , sin=− =2 2
1 15
4 4

�

�و�داریم:  ‌هنیز    8 t xtan= فرض�می�کنیم�  3 

m x x mt mt t
t

tan cot+ = ⇒ + = ⇒ − + =214 4 4 1 0

m m m∆≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤0 16 4 0 4 16 4 برای�این�که�معادله�ی�فوق�جواب�داشته�باشد،�باید�داشته�باشیم:�

از�زوایای�متمم�استفاده�مي�کنیم:  ‌هنیز    9  1 
kx x x x x k x x k xtan cot tan tan( )π π π π π= ⇒ = − ⇒ = π+ − ⇒ = π+ ⇒ = +4 4 4 5

2 2 2 5 10
�

برای�به�دست�آوردن�جواب�های�حاده�مي�توان�نوشت:
k xk k k x x
k x

π = ⇒ =π π π π π π π< + < ⇒− < < ⇒− < < ⇒ ⇒ + = π = ⇒ =


1
1 2

2

04 1 2100 2 35 10 2 10 5 10 2 51
10

�

معادله�را�به�شکل�زیر�می�نویسیم�و�جواب�کلی�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    10  3 

x k x x k
x x x x x x

kx k x x
sin cos cos sin cos cos( )

π π + = π+ = π− π+ = ⇒ =− ⇒ = + ⇒ ⇒ π π π + = π− = −
 

3 2
2 43 0 3 3

2 3 2
2 2 8

�

�عبارتند�از: [ , ]π0 kkجواب�های�واقع�در�بازه�ی� k π π ππ− −

π π− −

π π

π π

π π

4 2 8
0

4 8
3 31
4 8
7 72
4 8

11 113
4 8

 


�

�وجود�دارد. [ , ]π0 بنابراین��3جواب�در�بازه�ی�
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طرفین�معادله�را�بر��2تقسیم�می�کنیم:  ‌هنیز    11  1 

x x x x x x xsin cos sin cos sin cos sin cos sin( ) sinπ π π π− = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = =1 3 1 1 13 1
2 2 2 3 3 2 3 2 6

�

k

x k x k

x k xx k =

π π π− = π+ = π+ 
⇒ ⇒  π ππ π  = π+ → =− = π+


1

2 2
3 6 2

7 195 22
6 63 6

�

�می�تواند�باشد. i=19 بنابراین�

�داریم:  ‌هنیز    12 xcos( )π+ ≠0
4

به�شرط�این�که�  1 
xx x x x x
xx

¡#¡#—

¡#¡#—

sin cos sin cos tan
cos( )

π =− = ⇒ = ⇒ = ⇒ ππ  =+


40 1 5
44

�

�جواب�ندارد. [ , ]π0 2 پس�معادله�در�بازه�ی�

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    13  3 

x x x x x x x x k x k
x

sin sin sin sin sin (sin ) sin
cot

π π+ = ⇒ + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = π+
+

2 2 2
2

1 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 0 2 1 0 2 1 2 2
2 41 2

�

�می�نویسیم:  ‌هنیز    14 xtan معادله�را�بر�حسب�  2 
x xx x x

x x
tan tantan cot tan

tan tan
+ ++ + = ⇒ + + = ⇒ =

21 2 12 0 2 0 0�

x
x

x x x x x k
x

tan tan (tan ) tan −π≤ ≤π
π =−π⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =− ⇒ = π− → π =



2 2 42 1 0 1 0 1 34
4

�

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    15  4 

x x a x x a x(sin cos ) sin sin( ) sinπ+ + = ⇒ + + =4 2 3 4 2 2 3
4

�

ksin( ππ−4 2
4

π+
4

a k k a a a) sin( ) sin sinπ π+ π− = ⇒ π− = ⇒ − = ⇒ =−2 3 4 2 3 0 3 3
2 2

�در�معادله�داریم:� x k π= π−
4
از�جایگذاری�

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    16  2 

x x x x x x x x x x(sin cos sin cos )(cos cos sin sin ) (sin cos ) (sin cos ) (sin cos )π π π π+ + = ⇒ + + = ⇒ + =22 21 1 2
4 4 4 4 2 2

�

x x x x x x x k x ksin cos sin cos sin sin π π⇒ + + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = π+2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2
2 4

�

�است. π3
2

�هستند�که�مجموع�آن�ها� x π=5
4

�و� x π=
4
�جواب�ها�به�صورت� [ , ]π0 2 در�بازه�ی�

معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    17  2 

x x x x x k x k
x

cos ( ) cos cos ( ) cos( )
cos

π π π π π π+ + × = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = π+ ⇒ = π−2 2 2
2

7 1 7 7 7 51 0 0
4 4 4 4 2 4

�

k
x k k K ,

∈π≤ ≤ π⇒ ≤ π− ≤ π⇒ ≤ ≤ → =5 5 130 2 0 2 2 3
4 4 4



�را�به�دست�می�آوریم:� [ , ]π0 2 تعداد�جواب�های�در�بازه�ی�

بنابراین�معادله��2جواب�دارد.

معادله�را�حل�می�کنیم�و�جواب�ها�را�روی�دایره�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    18  2 

x x x xx x x x
x x x x x

(sin cos )(sin cos )sin cos cos cot
sin cos sin cos sin

+ −− −=− ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =
2 2 2 24 4 22 3 2 3 2 3 2 3

1 2
2

�

kx k xπ π π⇒ = π+ ⇒ = +2
6 2 12

�

همان�طور�که�در�شکل�مشخص�است،�چهارضلعی�مربع�است.
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x  ‌هنیز    19 x x(sin cos ) cos+ =2 2 �استفاده�می�کنیم:� xcos2 از�فرمول�  2 

x x x x x x x x(sin cos ) cos sin (sin cos ) sin cos+ = − ⇒ + + − =2 2 2 22 2 0

x x x x x x x x x x(sin cos ) (sin cos )(sin cos ) (sin cos )( sin cos )+ + − + = ⇒ + + − =2 0 2 0 �

x x x x x x

x x x x x x x

sin cos sin cos tan ,

sin cos sin cos sin( )

π π + = ⇒ =− ⇒ =− ⇒ =
⇒ π π π π− =− ⇒ − =− ⇒ − =− ⇒ − = ⇒ =


3 70 1
4 4

1 1 3 72 1 1
4 4 2 42 2

�

�دارای��2ریشه�است. [ , ]π0 2 بنابراین�معادله�در�بازه�ی�

x  ‌هنیز    20 x xsin( )cos( ) sin( )ππ+ + − π− + =2 1 0
2

معادله�ی�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:�  3 

x x x x x x x x k( sin )( sin ) sin sin sin (sin ) sin π− − − + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = π+2 22 1 0 2 1 0 1 0 1 2
2
�

سراسری - 90 �

  پاسخ تشریحی آزمون 40  

�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    1 tan cot=0 089 1 می�دانیم�  2
cot tan tan cot

tan tan tan cot ( tan )( cot ) tan cot

+ + + + ++ = + = = =
+ + + + + + + +

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 89 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
�

عبارت�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    2  2

x x x x( sin )sin cos ( cos )− − − =1
2

x x x x xsin cos sin sin sin⇒− + = ⇒− + − = ⇒ =2 2 2 2 21 1 11
2 2 4

�

�از�قضیه�ی�سینوس�ها�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    3 ABC در�مثلث�  3
BC AC B

A B B
ˆsin

ˆ ˆsin sin sin
= ⇒ = ⇒ =1

1 1

4 2 6 3
42

2

B B Bˆ ˆ ˆsin sin( ) sin= − = =0
2 1 1

3180
4

از�طرفی�داریم:�

x B Bˆ ˆtan tan( ) cot= − =0
2 290 پس�می�توان�نوشت:�

در�نتیجه�داریم:

B B
B

ˆ ˆcot cot
ˆsin

+ = ⇒ + =2 2
2 22

2

1 161 1
9

B xˆcot tan⇒ = ⇒ =2
7 7
3 3

با�توجه�به�قضیه�ی�سینوس�ها�داریم:  ‌هنیز    4  2

� AB AC
BĈ ˆsinsin

= ⇒ C C
C

ˆ ˆsin
ˆsin
= ⇒ = ⇒ = 02 2 2 1 30

22
2

A B C x xˆ ˆˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0 0180 45 30 180 105 بنابراین�داریم:�

�OABقضیه�ی�کسینوس�ها�را�می�نویسیم:  ‌هنیز    5 در�مثلث�  2

AB OA OB OA OB cos cos= + − × = + − × ×2 2 2 0 2 2 02 120 3 2 2 2 3 120 �

AB AB= + ⇒ =2 13 6 19 �

x6

B HC

A

4 2 1 2

0
45

O

D

A

C

B

3
2

3 2

0
60

0
120
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BC  ‌هنیز    6 AB AC AB AC Âcos= + − ×2 2 2 2 از�قضیه�ی�کسینوس�ها�استفاده�مي�کنیم:�  3
AC

AC AC AC AC AC AC
AC ¡ ¡ —

( ) cos ( )( )
=⇒ = + − × × ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ =−

2 2 2 0 2 4
2 19 6 2 6 120 6 40 0 4 10 0 10 �

بنابراین�مساحت�مثلث�به�شکل�زیر�محاسبه�می�شود:

S AB AC Âsin sin= × × = × × =01 1 6 4 120 6 3
2 2

�

راه حل اول: عبارت�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    7  4

x x x x x xsin( ) cos( ) sin cos sin cos cos cos sin sinπ π π π π π+ − + = + − +
3 6 3 3 6 6

�

x x x x xsin cos cos sin sin= + − + =1 3 3 1
2 2 2 2

�

�حساب�می�کنیم: π
6
،�مانند� x �را�به�ازای�یک�مقدار�دلخواه� A راه حل دوم:�مقدار�

x A sin cosπ π π= ⇒ = − = − =1 11
6 2 3 2 2

�

�خواهد�شد. 1
2
�برابر� xsin �را�قرار�دهیم،�فقط�مقدار� π

6
�مقدار� x حال�اگر�در�گزینه�ها�به�جای�

عبارت�را�بسط�می�دهیم:  ‌هنیز    8  3

A x x x x xsin( ) (sin cos sin cos ) (sin cos )π π π= + = + = +2 2 2
4 4 4

�

A x x x x(sin cos sin cos ) ( ( ))= + + = + − =2 2 2 1 32 2 21 2
8 2

حال�مربع�عبارت�را�به�دست�می�آوریم:�

A=± 6
2

بنابراین�داریم:�

ابتدا�عبارت�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    9  3
A x x x x x xsin (sin cos ) sin sin cos= + − = + −22 1 2 2 1�

A x x x x x x xsin cos ( sin ) sin cos ( sin cos )⇒ = − − = − = −2 2 22 1 2 2 2 2 2 2
2 2

�

A x x x(sin cos sin cos ) sin( )⇒ = − = −0 0 02 2 45 45 2 2 2 45 �

�را�قرار�می�دهیم: / 07 5 �مقدار� x حال�به�جای�

x A/ sin( ) sin= ⇒ = − =− =−0 0 0 0 27 5 2 15 45 2 30
2

�

،�داریم:  ‌هنیز    10 xx
x

coscot
sin

= با�توجه�به�این�که�  2

� x x x xx x
x x x x x x x

cos cos cos coscot cot
sin sin sin sin sin cos sin

++ = + = = = =
21 1 2 1 2 22

2 2 2 2 2
)�داریم:  ‌هنیز    11 ) ( )−α + +α =0 0 015 30 45 با�توجه�به�تساوی�  3

tan( ) tan( )
tan tan(( ) ( ))

tan( )tan( )

−α + +α
= −α + +α =

− −α +α

0 0
0 0 0

0 0
15 3045 15 30

1 15 30
�

x
x x x x

x

+
⇒ = ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =

−

1
1 1 8 6 371 1

1 7 7 7 7 41
7

�

�ضرب�و�تقسیم�می�کنیم:  ‌هنیز    12 sin 08 20 عبارت�را�در�  2

sin cos cos cos sin cos cos sin cos sin sin

sin sin sin sin sin
= = = = =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
8 20 20 40 80 4 40 40 80 2 80 80 160 20 1

88 20 8 20 8 20 8 20 8 20
�
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�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    13 xtan ابتدا�مقدار�  4x

x
x

tan
tan

tan

×
= = =
− −2

12 2
42 2

1 31 1
2 4

xy x
x x xy y x y

xy x

tan( ) tan
tan( ) tan(( ) ) tan( )

tan( )tan

− + +
+ = − + = = ⇒ + = =

− − − ×

1 4 5
2 3 3 3 3

2 2 1 4 2 51 1
2 3 3 9

حال�داریم:�

معادله�را�به�شکل�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    14  2
x x xxcos cos cos cos+ − = ⇒ − =21 0 2 0
2 2 2

x x k x kx x
x x k x k

cos
cos ( cos )

cos

π = ⇒ = π+ ⇒ = π+π
⇒ − = ⇒ π π = ⇒ = π± ⇒ = π±



0 2
2 2 22 1 0 1 22 2 2 4
2 2 2 3 3

�

. x π=2
3

�و� x=π )�عبارتند�از� , )π0 2 جواب�های�واقع�در�بازه�ی�

2  ‌هنیز    15
x x x x x x x xsin cos cos sin sin cos (sin cos )− = ⇒ − =3 3 2 24 4 1 4 1�

kx x x x k xsin cos sin π π π⇒− = ⇒ =− ⇒ = π− ⇒ = −2 2 2 1 4 1 4 2
2 2 8

�

kx k k { , , }π π π−π≤ ≤π⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒ ∈ ±7 9 7 9 1 2 0
8 2 8 4 4

�

�دارای��4جواب�است. [ , ]−π π پس�معادله�در�بازه�ی�

x  ‌هنیز    16 x x
x

tan cot tan
tan

− = ⇒ − =33 0 0 �می�نویسیم:� xtan معادله�را�برحسب�  1

x x x x x k
x

tan tan tan tan
tan

− π⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =± ⇒ = π±
2 2 23 0 3 0 3 3

3
�

معادله�را�به�شکل�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    17  4
x x x x xcos sin cos cos sin− + = ⇒ + =22 1 2 0 2 2 0 �

kx x x x k xsin cos tan π π π⇒ =− ⇒ =− ⇒ = π− ⇒ = −2 2 2 1 2
4 2 8

�

معادله�را�به�شکل�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    18  3
x

x x
x x

tan tan
tan tan tan tan( ) tan
tan tan tan

π+
+ π π π π= ⇒ = ⇒ + =
− π−

1 4
1 8 8 4 81

4

� x k x kπ π π⇒ + = π+ ⇒ = π−
4 8 8

جواب�های�کلی�معادله�را�معین�می�کنیم:  ‌هنیز    19  4
xx k x kxx
x kx k x

cos( ) cos( )
( )

π π − = π+ +π = π+ π− = +π ⇒ ⇒ π π π − = π− +π = −
 

52 4
4 2 2

44 2 2
4 2 3 2

�

�قرار�ندارند. [ , ]−π π �در�بازه�ی� k ππ+54
2

هیچ�کدام�از�جواب��های�به�شکل�

�داریم: k=1و�� k=−1�، k=0قرار�دهیم�� kx π π= −4
3 2

اگر�در�جواب�
� k x k x k x, ,π π π= ⇒ =− = ⇒ = =− ⇒ =−5 110 1 1

2 6 6
�

�است. π− 3
2

�برابر� [ , ]−π π بنابراین�مجموع�جواب��ها�در�بازه�ی�

معادله�را�برحسب�سینوس�و�کسینوس�می��نویسیم:  ‌هنیز    20  4
x xx x x x
x x

sin costan cot sin sin
cos sin

+ = ⇒ + =4 2 4 2 �

x x kx x x x x k x
x x x

sin cos sin sin sin sin
sin cos sin

+ π π π⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =± ⇒ = π° ⇒ =    ±
2 2 21 1 24 2 4 2 2 2 2

1 2 2 4 2 82
2

�
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آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل نهم

  پاسخ تشریحی آزمون 41  

�در�نظر�بگیریم،�داریم:  ‌هنیز    1 L2 �را�برابر� x a= �و�حد�تابع��gدر� L1 �برابر� x a= اگر�حد�تابع��fرا�در�  3

� x a

x a
x a

f x g x L L L L
Lg x

L L L
g x f x L L f x L

lim ( ( ) ( ))
( )

lim
lim ( ( ) ( )) ( )

→

→
→

+ = ⇒ + = ⇒ + =
 ⇒ = ⇒ = ⇒ =− ⇒ = =− + =− ⇒ + =−


1 2 1 2
2

1 1 2
2 1 1

2 0 2 0 4 2 0
3 3 1 2 22 3 2 3

�

،��Lدر�نظر�بگیریم،�داریم:  ‌هنیز    2 x �حد�دارد.�اگر�حد��fرا�در�1= �fدر�تمام�  1

�
x

f x L L L L L
f x L

( )
lim

( )→

+ − + −= ⇒ = ⇒ + =− + ⇒ =− ⇒ =−
− −1

2 1 1 2 1 1 8 4 1 3 5 5 1
1 3 4 1 3 4

�

�
x

f x
f x

( ) ( )
lim

( ) ( )→

− − − −= = =
+ + − −1

2 1 2 1 1 3 3
1 3 1 3 1 1 3 2

�

�حتماً�یکی�از�سمت�راست�و�دیگری�از�سمت�چپ�به��2میل�می�کند،�پس:  ‌هنیز    3 x−2 �و� x+2 وقتی��xبه�سمت�صفر�میل�می�کند،�از�بین�  3
�

x x x
f x f x f x f xlim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ → →
− + + = + = + =

0 2 2
2 2 3 1 4 �

�و�ضمناً�داریم:  ‌هنیز    4
x

xlim( )
→

− =2
1
3 2 می�دانیم�  3

� x x x x x−→ ⇒ < ⇒ < ⇒− >− ⇒ − >2 2 21 1 1 1 3 2 �
�

x x
f x f xlim ( ) lim ( )

− +→ →
− = =−2

1 2
3 1� بنابراین�می�توان�نوشت:�

�تابع��fدقیقاً�برابر��2است،�داریم:  ‌هنیز    5 x −→2 با�توجه�به�این�که�وقتی�  3�
x

fof x flim ( ) ( )
−→

= =
2

2 3 �

،�پس:�  ‌هنیز    6
x

f xlim ( )
→

=
2

3 �است�و�با�توجه�به�نمودار�تابع�داریم:
x

g x
x

( )
>= − <

1 2
1 2 ضابطه�ی�تابع��gبه�صورت�  3

�
x x x

f x g x f x g xlim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
+ + +→ → →

× = × = × =
2 2 2

3 1 3 �

�
x x x

f x g x f x g xlim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )
− − −→ → →

× = × = × − =−
2 2 2

3 1 3 �

. ( )− − =3 3 6 بنابراین�اختلاف�حد�چپ�و�راست�برابر�است�با:�

�است،�پس:  ‌هنیز    7 x +3 2 ،�ضابطه�ی�تابع��fبه�صورت� x در�اطراف�1=  4
�

x x
f x xlim ( ) lim

→ →
= + =3

1 1
2 3 �

�
x x x

gof x g x xlim ( ) lim ( ) lim
→ → →

= = =
1 3 3

2 6 �

�برابر�است�با:  ‌هنیز    8 x =0 با�توجه�به�این�که�ضابطه�ی�تابع��fدر�سمت�چپ�و�راست�عدد�صفر�تغییر�می�کند،�حد�چپ�و�راست�تابع��fofدر�  4
�

x x
f f x f xlim ( ( )) lim ( )

− −→ →
= = − =

0 1
1 1 0 �

) x f x x( )< ⇒ = + <0 1 )توجه�کنید:�1
�

x x
f f x f xlim ( ( )) lim ( )

+ +→ → −
= =− + =

0 1
1 1 0 �

) x f x x( )> ⇒ = − >−0 1 )توجه�کنید:�1
بنابراین�این�دو�حد�برابر�هستند�و�اختلاف�آن�ها�صفر�است.

فصل نهم: حد و پیوستگی
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�داریم:  ‌هنیز    9 f x x( )− = −22 1 با�توجه�به�ضابطه�ی�1  3

�
x x

x x
x x x

f x f x

f x f
xf f x f x

x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
lim ( ) lim ( ) lim ( )

→ →

→ →
→ → →

 = − = − =
 ⇒ − = − =−

= = − = − =


2
3 2

2 3 1
1 7 4

2 1 2 1 3
7 3 15 127 2 1 4 1 15

�

�به�این�نتیجه�می�رسیم�که:  ‌هنیز    10 x
x
− =−
+
1 1
1

با�حل�کردن�معادله�ی�  2

�
x

x
x

lim
→

− =−
+0
1 1
1

�

�
x x x

x xf x f
x x

lim ( ) lim ( ) lim
→− → →

− += = =−
+ −1 0 0
1 2 2
1 1

� بنابراین�برای�محاسبه�ی�حد�خواسته�شده،�می�توان�چنین�عمل�کرد:�

�به��4میل�می�کند�و�داریم:  ‌هنیز    11 x2 �، x =2 در�سمت�راست�  4

�
x x x

x x x x
x x x x x x x

x x x x

[ ]
lim [ ] [ ] lim ( ) lim

[ ] + + +

+

+ → → →

 → ⇒ > ⇒ > ⇒ = ⇒ − − = + = =
→ ⇒ > ⇒− <− ⇒ − =−

2 2
2

2 2 2

2 2 4 4
2 4 6 10 20

2 2 2 3
�

�است�و�داریم:  ‌هنیز    12 �برابر�1− x→2است،�پس�مقدار�این�تابع�وقتی��
x

f x
x

( )
∈= − ∈

0
1





�به�صورت� f x x x( ) [ ] [ ]= + − ضابطه�ی�تابع�  2

�
x x

x x x xlim ([ ] [ ]) lim ( )
→ →

+ − = − =−
2 2

1 2 �

،�ضمناً�می�دانیم:  ‌هنیز    13
x

xlim cos
→π

�و�1−=
x

xlim sin
→π

می�دانیم�0=  1

� x x xsin , cos<π⇒ > >−0 1 �

x
x xlim [sin ] [cos ] [ ] [ ] ( )

−

+ +

→ π
− = − − = − − =0 1 0 1 1 پس�داریم:�

�داریم:  ‌هنیز    14 x =2 ،�رأس�و�مینیمم�تابع�است،�پس�در�اطراف� x =2 با�توجه�به�این�که�نقطه�ی�  2

�
x

f x f f x f x x x( ) ( ) ( ) [ ( )] lim[ ]
→

> ⇒ >− ⇒ =− ⇒ − =−2
2

2 4 4 4 4 �

�حد�ندارد،�حد�چپ�و�راست�  ‌هنیز    15 x �تابع��fدر�1= x( )< <0 2 �در�تمام�نقاط�صحیح�دامنه�اش�حد�ندارد،�پس�با�توجه�به�محدوده� x[ ] تابع�  2
�

x x
f x xlim ( ) lim [ ]

− −→ →
= =

2 2
1� �محاسبه�می�کنیم:� x( )=2 تابع�را�در�نقطه�ی�تغییر�ضابطه�

�
x x

f x xlim ( ) lim | |
+ +→ →

= =
2 2

2 �

�نیز�حد�ندارد.�در�سایر�نقاط�دامنه،�تابع�دارای�حد�است. x =2 پس�تابع�در�

�و�حد�چپ�برابر�یک�است،�پس:  ‌هنیز    16 −2 �برابر� −π
2

با�توجه�به�نمودار�تابع�حد�راست�در�  4

�
x

a x b x a b alim [sin ] [cos ] [ ] [ ]
+

+ +

−π→

+ =− ⇒ − + =− ⇒ =

2

2 1 0 2 2 �

�
x

a x b x a b a b blim [sin ] [cos ] [ ] [ ]
−

+ −

−π→

+ = ⇒ − + = ⇒− − = ⇒ =−

2

1 1 0 1 1 3 �

�برابر�عددی�صحیح�است،�حد�ندارد،�پس:  ‌هنیز    17 x+2 �در�تمام�نقاطی�که�عبارت�1 f x x( ) [ ]= +2 1 تابع�  3

x kk kk x k x k x k k k( ) , ,< < ∈− −∈ + = ⇒ = − ⇒ = → < < ⇒ < − < ⇒ < < → =0 21 12 1 2 1 0 2 0 1 4 1 5 2 3 4
2 2





. x( , , )=1 31
2 2

پس�تابع�فقط�در��3نقطه�در�بازه�ی�داده�شده�دارای�حد�نیست�
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�داریم:  ‌هنیز    18 f x( ) با�توجه�به�ضابطه�ی�  4

�
x x x x

f x f x ax x a a a a alim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
+ − + −→ → → →

+ = ⇒ + + − = ⇒ + + − = ⇒− + = ⇒ =2
1 1 1 1

2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 0 �

�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    19 x =2 ،�پس�در�سمت�راست� cos− ≤ α≤1 راه حل اول: با�توجه�به�این�که�داریم�1  1

� x x x x
x x

cos( ) ( ) ( ) cos( )− >− ≤ ≤ →− − ≤ − ≤ −
− −

2 4 0 2 2 21 11 1 4 4 4
2 2

�

،�به�طریق�مشابه�برای�حد�
x

x
x

lim ( ) cos( )
+→

− =
−

2
2

14 0
2

،�پس�طبق�قضیه�ی�فش��ردگی�داریم:�
x x

x xlim ( ) lim ( )
+ +→ →
− − = − =2 2

2 2
4 4 با�توجه�به�این�که�0

چپ�داریم:

� x x x x
x x

cos( ) ( ) ( ) cos( )− <− ≤ ≤ →− − ≥ − ≥ −
− −

2 4 0 2 2 21 11 1 4 4 4
2 2

�

�برابر�صفر�است. x =2 ،�پس�حد�چپ�و�راست�برابر�صفر�است�و�حد�تابع�در�
x

x
x

lim ( ) cos( )
−→

− =
−

2
2

14 0
2

بنابراین�طبق�قضیه�ی�فشردگی�

راه حل دوم:�می�دانیم�حد�حاصل�ضرب�دو�تابع�که�یکی�از�آن�ها�کراندار�باشد�و�دیگری�حدی�برابر�صفر�داشته�باشد،�برابر�صفر�است:

�
x x

x x
x x

nHkºHo¨lim( ) , cos( ) ( ) lim( ) cos( )
→ →

− = − ≤ ≤ ⇒ − =
− −

2 2
2 2

1 14 0 1 1 4 0
2 2

�

�پس�طبق�قضیه�ی�فشردگی،�داریم:  ‌هنیز    20
x x

x xlim sin( ) lim ( )
→ →

π+ = + − =2
2 2
1 2 3 5 2 3

4
با�توجه�به�این�که�  1

�
x f x
lim

( )→
=

−2
6 3

3 1
�

�
x

L L L
f x L

lim
( )→

= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
− −2

6 63 3 6 9 3 9 9 1
3 1 3 1

� �را��Lبنامیم�داریم:�
x

f xlim ( )
→ 2

اگر�
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�فقط�حد�راست�دارد.�در�گزینه�ی�2،�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    1 x تابع��fدر�1=  2
�

x x
x x x x f x f xlim ( ) lim ( )

− +

−

→ →
→ ⇒ < ⇒− >− ⇒ − > ⇒ − = =

1 1
1 1 2 2 3 2 1 3 2 2 �

دامنه�ی�تعریف�توابع�را�تعیین�می�کنیم:�  ‌هنیز    2  3

� ff x x x x x D( ) | | : [ , ) { }= − = − = +∞3 2 1 1 0 �

� gg x x x x x D( ) | | : ( , ] [ , ) { }= − = − = −∞ − +∞4 2 2 1 1 1 0  �

� hh x x x x x D( ) ( ) : [ , ] [ , )= − = − = − +∞3 2 1 1 0 1 �

� tt x x D( ) : ( , ] [ , )= − = −∞ − +∞2 1 1 1 �

�تعریف�شده�است�و�داریم: x =0 �در�سمت�چپ� h x( ) همان�طور�که�مشخص�است،�توابع��fو��gو��tدر�اطراف�صفر�تعریف�نشده�هستند�و�فقط�تابع�
�

x x
h x h xlim ( ) lim ( )

−→ →
= =

0 0
0�

�داریم:  ‌هنیز    3 x ،�ضمناً�در�اطراف�1=
x

xlim( )
→

− =2
1
1 0 می�دانیم�  3

� x x x x x x+ −→ ⇒ > ⇒ > ⇒− <− ⇒ − < ⇒ − →2 2 2 21 1 1 1 1 0 1 0 �
� x x x x x x− +→ ⇒ < ⇒ < ⇒− >− ⇒ − > ⇒ − →2 2 2 21 1 1 1 1 0 1 0 �

x x x x
f x f x f x f xlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

− + + −→ → → →
− − − = − = − − =2 2

1 1 0 0
1 1 2 1 3 بنابراین�حد�خواسته�شده�برابر�است�با:�
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�نیز�با�مقادیر�کم�تر�از��2به�  ‌هنیز    4 f x( ) �یعنی��xبا�مقادیر�کم�تر�از�یک�به�عدد�یک�نزدیک�می�ش��ود�و�با�توجه�به�نمودار�تابع� x −→1 وقتی�  4
عدد��2نزدیک�می�شود،�یعنی:

�
x x x

f x f x fof x f xlim ( ) , ( ) lim ( ) lim ( )
− − −→ → →

= < ⇒ = =
1 1 2

2 2 0 �

�پس:  ‌هنیز    5 f x( )− =−1 �آن�گاه�1 x −→2 ،�پس�هرگاه� f x( ) −→2 �آن�گاه� x +→−1 با�توجه�به�نمودار�f،�هرگاه�  2

�
x

f xlim ( )
−

−

→
=−1

2
1�

�همواره�برابر�یک�است،�پس:  ‌هنیز    6 x تابع��fدر�اطراف�عدد�1=  3
�

x x x
f x g f x g glim ( ) lim ( ( )) lim ( ) ( )

→ → →
= ⇒ = = = × =

1 1 1
1 1 1 3 1 3 �

�نزولی�است،�پس�در�اطراف�عدد�صفر�داریم:  ‌هنیز    7 g x( ) �تابع� ad bc− = − <4 12 ،�با�توجه�به�این�که�0 xg x
x

( ) +=
+

2 4
3 2

در�مورد�تابع�  4

�
x x

xg x
x

lim ( ) lim
→ →

+= =
+0 0

2 4 2
3 2

�

� x g x g g x( ) ( ) ( )< ⇒ > ⇒ >0 0 2 �
پس�برای�حد�خواسته�شده�داریم:�

�
x x x

xf f x x
x

lim ( ) lim ( ) lim
− + +→ → →

+ = = + = =
+0 2 2

2 4 2 4 2
3 2

�

�داریم:  ‌هنیز    8 x =4 �همواره�نزولی�است�و�در�سمت�راست� g x( ) �اکیداً�نزولی�و�تابع�ثابت��6نزولی�است،�پس� x− �و� x− با�توجه�به�این�که�توابع�  2

� gx g x g g xÂ²»qº ( ) ( ) ( )> → < ⇒ <4 4 0 �

�و�داریم: g x( ) −→0 ،�آن�گاه� x +→4 ،�وقتی�
x

g xlim ( )
+→

=
4

0 بنابراین�با�توجه�به�این�که�

�
x x

fog x f xlim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =−
4 0

1�

�می�دانیم:  ‌هنیز    9 x ،�ضمناً�در�اطراف�1=
x

xlim cos cos
→

π = π=−
1
2 2 2 می�دانیم�  2

� x x xcos cos [ cos ]π >− ⇒ π >− ⇒ π =−1 2 2 2 2�

� D R D ( ) tan( )<π<= ⇒ = → < < ⇒ < <
π π π π

3 40 0 0180 180 18045 60 1 3
180

� ضمناًً�با�تبدیل�واحد�رادیان�به�درجه�داریم:�

،�مقدار�تابع�تانژانت�عددی�بین��1و��2است�و�داریم: x بنابراین�در�اطراف�1=
�

x
x xlim[ cos ] [tan ]

→
π + =− + =−

1
2 2 1 1�

�یعنی�تابع�نزولی�اس��ت�و�  ‌هنیز    10 ad bc− =− − <4 12 0�، xf x
x

( ) +=
−

2 4
3 2

،�ضمناً��با�توجه�به�این�که�در�تابع�
x

x
x

lim
+→

+ = =
−2

2 4 8 2
3 2 4

می�دانیم�  1

�داریم: x =2 در�سمت�راست�
� fx f x f f x f xÂ²»qº ( ) ( ) ( ) [ ( )]> → < ⇒ < ⇒ =2 2 2 1 �

�حد�داشته�باشد،�می�بایست�حد�چپ�و�راست�برابر�باشد،�پس:  ‌هنیز    11 x =2 برای�آن�که�تابع�در�  2

� x x x

x x x

f x x a x x x a a

a a a
f x x a x x x a a

lim ( ) lim ( [ ] [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ] [ ]) lim ( )

+ + +

− − −

→ → →

→ → →

= − + − = − − =− −


⇒− − =− ⇒ =− = − + − = − − =−


2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 5 2 1
2 1 12 2 2 4 �

،�پس:  ‌هنیز    12 x x| |− = −1 1 �پس� x− <1 0 ،�ضمناً� x[ ]=0 وقتی��xبا�مقادیر�کم�تر�از�یک�به�عدد�یک�نزدیک�می�شود،�داریم:�  2
�

x x
f x xlim ( ) lim ( )

− −→ →
= − =

1 1
1 0 �

�و�داریم: f x( ) +→0 ،�یعنی� x− >1 0 ،�پس� x<1ضمناً�با�توجه�به�این�که�
�

x x x
f f x f x xlim ( ( )) lim ( ) lim ( )

− + +→ → →
= = − − =

1 0 0
1 0 1�



136 �فصل�نهم:�حد�و�پیوستگی�

�با�توجه�به�نمودار،�تابع��fبا�مقادیر�کم�تر�از��2به�سمت��2میل�می�کند،�پس:  ‌هنیز    13 x +→1 وقتی�  2
�

x
x f x f x( ) lim [ ( )]

+

+ −

→
→ ⇒ → ⇒ =

1
1 2 1�

�
x

f x flim ([ ]) ( )
+→

= =
1

1 3 � �به�صورت�ثابت�برابر�یک�است،�یعنی:� x[ ] ضمناً�با�نزدیک�شدن��xبا�مقادیر�بیش�تر�از�یک�به�عدد�یک،�عبارت�

�است. − =3 1 2 بنابراین�مقدار�خواسته�شده�برابر�

�در�اعداد�صفر�و�منفی�یک�برابر�صفر�  ‌هنیز    14 y x x= +2 �در�تمام�نقاط�با�طول�صحیح�حد�ندارد،�امّا�با�توجه�به�این�که�حد�تابع� y x[ ]= تابع�  2

�دارای�حدی�برابر�صفر�است. x �و�1−= x =0 �فقط�در�نقاط�صحیح� f x x x x( ) ( )[ ]= +2 است،�پس�تابع�

�همه�ی�اعداد�غیرصحیح�هستند،�پس:  ‌هنیز    15 x→1وقتی�� x با�توجه�به�این�که�در�اطراف�عدد�1=  1
�

x x
f x xlim ( ) lim sin( ) sin

→ →
= π = π=

1 1
0 �

�حد�داشته�باشد،�داریم:  ‌هنیز    16 x �نقاط�تغییر�ضابطه�ی�تابع�هستند،�برای�آن�که�تابع�در�1= x �و�1−= x نقاط�1=  4
�

x x x x
f x f x ax x bx a a b a blim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

+ − + −→ → → →
= ⇒ + = + − ⇒ + = + − ⇒ =3

1 1 1 1
3 2 3 2 5 �

� b

x x x x
f x f x bx a ax x b a a a blim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

+ − + −

=

→− →− →− →−
= ⇒ + − = + ⇒− + − =− − ⇒ + = →53

1 1 1 1
2 3 2 3 2 1 �

� a a b= ⇒ + =2 7 �

�حد�ندارد،�زیرا�با�استفاده�  ‌هنیز    17 x a= �قطعاً�در� g x x f x( ) ( )= + �در�هر�نقطه�ی�دلخواه��aحد�دارد،�پس�تابع� y x= با�توجه�به�این�که�تابع�  3
�به�صورت�تفاضل�دو�تابع�است�که�هر�دو�در��aحد�دارند،�پس��fنیز�در�این�نقطه�حد� f x g x x( ) ( )= − �در��aحد�داشته�باشد،�تابع� g x( ) از�برهان�خلف�اگر�

دارد�که�با�فرض�سؤال�در�تناقض�است.�برای�گزینه�های�دیگر�می�توان�مثال�نقض�ارائه�کرد:

�
x

xx
f x f x

xx
Á¾¹Äq¬ oŸ‚#nj 

| |
: ( ) , lim | )|( ()

→

>= = = − < 0

1 0
11 10 �

�
x

x
f x f x

x
Á¾¹Äq¬ oŸ‚#nj ( ) : ( ) , lim[ ( )]

→

 >
= =
 <


0

3 0
2
4 0
3

2 1�

�
x

f x x xf xÁ¾¹Äq¬ oŸ‚#nj : ( ) [ ] , lim )( ) (
→

= =
0

4 0 �

با�توجه�به�نامساوی�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    18  3

�
x xx x

f x x x x x f x x x
f x f xx x x x

Â¬jozÎ Á¾Ã…¤
| ( ) | sin sin ( ) sin

lim( ( ) ) lim ( )lim(sin ) lim( sin ) → →→ →

− ≤ − ⇒ − ≤ − ≤ − → − = ⇒ = − = − =


0 00 0

2 1 2 1
2 1 0 2 10 �

�
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
→ →

⇒ = ⇒ − =
0 1

1 11
2 2

�

،�پس�داریم:  ‌هنیز    19 f x
x

( ) sin= 1 راه حل اول: واضح�است�که�  3

� f x f x
x x

( ) ( ) sin sin= ×1 1 �

�تابعی�کران�دار�است،�پس:
x

sin 1 �برابر�صفر�است�و�
x

xlim sin
→ 0

با�توجه�به�این�که�

�
x

x
x

lim sin sin
→

=
0

1 0 �

راه حل دوم:�با�استفاده�از�قضیه�ی�فشردگی�ثابت�می�کنیم�حد�راست�تابع�خواسته�شده�برابر�صفر�است،�حد�چپ�نیز�به�طور�مشابه�برابر�صفر�به�دست�می�آید.

�
x

x
x x

x x x
x x x
x x x

Â¬jozÎ Á¾Ã…¤

sinsin sin sin sin sin
lim sin sin

lim sin lim( sin )

>

→
→ →

− ≤ ≤ →− ≤ ≤ → = = − =


0

0
0 0

1 11 1 1 0
0
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�کران�دار�هس��تند�ولی�حد�ندارند،�پس�اگر�عاملی�که�در�آن�ها�ضرب�می�ش��ود،�حدی�برابر�  ‌هنیز    20 x[ ] �و�
x

sin
+
1
1
،�توابع� x در�اطراف�1−=  2

صفر�داشته�باشد،�حد�تابع�مورد�نظر�نیز�برابر�صفر�است،�در�غیر�این�صورت�حد�ندارد.�پس�با�توجه�به�این�که:�
�

x x
x x xlim ( ) , lim ( )

→− → −
+ + = − =3 2

1 1
2 0 1 0�

�حد�ندارند،�زیرا: x �دارای�حد�هستند�ولی�توابع�گزینه�های�»ب«�و�»د«�در�1−= x پس�توابع�»الف«�و�»ج«�در�1−=
�

x x
x x xlim ( ) , lim ( )

→− → −
+ + ≠ − ≠2 2

1 1
2 0 1 0 �

  پاسخ تشریحی آزمون 43  

�را�از�صورت�و�مخرج�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    1 x( )−1 راه حل اول: عامل�صفرکننده�ی�  2

�
x x x

x x xx x x x
x x x x x x x

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− + −− + + − −= = =
+ − − + + + +

23 2

3 2 21 1 1

1 34 3 3 1
92 3 5 1 2 2 5 2 2 5

�

راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:

� HOP
x x

x x x
x x x

lim lim
→ →

− + − −→ =
+ − +

3 2

3 21 1
4 3 3 4 1

92 3 5 6 3
�

راه حل اول: با�ضرب�کردن�صورت�و�مخرج�در�مزدوج،�عامل�صفرکننده�را�حذف�می�کنیم:  ‌هنیز    2  2

�
x x x

x xx x x
x xx x x

( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( )→ → →

+ − + −− − − += × = × =− =−
− − − +− − + +1 1 1

2 5 2 51 1 1 2 2 2
4 5 1 1 12 5 1 1

�

راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:

� HOP
x x

x x
x

x

lim lim
→ →

−−
− → = =−

−− − −
−

1 1

1 1
1 2 2 2

1 12 5
42 5

�

�رخ�دهد،�یعنی�حد�صورت�  ‌هنیز    3 0
0
راه حل اول: با�توجه�به�صفر�بودن�حد�مخرج�کس��ر،�برای�آن�که�حد�مورد�نظر�موجود�باش��د،�باید�حالت�  3

کسر�نیز�برابر�صفر�است:

�
x

ax bx a b b a Ilim ( )
→

+ + = ⇒ + + = ⇒ =− −2
2

33 0 4 2 3 0 2
2

�

�است�داریم: x( )−2 ضمناً�با�توجه�به�این�که�صورت�کسر�دارای�عامل�

� I

x x

x ax
ax bx a a b

x x
( )

( )( )
lim lim
→ →

− −
+ + = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = → =− − =−
− −

2

2 2

32
3 3 11 3 1124 4 2 4 7

2 2 2 4 2 2
�

راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:

� HOP
x x

a b
ax bx ax b a a b

I b ax
lim lim

( )→ →

+ =
+ + += → = ⇒ ⇒ − = ⇒ = ⇒ =−

=− −− 

2

2 2

4 4
3 2 3 114 4 2 4 73 22 1 2 4

2
�

�و�منفی�  ‌هنیز    4 x �در�اطراف�2= x−1 �قابل�تجزیه�است.�با�توجه�به�منفی�بودن� x x( )( )− −2 1 راه حل اول: عبارت�داخل�قدرمطلق�به�صورت�  1
�در�سمت�چپ�2،�داخل�قدرمطلق�مثبت�است�و�داریم: x−2 بودن�

�
x xx

x x x x x
x x xx x

| | ( )( )
lim lim lim

( )( )− → →→

− + − − − − −= = = =
− − − −− +

2

2 2 22

3 2 2 1 1 1 1
2 3 3 15 6

�

راه حل دوم:�بعد�از�تعیین�علامت�داخل�قدرمطلق�به�روش�بالا،�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:

� HOP
xx

x x x
xx x

lim lim
− →→

− + − − + −→ = =
− −− +

2

2 22

3 2 2 3 1 1
2 5 15 6

�
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راه حل اول: عبارت�را�در�چاق�صورت�و�در�مزدوج�مخرج�ضرب�و�تقسیم�می�کنیم�تا�بتوان�عامل�صفرکننده�را�ساده�کرد:  ‌هنیز    5  4

�
x x

x x x
xx x x

lim lim
( )→ →

+ − + − − + += × = = =
− − + +− − + + + +

3

33 21 1
3 5 2 3 5 8 3 2 1 1 1 2 1

3 2 1 4 4 4 12 63 2 1 3 5 2 3 5 4
�

راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�کمک�می�گیریم:

� HOP
x x

xx
x

x

( )
lim lim
→ →

++ − ×→ = =
− −

×−

3 23

1 1

3 3
3 3 53 5 2 13 4

3 3 63 2 1
2 12 3 2

�

با�توجه�به�صفر�بودن�حد�مخرج�کسر،�برای�آن�که�حد�موجود�باشد،�می�بایست�حد�صورت�نیز�برابر�صفر�باشد:  ‌هنیز    6  4
�

x
x ax a alim

→
+ + = + + = ⇒ =−2

2
2 4 8 2 4 0 6 �

حال�به�محاسبه�ی�حد�می�پردازیم:
راه حل اول:�صورت�کسر�را�تجزیه�کرده�و�در�مزدوج�مخرج�ضرب�می�کنیم:

�
x x x

x x x x xx x
xx

( )( )( ) ( )( ) ( )
lim lim lim
→ → →

− − + + − + + × +− + = = = =−
− − − −− +

2

2 2 2

2 2 1 3 4 1 2 1 3 4 1 1 3 32 6 4 3
9 4 1 4 23 4 1

�

راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:
� HOP

x x

x x x
x

x

lim lim
→ →

− + − −→ = =−
− −− +

×+

2

2 2
2 6 4 4 6 8 6 3

4 43 4 1
2 32 4 1

�

راه حل اول: از�روش�حذف�عامل�صفرکننده�با�ضرب�صورت�و�مخرج�کسر�در�مزدوج�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    7  1

�
x x x

x x x xx x x
x x x x x xx x

( ) ( )( )
lim lim lim

( )( )( )( )→ → →

− − − + +− − + + += × = = =
+− + − + − + − +− −22 2 2

1 1 2 21 1 2 2 2 2
3 1 1 32 1 1 2 1 1 12

�

راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:

� HOP
x x

x x
x x

x

lim lim
→ →

− − −→ = =
− + − −

+
2 2

1 1
1 1 22 1 2

1 1 32 1 1
42 2

�

�صورت�کسر�را�تجزیه�می�کنیم:  ‌هنیز    8 a b a b a ab b( ) ( )( )− = − + +3 3 2 2 با�توجه�به�اتحاد�چاق�و�لاغر�  3

�
x x x x x xx x x x x x

x x x xx x x

( )( )
lim lim lim( )
→ → →

− + × +− = = + × + =
− −

2 2
2 2

0 0 0

3 2 3 3 2 227 8 3 3 2 2 3
3 2 3 2

�

�داخل�قدرمطلق�مثبت�و�در�سمت�چپ�منفی�است،�پس�برای�حد�راست�داریم:  ‌هنیز    9 x راه حل اول: در�سمت�راست�1=  3

�
x x x x

x x x x x x x x
f x

x xx x x x

( ) ( )( ) ( )( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )+ + + +→ → → →

− − + − + + ×= = = = =
−− −

2 2

21 1 1 1

1 1 1 1 2 2 4
1 1

�

،�پس�تفاضل�این�دو�حد�برابر��8است.
x

f xlim ( )
−→

=−
1

4 به�همین�ترتیب�داریم�

راه حل دوم:

� HOP

x x x x x x

x x x xf x f x
x x x x

x x

lim ( ) lim ( ) lim lim lim lim
+ − + − + −→ → → → → →

− − −− = − → − = × = × =
− − − − −

2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 22 2 4 8
1 1 11 1 1

22 2

�

راه حل اول: با�استفاده�از�اتحادها،�عامل�صفرکننده�را�از�صورت�و�مخرج�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    10  1

�
x x x

x x x xx x x
x x x x x x

(cos sin )(cos sin )cos cos sinlim lim lim
cos sin cos sin cos sinπ π π→ → →

− +−= = =− − =−
+ + +

2 2

3 3 3
4 4 4

2 2 2 2
2 2

�

راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�کمک�می�گیریم:

� HOP

x x

x x
x x x x

sin ( )cos sinlim lim
cos sin sin cos sin cosπ π→ →

π− − × −−→ = = =−
+ − + π π− + − −

3 3
4 4

32 2 12 2 2 2 2
3 3 2 2
4 4 2 2

�
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راه حل اول: با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�داریم:  ‌هنیز    11  1

�
x x x

x x x
x x x

x x x x xx x

sin sin cos
tan cos coslim lim lim
cos (cos sin )(cos sin )cos sinπ π π→ → →

−
−−

− −= = = = =−
− +− ×

2 2
4 4 4

1
21

1 22 1
2 2 22

2

�

� HOP

x x

xx
x x

( tan )tanlim lim
cos sinπ π→ →

+− +→ = =−
− −

2

4 4

11 1 1 1
2 2 2 2

� راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:�

سراسری خارج از کشور - 91 �

راه حل اول: با�استفاده�از�اتحاد�مزدوج�و�چاق�و�لاغر�داریم:  ‌هنیز    12  4

�
x x x

x x xx x x
x x xx

( cos )( cos cos )cos cos coslim lim lim
( cos )( cos ) cossin→π → π → π

+ − ++ − + + += = = =
− + − +

23 2

2
1 11 1 1 1 1 3

1 1 1 1 1 2
�

� HOP
x x x

x xx x
x xx

cos ( sin )cos coslim lim lim
sin cossin→π → π → π

−+ −→ = =
23

2
31 3 3
2 2 2

� راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�کمک�می�گیریم:�

�  ‌هنیز    13
x x

x x
x x x x
coslim lim
sin→ →

− = =
×

2

0 0
1 2 2 2 � ،�پس:� xxcos−

241 2
2

 �و� x xsin  ،�می�دانیم� x→ 0 راه حل اول: وقتی�  4

راه حل دوم:�دوبار�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:

� HOP HOP
x x x

x x x
x x x x x x x x
cos sin coslim lim lim
sin sin cos cos sin→ → →

− → → = =
+ −0 0 0

1 2 2 2 4 2 4 2
2 2

�

سراسری خارج از کشور - 90 �

راه حل اول: با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�داریم:  ‌هنیز    14  2

�
x x x x

x xx x x
x x xx x

x x x x x

sin cossin cos sin ( )
sin tan sincos coslim lim lim lim

cos→ → → →

−−
− −= = =

×

2
3

3 3 3 30 0 0 0

12 2 2
2 2 2 �

�است.� −2 �است،�پس�حاصل�حد�برابر� x xsin  با�توجه�به�این�که�
تذکر:�اگر�از�ابتدا�از�هم�ارزی�استفاده�کنیم،�صورت�کسر�برابر�صفر�می�شود�و�نمی�توان�حد�را�رفع�ابهام�کرد.

راه حل دوم:�3بار�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:

� HOP HOP
x x x

x x x x xx x
xx x

cos ( tan ) sin tan ( tan )sin tanlim lim lim
→ → →

− + − − +− → →
2 2

3 20 0 0

2 2 21 4 2 4 12 2
63

�

� HOP
x

x x x xcos ( tan ) tan ( tan )
lim
→

− − + − + − − +→ = =−
2 2 2

0

8 2 4 1 12 1 8 4 0 2
6 6

�

�برقرار�است،�پس:  ‌هنیز    15 uucos −
2

1
2

 ،�هم�ارزی� u =0 راه حل اول: در�اطراف�  4

�
x x x

x x x
x x

x x x

( )
cos coslim lim lim

→ → →

− − −
− = = =

2 2 2

2 2 20 0 0

4 31 1
2 32 2 2

2
�

راه حل دوم:�2بار�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:

� HOP HOP
x x x

x x x x x x
xx

cos cos sin sin cos coslim lim lim
→ → →

− − + − + − +→ → = =
20 0 0

2 2 2 4 2 1 4 3
2 2 2 2

�

سراسری - 91 �

�پیوسته�باشد،�باید�حد�چپ�و�راست�تابع�در�این�نقطه�برابر��5باشد:  ‌هنیز    16 x =2 برای�آن�که�تابع��fدر�  3

�
x x

x x

f x ax b a b

a
f x x bx b b

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= ⇒ + = ⇒ + =
 ⇒ =

= ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =


2 2
2

2 2

5 5 2 5
2

5 1 5 4 2 1 5 1
�

سراسری خارج از کشور - 91 �
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�برابر�باشد�تا�تابع�پیوسته�شود،�پس:  ‌هنیز    17 x π= 3
4

باید�حد�چپ�و�راست�تابع�در�  4

�
x x x x

f x f x a x x a a alim ( ) lim ( ) lim sin lim cos( ) sin cos
− + − +

π π π π→ → → →

π π= ⇒ = + ⇒ = π⇒− =− ⇒ =
3 3 3 3
4 4 4 4

32 1 1
4 2

�

سراسری خارج از کشور - 90 �

حد�چپ�و�راست�تابع�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    18  1

�
x x

x x xx x
x x

( )( )
lim lim

+ +→ →

− − −− + = = − − =
− −

23 2

2 2

2 23 4 4 2 2 0
2 2

�

�
x

x b blim ( )
−→

+ = +
2

2 4 �

b b+ = ⇒ =−4 0 4 ،�اعداد�به�دست�آمده�باید�برابر�باشند:� x =2 برای�پیوسته�بودن�تابع�در�
سراسری خارج از کشور - 89 �

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    19 x =2 حد�چپ�و�راست�تابع،�در�  4
�

x x
f x x xlim ( ) lim [ ]

− −→ →
= − = − =

2 2
3 6 1 5 �

�
x x

f x xlim ( ) lim
+ +→ →

= + =
2 2

2 4 �

�پیوسته�باشد. x =2 �نمی�تواند�در� f a( )=2 �حد�ندارد�و�به�ازای�هیچ�مقداری�برای� x =2 �برابر�نیست،�پس�تابع�در� x =2 حد�چپ�و�راست�این�تابع�در�
سراسری - 92 �

�پیوسته�باشد،�پس:  ‌هنیز    20 x π=
2
تابع�باید�در�  1

� x x

x x

xx a a a
x x

sin( ) sin sin( )sinlim lim−π =−

π π→ →

− −π
= → = ⇒− =

−π −π
2 2

2 2

22 1
2 2

�

� HOP

x x

x x
x

sin coslim lim
π π→ →

−→ = =−
−π

2 2

2 2 2 2 1
2 2 2

� توجز:�حاصل�حد�را�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�نیز�می�توان�محاسبه�کرد:�

سراسری خارج از کشور - 92 �

  پاسخ تشریحی آزمون 44  

راه حل اول: صورت�کسر�را�با�استفاده�از�اتحاد�چاق�و�لاغر�تجزیه�می�کنیم:  ‌هنیز    1  3

�
x x x

x x x x
x x

x x

( ) (( ) )(( ) ( ) )
lim lim lim(( ) ( ) )

( ) ( )→ → →

− − − − − + − +
= = − + − + =

− − − −

6 2 4 2
4 2

2 20 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
1 1 1 1

�

� HOP
x x x

x x
x

xx

( ) ( )
lim lim lim ( ) ( )

( )( )→ → →

− − −
→ = − = − =

−− −

6 5
4 4

20 0 0

1 1 6 1 3 1 3 1 3
2 11 1

� راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:�

� x x x x( ) , ( )− − − − − −2 61 1 2 1 1 6  � �با�کم�ترین�توان�خود�هم�ارز�است،�پس:� x→0راه حل سوم:�هرچند�جمله�ای�وقتی�

�
x x

x x
xx

( )
lim lim

( )→ →

− − −= =
−− −

6

20 0

1 1 6 3
21 1

�

با�ضرب�کردن�پرانتزها�در�هم،�صورت�و�مخرج�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    2  2

�
x x x

x x x x x x x x
x x x x x x x x

( )( )( )
lim lim lim

( )( )( )→ → →

+ + + − + + + − + + − −= = = =
− − − − − + − − − + −

2 3 2

2 3 20 0 0

1 1 2 1 3 1 1 6 11 6 1 6 11 6 6 2
1 2 1 3 1 4 1 9 31 9 26 24 1 9 26 24

�

تذکر:�هما�ن�طور�که�ملاحظه�کردید،�فقط�جمله�ی�درجه�یک�در�تعیین�مقدار�حد،�مؤثرّ�بود�و�لازم�نبود�ضریب�جملات�درجه��2و��3را�به�دس��ت�آوریم،�زیرا�با�
�با�کم�ترین�توان�خود�هم�ارز�است. x =0 صفر�گذاشتن��xآن�ها�حذف�می�شوند.�این�نکته�به�قاعده�ی�کم�توان�معروف�است�که�هرچند�جمله�ای�در�نزدیکی�
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�یعنی�کم�ترین�درجه�ی�صورت،�  ‌هنیز    3 k راه حل اول: حد�صورت�کس��ر�برابر�صفر�اس��ت،�پس�حد�مخرج�نیز�باید�برابر�صفر�باش��د،�پس�0≠  4
�است.�با�ساده�کردن�یک�عامل��xاز�صورت�و�مخرج�داریم: kx4 عبارت�درجه�اول�

�
k kx x

x x kx x x k
ax ax

lim lim
−→ →

+ + + +=
3 2 2

10 0
2 4 2 4 �

.�در�این�حالت�داریم: k با�توجه�به�این�که�حد�صورت�کسر�در�این�حالت�صفر�نیست،�حد�مخرج�کسر�نیز�نباید�برابر�صفر�باشد.�پس�1=

� k
kx x

x x kx a a k
aax

lim lim=
→ →

+ + = → = ⇒ = ⇒ + =
3 2 1

0 0
2 4 42 2 2 3 �

�هم�ارز�کم�ترین�توان�خود�است،�پس: x =0 راه حل دوم:�هرچند�جمله�ای�در�اطراف�

�
k k kx x x

k k
x x kx kx k ak

ax ax ax a

lim lim lim
−→ → →

− = ⇒ =
+ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ ⇒ =

=

3 2

10 0 0

1 0 1
2 4 4 42 2 2 24 2

�

راه حل سوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:

� HOP
k kx x

k k
x x kx x x k

aax akx a

lim lim
−→ →

− = ⇒ =
+ + + += → = ⇒

= ⇒ =

3 2 2

10 0

1 0 1
2 4 3 4 42 2 4 2 2

�

مخرج�کسر�را�با�استفاده�از�اتحاد�چاق�و�لاغر�و�مزدوج�تجزیه�می�کنیم:  ‌هنیز    4  3

�
x x x

x x x x x x
x xx x x x x x

( )( ) ( )( ) ( )( )
lim lim lim

( )( )( ) ( )( )( )( )→ → →

− − − − − −
= = = =

− − ×− − + − + +

3 3 3

2 33 31 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 61 1 1 1 1

�

راه حل اول: با�ضرب�صورت�و�مخرج�کسر�در�مزدوج�صورت�داریم:  ‌هنیز    5  3

�
x x x

x a x ax a x a x
x x x a x a x x a x a a a a a

( ) ( )
lim lim lim

( ) ( )→ → →

+ − ++ − + = = = = =
+ + + + + + +0 0 0

4 2 42 2 4 2 2 2 1
2 2 4 2 2 4 2 4 4 2

�

� a a
a
= ⇒ = ⇒ =1 1 12

4 162
� از�آن�جایی�که�این�حد�برابر��2است،�پس:�

راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:

� HOP
x x

x a x a x a x a
x x a a a a

lim lim
→ →

−
+ − + −+ +→ = − = =

0 0

1 22
2 2 4 1 1 2 1 12 2 2 4

4 2 2
�

. a = 1
16

،�پس�
a
=1 2

2
چون�

�و�داریم:  ‌هنیز    6 t→2 ،�آن�گاه� x→ 3 ،�وقتی� x t+ =1 با�تغییر�متغیر�  3

�
x t t t

t tx x t t t t
tx t t t t t t

( )( )
lim lim lim lim

( )( ) ( )( )→ → → →

− ++ + + − − + − − + − −= = = = =
− ++ − − + − + − + − +

2 2

2 23 2 2 2

2 31 1 2 2 2 2 2 4 5 5
2 2 2 41 2 2 2 2 2 2 2

�

�داریم:  ‌هنیز    7 x t=6 راه حل اول: با�تغییر�متغیر�  2
� x x t t x t, ,→ = ⇒ → =6 664 2 �

�
x t t t

t tx x t t t
x x t t t t t t t t t

( )
lim lim lim lim

( )( )( ) ( )→ → → →

−− −= = = = =
+ +− − − + + + +

23 3 2 2

6 3 3 2 3 264 2 2 2

22 2 4 1
8 4 4 4 248 8 2 2 4 2 4

�

راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�کمک�می�گیریم:

� HOP
x x

xx x x
x x

x

lim lim
→ →

−− −
− × ×→ = = = =

−− − −
×

33 2

64 64

1 2 1 2 3 2 1
22 12 8 3 163 48 48

8 8 16 8 1 248 1 1
2 8 16 22

�

،�پس:  ‌هنیز    8 t→ 3 ،�آن�گاه� x→1استفاده�کنیم،�وقتی�� x t=3 اگر�از�تغییر�متغیر�  1

�
x xx x

x x x xx x t t

t tt t
t tt t

( ) ( )( )
lim lim lim lim

( )( )( )

+

→ → → →

− × + − −− + − + − −= = = = =
− + +− − − − − −

22 2

2 21 1 3 3

3 9 3 18 3 69 3 18 9 18 3 6 3
3 2 3 2 59 3 6 3 3 6 6

�
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،�پس:  ‌هنیز    9 x[ ]− =−3 �و� x[ ]=2 با�توجه�به�این�که��xدر�سمت�چپ�عدد��3قرار�دارد،�پس�  1

�
x x x

x x x x
x x x x

[ ] ( ) | | ( )
lim lim lim

[ ] ( )− − −→ → →

− − − −
= = =

− + − + − −

2

3 3 3

3 2 3 2 3 2
9 3 9 3 3 3

�

�را�با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    10 f x( ) ابتدا�تابع�  4

� xx xf x
x x x x

x x

|cos |cos cos( )
tan sin cos sin

cos cos

+ + −= = =
− −−

2 2 21 4 1 2 2 1
1 1

�

�مقداری�مثبت�است،�داریم: xcos 2 �، x π=
4
با�توجه�به�این�که�در�سمت�راست�

x x x x

x x xxf x x x x
x x x x

x

(cos sin ) coscoslim ( ) lim lim lim (cos sin ) cos ( )
cos sin cos sin

cos

+ + + +
π π π π→ → → →

−
= = = + = + =

− −

2 2

4 4 4 4

22 2 2 2 22 2 2
2 2 2

�
x x

xf x
x x

x

coslim ( ) lim
cos sin

cos

− −
π π→ →

−= =−
−

4 4

2 2 2 � �مقداری�منفی�است،�به�روش�مشابه�داریم:� xcos 2 �، x π=
4
ضمناً��با�توجه�به�این�که�در�سمت�چپ�

. ( )− − =2 2 2 2 بنابراین�اختلاف�حد�چپ�و�راست�برابر�است�با�

؛  ‌هنیز    11 t→ 0 ،�حد�را�به�گونه�ای�می�نویسیم�که� t x= −π راه حل اول: با�تغییر�متغیر�  1

�
x t t

tx t t t
x t t t t

cos( )cos cos cos coslim lim lim
( ) ( ) cos cos→π → →

+π ++ − + += = ×
−π +π−π + +

333 3 3 2

2 2 2 330 0 2

11 1 1
1 t t

t
t

tt t t

coslim lim
( cos cos )→ →

−= = =
×+ +

2

3 230 02 2
1 12

631
�

�استفاده�شده�است.� ttcos−
2

1
3

 در�محاسبه�ی�حد�در�مرحله�ی�آخر�از�هم�ارزی�

راه حل دوم:�حد�را�در�چاق�صورت�ضرب�و�تقسیم�می�کنیم،�سپس�دوبار�از�قضیه�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:

� HOP HOP
x x x x

x x x x x x
xx xx x

cos cos cos cos sin coslim lim lim lim
( )( ) ( )cos cos→π → π → π → π

+ + + + − −× = → → =
−π−π −π+ +

33 32

2 3 232
1 1 1 1

6 6 631
�

راه حل اول: با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�داریم:  ‌هنیز    12  3

�
x x x x

x x x x
x x xx x x x

( sin ) sin sin coslim lim lim lim
cos sin ( sin )( cos )( sin ) cos ( sin )π π π π→ → → →

− + −× = = = =
+ + ++ − + +

2 2

2 2
2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 2 1 21 41 2 1 1 2 1

�

راه حل دوم:�دوبار�از�قضیه�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:

� HOP HOP

x x x

x x x
x x x

sin cos sinlim lim lim
cos sin cos ( )π π π→ → →

− −→ → = =
+ − − − −

2 2 2

1 1 1
1 2 2 2 4 2 4 1 4

�

�داریم:  ‌هنیز    13 x x xcot tan cot− =2 2 با�ضرب�کردن�کسر�در�مزدوج�صورت�و�استفاده�از�اتحاد�مثلثاتی�  2

�
x x x

x x x x
x x xx x x x

tan cot tan cotlim lim lim
cot tan cot(cot tan )( tan cot )π π π→ → →

− − − −= = = =−
+− +4 4 4

2 2 1
2 1 2

2

�

با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�داریم:  ‌هنیز    14  2

�
x x x

x x x x x x

x x x x x x x

cos sin cos sin cos sinlim lim lim
cos( ) (cos sin ) ( cos sin )( cos sin )

π π π→ → →

− − −= =
π+ − − +4 4 4

2 2
4 2 2

�

�
−−×= = = = = =

+

1 1 3 14 12 4 4 4

4

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 22 2 2

2 2 2

�

. a −= 1
4

�است،�پس� a2 بنابراین�با�توجه�به�این�که�حد�برابر�
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�و�در�  ‌هنیز    15 x xsin> �در�س��مت�راست�صفر� y x= �و� y xsin= با�توجه�به�نمودار�  3
،�پس�در�هر�دو�طرف�داریم: x xsin< سمت�چپ�صفر�

�
x

x x
x xx x

x x x x
x x

sin sin[ ]
sinlim[ ] [ ]

sin[ ]
sin sin

→

 < ⇒ =
⇒ − =−

 > ⇒ =


0

1 0
1

1 1
�

ضابطه�ی�تابع��fبه�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    16  4

�
x x

f x x x
x x

( )

 − >


= − ≤ ≤
 − <−

1 1
2 1 1

1 1
�

�داریم: در�اطراف�نقطه�ی��1و�1−

� x x

xx

f x x

x
f x x

SwH#¾Tw¼ÃQIº#»#jnHkº#ke #nj#”MIU  

lim ( ) lim

lim ( ) lim

+ +

−

→ →

→→

= − =


⇒ = = =


1 1

11

1 0
12 2 �

�
x x

x x

f x x

f x x x

f

SwH#¾Tw¼ÃQ# nj#”M  U I

lim ( ) lim

lim ( ) lim

( )

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

 = =−

 = − =− ⇒ =−

 − =−

1 1

1 1

2 2

1 2 1

1 2

�

�داریم:  ‌هنیز    17 x =2 ،�یک�تابع�چندجمله�ای�و�پیوسته�است.�برای�نقطه�ی� x =2 تابع�در�هر�نقطه�ای�غیر�از�  1

� x x
f x x ax a a

f a

lim ( ) lim

( )

+ +→ →
= + − = + − = −

= −

2
2 2

5 4 2 5 2 1

2 2 1
�

�
x x

f x ax alim ( ) lim
− −→ →

= − = −
2 2

1 2 1 �

�و�درنتیجه�در�کل�اعداد�حقیقی�به�ازای�هر�مقدار��aپیوسته�است. x =2 سه�مقدار�به�دست�آمده�به�ازای�همه�ی�مقادیر�a،�مساوی�هستند.�پس�تابع�در�
سراسری - 91 �

�یعنی�برابر��2باشد:  ‌هنیز    18 f( )π
2

�برابر� x π=
2
�پیوسته�باشد،�می�بایست�حد�چپ�و�راست�تابع�در� x π=

2
برای�آن�که�تابع�در�  4

�

x x

x x

f x a x a a

a a
f a b

b b
f x b x b b

lim ( ) lim ( sin ) sin

( ) ( )

lim ( ) lim cos cos

− −

+ +

π π→ →

π π→ →

π = + = + = −

 − = =   π = ⇒ ⇒ ⇒ − = − − =  − = =−   

= = π=−



2 2

2 2

33 1
2

1 2 3
2 3 2 52 22

2

�

سراسری - 89 �

�برابر�است�با:  ‌هنیز    19 x حد�چپ�و�راست�تابع�در�1=  4

�
x x x

x x x x x x
x x x

| | |( )( )| ( )( )
lim lim lim

+ + +→ → →

+ − − + − +
= = =

− − −

2

1 1 1

2 1 2 1 2 3
1 1 1

�

�
x x x

x x x x x x
x x x

| | |( )( )| ( )( )
lim lim lim

− − −→ → →

+ − − + − − +
= = =−

− − −

2

1 1 1

2 1 2 1 2 3
1 1 1

�

سراسری - 90 �پیوسته�نیست.� �و�درنتیجه�بر� x �حد�ندارد،�پس�تابع�به�ازای�هیچ�مقدار��aدر�1= x دو�مقدار�به�دست�آمده�با�هم�برابر�نیستند،�پس�تابع�در�1=
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،�داریم:  ‌هنیز    20 xsin≤ π ≤20 4 4 �برابر�عددی�صحیح�نیست�پیوسته�است،�با�توجه�به�این�که� xsin π24 تابع��fدر�تمامی�نقاطی�که�عبارت�  4

�
x

I x x x( ) sin sin
≤ ≤

π = ⇒ π = → =
10

2 24 0 0 0 �

�
x x

f x fx f xSwH#¾Tw¼ÃQ# nj #”MIUsin ] (lim ( [ )) lim
+→ →

= π = = ⇒ =
0 0

24 0 0 0 �

�
x

II x x x x x( ) sin sin sin
≤ ≤ ππ = ⇒ π = ⇒ π = →π = ⇒ =

10
2 2 21 1 14 1

4 2 6 6
�

�
x

x

f

x

x

x

SwH#¾Tw¼ÃQIº# nj# ”MIU

lim [ sin ] [ ]

lim [ sin ] [ ]

+

−

+
+

→

−
−

→


π = × = =


 ⇒ =
 π = × = =



2

1
6

2

1
6

14 4 1 1
4

6
1

14 4 1 0
4

�

�
x

III x x x x x( ) sin sin sin
≤ ≤ ππ = ⇒ π = ⇒ π = →π = ⇒ =

10
2 2 21 2 14 2

2 2 4 4
�

�
x

x

x

x

fxSwH#¾Tw¼ÃQIº# nj# ”MIU

lim [ sin ] [ ] [ ]

lim [ sin ] [ ] [ ]

+

−

+
+

→

−
−

→


π = × = =


 ⇒ =
 π = × = =



2

1
4

2

1
4

14 4 2 2
2

4
1

14 4 2 1
2

�

�
x

IV x x x x x( ) sin sin sin
≤ ≤ ππ = ⇒ π = ⇒ π = →π = ⇒ =

10
2 2 23 3 14 3

4 2 3 3
�

�
x

x

x

x

fxSwH#¾Tw¼ÃQIº# nj# ”MIU

lim [ sin ] [ ] [ ]

lim [ sin ] [ ] [ ]

+

−

+
+

→

−
−

→


π = × = =


 ⇒ =
 π = × = =



2

1
3

2

1
3

34 4 3 3
4

3
1

34 4 3 2
4

�

��
x

V x x x( ) sin sin
≤ ≤

π = ⇒ π = → =
10

2 2 14 4 1
2
�

� x x
f x

x f
f

SwH#¾Tw¼ÃQIº# nj# ”MIU

lim ( ) lim [ sin ]

( )

−→ →

π = = ⇒ =
 =

2
0 0

4 3
2 1

21 4
2

�

�ناپیوسته�است. » , ,
1 1 1 1
6 3 4 2

بنابراین�تابع��fدر�نقاط�

،�فقط�حد�چپ�تابع�را�با�مقدار�تابع�مقایسه�می�کنیم. 1
2
�برای�نقطه�ی�صفر،�فقط�حد�راست�و�برای�نقطه�ی� [ , ]10

2
توجز:�با�توجه�به�دامنه�ی�تابع�

سراسری خارج از کشور - 89 �

  پاسخ تشریحی آزمون 45  

با�مخرج�مشترک�گرفتن�حاصل�حد�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    1  2

x x x

x
x x x x x xx

( )
lim ( ) lim ( ) lim

( )( ) ( ) ( )( )→− → − → −

+ −
+ = + =

+ − + + − +−22 2 2

4 21 1 1 1
4 8 2 2 4 2 4 2 24 x x

x
x x x

lim lim
( )( ) ( )→− → −

+= = =
− + − −2 2

2 1 1
4 2 2 4 2 16
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�و�داریم:  ‌هنیز    2 x[ ،�پس�1=[ x<2 �یعنی� x −→2 وقتی�  2

�
x x x x x

xx x x x x
x x x x x x x x xx x

[ ]
lim lim ( ) lim lim lim

( ) ( ) ( )− − − − −→ → → → →

+ + + − − + − −+ = + = = = =
− − − − −−22 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 1 1
2 2 2 2 2 22

�
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راه حل اول: با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�داریم:  ‌هنیز    3  2

�
x x x xx x x x x x xx x
lim( ) lim( ) lim( ) lim ( )

cos cos cos ( cos )( cos ) cos cossin cos→ → → →
− = − = − = −

− − − − + − +−2 20 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1 11
�

�
x x x

x x x
x x x x x

cos cos coslim ( ) lim lim
cos cos ( cos )( cos ) sin +→ → →

+ −= = = = =+∞
− + − + 20 0 0

1 1 1 1
1 1 1 1 0

�

راه حل دوم:

�
x x x x

x x x
x x x x x x x

cos cos coslim( ) lim( ) lim( ) lim
cos sin cos sin sin sin sin +→ → → →

+ +− = − = − = = =+∞
− −2 2 2 2 2 20 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
1 1 0

�

،�آن�گاه��xدر�ربع�چهارم�دایره�ی�مثلثاتی�قرار�دارد�و�سینوس�زاویه�ای�در�ربع�چهارم�حتماً�منفی�است،�پس:  ‌هنیز    4 x −→ π2 وقتی�  1

�
x x

x
x x

x x
[sin ]

sin [sin ] lim lim
tan tan− −

−
−→ π → π

− − − −→ ⇒ =− ⇒ = = =+∞
2 2

1 1 1 20 1
0

�

�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    5 xx = ×2
2
راه حل اول: با�توجه�به�این�که�  4

�
x x x x x x x x

x
x x x x x x x

cos sin (cos sin )(cos sin ) cos sin
cos
sin sin cos (cos sin ) cos sin

− − + +
= = =

− − − −

2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2
2 2 2 2 2 2

�

،�کسینوس�کم�تر�از�سینوس�است�پس: π
4
�برابر�صفر�است�و�این�که�در�سمت�راست� x π=

2
با�توجه�به�این�که�حد�مخرج�کسر�در�

�
x

x x

x x

cos sin
lim

cos sin
+ −

π→

+ +
= =−∞

−
2

2 2
2 2 2 2

0
2 2

�

� HOP

x x

x x
x x

cos sinlim lim
sin cos+ + −

π π→ →

− −→ = =−∞
− − −

2 2

1
1 0

� راه حل دوم:�از�قاعده�ی�هوپیتال�برای�محاسبه�ی�حد�کمک�می�گیریم:�

سراسری - 89 �

�و�داریم:  ‌هنیز    6 x[sin �پس�0=[ x(sin )<1 �عددی�نزدیک�به�یک�ولی�کم�تر�از�یک�است� xsin ،�مقدار� x π=
2
با�توجه�به�این�که�در�اطراف�  1

�
x x x

x
x x

[sin ]
lim lim lim

cos cosπ π π→ → →
= = =

2 2 2

0 0 0 �

توجه�کنید،�صورت�کسر�دقیقاً�برابر�صفر�است،�پس�مخرج�کسر�هرچه�باشد،�تابع�برابر�صفر�است.

�باشد،�می�بایست�مخرج�کسر�از�طرف�چپ�  ‌هنیز    7 −∞ �برابر� x =3 �است،�برای�آن�که�حد�تابع�در� �برابر�1− x→3 حد�صورت�کسر�وقتی�  3
�تغییر�علامت�ندهد،�پس: x =3 �ریشه�ی�مضاعف�مخرج�است،�تا�مخرج�کسر�در� x =3 و�راست،�با�مقادیر�مثبت�به�صفر�میل�کند.�یعنی�

� x ax b x x ax b x x a b a b( ) ,+ + = − ⇒ + + = − + ⇒ =− = ⇒ + =2 2 2 22 2 3 2 2 12 18 12 18 6 �

�به�س��مت�صفر�میل�می�کند،�زیرا�  ‌هنیز    8 x
x

cos ،�عبارت� x→∞ از�صورت�و�مخرج�کس��ر��xرا�فاکتور�می�گیریم،�مش��خص�اس��ت�که�وقتی�  1
�کران�دار�است: xcos

�
x x x

x xx
x x x x

x x x xx
x x

cos cos( )
coslim lim lim
cos cos cos( )→+∞ → +∞ → +∞

+ +
+ = = = =
+ + +

2 2
2 2 2

2 11 2 1 2
�
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مخرج�کس��ر�از�درجه�ی�دوم�اس��ت،�برای�آن�که�حد�تابع��fدر�بی�نهایت�برابر�عددی�غیرصفر�باش��د،�صورت�کسر�نیز�باید�از�درجه�ی��2  ‌هنیز    9  4
�و�داریم: n =2 باشد،�پس�

�
x x x

ax x ax af x a
x x x

lim ( ) lim lim
→∞ →∞ →∞

− += ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+

2 2

2 2
2 3 1 2 2 2 2
3 3 3 3 33 3

�

� x xf x f
x x

( ) ( )− + + +⇒ = ⇒ − = = =
−+

2

2
2 3 1 2 3 1 61 3

3 1 23
�

سراسری خارج از کشور - 91 �

برای�آن�که�حد�تابع�در�بی�نهایت�برابر�صفر�شود،�باید�درجه�ی�مخرج�بیش�از�صورت�باشد.�مخرج�از�درجه�ی�اول�است،�پس�باید�ضریب�  ‌هنیز    10  3
جملات�درجه��2و��3در�صورت�برابر�صفر�باشد:

�
a a

b a b
a b a b
− = ⇒ = ⇒ = ⇒ + = − = ⇒ =

1 0 1
2 32 0 2 �

با�استفاده�از�هم�ارزی�پرتوان�داریم:  ‌هنیز    11  4
�

x x

ax ax a a
xx x

lim lim
→+∞ → +∞

+ = =− = ⇒ =−
−− + +

9 3 3
1 1

�

�برابر�است�با: x→3 بنابراین�حد�تابع�وقتی�

�
x x x

x x x x x xx
x x x x x x

( )( ) ( )( )
lim lim lim

( ) ( )→ → →

− − − − + − − − − +− + = =
− + + − − + −2 23 3 3

3 3 1 1 3 3 1 13 9
1 1 1 1 3 x

x x
x

( ) ( )
lim
→

− − − + − − −
= = =

3

3 1 1 3 2 2 4
3

�

سراسری - 92 �

مخرج�کس��ر�عبارتی�از�درجه�ی��3می�باش��د،�پس�برای�آن�که�حاصل�حد�در�بی�نهایت�برابر�عددی�غیرصفر�باشد،�باید�صورت�کسر�نیز�از�  ‌هنیز    12  4

�و�داریم: n =3 �است�و�برابر��2نیست،�پس�حتماً� −1
2
�یا� −2

4
.�اگر��nکم�تر�از��3باشد،�حاصل�حد�با�استفاده�از�هم�ارزی�پرتوان�برابر� n≤3 درجه�ی��3باشد،�پس�

� n
x x

a xax x x a a a a n
x x x

( )
lim lim =
→ +∞ → +∞

−− + − −= ⇒ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = → + =
+ −

33 3 3
3 2 3

22 1 22 2 2 2 8 10 13
44 1 4

�

�یعنی�تابع��fصعودی�اس��ت،�  ‌هنیز    13 ad bc− = − >2 1 0 �حدی�برابر�یک�دارد�و�با�توجه�به�این�که� +∞ �در� xf x
x

( ) +=
+
1
2
راه ح��ل اول: تاب��ع�  4

�
x

x
x

lim [ ] [ ]−
→ +∞

+ = =
+
1 1 0
2

� پس�تابع��fبا�مقادیر�کم�تر�از�یک�در�بی�نهایت�به�سمت�یک�میل�می�کند،�پس:�

x x x

x x
x x x

lim [ ] lim [ ] lim [ ]
→+∞ → +∞ → +∞

+ + −= = −
+ + +
1 2 1 11
2 2 2

راه حل دوم:�

�در�بی�نهایت�با�مقادیر�مثبت�به�صفر�میل��می�کند،�پس:
x+
1
2
با�توجه�به�این�که�عبارت�

�
xx x x x
lim [ ] [ ]+ − − −
→ +∞

→ ⇒− → ⇒ − → ⇒ − = =
+ + + +
1 1 1 10 0 1 1 1 1 0
2 2 2 2

�

)�می�گذرد،�پس:  ‌هنیز    14 , )2 1 تابع�از�نقطه�ی�  2
� af a a( ) + += ⇒ = ⇒ + = ⇒ =−

−
2 1 252 1 1 2 6 4 1

6 2
�

�
x x x x

x xx x xf x
x x x

| |
lim ( ) lim lim lim
→+∞ → +∞ → +∞ → +∞

− + +− + + + += = = =
− − −

2 1 21 4 9 1 1
3 2 3 2 3 2 3

�

سراسری - 91 �

�داریم:  ‌هنیز    15 bax bx a x
a

| |+ +2
2

 در�بی�نهایت�با�استفاده�از�هم�ارزی�  1

�
x x x x

x x x x x
x x x

x x x x x x x x

| |
lim lim lim lim

| |→−∞ → −∞ → −∞ → −∞

+ + − − −
+ + = = = =
− − − − + − −

2

2

3 3 32 2
2 3 12 2 2

3 3 3 43 3 3 3 4
2 2 2

�
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�در�بی�نهایت�داریم:  ‌هنیز    16 x x x| |+ +2 6 3 با�استفاده�از�هم�ارزی�  3

�
x x x x

x x x x xf x
ax ax ax a
| | ( )

lim ( ) lim lim lim
→−∞ → −∞ → −∞ → −∞

− + + +
= = = =

− −
2 3 2 3 3 3

2 2
�

،�پس: a برای�آن�که�این�حد�برابر��3باشد،�باید�داشته�باشیم�1=

�
x x x x

x x x x x x x x xf x
x x x x x x x x x x x

lim ( ) lim lim lim
( )( )→ → → →

− + + + −= × = = = =
− ++ + − + + + +

2 2 2

2 2 22 2 2 2
2 6 2 6 3 6 3 6 3

2 4 4 42 6 2 2 6 2 6
�
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دو�حد�خواسته�شده�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    17  2

�
x x

x

xx x xx x
f x

( )
lim ( ) lim lim

( )→+∞ → +∞ → +∞

+
+= = =
−−

12
2 02 1

1 2 02
2

�

�
x x x

x x xx x x
f x

( ) ( )
lim ( ) lim lim

( ) ( )→−∞ → −∞ → −∞

+ +
= = =−

− −

1 12 0
2 2 1
1 12 0
2 2

�

( )− − =1 1 2 بنابراین�مقدار�خواسته�شده�برابر�است�با:�

�میل�می�کند،�پس:  ‌هنیز    18 +∞ �تابع�به�سمت� x =2 با�توجه�به�نمودار�تابع،�در�اطراف�  2
�

x x
fof x f xlim ( ) lim ( )

→ →+∞
= =

2
1�

�کم�تر�  ‌هنیز    19 −∞ ��yدر� ad bc( )− = − >6 1 0 �به�سمت��2میل�می�کند�و�از�آنجا�که��yتابعی�صعودی�است� xy
x
+=
+

2 1
3
�تابع� x→−∞ وقتی�  2

x x x

x xxf
x x x

| | ( )
lim ( ) lim lim

− −→ −∞ → →

− − −+ = = =−
+ − −2 2

2 22 1 1
3 2 2

از��2است،�پس:�

�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    20 x −→1 ابتدا�حد��fرا�در�  3
�

x x

x xf x
x

lim ( ) lim
| |− − +→ →

− + − += = =+∞
−

2

21 1

1 1 1 1
1 0

�

�می�پردازیم: +∞ حال�به�محاسبه�ی�حد��fدر�
�

x x xx

x x x xfof x f x
x x

lim ( ) lim ( ) lim lim
| |− → +∞ → +∞ → +∞→

− + − += = = =
− −

2 2

2 21

1 1 1
1 1

�

  پاسخ تشریحی آزمون 46  

،�پس:  ‌هنیز    1 xcot →−∞ ،�داریم� x −→ π �مقداری�منفی�است�و�وقتی� cot �و��xدر�ربع�دوم�است،�در�ربع�دوم� x<π �یعنی� x −→ π وقتی�  1

�
x xx xx xcot

lim lim lim
− → −∞ →→π

= = =
++ + 0

1 1 1 1
2 22 3 2 3

�

راه حل اول: از�صورت�و�مخرج�کم�ترین�توان�موجود��xرا�فاکتور�می�گیریم:  ‌هنیز    2  2

�
x x x

x xx x

x x x x x

( )
lim lim lim

( ) ( )
+→ → →

−− −= = = =+∞

− − −

1 21
3 33

1 1 1 10 0 0
2 2 2 6

1 1 1
0

1 1

�

�و�داریم: x t= 6 ،�پس� t +→ 0 �داریم� x t=6 راه حل دوم:�با�تغییر�متغیر�

�
x x x x

t tx x t t t
x x t t t t t t

( )
lim lim lim lim

( ) ( ) ( )+ + + + + −→ → → →

−− − − − −= = = = = =+∞
− − − − −

2 43 6 2 4

6 3 3 3 30 0 0 0

1 1 1 1
1 1 0 1 0

�

�است. x +→ 0 �به�معنی� x→ 0 �در�حد،�حتما�x�ًعددی�مثبت�است�و� x نکتز:�با�توجه�به�وجود�عبارت�
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،�پس:  ‌هنیز    3 x[ ] [ ]−= =−0 1 در�سمت�چپ�صفر�داریم�  2

�
x x

x
x x/ /
[ ]

lim log ( ) lim log ( )
− −→ →

−=0 5 0 5
0 0

1 �

�میل�می�کند�و�لگاریتم�عدد�بس��یار�بزرگ�در�پایه�ی��0/5 +∞ �به�س��مت�
x
،�عبارت�1− x −→ 0 با�توجه�به�این�که�وقتی�

�است. −∞ بسیار�کوچک�است،�پس�حد��خواسته�شده�برابر�

�یعنی�هر�عدد�برابر�جزء�صحیح�به�اضافه�ی�جزء�  ‌هنیز    4 a a a[ ] { }= + �نمایش�دهیم،�داریم� a{ } راه حل اول: اگر�جزء�اعش��اری�عدد��aرا�با�  2
اعشاری�است،�پس:

�
x x x x

x x x x
x x x x x

lim | |[ ] lim ( )( { }) lim ( { }) lim { }
− − − −→ → → →

= − − = − + =− +
0 0 0 0

1 1 1 1 11 1 �

�است.� �و�حد�خواسته�شده�برابر�1−
x

x
x

lim { }
→

=
0

1 0 با�توجه�به�این�که�جزء�اعشاری�هر�عدد،�عددی�بین�صفر�و�یک�و�کران�دار�است،�پس�

�
x x

x x
x x

lim | |[ ] lim ( )( )
− −→ →

= − =−
0 0

1 1 1� �برقرار�است،�پس:� u u[ ] ،�هم�ارزی� u→∞ راه حل دوم:�اگر�

�تبدیل�کرده،�سپس�رفع�ابهام�می�کنیم:  ‌هنیز    5 0
0
�است،�آن�را�به��حالت� ×∞0 راه حل اول: حد�مورد�نظر�به�صورت�  4

�
x x x

x xx
x

x x

lim( ) tan( ) lim lim
cot tan( )→ → →

π − −− = =
π π π−

2 22
2 2 2

4 44

2

�

�داریم:
x
π π− → 0

2
�و�با�توجه�به�این�که� u→ 0 �وقتی� u utan  با�استفاده�از�هم�ارزی�

�
x x x x

x x x xx x
x x

x x x

( ) ( )( )
lim lim lim lim

( )tan( )→ → → →

− − +− − × −= = = = =
π π π π π − π π − −π π− −

2 2 2

2 2 2 2

4 2 2 24 4 4 4 16
2 2

2 2 2

�

�تبدیل�کرده�و�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم: 0
0
راه حل دوم:�حد�را�به�حالت�مبهم�

� HOP
x x x

x xx
x

x xx

lim( ) tan lim lim
cot ( )(cot )→ → →

π − − − −− = → = =
π −π π π π− + ×

22
2 2 2 2

2

4 2 4 164
1 1 1

4

�

�وقتی�  ‌هنیز    6 f x( )− �و�با�توجه�به�نمودار�تابع�در�س��مت�چپ�صفر�1+ x− �و�درنتیج��ه�0> x �یعنی�0< x +→0 ب��ا�توج��ه�ب��ه�این�که�وقتی�  1

�دقیقاً�برابر�صفر�است�و�صفر�تقسیم�بر�هر�عددی�حتی�اگر�آن�عدد�بسیار�کوچک�باشد�برابر�صفر�است. x +→0

�باشد:  ‌هنیز    7 +∞ �هر�دو�برابر� x =2 �باشد،�باید�حد�چپ�و�حد�راست�در� +∞ برای�آن�که�حد�تابع�برابر�  2

� x

x

x k k k k
x

k
x k k k k
x

[ ]
lim

[ ]
lim

+

−

+→

−→

− −= =+∞⇒ − > ⇒ < − ⇒ < < − − = =+∞⇒ − < ⇒ >
 −

2

2

2 2 0 2
2 0 1 2

1 1 0 1
2 0

.  ‌هنیز    8 n ،�پس�صورت�کسر�از�درجه�ی�اول�است.�پس�مخرج�کسر�نیز�باید�درجه�یک�باشد�یعنی�1= x x+2 5  ،�داریم� x→+∞ در�  1

�
x x x x

x x xf x a f x
ax a x x

lim ( ) lim lim ( ) lim
→+∞ → +∞ → →

− − − + + += ⇒ = ⇒ = ⇒ =− ⇒ = ×
+ − + + +

2 2

22 2
1 3 1 1 1 3 5 3 52
2 4 2 2 2 4 3 5

�

�
x x

x xx

x x x x

( )( )
lim lim

( )( )( ) ( )( )→ →

− +− −= = = =
+− + + + − + +

2

2 22 2

2 29 5 4 1
2 3 3 32 4 3 5 2 2 3 5

�
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،�بنابراین�برای�آن�که�حد�  ‌هنیز    9
x x

sin( )
+ +3 3
2 2

1 1
 ،�آن�گاه� x→∞ �برقرار�است.�پس�وقتی� u usin  �هم�ارزی� u→ می�دانیم�وقتی�0  4

�و�داریم: n =3 مورد�نظر�برابر�عددی�غیرصفر�باشد،�می�بایست�صورت�و�مخرج�هم�درجه�باشند�یعنی�

� n
x x x x

ax axax ax a a
x x x x

lim ( ) sin( ) lim ( )( ) lim lim
→+∞ → +∞ → +∞ → +∞

++ = + = = = ⇒ =
+ + +

3 33
3 3 3 3
2 2 2 4 22 2 2 2 4

1 1 1
na an=⇒ = → =32 6 �

تابع�را�با�استفاده�از�مخرج�مشترک�گرفتن�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    10  3

� a x bx ax bx x ax ax bx bax b
x x x

( )+ + − − ++ + + − + −+ + = =
− − −

3 23 3 3 2

2 2 2
1 22 2

1 1 1
�

برای�آن�که�حد�تابع�در�بی�نهایت�برابر�عددی�غیر�صفر�شود�باید�درجه�ی�صورت�و�مخرج�یکی�باشد،�پس�ضریب�بزرگ�ترین�درجه�ی�صورت�برابر�صفر�است�

� a
x x

bx x b bx b ab
x x

lim lim =−
→∞ →∞

+ − + = ⇒ = ⇒ = → =−
−

2 2 1
2 2

2 3 3 3 3
1

� ،�و�داریم:� a( )=−1

�در�بی�نهایت�داریم:  ‌هنیز    11 bax bx a x
a

| |+ +2
2

 با�استفاده�از�هم�ارزی�  2

�
x x x

a a a ax ax x ax x x a x x a alim ( ) lim (| | | |) lim ( )
→−∞ → −∞ → −∞

+ − + − = + − + = − − + + = − =2 2 34 1 2 2 2
2 2 2 2

�

. a =2 با�توجه�به�فرض�سؤال�حاصل�حد�برابر��3می�باشد،�پس�

حد�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    12  2

�
x x x x

x x x x x x x x x xlim ( ) lim ( ) lim (| | | |) lim ( )
→+∞ → +∞ → +∞ → +∞

+ − − = + − − = + − = + − =2 2 1 1 11 1 1
2 2 2

�

با�ضرب�و�تقسیم�کردن�تابع�در�مزدوج�آن�داریم:  ‌هنیز    13  4

�
x x x x

a x a xx a ax
x a ax x xx
x x a x a x

x x x

( ) ( )
( )

lim ( ) lim lim lim
→+∞ → +∞ → +∞ → +∞

− −+ −−
+ −+ +− = = = = =
+ + ++ + +

+ +

2 2 21
22 2 11

2 2 21 1 1
2 2

�

� a a a− = ⇒ − = ⇒ =2 3 2 6 8
2

� با�توجه�به�این�که�حاصل�حد�برابر��3می�باشد،�پس:�

�در�بی�نهایت�داریم:  ‌هنیز    14 x x x| |+ +2 2 1 با�استفاده�از�هم�ارزی�  1
�

x x x
f x x ax b a x blim ( ) lim (| | ) lim (( ) )

→+∞ → +∞ → +∞
= + + + = + + +1 1 1 �

�و�داریم: b=2 �و� a ،�یعنی�1−= b+ =1 3 �و�از�جایی�که�این�حد�برابر��3است،�پس� a+ =1 0 با�توجه�به�صورت�سؤال�حاصل�این�حد�متناهی�است،�پس�

�
x x x

f x x x x x x x xlim ( ( ) ) lim ( ) lim ( )
→−∞ → −∞ → −∞

+ = + − + + = − − + + =22 2 2 2 1 2 1�

�برقرار�است،�پس:  ‌هنیز    15 bax bx cx d a x
a

( )+ + + +3 33 2
3

 در�بی�نهایت�هم�ارزی�  2

�
x x

x x x x xlim ( ) lim (( ) )
→−∞ → −∞

+ + − = + − =3 3 2 66 1 2
3

�

�در�صورت�و�مخرج�فاکتور�می�گیریم:  ‌هنیز    16 x4 راه حل اول: از�عبارت�  4

�
x

x x

x xx x xx x x

( )
lim lim lim

(( ) ) ( )

−

+→ +∞ → +∞ → +∞

−
− = =
+ + +

1

1

1 34 1
4 4 4 4

3 33 4 4 4 4
4 4

�

x x
lim

( )→+∞
= =

+

3 3
34 4

3 4 164
4

�به�سمت�صفر�میل�می�کند،�پس:� x( )3
4

،�عبارت� x→+∞ با�توجه�به�این�که�در�

�برقرار�است،�پس: x x xa b a b a( )> > +1  ،�هم�ارزی� x→+∞ راه حل دوم:�وقتی�
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�پس:  ‌هنیز    17 f x( ) −→2 �تابع��fبا�مقادیر�کم�تر�از��2به��2میل�می�کند،�یعنی� x→−∞ با�توجه�به�نمودار�تابع،�وقتی�  3

�
x t

fof x f tlim ( ) lim ( )
−→ −∞ →

= =−∞
2

�

�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    18 x→0را�در��
x x
−

2
1 1 ابتدا�حد�عبارت�  2

�
x x

x
x x x

lim( ) lim
+→ →

− −− = = =−∞
2 20 0

1 1 1 1
0

�

�است،�پس: x→−∞ بنابراین�حد�خواسته�شده�همان�حد�تابع��fدر�

�
x x x x x

f f x x x x x x x x
x x

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim (| | ) lim ( )
→ →−∞ → −∞ → −∞ → −∞

− = = + + = + + = − − + =−2
20

1 1 2 1 1 1�

.  ‌هنیز    19
x

x
x
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−→

− =−∞
−1

2 1
1

�پیدا�می�کنیم،�زیرا� x −→1 �را�در� xf
x

( )−
−

2 1
1

�را�پیدا�کنیم�حد�تابع� −∞ به�جای�آن�که�حد�تابع��fدر�  1

�
x x x x

x x xf x f
x x

lim ( ) lim ( ) lim lim
[ ]− − −→ −∞ → → →

− + += = = =−
− − −1 1 1

2 1 1 1 1
1 2 0 2

�

�را�پیدا�کرده،�سپس�حد��fرا�در�آ�ن�نقطه�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    20 x→+∞ ابتدا�حد��fدر�  1

�
x

x
x x x x

x xx x xfof x f f f
x x x
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lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

>
−
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− −− −= = = − →
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2
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lim ( ) lim
− − −→ →

− − −= = =+∞
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1 1
1 0

�

  پاسخ تشریحی آزمون 47 

�با�مقادیر�کمتر�از��2به��2میل�می�کند،�پس:�  ‌هنیز    1 f x( ) �، x −→1 با�توجه�به�نمودار�تابع�وقتی�  3

�
x

f xlim [ ( )] [ ]
−

−

→
= =

1
2 1 �

�و�داریم:�
x
<1 ،�پس�1 x �یعنی�1< x +→1 ضمناً�وقتی�

�
x x

f f x
x

lim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =
1 1

1 2 �

� − =−1 2 1 پس�حاصل�حد�خواسته�شده�برابر�است�با:�

،�پس:  ‌هنیز    2
x

f xlim ( )
→

=+∞
1

با�توجه�به�نمودار�تابع�داریم�  4

�
x x

fof x f xlim ( ) lim ( )
→ →+∞

= =−
1

2 �

�و�در�سمت�چپ�آن�داریم:�  ‌هنیز    3 x =2 در�اطراف�  2
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x x x

x x x x x x
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x xx x x x x
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2 2 4 3 3 1 3 1 7
2 4 42 2 1

�

�را�از�صورت�و�مخرج�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    4 x−1راه حل اول: عامل�صفرکننده�ی�  2

 
x x

x x xx x x
x x x x x
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( )( )→ →
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x x x x x
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lim lim
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+ + − + +→ =
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راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:�
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راه حل اول: صورت�و�مخرج�کسر�را�در�چاق�صورت�و�مزدوج�مخرج�ضرب�می�کنیم:  ‌هنیز    5  3
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راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:
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�حد�چپ�و�راست�نابرابر�دارد،�پس�حد�ندارد.�از�جایی�که�حد��fبرابر�صفر�است،�  ‌هنیز    6 x �حدی�برابر�صفر�دارد،�اما��gدر�2= x تابع��fدر�2=  4

�حدی�برابر�صفر�دارد. x =2 �در� f
g
�برابر�صفر�است،�پس� x =2 �نیز�در� f

g
حد�چپ�و�راست�تابع�

3   ‌هنیز    7
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،�پس�بنابر�قضیه�ی�فشردگی�داریم:�
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�داریم:  ‌هنیز    9 ucos �به�جای� u−
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1
2
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�برابر�است،�پس�طبق�قضیه�ی�فشردگی،�حد�تابع��fهم�برابر�این�حد�است،�پس:  ‌هنیز    10 x �در�1= xy
x

sin π=
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حد�دو�تابع��gو�  3
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با�ضرب�کسر�مورد�نظر�در�مزدوج�صورت�به�رفع�ابهام�از�این�حد�مبهم�می�پردازیم:�  ‌هنیز    11  1
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�می�باشد.�پس�در�عبارت�صورت�بزرگ�ترین�جمله�  ‌هنیز    12 x x−4 34 �و� x x+4 34 �به�ترتیب� x( )− 41 �و� x( )+ 41 دو�جمله�ی�اول�بسط�های�  3
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حد�مورد�نظر�را�در��3حالت�زیر�به�دست�می�آوریم:�  ‌هنیز    13  4
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صفر�است:�
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برای�محاسبه�ی�حد�از�مخرج�مشترک�و�رفع�ابهام�کمک�می�گیریم:
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�مقایسه�می�کنیم:�  ‌هنیز    19 x π=
2
راه حل اول: حد�چپ�و�راست�و�مقدار�دو�تابع�را�در�   2
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2
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آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل دهم

  پاسخ تشریحی آزمون 48  

ضابطه�ي�تابع�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    1  3
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2

�و� x π=
2
از�طرفی�با�این�که�در�نقاط�

�
x x x

x x
xx x

tan tanlim lim lim
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−− −2 2
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به�همین�ترتیب�
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ابتدا�ضابطه�ي�تابع��fogرا�می�نویسیم:  ‌هنیز    6  4
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x x

xx xfog x
x x x

x x

( )
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2 1 5 53
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2 1 52 1
2 2

�

سراسری - 91 )�می�باشد.�� , )0 1 �است�که�محل�تقاطع�آن�ها�نقطه�ي� y=1و�مجانب�افقی�� x =0 �دارای�مجانب�قائم� xy
x
+= 1 تابع�

�است،�زیرا�درجه�ي�مخرج�آن�از�صورت�بیش�تر�است.�در�گزینه�های�)1(�  ‌هنیز    7 y=0دارای�مجانب�افقی�� xy
x x

+=
−
1
1
در�گزینه�ي�)3(�تابع�  3

�، x( )≤ ≤1 4 و�)2(�درجه�ي�صورت�از�مخرج�بیش�تر�اس��ت�و�حد�تابع�در�بی�نهایت،�برابر�بی�نهایت�می�ش��ود.�دامنه�ي�تابع�گزینه�ي�)4(�ش��امل�بی�نهایت�نیست�
بنابراین�تابع�نمی�تواند�مجانب�افقی�داشته�باشد.�

�است�)ریشه�های�مخرج�که�ریشه�ي�صورت�نیستند(.�از�طرفی�این�تابع�دارای�  ‌هنیز    8 x �و�2−= x �دارای�دو�مجانب�قائم�2= x x
y

x

| |
=

−2 4
تابع�  4

�است،�زیرا:� y=−1 �و� y=1دو�مجانب�افقی�

�
x x x x

x x x xx x
x x x x

| | | |
lim lim , lim lim
→+∞ → +∞ → −∞ → −∞

−= = = =−
− − − −

2 2

2 2 2 2
1 1

4 4 4 4
�

�اس��ت.�برای�یافتن�رفتار�این�تابع�در�اطراف�مجانب�افقی�باید�ببینیم�این�  ‌هنیز    9 xy
x
− +=
+
1
1
�مجانب�افقی�تابع� y=−1راه حل اول: می�دانیم�  1

�است�یا�کم�تر�از�آن:�� تابع�در�بی�نهایت�بیش�تر�از�1−
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x yxxy
x yx x x

( ) →+∞⇒ >−− + + − += = =− + ⇒ →−∞⇒ <−+ + + 

11 21 21 11 1 1
�

�نزولی�است�و�تنها�گزینه�ي�)1(�در�اطراف�بی�نهایت�نزولی�است.� −∞ �و� +∞ ،�تابع�در� y
x( )

−′=
+ 2
2
1

راه حل دوم:�با�توجه�به�مشتق�تابع�

�  ‌هنیز    10 y=−3 �و� y=3 �و�دو�مجانب�افقی� x �و�2−= x �دارای�دو�مجان��ب�قائ��م�2= xy
x| |
−=
−

3 1
2
تاب��ع�  4

�است.� × =6 4 24 است.�مساحت�مستطیل�به�وجود�آمده�توسط�این�چهار�خط�برابر�

برای�یافتن�مجانب�قائم،�ریشه�یا�ریشه�های�مخرج�را�می�یابیم:  ‌هنیز    11  2

� x x x x
x

e e e e x x
e

−− = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =210 1 2 0 0�

�پیدا�می�کنیم.� ±∞ �مجانب�قائم�تابع�اس��ت.�برای�پیدا�کردن�مجانب�های�دیگر،�حد�تابع�را�در� x با�توجه�به�این�که�صفر�ریش��ه�ي�صورت�نیس��ت،�بنابراین�0=

.�بنابراین:� xe− →+∞ �و� xe ،�آن�گاه�0→ x→−∞ �و�اگر� xe− →0 �و� xe →+∞ ،�آن�گاه� x→+∞ توجه�کنید�که�اگر�
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− − −

− − −→+∞ →+∞ → −∞ → −∞
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− − −

1 1�

�اس��ت.�بنابرای��ن�فاصله�ي�دو�نقطه�برابر B( , )−0 1 �و� A( , )0 1 �دو�مجان��ب�افقی�تابع�هس��تند�و�محل�تقاطع�مجانب�ها�دو�نقطه�ي� y=−1و�� y=1بنابرای��ن�

�است.� AB ( )= − − =1 1 2

�می�باشد،�پس:�  ‌هنیز    12 x| |+3 �هم�ارز� x x+2 6 با�استفاده�از�هم�ارزی�می�دانیم�در�بی�نهایت�  2
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→+∞ → +∞ → −∞ → −∞

+ − = + − = + − = − + + =−2 26 3 3 6 3 3 �
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ابتدا�با�گرفتن�حد�تابع�در�بی�نهایت،�مجانب�یا�مجانب�های�افقی�تابع�را�می�یابیم:  ‌هنیز    13  1

�
x x x x

x x x x
x xx x

lim lim , lim lim
| | | |→+∞ → +∞ → −∞ → −∞

− − − −= =− = =
+ +2 2

1 1 1 11 1
1 1

�

�دو�مجانب�افقی�تابع�هستند،�با�مساوی�قرار�دادن�تابع�و�مجانب�هایش�محل�تلاقی�آن�ها�را�پیدا�می�کنیم:� y=−1 �و� y=1بنابراین�

�
xx x x x x x x

x

− ≥− = ⇒ − = + → − + = + ⇒ =
+

1 02 2 2
2

1 1 1 1 2 1 1 0
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xx x x x x x x

x

− ≥− =− ⇒ − = + → − + = + ⇒ =
+
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2
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1

�غ�ق�ق�

)�محل�تقاطع�تابع�و�مجانب�افقی�آن�است.� , )0 1 بنابراین�نقطه�ي�

�  ‌هنیز    14 xy x x y
x

ln ln( ) ln= − + ⇒ =
+

1
1
� با�استفاده�از�قوانین�لگاریتم�داریم:�  3

�دو�مجانب�قائم� x �و�1−= x �به�سمت�صفر�یا�بی�نهایت�میل�کند،�تابع�دارای�مجانب�قائم�است.�یعنی�دو�خط�0= x
x+1

با�توجه�به�نمودار�توابع�لگاریتمی،�اگر�

� x→−∞ �پیدا�می�کنیم�)توجه�کنید�اعداد�منف��ی�در�دامنه�ي�تابع�اصلی�قرار�ندارند�و� x→+∞ تاب��ع�هس��تند.�برای�پیدا�کردن�مجان��ب�افقی،�حد�تابع�را�در�

�
x

x
x

lim ln ln
→+∞

= =
+

1 0
1

� بی�معنی�است(:��

�است.� y=0 بنابراین�تابع�دارای�مجانب�افقی�

برای�تعیین�مجانب�مایل�این�تابع،�صورت�را�بر�مخرج�تقسیم�می�کنیم:  ‌هنیز    15  2

x+3x x+2 2

x−1x x− −2 3

x−

x+3

3
�مجانب�مایل�تابع�است.� y x= بنابراین�1−

�است.�برای�یافتن�مجانب�مایل،�صورت�را�بر�مخرج�تقسیم�می�کنیم:�  ‌هنیز    16 x تابع�دارای�مجانب�قائم�1=  2

x x− +2 2 1x3

x+2x x x− + −3 22

x x−22

x x− + −22 4 2

x−3 2
�می�باشد.� A ( , )1 3 �مجانب�مایل�این�تابع�است.�نقطه�ي�برخورد�این�دو�مجانب�نقطه�ي� y x= +2 بنابراین�خط�

�قطع�نمی�کنند.�  ‌هنیز    17 −2 �می�تواند�باشد�که�محور��xها�را�با�طول� x �و�1−= x تابع�فاقد�مجانب�افقی�است�و�مجانب�های�قائم�آن�دو�خط�0=  4
بنابراین�مجانب�مورد�نظر�مایل�است.�برای�یافتن�آن،�صورت�را�بر�مخرج�تقسیم�می�کنیم:

x x+2x ax+ +3 22 5

x a( )+ −2 2x x− −3 22 2

a x( )− +22 5

a x a x( ) ( )− − − −22 2

a x( )− − +2 5
سراسری - 90 �. a a( ) ( )− + − = ⇒ =2 2 2 0 6 )�روی�این�خط�است،�پس� , )−2 0 �مجانب�مایل�این�تابع�است.�نقطه�ي� y x a( )= + −2 2 بنابراین�خط�
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�مجانب�مایل�دارد�که�برابر�است�با:�  ‌هنیز    18 −∞ �مجانب�افقی�و�در� +∞ ،�می�دانیم�که�تابع�در� x x x| |+ +2 6 3 با�استفاده�از�هم�ارزی�  1

�
y

y x x y x x( )
=

=− + − ⇒ =− − → =−
0 33 2 3

2
�

)�قطع�می�کند.� , )− 3 0
2

این�تابع�محور�طول�ها�را�در�نقطه�ی�

�داریم:�  ‌هنیز    19 x bx x b| |+ +2 2  با�توجه�به�هم�ارزی�  3

� x f x x b ax a x b: ( ) ( ) ( )→+∞ + − = − +1 �

� a b,= =−1 2 �است،�داریم:�� y=−2 �دارای�مجانب�افقی� +∞ با�توجه�به�این�که�تابع�در�

� f x x x x x f x x x x( ) : ( ) ( )= − − ⇒ →−∞ − − − =− +2 4 2 2 2 بنابراین:�

�است.� −∞ �مجانب�مایل�تابع�در� y x=− +2 2 یعنی�

�اس��ت.�حد�تابع�در�بی�نهایت�برابر�بی�نهایت�اس��ت،�بنابراین�تابع�مجانب�افقی�نداش��ته�و�  ‌هنیز    20 x �و�2−= x تابع��fدارای�دو�مجانب�قائم�2=  2

مجانب�مایل�دارد.�شیب�و�عرض�از�مبدأ�مجانب�های�مایل�تابع�را�پیدا�می�کنیم:�
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x x x x x

f x x x x x xm b f x m x
x xx x
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lim lim lim , lim ( ( ) ) lim

| |→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞
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)�قطع�می�کنند.� , )2 2 �هم�دیگر�را�در�ربع�اول�در�نقطه�ي� x =2 �و� y x= �دو�مجانب�مایل�تابع�هستند.�دو�خط� y x=− �و� y x= بنابراین�

  پاسخ تشریحی آزمون 49

�در�دامنه�ی�  ‌هنیز    1 x �اس��ت،�زی��را�اطراف�ریش��ه�ي�دیگر�مخرج،�یعن��ی�1= x �فق��ط�دارای�مجانب�قائم�2= y
x x

= ×
− −

1
1 1

1 2
تاب��ع�  2

�اس��ت،�زیرا�اطراف�هر�دو�ریش��ه�در�دامنه�ی�تابع� x �و�2= x �دارای�دو�مجانب�قائم�1= y
x x

= ×
− −

2
1 1

1 2
�تابع�موجود�نیس��ت.�تابع� D ( , )= +∞2

�موجود�هستند. D ( , )= 1 2

�است.�بنابراین�برای�این�که�تابع�به�سمت�بی�نهایت�میل�نکند،�  ‌هنیز    2 x �و�0= ax =
4
�حتماً�دارای�دو�ریشه�ي� x ax− =24 می�دانیم�معادله�ي�0  4

�در�می�آید،� x x( )+2 ،�پس�صورت�کسر�به�صورت� b=2ریشه�ي�صورت�است،�بنابراین�� x این�دو�ریش��ه�ي�مخرج�حتماً�ریش��ه�های�صورت�نیز�هس��تند.�0=

�است:� −2 �برابر� a
4
یعنی�ریشه�ي�دیگر�صورت�یعنی�

�
ba a ab
=

=− ⇒ =− → =−
2

2 8 16
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�

برای�آن�که�تابع�فقط�یک�مجانب�قائم�داشته�باشد،�یا�مخرج�کسر�فقط�یک�ریشه�دارد�و�یا�دارای�دو�ریشه�است�که�یکی�از�آن�ها�ریشه�ي�  ‌هنیز    3  3
�نیز�هست،�بنابراین�دو�حالت�زیر�ممکن�است�اتفاق�بیفتد:� x صورت�2−=
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m m m m
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
− − − + = ⇒ + = ⇒ =−
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تابع�کسری�در�ریشه�های�مخرج�که�اطراف�آن�ها�در�دامنه�موجود�است،�ممکن�است�مجانب�قائم�داشته�باشد:  ‌هنیز    4  3
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حال�برای�آن�که�تعیین�کنیم�هر�یک�از�ریشه�های�مخرج،�مجانب�قائم�هستند�یا�خیر�باید�حد�تابع�را�در�اطراف�این�نقاط�محاسبه�کنیم:
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�و� x �لااقل�از�یک�طرف�دارای�حد�نامتناهی�است،�بنابراین�این�دو�خط�مجانب�قائم�هستند.�توجه�کنید�که�سمت�راست�1= x �و�1−= x =0 تابع�در�اطراف�
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،��xمی�تواند�دارای��6مقدار�فوق�باشد.� /π 3 14 با�توجه�به�مقدار�تقریبی�

برای�آن�که�تابع�در�بی�نهایت�دارای�حدی�برابر��2باش��د،�می�بایس��ت�درجه�ي�صورت�و�مخرج�یکس��ان�باش��د،�یعنی�صورت�نیز�باید�از�  ‌هنیز    6  4
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�است.� x =8 بنابراین�معادله�ی�مجانب�قائم�تابع،�همان�ریشه�ي�مخرج�یعنی�

�مجانب�افقی�این�تابع�اس��ت.�برای�تعیین�رفتار�تابع�در�کنار�مجان��ب�افقی،�علامت�تفاضل�تابع�از�مجانبش�را�  ‌هنیز    7 y=0راه ح��ل اول: خط�  3
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راه حل دوم:��

�نزولی�است.� −∞ �و� +∞ با�توجه�به�این�که�تابع�در�

�محاسبه�می�کنیم�تا�مجانب�های�افقی�پیدا�شوند:�  ‌هنیز    8 −∞ �و� +∞ حد�تابع�را�در�  2
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با�استفاده�از�هم�ارزی�توابع�رادیکالی�در�بی�نهایت�می�دانیم:  ‌هنیز    9  4

� y x ax x x b x a x b| | | |= + − + + = + − + +2 22 4 2 �

x y x a x b a b x y x a x b b a: ( ) ( ) , : ( ) ( )→+∞ + − + + = + − →−∞ − + + + + = − +2 2 2 2  �

�است،�دو�حالت�زیر�ممکن�است�اتفاق�بیفتد: y=2 �و� y=−1 با�توجه�به�این�که�تابع�دارای�دو�مجانب�افقی�

�
a b a b

a b a b
b a b a

, ,
+ − =− + − =  ⇒ = = ⇒ = = − + = − + =−  

2 1 2 21 7 1
2 2 2 12 2 2

�

�است.� b=1
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در�هر�دو�حالت�
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آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل یازدهم

  پاسخ تشریحی آزمون 50 
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6 6 6 6 2 2 2 8 8 8

�

،�مشتق�تابع�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    13
x x

cos cosπ π = 
 

2
2
3 3

با�توجه�به�این�که�  1

� y
x x x

cos sin ( )π π π ′= × − × − 
  2

12
3 3 3

�

� y y
x xx x

sin( ) ( ) sinπ π π π′ ′=− × × − ⇒ =
2 2
1 22

3 3 33
� �تابع�مشتق�را�ساده�می�کنیم:� sin cos sinα α= α2 2 با�توجه�به�اتحاد�مثلثاتی�

y sin sinπ π π π π π′= = = × =
× 2

2 1
12 48 6 48 2 963 4

�در�تابع�مشتق�داریم:� x =4 حال�با�جایگذاری�

سراسری خارج از کشور - 90 �

ابتدا�ضابطه�ی�تابع�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    14  2
� f x x x x x x x x x x x x( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )= − + + = − + = − = −2 2 2 4 51 1 1 1 1 1 �

f x x f f( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= − ⇒ = − ⇒ = × − =4 4 44 45 1 3 5 3 1 3 5 3 1 14 با�مشتق�گرفتن�از�تابع�ساده�شده�داریم:�
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با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی�تابع�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    15  2

�
x x x x x xxy sinx x

x x x x x x

(sin cos ) sin cos (sin cos )sin cos
sin cos sin cos sin cos

+ + ++= = = = +
+ + +

2 2 221 2 �

اکنون�از�تابع�ساده�شده�مشتق�می�گیریم.
� y x x x x(sin ) (cos ) cos sin′ ′ ′= + = − �

�را�محاسبه�و�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    16 f x g x( ) ( ) �می�باشد.�بنابراین�ابتدا� f x g x( ) ( )× عبارت�داده�شده،�همان�مشتق�تابع�  3

� f x g x x x x x f x g x x x f x g x x( ) ( ) sin tan cos cot ( ) ( ) sin cos ( ) ( ) sin= × ⇒ = × × ⇒ =11 2
2

�

x
fg x x fg( ) cos cos ( ) ( ) cos

π= π π′ ′= × = → = =121 32 2 2
2 12 6 2

�می�پردازیم:� x π=
12

اکنون�به�محاسبه�ی�مشتق�این�تابع�در�

�عامل�صفرکننده�ی�این�تابع�اس��ت،�بنابراین�می�توان�تنها�مشتق�عامل�صفرکننده�  ‌هنیز    17 xsin π �برابر�صفر�اس��ت�و� x =3 مقدار�تابع�به�ازای�  2
را�حساب�کرد�و�بقیه�ی�تابع�را�به�همان�صورت�نوشت:

�
x

f
x

nj#½k¹¹¨oŸ‚#®¶I–#¢Tz¶

ÁHpH#¾M#”MIU#Á¾Ã£M

:

:

  ( ) ( )
cosπ π=−π

+ =−
−

=
 ′⇒ =− × −π = π

=

3 3
3 3

3
4

21 2
2

3
�

راه حل اول: با�استفاده�از�فرمول�مشتق�تابع�کسری،�مشتق�تابع�مورد�نظر�را�می�یابیم:  ‌هنیز    18  4

�
x x x x x xx x x x

f x f x
x x

cos sin ( sin ) ( sin cos )( cos )( cos ) ( sin ) ( sin ) ( cos )
( ) ( )

( sin ) ( sin )

− − − −′ ′− − − − −′ ′= ⇒ =
− −

2 22 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 11 2 2 1
2 2

�

� f f f
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

× − + × × − +
π π π′ ′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ =

− 2

2 2 1 2 2 1 3 12 2 2 1
82 2 2 2 2 2 2 2

4 1 4 9 4 92
2 4

�

� xf x
x

sin( )
sin

′ =
− +

2

2 2
� راه حل دوم: تابع�را�فقط�با�استفاده�از��sinبازنویسی�می�کنیم:�

�است�داریم: ad bc u
cu d( )

− ′×
+ 2

�برابر� au b
cu d
+
+

با�توجه�به�این�که�مشتق�تابع�

� xf x x x f x f f
x x

( ) sin( ) sin cos ( ) ( ) ( )
( sin ) ( sin ) ( )

× − − × π × π′ ′ ′ ′= × ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
− + − −

2 2 2 2 2

1 2 1 0 2 2 2 1 2 82
4 1 4 9 92 2 2

2 4

�
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از�طرفین�رابطه�ی�داده�شده�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    19  4

� g f x g f x
x x xx

( ) ( ) ( ) ( )− ′ ′= ⇒ =
2

1 1 1 1
2

�

fg f g f g( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ =− −′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = → =− × =−
×

2 3
2
1 1 1 1 16 14 2 4 3 12

4 4 2 2 42 44
�را�می�یابیم:� g ( )′ 1

4
�، x =4 با�قرار�دادن�

�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    20 y g x( )= از�تابع�  1

� g x x f x g x x f x( ) ( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = −22 2 4 2 2 �
x xg x x g x x
x x

( )
'( ) ( )

( )
′= − × ⇒ = −

+ +2 2

2 2 84 2 4
1 2 1 4

�داریم:� xf x
x

( )′ =
+ 2
2
1

با�توجه�به�این�که�

�در�رابطه�ی�به�دست�آمده�داریم: x = 3
2

با�جایگذاری�

� g ( )
×

′ = × − = − = − =
+ ×

38
3 3 4 324 2 3 2 3 2 3 0
2 2 3 41 4

4

�
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  پاسخ تشریحی آزمون 51  

�برابر�است�با:  ‌هنیز    1 x =2 ضابطه�ی�تابع�در�سمت�چپ�نقطه�ی�  2

� x x x x x x xf x f x f x f
x x x x x x

  

| |
( ) ( ) ( ) ( )

| |

 − < < ⇒ − < ⇒ − = − − − − −′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =−
< ⇒ − < ⇒ − = − − +

2 2 2 2 22 2 4 0 4 4 4 4 2 2 2
2 2 0 2 2 2 2 2

�

�را�محاسبه�می�کنیم.�این�شیب�برابر�مشتق�چپ�تابع�در�این�نقطه�است:  ‌هنیز    2 x �در�نقطه�ی�0= y x|tan |= ابتدا�شیب�خط�مماس�سمت�چپ�تابع�  2

� x x f x x f x x f ftan ( ) tan ( ) ( tan ) ( ) ( ) ( )− −
π ′ ′ ′− < < ⇒ < ⇒ =− ⇒ =− + ⇒ =− + ⇒ =−2 20 0 1 0 1 0 0 1
2

�

�است�و�داریم: �است،�بنابراین�تانژانت�زاویه�ی�بین�این�خط�و�سمت�راست�محور�طول�ها�برابر�1− با�توجه�به�این�که�شیب�این�خط�برابر�1−

� tan( ) tan tan
<θ <

π−θ =− ⇒− θ=− ⇒ θ= →θ=
0 180 01 1 1 45 �

�بدون�قدرمطلق�بازنویسی�می�کنیم،�سپس�از�آن�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    3 x ضابطه�ی�تابع�را�در�سمت�راست�و�چپ�نقطه�ی�1=  3

� xx x x f x x x x f x x f
x

| | ( ) ( ) ( )+′ ′> ⇒ − = − ⇒ = + − ⇒ = + + ⇒ = + + =1 51 1 1 1 1 1 1 1
2 22

�

� xx x x f x x x x f x x f
x

| | ( ) ( ) ( ) ( )−′ ′< ⇒ − =− − ⇒ = + − ⇒ = + − ⇒ = + − =1 11 1 1 1 1 1 1 1
2 22

�

f f( ) ( )+ −′ ′+ = + × =5 11 3 1 3 4
2 2

بنابراین�داریم:�

سراسری - 90 �

،�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    4 x =3 با�استفاده�از�تعریف�مشتق�راست�در�نقطه�ی�  3

� f

x x x

x a x x a x
f a x a a a a

x x
( )| | ( )

( ) lim lim lim +

+ + +

′ =
+

→ → →

− − − − −′ = = = − = − → − = ⇒ − = ⇒ =
− −

3 2

3 3 3

3 0 33 3 3 2 3 4 7
3 3

�

برای�بررس��ی�مش��تق�پذیری�یک�تابع،�ابتدا�پیوس��تگی�آن�را�بررس��ی�می�کنیم،�برای�این�کار�حد�و�مقدار�تابع�را�در�نقطه�ی�صفر�محاسبه�  ‌هنیز    5  1

�است،�پس�حد�این�عبارت�در�صفر�برابر�منفی�یک�می�باشد. �به�ازای�تمام�اعداد�غیرصحیح�برابر�1− x x[ ] [ ]+ − می�کنیم.�می�دانیم�مقدار�عبارت�

�
x x

f x x x x flim ( ) lim ([ ] [ ]) ( ) , ( )
→ →

= + − = × − = = × =
0 0

0 1 0 0 0 0 0 �

حد�و�مقدار�تابع�در�نقطه�ی�صفر�برابرند،�پس�تابع�در�این�نقطه�پیوسته�است،�برای�محاسبه�ی�مشتق�این�تابع�از�تعریف�مشتق�استفاده�می�کنیم:

�
x x x

f x f x x x
f x x

x x
( ) ( ) ([ ] [ ])

( ) lim lim lim([ ] [ ])
→ → →

− + −′ = = = + − =−
−0 0 0

00 1
0

�

�است. �موجود�و�برابر�1− x =0 بنابراین�مشتق�این�تابع�در�

�تعیین�می�کنیم�و�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    6 x �و�سمت�چپ�2−= x =2 ضابطه�ی�تابع�را�در�سمت�راست�  2

� x x x f x x f x x f[ ] ( ) ( ) ( ) ( )+ −
+′ ′→ ⇒− →− ⇒ − =− ⇒ =− − ⇒ =− ⇒ =−22 3 6 3 7 7 4 14 2 28 �

� x x x f x x f x x f[ ] ( ) ( ) ( ) ( )− +
−′ ′→− ⇒− → ⇒ − = ⇒ = − ⇒ = ⇒ − =−22 3 6 3 6 6 4 12 2 24 �

f f( ) ( )− +′ ′− − =− + =2 2 24 28 4 � بنابراین:�

تعریف�مشتق�تابع��fرا�در�نقطه�ی��2می�نویسیم:  ‌هنیز    7  2

�
g g

x x x

x g x
g xf x f x g x g

f f f
x x g x g

¾Tw¼ÃQ

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) lim lim lim ( ) ( )
( ) ( )

≠

→ → →

− −
−

− + −′ ′ ′= = = → = → =
− −

2

0
2 2 2

4 3 2 0
22 2 3 2 4 42 2 2 4

2 2 2 4
�
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�پیوسته�نیستند،�بنابراین�مشتق�پذیر�نیستند:  ‌هنیز    8 x =0 در�بین�توابع�داده�شده�در�گزینه�ها،�گزینه�ی�)1(�و�گزینه�ی�)4(�در�  2
�

xx
f f x fx f( ) (1 #Á¾¹Äq¬ : 4 #Á¾¹) Äq¬ : lilim ( ) , m | ( )| ,( () |, | )

→ →
== = =

0
2 2

0
2 04 0 1 1�

تابع�گزینه�ی�)3(�پیوسته�است�ولی�مشتق�چپ�و�راست�برابر�نیستند:
�گزینه�ی�)3(

x
x f x f: lim ( ) , ( )

→
× = × =

0
0 0 0 0 �

�
x x

xf x xf x
f f

x x
( ) ( )

( ) lim , ( ) lim
+ −+ −

→ →

− −′ ′= = = =−
−0 0

0 00 2 0 2
0

�

x
x f x flim | | ( ) , | | ( )

→
= × =

0
0 0 0 0 تابع�داده�شده�در�گزینه�ی�)2(�پیوسته�و�مشتق�پذیر�است:�

� x x

x x

x f x xf x
f

x x
f

x f x xf x
f

x x

   

| | ( ) ( )
( ) lim lim

( )
| | ( ) ( )

( ) lim lim

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

− ′ = = = − ′⇒ = − − ′ = = =
 −

0 0

0 0

00 2
0

0 200 2
0

�

�است،�پس:  ‌هنیز    9 ad bc u
cu d( )

− ′×
+ 2

�برابر� au b
cu d
+
+

مشتق�تابع�  4

�
xxy x y y y

x x

sin
sin( sin )

cos cos cos

π=
π ×

× − × ′ ′ ′= × − × ⇒ = → = ⇒ = =
π

12
2 2 2

12 2
1 0 1 1 2 2 46 22 2

3 32 2
6 4

�
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با�توجه�به�اتحادهای�مثلثاتی،�تابع�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    10  4

� x x x xx x xy y y y x x
x x x x x

(cos sin )(cos sin )cos cos sin (cos sin )
cos ( ) cos sin (cos sin )

+ −−= ⇒ = ⇒ = ⇒ = −
π− × + × +

2 22 2
2 2 2

4 2 2 2

�

حال،�از�تابع�ساده�شده�مشتق�می�گیریم:
� y x x x x( sin cos ) (sin cos )′= − − =− +2 2 �

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    11 fg x( )( ) �است.�بنابراین�تابع� x =4 �در�نقطه�ی� fg x( )( ) مقدار�خواسته�شده،�همان�مشتق�تابع�  4

� ( ) ( ) ( )fg x x x x x x x x x x x x fg x x x( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′= + − − + = − − = = ⇒ = =
3 13 3 3 3 2 23 3

2 2
�

� x fg( ) ( )= ′→ = × =4 34 4 3
2

�

با�استفاده�از�قوانین�مشتق�گیری�از�توابع�مرکب،�مشتق�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    12  1

�
x

y y
x x x x

x

tan tan ( tan )
tan

=
π−′= + ⇒ = × × + × →

+

3
2 2

22

1 1 1 1 11 2 1
12 1

�

� y y y( ( ) )
( ) ( )

− −π − π′ ′ ′= × × + × ⇒ = × × × ⇒ =
×+

π

2 22
2 2

1 1 1 2 32 3 1 3 2 3 4
3 9 92 42 1 3

�

سراسری خارج از کشور - 91 �

�از�تابع�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    13 t tsin (sin )=2 2 باتوجه�به�این�که�  1

�
x

x x
x x xy y y y

sin ( ) sin ( )
sin ( ) sin ( ) cos ( ) ( )

π=
π π− − − −

π π π  ′ ′ ′= − ⇒ = − × − × − ⇒ = ⇒ = → 
 

52
6

2
1 6 2 32

6 2 6 2 6 2 2 2 2
�

� y y y y
sin ( ) sin ( ) sin ( )π π π π− − − −

′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

5
13 6 2 2

2 2 2 2
�
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از�تابع�مورد�نظر�مشتق�می�گیریم،�سپس�آن�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    14  4

� x x xy x x x x y x x x x x y ysin cos sinsin cos cos sin sin cos ( sin ) sin ( cos ) − −′ ′ ′ ′= − ⇒ = − = − ⇒ = ⇒ =3 2 2 2 2 44 2 2 2 1 2 2
2 2

�

� y y
sinsin ( ) ππ −− × −

′ ′= ⇒ = = =−

14
1624 2

2 2 2 4
� �در�مشتق،�داریم:� x π=

24
حال،�با�جایگذاری�

ابتدا�مشتق�دو�تابع�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    15  1

f x x x x g x
x x

( ) sin cos sin , ( )′ ′= π π ×π=π π = × =
− −

1 5 52 2
4 2 5 9 8 5 9

�

�داریم: x =2 �در�نقطه�ی� ( ) ( )fog x f g x g x( ) ( ) ( )′ ′ ′= × با�توجه�به�فرمول�مشتق�تابع�مرکب�

�
( )fog f g g

fog f g
g

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′ ′= ×
 ′ ′ ′⇒ = ×

= − =

2 2 2
12 21 12 10 9 4

4 4
�

�در�مشتق�های�به�دست�آمده�داریم: 1
4
با�جایگذاری�اعداد��2و�

�
g

fog f g
f

  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) sin

 ′ = = π− ′ ′ ′⇒ = × = π ′ =π =π


5 52
1 588 10 9 2 2

1 2 4 8
4 4

�

�است،�بنابراین�با�توجه�به�خط�مماس�رسم�شده�در�شکل:  ‌هنیز    16 f ( )′ 1 ،�برابر� x �در�نقطه�ی�1= y f x( )= شیب�خط�مماس�بر�تابع�  1

�
y y

f m
x x

( )
− − −′ = = = =
− −

2 1

2 1

0 3 31
2 0 2

�

�مشتق�می�گیریم: x ،�با�استفاده�از�قانون�مشتق�تابع�مرکب،�از�این�تابع�در�1= y f
x

( )=
+
2
1

حال�برای�یافتن�شیب�خط�مماس�بر�تابع�

� xy f y f y f y f
x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

=− − − − −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= × ⇒ = × → = × ⇒ = × = × =
+ + + +

1
2

2 2 2 2 2 2 1 3 1 31
1 1 1 2 4 2 2 2 41

�

،�بنابراین:  ‌هنیز    17
x

f x
f

x
( )

( ) lim
→

−′ =
−2

02
2

�برابر�است�با� x =2 تعریف�مشتق�تابع��fدر�نقطه�ی�  4

�
x x x

f x f x
f

x xx

( ) ( )
lim lim lim ( )

( )→ → →

− ′= × = ×
− +−22 2 2

0 1 12
2 2 44

�

�می�پردازیم: x =2 اکنون�به�محاسبه�ی�مشتق�تابع�در�

� f x x sin f f
x xx x

( ) cos ( )( ) ( ) cos sin ( )π π −π π π π π′ ′ ′= + − ⇒ = + × × ⇒ =
×2

1 12 2 4 2
2 2 4 22 2 2 4

�

x

f x

x

( )
lim
→

π π= × =
−22

1
4 2 84

بنابراین:�

�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    18 f x( ) ابتدا�مشتق�تابع�  4

� f x
x x

( ) −′ = − = +
− −
1 11 1

2 2 2 2
�

� ( ) ( )xy fof x y f f x f x y f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )=′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = × → = ×18 8 8 1 1 � با�استفاده�از�قانون�مشتق�تابع�مرکب�داریم:�

�داریم: f ( )′ = + =1 31 1
2 2

�و� f( )= − =1 1 1 0 با�جایگذاری�

�
y f f

y
f

  

( ) ( )

( )

 ′ ′ ′= × = ′⇒ = + + ′ = + = + =


38 0 12 0
2 12 3 21 2 4 20 1 1

4 42 2

�
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از�تابع�مورد�نظر�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    19  1

�
x a af x f f

x a a ax x a a a a a
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

= + +′ ′ ′= × + → = × + ⇒ = =
++ + ×

0
4 4

4 1 1 4 1 1 4 1 2 1 2 11 0 1 0
3 3 32 2 22 2 2 3

�

�داریم: f a( )′ = 40 با�توجه�به�این�که�

�
aa a a a a a a a a a a a

a a a

¡¡—

( ) ( )( )
− =+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ − − = ⇒ + − = ⇒ ⇒ =

 =

4 4 2
4

1
2 1 2 1 3 2 1 3 3 2 1 0 3 1 1 0 13
3 1

�

دو�تابع��fو��gرا�بدون�قدرمطلق�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    20  3

�
x x xx

f x g x
x xx x

( ) , ( )
 ≥≥ = =  << 

3 00
3 00

�

�حالت�)1(�
x xx g x x fog x f x x: ( ) ( ) ( )
≥

≥ ⇒ = → = = =
3 0 30 3 3

3
� برای�یافتن�تابع��fogدو�حالت�زیر�را�در�نظر�می�گیریم:�

�حالت�)2(�
x

x g x x fog x f x x: ( ) ( ) ( )
<

< ⇒ = → = =
0

0 �
�در�هر�دو�حالت�برابر��xاست: fog x( ) بنابراین�تابع�

( )fog x x fog x( ) ( )( ) ′= ⇒ =1

  پاسخ تشریحی آزمون 52  

�مشتق�پذیرباشد،�باید�تابع�در�این�نقطه�پیوسته�باشد:  ‌هنیز    1 x =2 برای�آن�که�تابع�در�  1
�

x x
f x f x f a b b a b

 

lim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= = ⇒ + = + ⇒ = +
2 2

2 2 8 2 2 8 �

با�محاسبه�ی�تابع�مشتق�داریم:�

�
a x

f x
x b x

( )
>′ =

+ ≤
2

2
3 2

a bf a b a b a b b b b( ) f ( ) = +
+ −′ ′⇒ = ⇒ = × + ⇒ = + ⇒ = + → + = + ⇒ =−2 822 2 3 2 12 2 24 2 8 24 2 16 �

تابع�مشتق�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    2  2

� x x
f x

x x
( )

 + >−′ = ⇒
+ <−

23 1 1
2 2 1

f
f f

f
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

+
+ −

−

 ′ − = − + = ′ ′⇒ − − − = − = ′ − = − + =

21 3 1 1 4 1 1 4 0 4
1 2 1 2 0

�

�پیوسته�باشد:  ‌هنیز    3 x =0 �مشتق�پذیر�باشد،�می�بایست�در� x =0 برای�آن�که�تابع�در�  1
�

x x
f x f x f a b blim ( ) lim ( ) ( )

− +→ →
= = ⇒ + × = × + ⇒ =

0 0
0 0 0 2 0 0 �

ضمناً�باید�مشتق�چپ�و�راست�در�صفر�برابر�باشند:

�
a x x

f x
x

cos
( )

+ <′ = ⇒ >

1 0
2 0

b
f f a a a b( ) ( )

=
+ −′ ′= ⇒ + × = ⇒ = → + =

0
0 0 1 1 2 1 1 �

به�بررسی�گزینه�ها�می�پردازیم:  ‌هنیز    4  4
،�حد�چپ�برابر��8و�حد�راست�برابر�4دارد،�بنابراین�تابع�پیوسته�نبوده�و�مشتق�پذیر�نیست. x =2 گزینه�ی�)1(:�تابع�در�

�
x x

f x f f
x

( ) ( ) , ( )+ −
>′ ′ ′= ⇒ = = <

2 2
2 4 2 11 2 � گزینه�ی�)2(:�تابع�پیوسته�است�و�داریم:�

پس�مشتق�چپ�و�راست�نابرابر�است�و�مشتق�نداریم.
،�حد�چپ�برابر��8و�حد�راست�برابر��4دارد،�بنابراین�تابع�پیوسته�نبوده�و�مشتق�پذیر�نیست. x =2 گزینه�ی�)3(:�تابع�در�

x x
f x f f f

x
( ) ( ) ( ) ( )+ −

>′ ′ ′ ′= ⇒ = = ⇒ = <

2 2
2 2 4 2 44 2 گزینه�ی�)4(:�تابع�پیوسته�است�و�داریم:��
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�پیوسته�باشد:  ‌هنیز    5 x �موجود�باشد،�می�بایست�تابع�در�1= f ( )′ 1 برای�این�که�  4

�
x x

f x f x f a b a b a blim ( ) lim ( ) ( ) ( )
+ −→ →

= = ⇒ × + = × + ⇒ = + ⇒ + =33 2 2
1 1

1 2 1 6 1 8 4 �

با�محاسبه�ی�تابع�مشتق�داریم:

� a bx
f x f f a a bx

a x
( ) ( ) ( )( ) + =

+ −

 × × >′ ′ ′= ⇒ = ⇒ × × = ⇒ = → =+
 <

43
3

2 1 2 1 2 1 2 103 1 1 22 6
3 3 381

�

سراسری خارج از کشور - 90 �

به�بررسی�گزینه�ها�می�پردازیم:  ‌هنیز    6  3
�ریشه�ی�ساده�ی�داخل�قدرمطلق�است�و�مشتق�پذیر�نیست. x گزینه�ی�)1(،�)2(�و�)4(:�1=

�مشتق�ناپذیر�است�و�در�بقیه�ی�نقاط�مشتق�دارد. x �و�1−= x =0 �در�ریشه�های�ساده�ی�داخل�قدرمطلق�یعنی� y x x| |= +2 گزینه�ی�)3(:�تابع�

ضابطه�ی�تابع��fرا�به�صورت�ساده�تر�می�نویسیم:  ‌هنیز    7  4
� f x x ax a x a x a( ) | | |( ) | ( )= − + = − = −2 2 2 22 �

�در�همه�ی�نقاط�مشتق�پذیر�است. x a( )− 2 واضح�است�که�تابع�با�ضابطه�ی

برای�آن�که�تابع�همواره�مشتق�پذیر�باشد،�می�بایست�عبارت�داخل�قدرمطلق�یا�ریشه�نداشته�باشد�یا�دارای�ریشه�ی�مضاعف�باشد،�یعنی:  ‌هنیز    8  3
� a a∆≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤20 4 0 2 2 �

برای�آن�که�تابع�همواره�مشتق�پذیر�باشد،�باید�عبارت�درون�قدرمطلق�دارای�ریشه�ی�مضاعف�یعنی�دو�ریشه�ی�برابر�باشد:  ‌هنیز    9  3

�
mx m x m m m m m m

x m x m

 − = ⇒ = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
+ − = ⇒ = −

2 0 21 2 2 3 22
2 31 0 1

�

راه حل اول: تابع�مورد�نظر�دارای�دو�قدرمطلق�است،�هر�جا�عبارت�داخل�این�دو�قدرمطلق�صفر�شود،�تابع�در�آن�نقاط�مشتق�ناپذیر�است.  ‌هنیز    10  4

� x x x
x
| | | |− = ⇒ = ⇒ =±
=

1 0 1 1
0

�

�مشتق�ناپذیر�است. x =0 �و� x بنابراین�تابع�در�نقاط�±1=
راه حل دوم:�اگر�نمودار�تابع�را�رس��م�کنیم،�ش��کل�روبه�رو�به�دست�می�آید.�این�شکل�در��3نقطه�دارای�شکستگی�است،�

بنابراین�تابع�در�این��3نقطه�مشتق�ناپذیر�است.

)�عبارتند�از:  ‌هنیز    11 , )0 3 �عدد�صحیح�شوند،�ناپیوسته�و�لذا�مشتق�ناپذیر�است،�این�نقاط�در�بازه�ی� x+ 1
3
�در�نقاطی�که��xیا� f x( ) تابع�  4

�  , , , ,2 5 81 2
3 3 3

�

)�دارای�  ‌هنیز    12 , )−π π �ناپیوسته�است�و�مشتق�ندارد�و�در�بقیه�ی�نقاط�بازه�ی� x �و�0= x π=
2
تابع�در�  2

مشتق�صفر�است.

�می�باشد�و�داریم:  ‌هنیز    13
x x

f x
x x

( )
 ≥=
− <

2

2
0
0
�یا� f x x x( ) | |= ضابطه�ی�تابع�برابر�  1

�
x x

x x flim lim ( ) ( )
+ −→ →

= − = =2 2
0 0

0 0 �

پس�تابع�در�صفر�پیوسته�است.�برای�بررسی�مشتق�پذیری�داریم:
x x

f x
x x

( )
>′ = ⇒− <

2 0
2 0 f x f x

x x
( ) , ( )+ −′ ′= = =− =

= =
0 2 0 0 2 00 0

مشتق�چپ�و�راست�برابر�است،�بنابراین�تابع�در�صفر�مشتق�پذیر�است.�

1

1

1�

y

x
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�در�صفر�و�یک�مش��تق�ندارد�)صفر�و�یک�ریش��ه�های�ساده�ی�داخل�قدر�مطلق�هستند(�ولی�ضرب�شدن�  ‌هنیز    14 y x x x x| | | ( )|= − = −2 1 تابع�  1
�مشتق�ناپذیر�است. x عامل�صفرکننده�ی��xدر�قدرمطلق�باعث�مشتق�پذیری�تابع�در�صفر�می�شود�و�تابع�فقط�در�1=

�است،�برای�آن�که�تابع�مورد�نظر�مشتق�پذیر�  ‌هنیز    15 −2 �دارای�دو�ریشه�ی�ساده�ی��2و� ( )x x x( )( )− = − +2 4 2 2 عبارت�داخل�قدر�مطلق�  4

،�در�قدرمطلق�ضرب�شود،�یعنی: −2 باشد،�می�بایست�عامل�صفرکننده�به�ازای��2و�

�
x a b a b

a b a b
x a b a b

,
( ) ( )

 = ⇒ + × + = ⇒ + =− ⇒ = =− ⇒ + =−
=− ⇒ − + − + = ⇒− + =−

2

2
2 2 2 0 2 4

0 4 3 4
2 2 2 0 2 4

�

�در�  ‌هنیز    16 x2 �یعنی� x( )−0 �در�صفر�ناپیوسته�و�مشتق�ناپذیر�است.�برای�این�که�این�تابع�در�صفر�مشتق�داشته�باشد،�باید�دو�عامل� x[ ] تابع�  1

. a �باشد،�یعنی�0= x2 �همان� x ax+2 4 آن�ضرب�شود،�پس�باید�

تابع�مشتق�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    17  1
� x xf x

x x x x
( )

( ) ( )

+ +′ = =
+ +

2 2

3 33 2 2 2 2
3 1 3 1

3 3 1
�

�تنها�ریشه�ی�مخرج�است�که�در�آن�مشتق�وجود�ندارد�و�مماس�بر�تابع�در�این�نقطه�خطی�عمودی�است.� x =0

با�استفاده�از�قانون�هوپیتال�داریم:  ‌هنیز    18  3

� Hop

h h

f h f h f h f h
f f f

h
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( ) ( ) ( )
→ →

′ ′+ − + × + − + ′ ′ ′→ = − =− =− × =−
0 0

1 1 3 1 1 3 1 3 1 3 1 2 1 2 3 6
1

�

با�استفاده�از�قانون�هوپیتال�داریم:  ‌هنیز    19  1

� Hop

h h h

f h f h f h f h f h f h f
h hh h

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
→ → →

′ ′ ′ ′ ′− + − − − − + − − − − − + + − − −
→ = =

+ ++20 0 0

1 1 1 1 1 1 1 2 1
2 3 2 3 33

�

�است.
( )−

−=

12
12

3 3
�حد�مورد�نظر�برابر� f ( ) − −′ − = =

+
1 11

1 1 2
با�توجه�به�این�که�

با�استفاده�از�قانون�هوپیتال�داریم:  ‌هنیز    20  1

� Hop

h h h

f h f h f h h f h h
f h f h f f

hh

( ) ( ) ( ) ( )( )
lim lim lim ( ) ( ) ( ) ( )+ −→ → →

′ ′+ − − + × − − − ′ ′ ′ ′→ = + + − = +
2 2 2 2

2 2
20 0 0

1 1 1 2 1 2 1 1 1 1
2

�

. + =3 2 5 ،�پس�حاصل�حد�مورد�نظر�برابر�است�با� f ( )−′ =1 2 �و� f ( )+′ =1 3 ،�بنابراین�
x

f x
x x

( )
>′ = <

3 1
2 1 با�توجه�به�این�که�

  پاسخ تشریحی آزمون 53  

�دارند.�پس�پیوسته�نبوده�و�مشتق�پذیر�نیستند.  ‌هنیز    1 x =0 توابع�داده�شده�در�گزینه�های��1و��2حدی�نابرابر�با�مقدار�تابع�در�نقطه�ی�  4
گزینه�ی�)3(:�ضابطه�ی�تابع�را�بدون�علامت�قدرمطلق�بازنویسی�می�کنیم:

�

x x x
x x

f x x f x
x

x x x
x

( ) ( )


= >

> ′= = ⇒ =  − < 
 =− <
 −

2

2

0
1 0

0 0 1 0
0

�

�نابرابر�است،��بنابراین�در�این�نقطه�مشتق�نداریم.� x =0 مشتق�چپ�و�راست�در�نقطه�ی�
گزینه�ی�)4(:�ضابطه�ی�تابع��fرا�بدون�علامت�قدرمطلق�بازنویسی�می�کنیم:

�

x x x
x x x

f x x f x f f f
x x

x x x
x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ −


= >

> ′ ′ ′ ′= = ⇒ = ⇒ = = ⇒ =  − < 
 =− <
 −

3 2

3 2

0
2 0

0 0 0 0 0 0 02 0
0

�
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�تغییر�ضابطه�می�دهد،�در�این�دو�نقطه�پیوستگی�و�مشتق�چپ�و�راست�تابع�را�بررسی�می�کنیم.  ‌هنیز    2 x �و�1−= x تابع�در�دو�نقطه�ی�1=  1

�
x x

f x x x x
x x

( )

− − >


= + − ≤ ≤
 − − <−

2
1 1

1 1
1 1

�

� x x

x x

f x x

f x x x

lim ( ) lim

lim ( ) lim

+ +

− −

→ →

→ →

= − − =−
 ⇒

= + =

1 1
2

1 1

1 2

2
�حد�ندارد�و�پیوسته�نیست،�پس�مشتق�ناپذیر�است. x �تابع�در�1=

�
x x

x x

f x x x

f
f x x

lim ( ) lim

( )

lim ( ) lim

+ +

− −

→− →−

→− →−

 = + = − =

 − = − = ⇒
 = − − = − =

2
1 1

1 1

1 1 0

1 1 1 0
1 1 1 0

�پیوسته�است.� x �تابع�در�1−=

�
x x

x

f x x

f x

( )

( )

+ = − = −

− =


′ = + =− + =−

 ⇒
 ′ =−

1 1

1

2 1 2 1 1

1

�برابر�است. x �مشتق�چپ�و�راست�در�1−=

�مشتق�ناپذیر�است. x بنابراین�تابع�فقط�در�نقطه�ی�1=

ضابطه�ی�تابع�مشتق�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    3  1

�
x x a

f x
a x a

( )
+ >′ = <

2 1
�

� f a f a a a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒ + = ⇒ =3 2 1 3 1�

�پیوسته�است،�زیرا: x a= توجه�کنید�به�ازای�هر�مقدار��aتابع��fدر�
�

x a x a
f x f x f a a alim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ →
= = = +2 �

�نیز�تابع�مشتق�پذیر�باشد،�می�بایست�اولاً�در�این�نقطه�پیوسته�باشد:  ‌هنیز    4 x �مشتق�پذیر�است،�برای�آن�که�در�1= x تابع�در�همه�ی�نقاط�به�جز�1=  4

�
x x

f x f x f a blim ( ) lim ( ) ( )
− +→ →

= = ⇒ = + =
1 1

21 2
1

�

�برابر�باشند: x ثانیاً�مشتق�چپ�و�راست�تابع�در�1=

�
x x

x xf x
x

ax b x

( )

 × − × ≥′ =


+ <

2

2 1 2
2 1

2 1

�

� a bf f a b a b a b( ) ( ) ,+ =
+ −′ ′= ⇒ × − × = × + ⇒ + =− → =− =221 1 1 1 2 2 1 2 1 3 5

2
�

�مشتق�پذیر�باشد،�می�بایست�در�این�نقطه�پیوسته�بوده�  ‌هنیز    5 x �مشتق�پذیر�است،�برای�آن�که�این�تابع�در�1= x تابع�در�همه�ی�نقاط�به�جز�1=  4
و�مشتق�چپ�و�راست�برابر�داشته�باشد.

� x x

x

f x a x a a
a b

f x f b b

lim ( ) lim cos ( )
( )

lim ( ) ( ) ( )

+ +

−

→ →

→

= + π = + − = −
 ⇒ − = +

= = + = +

1 1
2

1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
�

�
x

x

f a x
b

f bx b

( ) sin

( )

( )

+ =

− =


′ =− ×π π =

 ⇒ + =
 ′ = + = +

1

1

1 0
2 1 0 2

1 1 2 2 1
�

b a  ,=− =1 1
2 2

بنابراین�از�روابط�)1(�و�)2(�داریم:�



176 �فصل�یازدهم:�مشتق�

پیوستگی�و�مشتق�پذیری�تابع�را�در�نقاط�تغییر�ضابطه�ی�آن�بررسی�می�کنیم:  ‌هنیز    6  3

x⇒پیوسته x
f x f x flim ( ) , lim ( ) ( )

− +→ →
= = =

0 0
1 0 1

x =0
f⇒مشتق�ناپذیر f( ) , ( )− +′ ′= =0 0 0 1

x⇒ناپیوسته�و�مشتق�ناپذیر x
f x f x flim ( ) , lim ( ) ( )

− +→ →
= = =

1 1
2 1 4x =1

x⇒پیوسته x
f x f x flim ( ) , lim ( ) ( )

− +→ →
= = =

2 2
6 2 6

x =2
xf⇒مشتق�ناپذیر f x( ) , ( ) |− + =′ ′= = =22 2 2 2 4

�مشتق�ناپذیر�است. x =2 �و� x =1�، x =0 �ناپیوسته�است�و�در�نقاط� x بنابراین�تابع�در�نقطه�ی�1=

برای�آن�که�تابع�همواره�مشتق�پذیر�باشد،�می�بایست�عبارت�داخل�قدرمطلق�یا�ریشه�نداشته�باشد،�یا�دارای�ریشه�ی�مضاعف�باشد،�یعنی:  ‌هنیز    7  1
a a a a( )∆≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤2 2 2 20 4 0 5 0 0

�همواره�نامنفی�است،�پس�تنها�مقدار�قابل�قبول�برای��aصفر�است. a2 می�دانیم�

�است.  ‌هنیز    8 y f f x x( ( )) | | ||= = − −1 1 ضابطه�ی�تابع�مورد�نظر�برابر�  3

راه حل اول:�تابع�دارای�دو�قدرمطلق�است،�هر�جا�عبارت�داخل�این�دو�قدرمطلق�صفر�شود،�تابع�در�آن�نقاط�مشتق�ناپذیر�است.
� x x x x    , | | | |= − = ⇒ = ⇒ =±0 1 0 1 1�

�مشتق�ناپذیر�است. x    ,= ±0 بنابراین�تابع�در�نقاط�1
�رس��م�کنیم،�نمودار�روبه�رو�به�دس��ت�می�آید.� y x| |= �را�از�روی�نمودار� y x| | ||= − −1 1 راه حل دوم:�اگر�نمودار�تابع�

�شکستگی�دارد�و�در�این�سه�نقطه�مشتق�ناپذیر�است. x    ,= ±0 این�نمودار�در��3نقطه�ی�1

گزینه�ی�یک�صحیح�است،�زیرا�در�این�بازه�داریم:  ‌هنیز    9  1
� x f x

x x
[ ] ( )<− ⇒− < < ⇒ =− ⇒ =−1 11 1 0 1 1�

�و�…،�نقاط�ناپیوستگی�و�مشتق�ناپذیری�هستند.�در�گزینه�ی�� −1
3

�و� −1
2

)نقاط� )2 بنابراین�در�این�بازه�ثابت�و�پیوسته�است�و�مشتق�پذیر�نیز�می�باشد.�در�گزینه�ی

�ناپیوسته�و�مشتق�ناپذیر�است. x �و…،�نقاط�ناپیوستگی�و�مشتق�ناپذیری�هستند.�در�گزینه�ی�)3(�نقطه�ی�1= 1
3
�و� 1

2
)�نقاط� )4

�
x

f f x   ( ) [ ] , lim ( )
+→

= = =
1

11 1 0
1

�

�پیوسته�نیست�و�مشتق�  ‌هنیز    10  ( , )π0 2 �از�بازه�ی� x π=3
2
�و� x π=

2
�در�نقاط� y x[cos ]= تابع�  2

)�دارای�مشتق�صفر�است. , )π0 2 ندارد�و�در�بقیه�ی�نقاط�بازه�ی�

�دارای�دو�ریش��ه�ی�س��اده�ی��1و��2می�باش��د،�برای�آن�که�تاب��ع�مورد�نظر�  ‌هنیز    11 x x x x( ( )( ))− + = − −2 3 2 1 2 عب��ارت�داخ��ل�قدرمطلق�  3
مشتق�پذیر�شود،�باید�عامل�صفرکننده�به�ازای��1و��2در�قدرمطلق�ضرب�شود،�یعنی:

�
x a b a b

a b
x a b a b

,
 = ⇒ − × + = ⇒ − = ⇒ = =

= ⇒ − × + = ⇒ − =

3

3
1 1 1 0 1

7 6
2 2 2 0 2 8

�

ریش��ه�های�س��اده�ی�داخل�قدرمطلق�هستند،�برای�آن�که�یکی�از�آن�ها�مشتق�پذیر�شود�باید��عامل�صفرکننده�در�قدرمطلق�  ‌هنیز    12 −2 نقاط��2و�  4
x m m= ⇒ × + = ⇒ =−2 2 2 0 4 �صفر�شود:� −2 ضرب�شود.�یعنی�باید�عبارت�ضرب�شده�در�قدرمطلق�به�ازای��2یا�
� x m m( )=− ⇒ × − + = ⇒ =2 2 2 0 4 �

�است. − × =−4 4 16 بنابراین�حاصل�ضرب�مقادیر��mدر�هر�حالت�برابر�
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�  ‌هنیز    13
x

f x
x ax b x

( )
≤ <=

+ + ≤ <
3

0 0 1
1 2

� �به�صورت�دو�ضابطه�ای�بازنویسی�می�کنیم:� x راه حل اول: تابع�را�در�اطراف�1=  2

�
x x

f x f x f a blim ( ) , lim ( ) ( )
− +→ →

= = = + +
1 1

0 1 1 �

�
x

f f x a a( ) , ( )− + =
′ ′= = + = +2

1
1 0 1 3 3 � �. a b+ + =1 0 برای�آن�که�تابع�پیوسته�باشد،��باید�داشته�باشیم:�

� a b a b,=− = ⇒ − =−3 2 5 � ،�پس:� a+ =3 0 برای�آن�که�تابع�مشتق�پذیر�شود،�باید�داشته�باشیم:�
�باید�ریش��ه�ی�مضاعفی�برابر�یک� x ax b+ +3 �ضرب�ش��ود،�پس�عبارت� x[ ] �در� x( )−1 �باید�دو�عامل� x راه حل دوم:�برای�مش��تق�پذیری�این�تابع�در�1=

داشته�باشد،�یعنی�هم�خود�عبارت�به�ازای�یک�برابر�صفر�شود�و�هم�مشتق�آن:

�
x

x

x ax b a b
b a b

x a a a
        ,

=

=


+ + = ⇒ + + =

 ⇒ = =− =− − =−
 + = ⇒ + = ⇒ =−

3
1

2
1

0 1 0
2 3 2 5

3 0 3 0 3
�

�  ‌هنیز    14 x[ ] �در� x( )+3 �مشتق�داشته�باشد،�باید�دو�عامل� x =−3 �ناپویسته�و�مشتق�ناپذیر�است.�برای�این�که�تابع�در� x =−3 �در� x[ ] تابع�  2
� x x ax x x x ax a( ) ( )+ = + + ⇒ + + = + + ⇒ =2 2 2 23 2 9 6 9 2 9 3 � ضرب�شود،�یعنی�داریم:�

�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    15 x محل�تقاطع�نمودار�تابع�با�محور�yها�نقطه�ای�با�طول�صفر�است.�پس�مشتق�توابع�داده�شده�را�به�کمک�تعریف�در�0=  4

�:گزینه�ی�)1(�
x x

x xf x
x

( ) lim lim
→ →

−′ = = =
−

3 3
0 0

00 0
0

 :گزینه�ی�)2(����������������������������
x x

x xf x
x

( ) lim lim
→ →

−′ = = =
−0 0

00 0
0

 

 :گزینه�ی�)4(�
x x

x x xf
x x

( ) lim lim
→ →

− − −′ = = =∞
−

3 32

30 0 2
0 10

0
 

بنابراین�خط�مماس�در�این�نقطه�عمودی�است.
� x �می�باش��د�و�اطراف�صفر�در�دامنه�نیس��ت،�بنابراین�نمی�توان�در�مورد�خط�مماس�بر�تابع�در�اطراف�0= D   ( , ] [ , ) { }= −∞ − +∞1 1 0  دامنه�ی�گزینه�ی�)3(:�

اظهارنظر�کرد.

�به�کمک�تعریف�مشتق�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    16 x مقدار�مشتق�تابع�را�در�1−=  1

�
x x x

f x f x x xf
x x x

( ) ( )
( ) lim lim lim

( ) ( )→− →− →−

− − + − +′ − = = = =∞
− − + +

3 33 2

3 21 1 1

1 1 11
1 1 1

�

،�مثبت�است،�پس�گزینه�ی�)2(�نیز�نادرست�است. x بنابراین�خط�مماس�در�این�نقطه�خطی�عمودی�است�و�گزینه�های��3و��4نادرست�هستند.�همچنین�تابع�به�ازای�1−<

مقدار�حد�را�با�استفاده�از�قانون�هوپیتال�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    17  4

� HOP
h h

f h f h f h f h
f f f

h
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( ) ( ) ( )
→ →

′ ′− − + − − − + × ′ ′ ′→ =− − =−
0 0

2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 3 2
1

�

f ( )′ = =−
−
32 1
3

با�توجه�به�صورت�سؤال�حاصل�این�حد�برابر��3است،�بنابراین�داریم:��

�است.�با�استفاده�از�قانون�هوپیتال�داریم:  ‌هنیز    18   0
0 �حد�مورد�نظر،�مبهم�از�نوع� f( )= × =4 2 5 10 راه حل اول: با�توجه�به�این�که�  1

� HOP
x x x

xx x x
f x f x f x x

x
x

( ) ( )
( ) ( ) ( )

lim lim lim ( )
→ → →

++ × + ×
′−

→ = = × × × + = + =
−

2
2

4 4 4

14 1 1
100 2 52 4 4 5 2 160 100 260

1 1 42
2

�

راه حل دوم:�حد�مورد�نظر�را�به�تعریف�مشتق�تبدیل�می�کنیم:

�
x x

f x f xx f x x f f
xx x

( ) ( ( ) )
lim lim ( ( ) )( ) ( ) ( )
→ →

− −+ ′ ′× = × + + = × × =
−− +

2

4 4

100 102 10 2 4 20 4 80 4
42 2

�

f f( ) ( )′ ′= + = ⇒ = × =5 13 134 2 80 4 80 260
4 4 4

�داریم:� x
f x x

x

( )
( )

+′ = +
1

2
با�توجه�به�این�که�

�داده�شده�در�حد،�داریم: f x( ) راه حل سوم:�با�جایگذاری�

� HOP
x x x x

f x x x x x x x x
x x x

x

( ) ( )
lim lim lim lim
→ → → →

− + − + + − + + + += = → = = × =
− − −

2 2 3 2 2

4 4 4 4

100 1 100 2 100 3 4 1 48 16 1 4 65 260
1 12 2 2

42

�
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با�استفاده�از�قانون�هوپیتال�داریم:  ‌هنیز    19  3

� HOP
h h

f h f h f h f h f h f h
f f

h
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

lim lim ( ) ( )
→ →

′ ′+ − − + + − − − − ′→ = = × × =
2 2

0 0

1 1 2 1 1 2 1 1 1 44 1 1 4 4 32
1 2

�

با�استفاده�از�قانون�هوپیتال�داریم:  ‌هنیز    20  3

� HOP

h h

f h f h f h f h
f f

h
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( ) ( )
− − + −

→ →

′ ′− + + − − + + ′ ′→ =− +
0 0

3 3 2 3 2 3 2 3 2 3
1

�

�داریم: f x( ) با�توجه�به�تعریف�تابع�

�
x x x x x x

f x
x

f x f f
x xx x x

IÄ IÄ

( ) ( ) ( ) , ( )+ −

 − > < − > ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = =−  − + < <− + ≤ ≤  

<2

2
3 3 0 2 3 3

3 3 3 32 3 0 33 0
0

3
�

� f f( ) ( )+ −′ ′⇒− + =− − =−3 2 3 3 6 9 �

  پاسخ تشریحی آزمون 54  

راه حل اول: با�استفاده�از�روش�سریع�محاسبه�ی�مشتق�تابع�ضمنی�داریم:�  ‌هنیز    1  2

� x

y

F x y y xy
F x y x y

′− − + −′= =− =
′ − + + − +

2 3 0 3 2
0 3 2 0 3 2

A y( , ) − −′→ = = =
− + −

21 3 4 1 1
6 2 4 4

�

�مشتق�می�گیریم:� x راه حل دوم:�از�دو�طرف�تساوی�داده�شده�نسبت�به�

�
A

x y xy yy y y y
( , )

′ ′ ′ ′ ′− − + + = → − − + = ⇒ =
2 1 12 3 3 2 0 0 4 3 6 2 0

4
�

،�داریم:��  ‌هنیز    2 F x y x y x y( , )= + − − =3 3 0 با�توجه�به�این�که�  4

� Ax

y

F xy y
F

y

 ( , )
− −′

′ ′=− =− → =− =−
′ − −

3 2 1 1

3 2

1 11 1
3 3 1

1 11 1
33

�

خط�مماس�بر�منحنی،�در�نقطه�ای�افقی�است،�که�مشتق�در�آن�نقطه�برابر�صفر�باشد:�  ‌هنیز    3  2

� x

y

F x yy y x
F y x

′ +′= ⇒− = ⇒− = ⇒ =−
′ +

20 0 0 2
2

�

نقطه�ی�موردنظر�در�معادله�ی�منحنی�صدق�می�کند،�پس:�
� x x x x x x x( ) ( )+ − + − − = ⇒ − = ⇒ =2 2 2 2 22 2 3 0 5 2 3 1 x y⇒ =± ⇒ =±1 2 �

�افقی�است.� B( , )−1 2 �و� A( , )−1 2 بنابراین�خط�مماس�در�دو�نقطه�ی�

خط�مماس�بر�یک�منحنی�در�نقطه�ای�موازی�محور�عرض�ها�است�که�مشتق�در�آن�نقطه�تعریف�نشده�است�و�به�سمت�بی�نهایت�میل�می�کند.�  ‌هنیز    4  2

� yx yy y x y x
y x

′→∞+′=− → + = ⇒ =−
+

23 2 2 2 0
2 2

�

�در�معادله�ی�منحنی�صدق�می�کند،�پس:� x y( , ) از�طرفی�مختصات�نقطه�ی�موردنظر�

� x x x x x x x x x( ) ( )+ − + − = ⇒ + − = ⇒ − − =3 2 3 2 2 3 22 4 2 4 4 0 �

�صدق�می�کند.� x x− − =3 2 4 0 �در�معادله�ی� x =2 از�بین�گزینه�های�داده�شده�تنها�

،�داریم:�  ‌هنیز    5 ye lnx lny e+ − − با�ساده�کردن�عبارت�داده�شده�به�صورت�0=  3

� x

yy

F xy
F e

y

′
′=− =−

′ −

1

1
A

y
e e e

( , ) −′→ =− = =
− − −

1 1
1

1 11
1 1 1

�
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�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    6 B �و� A ابتدا�نقاط�  3
� A y x x A: ( , )= ⇒ = ⇒ =± ⇒20 1 1 1 0 ���������������������� B x y y B: ( , )= ⇒ = ⇒ =± ⇒ −20 1 1 0 1 �

� x

y

A yF x yy
F y x B y

:

:

 ′=− =′ − −′=− =− ⇒ ′ −  ′=− =
 −

2 22 1
1 12
2 2

� حال�به�محاسبه�ی�مشتق�در�دو�نقطه�ی��Aو��Bمی�پردازیم:��

�است. − =1 32
2 2

بنابراین�اختلاف�مشتق�در�این�دو�نقطه�برابر�با�

تابع�مشتق�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    7  4

� x
x

xxy y
x x x x x
x x

( ) ( )

( )( )
=−

− −+ ′
− − − − −−′ ′= = = = → = =

+ + − + −−
− −

2
3

2

1 11
1 2 2 2 11

1 1 1 1 9 1 41
1 1

�

�داریم:�  ‌هنیز    8 fof x ln lnx( ) ( )= راه حل اول: با�توجه�به�این�که�  3

� x elnx xy ln lnx y
lnx lnx xlnx elne e

( )
( ( )) =′

′ ′ ′= = = = → = =

1
1 1 1 �

راه حل دوم:�با�توجه�به�قاعده�ی�زنجیره�ای�در�مشتق�تابع�مرکب�می�توان�نوشت:�

� fof x f f x f x fof e
x x e e e

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
ln ln

′ ′ ′ ′= × = × ⇒ = × =1 1 1 1 1 �

قبل�از�مشتق�گرفتن�ضابطه�ی�تابع�را�ساده�می�کنیم:�  ‌هنیز    9  4

�
x

x xy ln e lne x y y y y
x

sin cos( ) sin( ) sin
sin

π=
′ ′ ′ ′= = = ⇒ = → = ⇒ = ⇒ =

×

6
3 3

62 2
2 412 2

2 2

�

سراسری خارج از کشور - 92 �

�αرا�پیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    10 با�مشتق�گیری،�عدد�  4

� fx x x x x ef x f x e f
e ex x

( )(ln ) ln ln ln( ) ( ) ln ln ( )′ α =′ ′− −′ ′= ⇒ = → − α= ⇒ α= ⇒α= ⇒ α = =0
2 2

1 11 0 1 �

�است،�پس:�  ‌هنیز    11 uy
u
′′= �برابر� y ln u| |= مشتق�تابع�  4

� xxy y y y
xx x x

=− −′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = → =
×

5 4 2
5 5 54

1
1 1 15

5 105
�

برای�آن�که�خط�مماس�در�نقطه�ای�افقی�باشد،�می�بایست�مشتق�برابر�صفر�باشد:�  ‌هنیز    12  2

� x x xy e x x e y e x( ) ( )− − −′ ′= × + × − ⇒ = − +
2 2 2 21 2 2 1 �

y x x x′= ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =±2 2 1 20 2 1 0
2 2

� با�توجه�به�این�که��eبه�توان�هیچ�عددی�برابر�صفر�نمی�شود،�پس:��

یعنی�دو�نقطه�با�مشتق�صفر�و�مماس�افقی�وجود�دارد.�

مشتق�تابع�را�محاسبه�و�با�استفاده�از�قوانین�مثلثات،�ساده�می�کنیم:�  ‌هنیز    13  1

� x xf x f
x x x x

x

(tan ) tan( ) ( )
tan tan tan sin sin

tan

′ + π′ ′= = = = ⇒ = = = =
π

+

2

2

1 2 2 2 2 4 2 2
2 2 8 2 2

4 21

�

مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    14  3
� f x ax bx f x ax b( ) ( )′ ′′= + ⇒ = +23 2 6 2 �

�
f a b

a a b ab
f a b

  

( )

( )

′ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ′′ − =− ⇒− + =−

1 4 3 2 4 1 19 9 11 5 6 2 5 2 2
� �را�به�دست�می�آوریم:�� b �و� a با�توجه�به�مقدارهای�داده�شده،�
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�می�پردازیم:�  ‌هنیز    15 f ( )π′′
4

�است،�پس�به�محاسبه�ی� π
4
�یعنی�مشتق�دوم�در�نقطه�ی� f حد�داده�شده،�دقیقاً�برابر�تعریف�مشتقِ�تابع�مشتق  2

� f x x x f x x x x x( ) cos cos ( ) sin cos sin cos′= ⇒ =− −2 2 2 2 �
� f x x x x x x x x x( ) cos cos sin sin cos cos sin sin′′⇒ =− + − +2 2 2 4 2 2 2 �

� f x x x x x f( ) cos cos sin sin ( )π′′ ′′⇒ =− + ⇒ = + × × =25 2 4 2 0 4 1 2 2
4 2

�

مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    16  2
� y x x y x x y y x x x xcos sin sin cos ( (sin cos )) ( (cos sin ))′ ′′ ′′ ′= − ⇒ =− − ⇒ + = − + + −2 2 2 22 2 2 2 4 2 4 2 4 4 2 2 4 2 2 2 �

� x x x x x x x x x x x x(sin cos ) (cos sin ) (sin cos sin cos cos sin sin cos )= + + − = + + + + −2 2 2 2 2 216 2 2 16 2 2 16 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 �

� x x( (sin cos ))= + =2 216 2 2 2 32 �

�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    17 f مشتق�دوم�تابع�  3

� f x xlnx x f x x lnx f x lnx x f x lnx f e lne
x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′′ ′′ ′′= + × ⇒ = + ⇒ = × + + ⇒ = + ⇒ = + =2 1 22 2 1 1 2 1 2 3 2 3 5 �

�پیوسته�است،�بنابراین�شرط�صحبت�کردن�در�مورد�مشتق�پذیری�را�داراست.�با�تعیین�ضابطه�ی�آن�تابع�  ‌هنیز    18 x �در�0= f x x x( ) [ ]= 2 تابع�  3
مشتق�را�در�اطراف�صفر�محاسبه�می�کنیم:�

�
xx x x

f x f x f x
x xx xx x

( ) ( ) ( )
( )

 ≤ <× ≤ < < <  ′= ⇒ = ⇒ =   − − ≤ <− − ≤ <− − ≤ <  

2

22

0 0 10 0 1 0 0 1
2 1 01 01 1 0

�

�برابر�صفر�است،�پس�این�تابع�در�صفر،�مشتق�اول�دارد.�با�محاسبه�ی�مشتق�دوم�داریم:� x =0 مشتق�چپ�و�راست�در�

�
x f

f x
x f

( )
( )

( )
+

−

′′< < =′′ = ⇒ ′′− − < < =−

0 0 1 0 0
2 1 0 0 2 �

بنابراین�مشتق�دوم�در�صفر�وجود�ندارد.�

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    19  1

� yax ax ax ay x e y x ae y a e a e a a( )′′ = ×′ ′′= + ⇒ = + ⇒ = + → + = ⇒ = ⇒ =±0 62 2 2 0 22 2 2 6 4 2 �

�دوبار�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    20 g x f
x

( ) ( )= 1 از�طرفین�رابطه�ی�  2

� g x f g x f g x f f
x x x x xx x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) f ( ) ( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − − −′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′′= ⇒ = + ⇒ = + ×
2 2 2 3 2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 �

� xg x f f g f f
x xx x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′⇒ = + → = + = × + × =2
3 4
2 1 1 1 2 1 1 1 2 12 16 16 5

8 2 16 2 8 16
�

  پاسخ تشریحی آزمون 55  

راه حل اول: با�استفاده�از�روش�سریع�محاسبه�ی�مشتق�ضمنی،�داریم:�  ‌هنیز    1  2

� Ax

y

F x cosxy x x y y y
F y

( , )sin
′− + +′ ′+ + − = ⇒ = =− → =− =−
′ − −

012 2 2 0 10 1
2 1 2 1

�

� Ay yy x x y y y( , )cos′ ′ ′ ′ ′= + + → = + + ⇒ =−012 2 2 0 1 1� �مشتق�می�گیریم:� x راه حل دوم:�از�طرفین�تساوی�داده�شده،�نسبت�به�

با�استفاده�از�فرمول�محاسبه�ی�مشتق�تابع�ضمنی،�داریم:�  ‌هنیز    2  2

� Ax

y

y
F y xy y
F x x

yy

( , )
× + × +′ ×′ ′=− =− → =− =−

′ −− ++
×

41

2

1 1 1 1 91
2 1 2 2 4

2 4 0
1 2 12

�

سراسری - 90 بنابراین�مشتق�تابع�در�این�نقطه�تعریف�نشده�است�و�به�سمت�بی�نهایت�میل�می�کند،�پس�خط�مماس�در�این�نقطه�قائم�و�موازی�محور�عرض�ها�است.�
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با�استفاده�از�فرمول�محاسبه�ی�سریع�مشتق�ضمنی�داریم:�  ‌هنیز    3  2

� yx

y

F x y x yy x y x y x y y x
F x y x y

′=′ + + −′=− =− →− = ⇒ − − = + ⇒ =− ⇒ =
′ + +

22 2 42 2 2 4 4 5
2 2 5

�

با�قرار�دادن�مختصات�به�دست�آمده�برای�نقطه�ی�موردنظر�در�معادله�ی�منحنی،�داریم:�

� x x x x x x x y( )− +− × + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =± ⇒ =±2 2 2 24 16 25 20 16 25 5 41 1
5 25 25 21 21 21

�

�می�باشند�و�برای�محاسبه�ی�شیب��ABداریم:� B A»( , ) ( , )− −5 4 5 4
21 21 21 21

بنابراین�دو�نقطه�ی�موردنظر،�نقاط�

� ABm
+

= =− =−
− −

4 4
8 421 21

5 5 10 5
21 21

�

سراسری خارج از کشور - 90 �

�برابر�است�با:�  ‌هنیز    4 xy x ye e e− − =2 0 مشتق�ضمنی�عبارت�  3

�
xy x

xy y
ye e e e ey y

e e exe e

( , )− −′ ′=− → =− =− =−
−−

1 12 2 1
22

�

در�نقطه�ای�که�خط�مماس�بر�منحنی�موازی�محور�عرض�ها�است،�مشتق�به�سمت�بی�نهایت�میل�می�کند.  ‌هنیز    5  1

� yx

y

F x yy x y x y
F x y

′→∞′ − −′=− =− →− + = ⇒ =
′ − +

2 2 2 2 2 0
2 2

�

� x y F x x x x x y( , )∈ ⇒ − + − = ⇒ =− ⇒ =−2 2 22 2 4 2 2 �

،�پس:  ‌هنیز    6 y′=0اگر�خط�مماس�بر�منحنی�افقی�باشد،�آن�گاه�  1

�

xy x
xy y x x

yx x
y

( )+ −
′=− = ⇒ × = ⇒ =

+

6
3 42 0 6

1 2
2

�

مختصات�نقطه�ی�موردنظر�در�معادله�ی�منحنی�صدق�می�کند،�پس:�

� y y y yy y y x
yy y y

+ × × = × ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 5 5
2 2 2

16 4 16 326 32 2 4 1�

�داریم:�  ‌هنیز    7 uu
u

(ln ) ′′= با�توجه�به�این�که�می�دانیم�  2

�
x x x x

x x x x

e e e ef x f
e e e e

( )
( ) ( )

− −

− −

′+ − −′ ′= = ⇒ = =
++ +
1 10 0
1 1

�

ابتدا�تابع�را�در�اطراف�صفر�به�صورت�دو�ضابطه�ای�بازنویسی�می�کنیم،�سپس�مشتق�چپ�و�راست�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    8  2

�
k xln kx x kxf x f x f f k k k

ln kx x k x
kx

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) − +

 >+ ≥  +′ ′ ′= ⇒ = ⇒ − =− ⇒− − =− ⇒ = − < −  <
 −

01 0 1 0 0 4 4 21 0 0
1

�

�داریم:�  ‌هنیز    9
xx lne

coscos = 44 با�توجه�به�این�که�  4

� x ln x lnf x e f x e ln x f e ln ln ln lncos cos( ) ( ) ( sin ) ( ) ( )× × π′ ′= ⇒ = × × − ⇒ = × × − =− =− =−4 4 0 24 4 1 4 2 2 2
2

�

،�داریم:�  ‌هنیز    10 fog x f g x g x( ( )) ( ( )) ( )′ ′ ′= با�توجه�به�این�که�  4

�
xx
x

lne xfog x f e
xlne

( ) ( ) + += = =
−−

22
2

2 2 2
2 33

�

� xy fog x y
x x

( )
( ( ))

( ) ( ) ( )

=− − × − −′ ′ ′= = = → = =−
− − −

1
2 2 2

2 3 2 2 10 10 10
2 3 2 3 1

�

سراسری خارج از کشور - 90 �
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شیب�خط�مماس�برابر�مشتق�تابع�در�نقطه�ی�موردنظر�است،�بنابرین�از�تابع�موردنظر�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    11  4

� x
x x

f x f x
x x

(ln ) ln (ln ) lnln( ) log ( )
ln (ln )

′ ′−′= = ⇒ =
2

2 222 �

� xf x f f
x

lnln
( ) ( ) ( )

ln ln ln(ln ) (ln )

− −−
− −′ ′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ = = =

2 2

1 11 20 2
1 12 22 2

2 2 2 42
�

سراسری خارج از کشور - 89 �

مشتق�تابع�داده�شده�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    12  3

�
x

x x

x

e xe e x x
e

y e ey e y e e ln ln lne x
y e

′ ×′= ⇒ = × ⇒ = = = �

سراسری - 89 �

با�استفاده�از�قوانین�لگاریتم�تابع�را�ساده�می�کنیم،�سپس�از�تابع�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    13  2

� f x ln x ln x ln x ln x( ) ( ) ( ) ( )= + − + = + − +2 212 1 1 2 1 1
2

�

� xf x f f
x x

( ) ( ) ( ) −′ ′ ′⇒ = × − ⇒ = × − ⇒ =
+ +2

1 2 2 1 2 2 21 1
2 2 1 2 3 2 31

�

ابتدا�با�توجه�به�عرض�داده�شده،�طول�نقطه�ی�موردنظر�را�پیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    14  4
� lnxe e lnx lnx x e= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3 33 3 1 1 �

�می�پردازیم:� x e= حال،�به�محاسبه�ی�مشتق�تابع�موردنظر�در�

� x elnx lney e y e e
x e elnx lne( )

=′ ′= × × → = × × = × × =
×

3 3 1
3 22 3

1 1 1 1 1 13 3 3 1
3 13 3

�

با�استفاده�از�قاعده�ی�مشتق�زنجیره�ای�داریم:�  ‌هنیز    15  4

�
xx xey e x

cos
cos( tan ( )) ( sin )

π=π π′= + × × − →
22 2 41 2 2

4 4
ey e( tan ( )) ( sin )π π π π′= + × × − = × ×− =−π
02 01 2 2 2

4 4 2 4
�

با�استفاده�از�اتحادهای�مثلثاتی،�تابع�را�ساده�می�کنیم،�سپس�دوبار�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    16  4

�
x

f x f x x f x x
x

tan tan
( ) ( ) tan( ) ( ) ( tan ( ))

tan tan

π−
π π′= ⇒ = − ⇒ =− + − ⇒

π+

24 1
4 41

4

�

� f x x x f( ) tan( )( tan ( ))( ) ( ) tan ( tan ) ( )π π π π′′ ′′=− − + − − ⇒ = + = × × + =2 22 1 1 0 2 1 2 1 1 1 4
4 4 4 4

�

مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    17  2
� kx kx kxy e y ke y k e′ ′′= ⇒ = ⇒ = 2 �

�
kxekx kx kx kxy y y k e ke e e k k k k k kIÄ( ) ≠′′ ′+ + = ⇒ + + = ⇒ + + = → + + = ⇒ =− =−02 2 25 6 0 5 6 0 5 6 0 5 6 0 2 3 �

�است،�یعنی:�  ‌هنیز    18 y �به�معنای�مشتق�سوم�تابع� y( )3 عبارت�  1

� y x y x x x y x xcos cos ( sin ) sin cos cos′ ′′= π ⇒ = π × − π ×π=−π π ⇒ =−π π × π=− π π2 22 2 2 2 2 2 �

� y x x( ) ( sin ) sin=− π − π × π= π π3 2 32 2 2 4 2 �

� y ky x k x k k( ) sin ( sin )′=− ⇒ π π =− −π π ⇒ π = π⇒ = π3 3 3 24 2 2 4 4 � ��داریم:�� y ky( ) ′+ =3 0 با�توجه�به�معادله�ی�

ابتدا�با�استفاده�از�قوانین�لگاریتم�تابع�را�ساده�می�کنیم:�  ‌هنیز    19  1

� y lnx ln x lnx lnx lnx= + = + =2 1 52
2 2

�

� yy y
x x

( )( ) ′′ α =−− −′ ′′= × ⇒ = × → × =− ⇒α = ⇒α=±
α

10 2
2 2

5 1 5 1 5 1 1 110
2 2 2 4 2

� حال�با�محاسبه�ی�مشتق�دوم�تابع�داریم:�

،�فقط�مقدار�مثبت�قابل�قبول�است.� D( )= 4
 با�توجه�به�دامنه�ی�تابع�
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از�تابع�موردنظر�دو�بار�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    20  4
� x x x x x xf x e xe e x f x e x e e x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − − − −′ ′′= × + − = − ⇒ =− × + − − = −1 1 1 1 1 1 2 �

� ee f f e
e

 ( ) ( ) ( ) ( )
−α ≠−α − −′ ′α− = →α= ⇒ α = = − =0 2

2
12 0 2 2 1 � ،�داریم:�� f ( )′′ α =0 حال�با�توجه�به�این�که�

  پاسخ تشریحی آزمون 56  

�برابر�است�با:  ‌هنیز    1 a [ , ]1 آهنگ�متوسط�تغییر�تابع��fدر�بازه�ی�  2

�
a aaf a f a a aa a

a a a a a a

( )( ) ( ) ( )( )

( )

+ −+ − +− − − −= = = =
− − − −

24 4 4 511 1 4 41
1 1 1 1

�

a a a a a
a
− =− ⇒ − =− ⇒ = ⇒ =4 1 4 2 4 2 �است،�داریم:�� از�آن�جا�که�آهنگ�متوسط�تغییر�برابر�1−

مقدار�دو�آهنگ�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    2  1

[ , ]2 3 �آهنگ�متوسط�تغییر�تابع�در�بازه�ی� f f( ) ( )
−−

= =
−

36 36
3 2 9 4
3 2 1

= − =−4 9 5 �

� 3 12 �آهنگ�لحظه�ای�تابع�در� f x f
x

( ) ( )− × −′ ′= = ⇒ = =−3
3

36 2 7212 6
12

�

( )− − − =5 6 1� تفاضل�دو�مقدار�به�دست�آمده�برابر�است�با:�

سراسری - 90 �

ابتدا�آهنگ�متوسط�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    3  3

� [ , ]2 5 �آهنگ�متوسط�تغییر�در�بازه�ی� f f( ) ( ) −− −= = =
−

5 2
5 2 14 1
5 2 3 4

�

�αاست،�پس:� �همان�مشتق�تابع�در�نقطه�ی� x =α آهنگ�لحظه�ای�در�

�
f

f  IÄ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

−′ α =− − −′ α = → = ⇒ α− = ⇒α− =± ⇒α= α=−
α− α−

1
24

2 2
1 1 1 1 4 1 2 3 1

41 1
�

سراسری خارج از کشور - 90 �

�برابر�است�با:�  ‌هنیز    4 a [ , ]1 آهنگ�متوسط�تغییر�تابع�در�بازه�ی�  3

�
a a a

f a f a aa
a a a

( ) ( ) ( )
+ +−− + − +

= = =
− − −

2 1
1 1 11 0

1 1 1
�

حال�باید�دید،�آهنگ�لحظه�ای�تغییر،�یعنی�مشتق�تابع�در�کدام�نقطه�برابر�صفر�است:

�
fx x x a x a x af x x a x a

x x x

( )
( )

′=× − × + − −′ = = → = ⇒ = ⇒ =±
2 2 20 2 2

2 2 2
2 1 0 �

راه حل اول: ابتدا�تابع�محیط�برحسب�مساحت�را�می�نویسیم:�  ‌هنیز    5  3

�
SS r r SP P S

P r
  


=π ⇒ = ⇒ = π× ⇒ = π π

π = π

2
2 2

2
�

� P
S S
π π′= =2

2
� حال�مشتق��Pنسبت�به��Sرا�محاسبه�می�کنیم:�

P π π π′= = =

π π
2 24

�Sاست،�بنابراین:�� ( )=π =
π π

22 4 �است،�مساحت�آن�برابر�
π
2 هنگامی�که�شعاع�دایره�برابر�
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راه حل دوم:�به�جای�محاسبه�ی�تابع�محیط�برحسب�مساحت،�می�توان�مشتق�دو�تابع�محیط�و�مساحت�نسبت�به�شعاع�را�بر�هم�تقسیم�کرد.�

�
r

dP
dP dPdr
dS dS r r dS

dr

=
ππ π= = = → =

π

2
2 1
2 2

�

آهنگ�تغییر�)لحظه�ای(�تابع،�همان�مشتق�تابع�است�و�داریم:�  ‌هنیز    6  2� f x x x( )′ =− + +23 12 1�

. b
a
− −= =

−
12 2

2 6
�)طول�رأس�سهمی(�اتفاق�می�افتد،�یعنی� bx

a
−=
2

می�دانیم�بیش�ترین�مقدار�آهنگ�تغییر�تابع�درجه�دوم�در�

آهنگ�تغییر��yنسبت�به�x،�برابر�تقسیم�آهنگ�تغییر��yنسبت��tبر�آهنگ�تغییر��xنسبت�به��tمی�باشد.�  ‌هنیز    7  1

�
tt

x x
t

dy tydy dt ty y
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اگر�خطی�بر�یک�منحنی�مماس�باشد،�معادله�ی�حاصل�از�تقاطع�خط�و�منحنی�ریشه�ی�مضاعف�دارد:�  ‌هنیز    14  1

� y x a
x a x x x a a a

y x
 

 
∆=

 = + ⇒ + = ⇒ − + = → − = ⇒ =
=

2
02 22 2 0 4 4 0 1

2
�

�بر�یکی�از�آن�ها�مماس�باشد�بر�دیگری�نیز�مماس�خواهد�بود.� y x=2 دقت�کنید�که�به�دلیل�تقارن�نمودارهای�دو�سهمی،�اگر�خط�

�مماس�است،�پس�معادله�ی�حاصل�از�مساوی�قرار�دادن�این�دو،�ریشه�ی�مضاعف�دارد.�  ‌هنیز    15 y x= سهمی�بر�نیمساز�ناحیه�ی�سوم�یعنی�خط�  3

�
I

x m x m x x mx m x mx m m m m m 

( )
( ) ( ) ( )∆=+ + + + = ⇒ + + + = ⇒ + + + = → − + = ⇒ − − =02 2 2 2 22 2 1 2 6 2 2 2 6 0 3 0 4 3 0 4 12 0 �

� m m,⇒ = =−6 2 �

m x x x x ¡¡—( )=− ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =2 22 2 1 0 1 0 1 با�جایگذاری��mدر�معادله�ی�)I(�داریم:��

� m x x x x( )= ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =−2 26 6 9 0 3 0 3 �
�خط�در�ناحیه�ی�اول�بر�نمودار�تابع�مماس�می�شود. m=−2 توجه�کنید�که�به�ازای�

�باشد.�با�توجه�به�این�که�  ‌هنیز    16
x

f xlim ( )
→

+ =
1

1 0 �موجود�باش��د�باید�
x

f x

x

( )
lim
→

+

−21

1
1
�ریش��ه�ی�مخرج�حد�اس��ت،�پس�برای�این�که�حد� x =1  1

،�بنابراین�می�توان�برای�
x

f f x( ) lim ( )
→

= + =
1

2 1 0 �مش��تق�پذیر�و�طبیعتاً�پیوس��ته�اس��ت،�بنابراین�حد�تابع�با�مقدار�تابع�در�هر�نقطه�برابر�اس��ت�و� f x( ) تابع�

محاسبه�ی�حد�مورد�نظر�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�کرد.�
� Hop

x x

f x f x f
xx

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

′ ′+ +
→ =

−21 1

1 1 2
2 21

�

�. f ( )′ =2 4 طبق�فرض�مسأله�این�حد�برابر��2است،�پس�
�برابر�مشتق��yدر�این�نقطه�است.� x =2 �در� y x f x( )= از�طرفی�شیب�خط�مماس�بر�نمودار�

� xy f x x f x y f ( ) ( ) ( ) f ( )=′ ′ ′ ′= × + × → = + × = + × =21 2 2 2 0 2 4 8 �

�است.� −1
8

بنابراین�شیب�خط�قائم�برابر�

�است.�  ‌هنیز    17
a
−
2
1 �را�نقطه�ی�تماس�خط�مماس�با�منحنی�در�نظر�می�گیریم.�شیب�خط�مماس�در�این�نقطه�برابر�مشتق�تابع�یعنی� a

a
( , )1 نقطه�ی�  3

� y x a
a a

( )−− = −
2

1 1 � معادله�ی�خط�مماس�برابر�است�با:��

a a
a a a aa

( )−− = − ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
2

1 1 1 1 2 23 0 3 3
3

)�روی�این�خط�است،�پس:�� , )0 3 نقطه�ی�

)�می�باشد.� , )2 3
3 2

بنابراین�نقطه�ی�مورد�نظر�

�  ‌هنیز    18 mx x x a= − +2 2 �می�باشد.�محل�تلاقی�این�خطوط�با�سهمی�از�معادله�ی� y mx= معادله�ی�خطوط�گذرنده�از�مبدأ�مختصات�به�صورت�  2
به�دست�می�آید.�برای�این�که�خط�و�سهمی�بر�هم�مماس�باشند،�باید�این�معادله�ریشه�ی�مضاعف�داشته�باشد.�

� mx x x a x m x a  ( ) ∆== − + ⇒ − + + = →02 22 2 0 m a m m a( ) ( )+ − = ⇒ + + − =2 22 4 0 4 4 4 0 �

�است،�پس: cP
a

= )�است.�ضرب�ریشه�ها�در�معادله�ی�درجه�دوم�برابر� )−1 دو�مماس�بر�هم�عمود�هستند،�پس�ضرب�آن�ها�برابر�

� PaP a a a=−−= → − =− ⇒ = ⇒ =14 4 54 4 1 4 5
1 4

�
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خط�و�منحنی�بر�هم�مماس�هستند،�پس�معادله�ی�حاصل�از�مساوی�قرار�دادن�آن�دو،�ریشه�ی�مضاعف�دارد:�  ‌هنیز    19  3
kx x x k x x k k k
x

∆=− = ⇒ − = ⇒ − + = → − = ⇒ =02 2 93 3 3 0 9 4 0
4

با�قرار�دادن�مقدار��k،�طول�محل�تماس�یعنی��aرا�پیدا�می�کنیم.
� x x x x a( )− + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =2 29 3 3 33 0 0

4 2 2 2
�

ka = × =9 3 27
4 2 8

پس�داریم:��

�برابر�است�با:�  ‌هنیز    20 x π=
4
�در� f x x( ) sin= 2 شیب�خط�مماس�بر�  2

� f x x f( ) cos '( )π′ = ⇒ = × =22 2 1
4 2

�

�برابر�است�با:� π
4
)�می�گذرد.�نمودار�تابع��gنیز�از�همین�نقطه�می�گذرد.�مشتق�تابع��gدر�نقطه�ی� , )π 1

4
نمودار�تابع��fاز�نقطه�ی�

� g x x g( ) sin ( )π′ ′=− ⇒ =− × =−22 2 1
4 2

�

�بر�هم�عمود�هستند. π
4
�است.�یعنی�خطوط�مماس�بر�این�دو�تابع�در�نقطه�ی� �برابر�1− π

4
ضرب�مشتق��fو��gدر�نقطه�ی�

  پاسخ تشریحی 58 

با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�حد�مورد�نظر�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    1  4

� HOP

x x

f x f x
f

x
( ) ( )

lim lim ( ) ( )
− − −

π π→ →

′ π′→ = × −
π− −

6 6

36 36 6
6 6 6

�

�است،�پس: f x x x( ) ( sin )=− −2 1 �به�صورت� π
6
ضابطه�ی�تابع�در�سمت�چپ�

� f x x x x f f( ) ( sin ) cos ( ) ( ) ( ) ( )− −
π π π′ ′ ′=− − − × ⇒ = − × × ⇒ − = π32 1 2 2 6 3
6 6 2 6

�

ابتدا�تابع��fرا�ساده�می�کنیم،�سپس�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    2  2

�
x x x

x x xf x
x x xx x x

sin sin cos
tan cos cos( )

sin cos cossin( ) ( sin cos )

++
+= = = =
π ++ +

1
1 1

2 22 24 2 2

xf x f
x

sin( ) ( )
cos ( )

π′ ′⇒ = ⇒ = = =
2 2

1 1
22 2

6 3 33
42

�

از�تابع�کسری��fمشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    3  3

�
x x x

x xf x f
x

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

− + − − − + − − −
′ ′= ⇒ = = =

+ +2 2

1 1 1 1 74 2 4 4 2 2 16 2 15
232 2 4 4 24

16 322 2 2
�

�را�محاسبه�کرده،�سپس�از�آن�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    4 fg x( )( ) ،�پس�ابتدا�تابع� fg f g g f( )′ ′ ′= + می�دانیم�  2

� x x x xfg x f x g x x fg x x x
x x x x

cos cos cos sin( )( ) ( ) ( ) tan ( ) ( ) tan ( tan )
sin sin sin cos

− + − ′= = × = = = ⇒ = +
+ − −

2 2 2 2
2 2

1 1 1 2 1
1 1 1

�

� fg( ) ( ) ( )π′⇒ = × × + =2 1 1 1 4
4

�

�را�با�استفاده�از�تعریف�مشتق،�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    5
x

x

e x
f x

e x

( )
( )

( )

− +
=

+

1
2 1

مشتق�تابع�  2

�

x

x x

xx x x

e x

f x f e x ef e
x x e x

( )

( ) ( ) ( )
( ) lim lim lim

( )

−

−

→− →− →−

+
−

− − +′ − = = = =−
+ + +

2
1 1 1

1 0
1 2 11

1 1 2 1
�
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،�پس�مشتق�تابع��fبرابر�است�با:  ‌هنیز    6 u
u

(lnu) ′′= می�دانیم�  3

�
x

x
e x ef x f
e x e

sin( ) ( )
cos

− −′ ′= ⇒ = =
+ +

0

0
0 10

21
�

�می�پردازیم:  ‌هنیز    7 dy
dx

،�حال�با�استفاده�از�قاعده�ی�زنجیره�ای�به�محاسبه�ی� u cos π= =2 1
3

،�آن�گاه� x وقتی�1=  4

� xdy dy dydu x
dx du dx dxu

( ( ) )( sin( )) ( )( )=π π − π − π= × = − − × − → = + × × =1
3

1 1 2 1 2 3 5 31 8 1 4
2 3 3 1 3 2 3

�

�و�با�مشتق�گیری�از��fداریم:�  ‌هنیز    8 g( )=1 3
2 2

�و� g ( )′ =1 3
2

باتوجه�به�مقادیر�  3

� f x x g f x xg x g f g g f
x x xx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = + ⇒ = − ⇒ = × − =2 2
2

1 1 1 1 1 1 32 2 4 2 4 3 3
2 2 2

�

�می�دانیم:  ‌هنیز    9 x در�محدوده�ی�سمت�چپ�1=  2

� x x x[ ] [ ]+< ⇒− >− ⇒ − = − =−1 1 1 1 �

f x x f( ) ( )−′ ′= + ⇒ = + =4 2 1 4 2 6 �است�و�داریم:� f x x x( ) ( )= +22 پس�ضابطه�ی�تابع�به�صورت�

�می�نویسیم�و�سپس�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    10 x =2 �را�به�صورت�دو�ضابطه�ای�در�اطراف�نقطه�ی� f x( ) تابع�  3

�
x x x x x x x x

f x f x
x x x x x x x x

( )
( ) ( )

( )

 + − ≥ − ≥ = ⇒ = 
+ − < − + <  

2 2 3 2

2 2 3 2
2 2 2

2 2 3 2
�

�
x x x f

f x
fx x x

( )
( )

( )
+

−

 ′− > = − = ′⇒ = ⇒  ′ =− + =− + <  

2

2
3 2 2 2 12 4 8

2 12 12 03 6 2
�

�است. − =8 0 8 بنابراین�مقدار�خواسته�شده�برابر�

�باعث�مشتق�پذیری�تابع�می�شود.�  ‌هنیز    11 x| |−1 ،�در�تابع�مشتق�ناپذیر� x( )−1 در�گزینه�ی�)4(،�ضرب�عامل�صفرکننده�ی�  4

مشتق�چپ�و�راست�در�سایر�گزینه�ها�برابر�نیست.�
� y y Á¾¹Äq¬( ) : ( ) , ( )+ −′ ′= =−1 1 1 1 1�

� y yÁ¾¹Äq¬( ) : ( ) , ( )+ −′ ′= =2 1 1 1 0 �

� y yÁ¾¹Äq¬ : ( ) , (( )) + −′ ′= =3 1 1 1 0 �

برای�آن�که�تابع��fمشتق�پذیر�باشد،�باید�پیوسته�بوده�و�مشتق�چپ�و�راست�آن�برابر�باشد:�  ‌هنیز    12  3

�
x x

ax

f x f x e b a b a

b b a bae x
f x f f ae a

x
x

lim ( ) lim ( ) ln

( ) , ( ) ( )

+ −→ →

+ −

 = ⇒ + = + ⇒ + =



 ⇒ + = ⇒ = ⇒ + = > ′ ′ ′= = ⇒ = ⇒ =
 +<  +

0
0 0

0

2 1 1 2

1 2 1 20 10 0 11 0 10
1

�

�برابر�است�با:  ‌هنیز    13 [ , ]2 6 آهنگ�متوسط�تغییر�در�بازه�ی�  4

� f f( ) ( ) −− −= = =
− ×

6 2
6 2 18 14 17 3
6 2 4 21 4 21

�

آهنگ�لحظه�ای�تغییر�در�یک�نقطه�برابر�مشتق�تابع�در�آن�نقطه�است:

�
f xxf x f x x x x

x x x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

′ =−′= ⇒ = → = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −
+ + +

1
221

2 2
1 0 1 1 1 21 1 21 21 1

1 211 1
�

�می�نویسیم�و�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    14 y x x= −
3 1
2 38 27 ضابطه�ی�تابع�را�به�صورت�  4

� xy x x y x x y x x y( ) ( ) ( ) ( )
− − −− − =− − −′ ′′ ′′′ ′′′= × − × ⇒ = × − ⇒ = + → =− − =−

1 2 1 5 3 8
12 3 2 3 2 33 1 1 2 1 58 27 12 9 6 6 1 3 10 13

2 3 2 3 2 3
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شیب�خط�مماس�بر�تابع�برابر�مقدار�مشتق�تابع�در�نقطه�ی�تماس�است:  ‌هنیز    15  4

� mmf x x ax m f a a
a a

m f a
   

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )

′=−
 ′ ′= + ⇒ = − = − + − =− − → − − + =−

′ ′ = = +

3 3
14 2 1 4 1 2 1 2 4

2 4 4 2 1
1 4 2

�

�
a a

a
a a

( )

− + = ⇒ =
⇒ + = ⇒ − + =− ⇒ =



2
32 4 1
22 4 1 52 4 1
2

�

− − =−3 5 4
2 2

بنابراین�مجموع�مقادیر�ممکن�برای��aبرابر�است�با:��

با�استفاده�از�قوانین�لگاریتم،�تابع�را�ساده�می�کنیم،�سپس�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    16  1

�
xxx x x xy x y y

x x xx

( cot )sin sin sin cosln( ) ln ln ln cot ( )
cos cos cotsin

π=− + − −′ ′= = = = ⇒ = × → = × =
− −

1 2
43

2
12 1 2 1 2 1 1 1 2 2

1 2 3 1 2 3 3 3 3 1 32
�

y x y x( )− π − π− = − ⇒ = +2 20
3 4 3 6

�برابر�است�با:� ln =1 1 0
3

�و�عرض� π
4
معادله�ی�خط�مماس�بر�منحنی�در�نقطه�ای�با�طول�

�است. π
6
پس�عرض�از�مبدأ�خط�مماس�موردنظر�برابر�

خط�بر�سهمی�مماس�است،�پس�معادله�ی�حاصل�از�مساوی�قرار�دادن�این�دو،�باید�ریشه�ی�مضاعف�داشته�باشد.  ‌هنیز    17  3

� x k x x k x x k k k∆=− = + + ⇒ + + = → − = ⇒ =02 2 12 2 0 1 8 0
8
�

مشتق�ضمنی�باید�برابر�صفر�باشد:  ‌هنیز    18  3

� x

y

Fdy y x y x
dx F y x

− − +
= = ⇒− = ⇒ =

−

3
3

3
4 40 0
4 4

�

x
x x x x x

x x

=− + = ⇒ = ⇒
= ⇒ =±

12 4 4 4 12
88

0
4 0 3

3 3
با�جایگذاری�معادله�ی�به�دست�آمده�در�معادله�ی�منحنی�داریم:�

پس�در�سه�نقطه�خط�مماس�موازی�محور�طول�هاست.

�مشتق�ضمنی�می�گیریم:  ‌هنیز    19 xx y y
y

sin+ + − =4 1 0 از�معادله�ی�  1

�

xx y
dy y y y
dx x xx

y y

( , )
cos

cos ( )

+ ×
+′=− → =− =
−+ × − −

3
01

4
2

14
0 1 1
0 11

�

y x y x( )− = − ⇒ =− +
−
11 0 1
1

بنابراین�معادله�ی�خط�قائم�برابر�است�با:�

�می�گذرد.�  ( , )1 0 این�خط�از�نقطه�ی�

مشتق�تابع�داده�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    20  1

� xy x x
x

( )
−

−′= − =
3 2
5 5

5 2
8 12 4 2 3
5 5 5

�

�است.� x =0 تابع�در�مبدأ�مختصات�مشتق�ندارد�و�حد�تابع�مشتق�در�صفر�از�چپ�و�راست�برابر�منفی�بی�نهایت�است،�پس�تابع�دارای�مماس�قائم�
سراسری خارج از کشور - 91 �
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پاسخ تشریحی آزمون های فصل دوازدهم

  پاسخ تشریحی آزمون 59  

بهتر�است،�شکل�تمامی�گزینه�ها�را�بدانیم:  ‌هنیز    1  3 

�داریم: x[ ] توجه�کنید�با�توجه�به�تعریف�

x x
y x x x x

x x
[ ]




+ ≤ <
= + = ≤ <
 − − ≤ <


1 1 2
0 1

1 1 0





از�روی�نمودار�توابع�مشخص�است�گزینه�ی�)2(�و�)4(�غیریکنوا�و�گزینه�ی�)1(�صعودی�غیراکید�است.�تنها�گزینه�ی�)3(�صعودی�اکید�است.�

،�تشکیل�پاره�خط�ندهند�تابع�نزولی�اکید�است.�  ‌هنیز    2 f x( )′ =0 �و�نقاطی�که� f x( )′ ≤0 می�دانیم�اگر�  3 

)�نزولی� , )3 6 �مشتق�برابر�صفر�است.�پس�تابع�فقط�در�بازه�ی� x=5 )�نمودار�تابع�مشتق�زیر�محور��xها�است�و�فقط�در�نقطه�ی� , )3 6 در�بازه�ی�
اکید�است.�

برای�این�که�تابع�چندجمله�ای��fهمواره�نزولی�باشد،�باید�در�همه�ی�نقاط�داشته�باشیم:�  ‌هنیز    3  3 
f x( )′ ≤0

a a
f x ax x a

a a a
( )

< ⇒ <′ = + − ⇒ ⇒ ≤−∆≤ ⇒ + × ≤ ⇒ ≤− ⇒ ≤−

2 3 0 0
3 6 1 30 36 4 3 0 12 36 3

�را�حل�کنیم:�  ‌هنیز    4 f x( )′ ≥0 برای�تعیین�ناحیه�ی�صعودی�بودن�تابع،�باید�نامعادله�ی�  4 

x x x xf x x x
x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

× + − − +′ = = ≥ ⇒− + ≥ ⇒− ≤ ≤
+ +

2 2 2
2 2 2 2

1 4 2 4 0 4 0 2 2
4 4

)�صعودی�است. , )−2 2 بنابراین�تابع�در�بازه�ی�

فصل دوازدهم: کاربردهای مشتق
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�را�حل�کنیم:  ‌هنیز    5 f x( )′ ≥0 برای�به�دست�آوردن�بازه�ی�صعودی�بودن�تابع،�باید�نامعادله�ی�  4 
x x x

x x xxf x x x
x x

ln
ln( ) ( ln )

(ln ) (ln )

− ×
−′ = = ≥ ⇒ − ≥

2

2 2

12
2 0 2 1 0

�را�رسم�می�کنیم. f ′ �جدول�تعیین�علامت� xln �را�محاسبه�کنیم،�سپس�با�توجه�به�صعودی�بودن� f x( )′ برای�حل�این�نامعادله�باید�ابتدا�ریشه�های�

x x x e eln ln− = ⇒ = ⇒ = =
1
212 1 0

2

�می�باشد. e )�صعودی�است�و�کم�ترین�مقدار��aبرابر� , )−∞ 0 �و� e( , )+∞ پس�تابع��fدر�بازه�های�
تابع�در�بازه�ای�صعودی�است�که�مشتق��fدر�آن�بازه�نامنفی�باشد.�  ‌هنیز    6  4 

x x x xf x xe x e e x x f x e x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − −′ ′= − + = − + − ⇒ =− −2 2 22 1 2 1 1

.�با�توجه�به�این�که�مش��تق�فقط�در�یک�نقطه�برابر�صفر�اس��ت�بنابراین�در�هیچ�بازه�ای،� f x( )′ ≤0 ،�داریم� xe− با�توجه�به�مثبت�بودن�تابع�نمایی�
�نزولی�اکید�است. تابع�صعودی�نیست�بلکه�در�

برای�محاسبه�ی�نقاط�بحرانی،�ابتدا�از�تابع�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    7  3 

f x x x x x x x x x x x x x  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) , ,′ = − − − = ⇒ − − − ⇒ − − + = ⇒ =3 2 2 2 2 2 2 22 1 3 1 0 1 2 1 3 1 5 2 0 1 0
5

ابتدا�باید�از�تابع�مشتق�بگیریم،�ریشه�های�صورت�و�مخرج�مشتق�اگر�در�دامنه�ی�تابع�باشند،�طول�نقاط�بحرانی�هستند.  ‌هنیز    8  2 

x xf x x x x x x x
x x

( )
−

−′ = − = − = = ⇒ = ⇒ = ⇒ =± ⇒ =±
1 1 33 2 3 2 23 3

3 3
4 2 4 2 4 2 1 1 1 20
3 3 3 2 8 42 23 3

x xZoh¶# ¾zÄnÁ : = ⇒ =33 0 0

ریشه�های�صورت�و�مخرج�تابع�مشتق�اگر�در�دامنه�باشند،�طول�نقاط�بحرانی�هستند.�  ‌هنیز    9  3 
x x x xf x x x

x x x

( )
( )

− + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

1 6 1 7 12
3 3 3

مشخص�است�که�صورت�کسر،�دو�ریشه�و�مخرج�آن�یک�ریشه�دارد.
نمودار�قدرمطلق�یک�تابع�درجه�ی�دوم�به�یکی�از�صورت�های�زیر�است:  ‌هنیز    10  3 

∆<0∆=0∆>0

بنابراین�برای�این�که�این�تابع�دارای��3نقطه�ی�بحرانی�باشد،�باید�داشته�باشیم:

m m m m m m m m( ) ( ) −∆> ⇒ − + =− − > ⇒− + > ⇒ < <2 2 40 4 1 3 4 0 3 4 0 0
3

تنها�گزینه�ای�که�در�این�محدوده�قرار�دارد�عدد��m=−1است.
)�می�یابیم.�  ‌هنیز    11 , )π0 2 مشتق�تابع�را�برابر�صفر�قرار�می�دهیم�و�تعداد�ریشه�های�آن�را�در�بازه�ی�  1 

x x
y x x x x x

x x  jnHk º #JH¼]

sin
sin cos sin sin ( cos )

cos cos

= ⇒ =π
′= + = + = ⇒ −+ = ⇒ =

0
2 3 2 3 0 32 3 0

2
�می�باشد. x=π تنها�ریشه�ی�مشتق�



196 �فصل�دوازدهم:�کاربردهای�مشتق�

ابتدا�از�تابع�مشتق�می�گیریم�و�آن�را�مساوی�صفر�قرار�می�دهیم�تا�طول�نقطه�ی�بحرانی�به�دست�آید.�  ‌هنیز    12  3 

f x x x x( ) − −′ = + = ⇒ = ⇒ =3 3 1 18 1 0
8 2

f( ) ( )− − −= − = − =41 1 1 1 1 32
2 2 2 8 2 8

می�دانیم�در�تابع�درجه�ی�دوم�اگر�ضریب�درجه�ی�دوم�مثبت�باش��د،�دارای�مینیمم�اس��ت�و�طول�نقطه�ی�مینیمم�آن�برابر�با�  ‌هنیز    13  4 

�می�باشد.
a

−∆
4

�و�عرض�آن�برابر� b
a
−
2

m− >1 0
mb

a m m a m
( ( ))

,
( ) ( )

− + −− −∆= = > = <
− − −

16 4 14 2 0 0
2 2 1 1 4 4 1

پس�نقطه�ی�مینیمم�دارای�طولی�مثبت�و�عرضی�منفی�است�و�در�ناحیه�ی�چهارم�قرار�دارد.
نقطه�ی�بحرانی،�نقطه�ای�درونی�از�دامنه�ی�تابع�است�که�مشتق�در�آن�نقطه�صفر�یا�تعریف�نشده�است.�نقطه�ی�ماکزیمم�نیز�  ‌هنیز    14  1 

یکی�از�نقاط�بحرانی�است�و�داریم:
xf x x

x x
( ) −′ = = ⇒ =

− 2
8 2 0 4
8

توجه�کنید�ریشه�های�مخرج،�نقطه�ی�بحرانی�)یا�ماکزیمم(�نیستند،�زیرا�در�دامنه�ی�تابع�قرار�ندارند.
ابتدا�نقاط�بحرانی�تابع��fرا�می�یابیم:  ‌هنیز    15  2 

x x x x xf x x f
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

+ − −′ = = = ⇒ = ⇒ =−
+ +

2 2

2 2 2 2
4 1 2 2 1 6 0 0 0 1

1 1

�،�مینیمم�مطلق�است. با�توجه�به�این�که�می�دانیم�مینیمم�و�ماکزیمم�مطلق�توابع�فقط�در�نقاط�بحرانی�اتفاق�می�افتد،�بنابراین�1−
�کافی�است،�مقادیر�ابتدا�و�انتهای�بازه�را�با�نقاط�بحرانی�این�بازه�  ‌هنیز    16  [ , ]1 3 برای�یافتن�بیش�ترین�و�کم�ترین�مقدار�تابع�در�بازه�ی�  2 

مقایسه�کنیم.
x

f x x x x x
x

 ¡#¡#—

( ) ( )
=′ = − = − ⇒ =

2 0
3 6 3 2 2

f k k f k k f k k     ¢±‰¶#´µÃ¹Ã¶    ¢±‰¶#´µÄq¨I¶ # ( ) , ( ) ( ),= − + = − = − + = − ⇒ = − + = ⇒1 1 3 2 2 8 12 4 3 27 27

k k k k( )⇒ =− − ⇒ = ⇒ =4 2 4 2

ابتدا�نقاط�بحرانی�تابع�را�می�یابیم:  ‌هنیز    17  1 
x x x xf x x x

x x

( )
( )

( ) ( )

× + − × − +′ = = = ⇒ = ⇒ =±
+ +

2 2 2
2 2 2 2

1 4 2 4 0 4 2
4 4

�داریم: D( )= با�توجه�به�پیوستگی�تابع�در�دامنه�اش�

f f( ) , ( ) − −= = − = =
+ +
2 1 2 12 2

4 4 4 4 4 4
با�توجه�به�این�که�می�دانیم�تابع�حتماً�ماکزیمم�و�مینیمم�مطلق�دارد،�پس�این�دو�نقطه�اکسترمم�هستند.�بنابراین�داریم:

max min ( )−+ = + =1 1 0
4 4

مقادیر�نقاط�بحرانی�و�ابتدا�و�انتهای�بازه�را�مقایسه�می�کنیم،�بزرگ�ترین�آن�ها�ماکزیمم�و�کوچک�ترین�آن�ها�مینیمم�مطلق�است.�  ‌هنیز    18  2 

x x
f x x x x x x

x x

cos
( ) sin cos cos cos ( sin )

sin

π = ⇒ =′ = − = − = ⇒ π = ⇒ =


0
22 2 1 0 1 5

2 6
f( )π = − =1 1 0
2

f f( ) ( ) min , ( ) ( ) maxπ − π= − = ⇒ = − + = ⇒2 25 1 1 1 3 1 1 2
6 2 2 4 2

max min+ = − =1 72
4 4
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�پیوسته�و�مشتق�پذیر�است�حتماً�در�اکسترمم�خود،�مشتقی�برابر�صفر�دارد.  ‌هنیز    19 D( )= از�آن�جا�که�تابع�در�دامنه�اش�  1 
x ay x a x a a a f a b b ab( ) ( ) ( )= =−′= + → + = ⇒ + = ⇒ =− ⇒ = + + =− → = ⇒ =−1 43 3 44 4 0 4 0 4 1 1 1 2 1 4

تابع��fدر�دامنه�اش�پیوسته�است�و�داریم:�  ‌هنیز    20  1 
xf x xe x A AO( ) ( , )−′ =− = ⇒ = ⇒ ⇒ = + =
2 2 22 0 0 0 1 0 1 1

  پاسخ تشریحی آزمون 60  

با�توجه�به�خواسته�ی�مسأله�باید�طولانی�ترین�بازه�ای�را�بیابیم�که�نقاط�آن�بازه،�مشتق�نامنفی�و�مقداری�منفی�دارند.  ‌هنیز    1  2
xf x x x I
x

( ) ( )
( )

−< ⇒ < ⇒ − < ⇒− < <
+

2 2
2 2

40 0 4 0 2 2
1

x x x x x x x x x x x
f x

x x x

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

+ − + × − + + − + −′ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥
+ + +

2 2 2 2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 3
2 1 2 1 2 4 2 1 1 2 8 2 90 0 0 0

1 1 1

�مطابق�زیر�است: f x( )′ جدول�تعیین�علامت�
� f x x( )′ ≥ ⇒ ≤−0 3 �یا� IIx ( )≤ ≤0 3

)�دارای�شرایط�خواسته�شده�است. , )0 2 با�اشتراک�گرفتن�از�شرط�های��Iو��IIمی�بینیم،�تابع�در�بازه�ی�
باید�نقاطی�از�دامنه�ی�تابع�را�بیابیم�که�مشتق�در�آن�نقاط�مثبت�است.  ‌هنیز    2  4

x x lnx x xxf x f x x x
x x

Áj¼•‚

ln ( ) ln ( ln )
( ) ( ) ln ( ln )

× × − × −′ ′= = → > ⇒ − >

2

2 2

18 1 4 4 2 0 4 2 0

�داریم: x tln = با�تغییر�متغیر�
t t t x e x e x e( ) ln− > ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < <0 2 24 2 0 0 2 0 2 1

�را�مورد�بررسی�قرار�می�دهیم.  ‌هنیز    3 f ′′ ،�علامت� f ′ �و�برای�نزولی�اکید�بودن� f ′ برای�نزولی�اکید�بودن��fعلامت�  1
fx x x

fx x x

f e xe e x f x x
x

f e x e e x f x x

kÃ¨H#Â²»qº

kÃ¨H#Â²»qº 

( )

( ) ( )

− − −

′− − −

′ ′= × − = − → < ⇒ − < ⇒ >
⇒ < <

′′ ′′=− × − − = − → < ⇒ − < ⇒ <

1 1 0 1 0 1
1 2

1 1 2 0 2 0 2

ابتدا�از�تابع�مشتق�می�گیریم�و�آن�را�براساس�خواسته�ی�سؤال�مثبت�قرار�می�دهیم.  ‌هنیز    4  1

f x x x x x x x f x x xkÃ¨H#Áj¼•‚( ) cos cos sin sin ( ) sin′ ′= − + = → > ⇒ >0 0

)�مثبت�است.� , )π0 �در�ربع�اول�و�دوم،�مشخص�است�که�مشتق�در�بازه�ی� xsin با�توجه�به�مثبت�بودن�

�نمودار�توابع�را�رسم�می�کنیم.�  ‌هنیز    5
x x

x
x x

   

| |
≥=− <

0
0
به�کمک�تعریف�قدرمطلق�  2

x x
y x x

x x
| |

− ≥= + − = + <

3 2 2
2 2 2 2

x x
y x x

x x
| |

− − ≥=− + − =− + <

2 2
2 2 3 2 2
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x
y x x

x x
| |

≥= − =− <

0 0
2 0

x
y x x

x x
| |

≥= − = <

0 0
2 0

اگر�تابع��fدر�بازه�ای�نزولی�باشد،�مشتق�تابع�در�آن�بازه�نامثبت�است.�  ‌هنیز    6  2
f x x x x x( ) ( )′ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤4 2 2 20 4 0 4 0

)�اکیداً�نزولی�است. , )−2 2 بنابراین�تابع�در�بازه�ی�
نقاطی�از�تابع،�که�در�آن�ها�مشتق،�صفر�یا�تعریف�نشده�باشد،�نقاط�بحرانی�است.�  ‌هنیز    7  2

x x x x x x x x x xx xf x
x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

− + − − − + −− +′ = = = =
− − − −

2 2 3 2 3 3 23 2

4 4 3 3
3 1 21 1 3 3 2 33

1 1 1 1

،�در�دامنه�ی�تابع�اصلی�قرار�ندارد،�پس�بحرانی�نیست.� x=1طول�دو�نقطه�ی�بحرانی�تابع�است.�توجه�کنید�که�� x=3 �و� x=0 بنابراین�
�را�بررسی�می�کنیم.  ‌هنیز    8 x=0 ابتدا�از�هرکدام�از�ضابطه�ها،�مشتق�می�گیریم،�سپس�نقطه�ی�مرزی�  3

x x
f x

x x
( )

 − >′ =
+ <

23 3 0
2 4 0

�برابر�نیست،�پس�تابع�در�این�نقطه�مشتق�ندارد�و�بحرانی�است.�ضمناً�داریم: x=0 مشتق�چپ�و�راست�در�نقطه�ی�
x x x x

f x
x x x

¡#¡ # —,
( )

 − = ⇒ = ⇒ = =−′ = ⇒
+ = ⇒ =− ⇒ =−

2 23 3 0 1 1 10
2 4 0 2 4 2

�دارای�نقاط�بحرانی�است. x=−2 �و� x=1و�� x=0 پس�تابع�در�
،�سپس�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    9 D( )= ابتدا�به�دامنه�ی�تابع�توجه�می�کنیم�  3

xf x x x x
x x

( ) ( ) ( )
−

−′ = − = − =
5 1 23 53 3

3 3
8 8 8 1 8 1
3 3 3 3

� x  ,=±1 مش��تق�تابع�در�ریش��ه�های�صورت،�صفر�و�در�ریشه�های�مخرج�تعریف�نشده�است،�پس�این�نقاط�برای�تابع�نقاط�بحرانی�هستند.�یعنی�0
�می�ش��ود�و�مس��احت�مثلث�ساخته�شده�از� −3 ،��0و� −3 �به�ازای�نقاط��0�،1و�1-�به�ترتیب� f x( ) طول��3نقطه�ی�بحرانی�این�تابع�هس��تند.�مقدار�
× =3 2 3
2

� این�نقاط�برابر�است�با:�

با�استفاده�از�تعریف�قدرمطلق،�تابع�را�به�صورت�دوضابطه�ای�نوشته،�مشتق�می�گیریم.  ‌هنیز    10  3

x x x
f x

x x x

( )
( )

( )

 − ≥=
− ≤

3

3
2 2

2 2

x xx x x
x xf x f x

x x xx x
xx

( )

( ) ( )
( )

− −+ > >  ′ ′= ⇒ = − −  <− + <
 

3
3 32 2

3
33 22

2 4 22 2
3 3
2 2 4 22

33

�ناموجود�است.�پس��3نقطه�ی�بحرانی�دارد. x=0 �و� x=2 ،�برابر�صفر�و�در�نقاط� x=1
2
مشتق�این�تابع�در�نقطه�ی�
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�برابر�صفر�می�ش��ود،�پ��س�تابع�در�این�دو�نقطه�تغییر�  ‌هنیز    11 x ,π π= 5
4 4

)،�در�دو�نقطه�ی� , )π0 2 �در�بازه�ی� x xsin cos− عب��ارت�  4

�نیز�برابر�صفر�می�گردد. x x|sin cos |− �برابر�صفر�شود،�مشتق� x xsin cos− ضابطه�می�دهد.�ضمناً�اگر�مشتق�

�نقاط�بحرانی�تابع�هستند.نکت��ز:  g x( )′ �و� g x( ) ،�ریشه�های� y g x| ( )|= اگر�

x x x x x x(sin cos ) cos sin tan ,π π′− = + = ⇒ =− ⇒ =3 70 1
4 4

�بحرانی�است. x , , ,π π π π= 3 5 7
4 4 4 4

پس�تابع�در�چهار�نقطه�ی�

تابع�را�در�محدوده�ی�داده�شده�به�صورت�دو�ضابطه�ای�نوشته�و�مشتق�می�گیریم.�  ‌هنیز    12  4

x x x
f x

x
( )

 − ≤ <=
< <

2 2 1 2
0 0 1

�����,�����
x x

f x
x

( )
− < <′ = < <

2 2 1 2
0 0 1

�دارای�مشتق�صفر�و�  ( , )0 1 �پیوس��ته�نیس��ت،�پس�مش��تق�ندارد�و�در�این�نقطه�بحرانی�است.�ضمناً�تمامی�نقاط�بازه�ی� x=1توجه�کنید�که�تابع�در�
بحرانی�هستند.�

مقدار�نقاط�بحرانی�این�بازه�را�با�مقدار�تابع�در�ابتدا�و�انتهای�بازه�مقایسه�می�کنیم.�  ‌هنیز    13  2
f x x x x x x x x  ( ) ( ) , ,′ = − − = − − = ⇒ = −3 2 22 2 0 0 1 2

f f f f                ( ) , ( ) , ( ) , ( )− −− = + − = = = × − × − = = × − × − =1 1 5 1 1 8 1 1 91 1 0 0 2 16 8 4 3 81 27 9
4 3 12 4 3 3 4 3 4

�است. −8
3
با�توجه�به�مقادیر�به�دست�آمده،�کم�ترین�مقدار�

ابتدا�نقاط�بحرانی�تابع�را�در�این�بازه�می�یابیم:  ‌هنیز    14  3
f x x x x x x( ) ,′ = − + = ⇒ − + = ⇒ =2 22 6 4 0 3 2 0 2 1

f f f   ¢±‰¶   ¢±‰¶( ) , ( ) min , ( ) max= − + − = = × − × + × − = ⇒ = × − × + × − = ⇒2 2 2 1 21 3 4 1 2 8 3 4 4 2 1 3 27 3 9 4 3 1 2
3 3 3 3 3

max min− = − =1 52
3 3

�Dرا�یافت�که�مشتق�در�آن�ها�برابر�صفر�یا�تعریف�نشده�است.  ‌هنیز    15 { }= − 0 برای�یافتن�نقاط�بحرانی،�باید�نقاطی�از�دامنه�ی�تابع�  3

x xf x x
xx x

( ) − −′ = + = = ⇒ =±
2

4 3
4 1 4 0 2

f f ln ln ln( ) ( )+ − = + + + = +1 12 2 2 2 2 2 1
2 2

�به�دست�می�آوریم.  ‌هنیز    16 [ , ]π0 2 مقادیر�ماکزیمم�و�مینیمم�تابع�را�در�یک�دوره�ی�تناوب�آن�  3

f x x x x x x( ) cos sin cos cos ( sin )′ =− + = − + =2 2 1 0

x x

x x

cos ,

sin ,

π π = ⇒ =
 π π = ⇒ =


30
2 2

1 5
2 6 6

f f( ) ( )= π =0 2 1

f f( ) ( )π π= = + =5 3 1 5
6 6 4 2 4

f f( ) , ( )π π= =−31 1
2 2

�است.  [ , ]− 51
4
بنابراین�برد�تابع�در�یک�دوره�ی�تناوب�آن�و�در�نتیجه�برد�کلی�تابع�بازه�ی�

( )− − =5 91
4 4

�برابر�است�با:� b a− بیش�ترین�مقدار�
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ماکزیمم�و�مینیمم�مطلق،�فقط�در�نقاط�بحرانی�یا�ابتدا�یا�انتهای�بازه�اتفاق�می�افتند.  ‌هنیز    17  3
f x x x x x x( ) cos sin sin sin ( cos )′ =− − =− + =2 2 1 0

x x

x x

sin ,

cos

= ⇒ = π

 − π= ⇒ =

0 0
1 2
2 3

f f f    ( ) max , ( ) min , ( )π −= + = ⇒ = − = ⇒ π = − =2 1 1 10 1 1 2 1 1 0
3 4 2 4

max min+ = − =1 72
4 4

�پیوسته�است�)مخرج�ریشه�ندارد(.�تمام�نقاط�بحرانی�آن�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    18 تابع�ذکر�شده�در�سؤال�در�  1
x x x x x xy x x x

x x x x
 

( ) ( )( )
,

( ) ( )

− + − − − − + +′= = = ⇒ − − = ⇒ =−
− + − +

2 2 2
2 2 2 2

2 5 2 2 1 2 3 0 2 3 0 1 3
2 5 2 5

f f( ) min , ( ) max− − −− = = = ⇒ = = = ⇒
+ + − +

2 2 1 2 2 11 3
1 2 5 8 4 9 6 5 8 4

از�جایی�که�مینیمم�و�ماکزیمم�فقط�در�نقاط�بحرانی�اتفاق�می�افتند،�پس�این�دو�نقطه�اکسترمم�هستند�و�مجموعشان�صفر�می�شود.�
�،�مشتق�برابر�صفر�دارد.  ‌هنیز    19 �تابعی�پیوسته�و�مشتق�پذیر�است،�پس�حتماً�در�نقطه�ای�به�طول�1− ،�در� f x( )  2

xbx bx bx bf x ae abxe ae bx f ae b b( ) ( ) ( ) ( )=− −′ ′= + = + → − = ⇒ − = ⇒ =11 1 0 1 0 1

�در�تابع�صدق�می�کند،�پس�داریم:
e

 ( , )− 21 از�طرفی�نقطه�ی�

f ae a ab
e e

( ) −− = ⇒− = ⇒ =− ⇒ =−12 21 2 2

برای�یافتن�برد�یک�تابع�پیوسته�در�یک�بازه�باید�مقادیر�ماکزیمم�و�مینیمم�مطلق�آن�را�بیابیم.  ‌هنیز    20  2
f xf x x x x x x( )( ) ( ) ,′ =′ = − = − → =02 412 16 4 3 4 0

3

f f f    ( ) min , ( ) max , ( )− =− − + =− ⇒ = ⇒ = − + =−1 4 8 1 11 0 1 1 4 8 1 3 �در�دامنه�ی�تابع�نیست�و�آن�را�بررسی�نمی�کنیم.� x=4
3
نقطه�ی�

�است.  [ , ]−11 1 بنابراین�برد�تابع�برابر�

  پاسخ تشریحی آزمون 61  

y  ‌هنیز    1 x x y x x( )′ ′= − ⇒ = −4 35 10 5 2 مشتق�تابع�را�محاسبه�کرده�و�آن�را�تعیین�علامت�می�کنیم:�  1

بنابراین�تابع�یک�ماکزیمم�و�یک�مینیمم�نسبی�دارد.

�برابر�صفر�است،�پس:  ‌هنیز    2 −5 تابع��fهمواره�مشتق�پذیر�است،�بنابراین�مشتق�تابع�به�ازای��3و�  2
f a b a b

f x x ax b a a b
f a b a b
( )

( ) ,
( )

′ = ⇒ + + = ⇒ + =−′ = + + ⇒ ⇒ = ⇒ = =− ′ − = ⇒ − + = ⇒ − =

2 3 0 27 6 0 6 27
3 2 16 48 3 455 0 75 10 0 10 75

�است،�با�تعیین�علامت�مشتق�داریم: f x x x( )′ = + −23 6 45 بنابراین�مشتق�تابع�به�صورت�

f x x x x f( ) ( )= + − ⇒ = + − =−3 23 45 3 27 27 135 81 بنابراین�نقطه�ای�با�طول��3مینیمم�نسبی�تابع�است.�مقدار�مینیمم�برابر�است�با:�

سراسری خارج از کشور - 89 �



201

نمودار�این�تابع�به�صورت�روبه�رو�است:  ‌هنیز    3  1
)�ماکزیمم�نسبی�تابع�است. , )0 1 با�توجه�به�شکل،�نقطه�ی�

�تغییر�علامت�نمی�دهد�اما�باز�هم�تابع�دارای�اکسترمم�است. x=0 توجز:�با�این�که�مشتق�تابع�در�

�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    4 x=1نمودار�تابع�را�به�جز�درنقطه�ی�  3
�را�منفی�یک�یا�کم�تر�از�منفی�یک�قرار�دهیم،�تابع�دارای�مینیمم�نس��بی�و�اگر� f( )0 همان�طور�که�در�ش��کل�مش��خص�اس��ت،�اگر�

. k− < ≤1 بزرگ�تر�از�یک�قرار�دهیم،�تابع�دارای�ماکزیمم�نسبی�است.�پس:�1

تابع��fهمواره�مشتق�پذیر�است،�در�نتیجه�در�نقاط�اکسترمم�مشتقی�برابر�صفر�دارد.�بنابراین:  ‌هنیز    5  3
f

f

f x x ax b a b a b
a b a b

f x x ax bx a b a b

  

  

( )

( )

( )
,

( )

′ =

=

 ′ = + + → + + = ⇒ + =− ⇒ =− = ⇒ − =−
= + + + → + + + = ⇒ + =−

1 03

1 14 2

4 2 4 2 0 2 4
3 2 5

1 1 1 1 1

تابع�مشتق�پذیر��fدر�نقطه�ی�مینیمم�خود�دارای�مشتقی�برابر�صفر�است.  ‌هنیز    6  2
f

f x a x b x a b a b b a
( )

( ) sin cos sin cos
π′ = π π′ =− × + →− + = ⇒− + = ⇒ =

0
6 3 32 2 2 0 2 0 2

3 6 2 2
f a bf x a x b x a cos b a b
( )

( ) cos sin sin
π = − π π= + → + =− ⇒ + =− ⇒ + =−

3
62 3 3 6

3 6 2 2
a a a+ =− ⇒ =−2 6 2 �داریم:� a b+ =−6 �و� b a=2 با�توجه�به�دو�معادله�ی�
سراسری - 89 �

)�مشتق�پذیر�است،�پس�در�نقاط�اکسترمم�نسبی،�مشتقی�برابر�صفر�دارد.  ‌هنیز    7 )+ تابع�داده�شده�در�تمام�نقاط�دامنه�اش�  4
by ax
x

′= + −2 1

x a b a b
b bb b a abb bx a a

= ⇒ = + − + − = 
  − − −⇒ ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = = 

= ⇒ = + − + − =  

1 0 2 1 4 2 2 0
3 2 1 2 11 2 0 1

2 0 4 1 4 1 0 2 2 3 6 18 9
2 2

�مقداری�منفی�)تقریباً�  ‌هنیز    8 xcos( )π �همواره�مقداری�مثبت�و� x( )− 21 �، x=1در�اطراف��. f( ( ) )=1 0 �برابر�صفر�است� x=1مقدار�تابع�در�  2

f x f x x f x    ( ) , ( ) , ( )+ −= → ⇒ < → ⇒ <1 0 1 0 1 0 (،�پس�داریم:� −1
�دارای�ماکزیمم�نسبی�است. x=1بنابراین�تابع�در�

تعیین�علامت�مشتق�اول�تابع�به�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    9  3
f x x x x x( ) ( )( )′ = − − = − +2 2 3 3 1

)�نزولی�است. , )−1 3 پس�تابع�در�بازه�ی�

ضمناً�تعیین�علامت�مشتق�دوم�تابع�به�صورت�زیر�است:
f x x x( ) ( )′′ = − = −2 2 2 1

سراسری خارج از کشور - 91 )�نزولی�و�دارای�تقعر�رو�به�بالا�است.  , )1 3 )�دارای�تقعر�رو�به�بالا�است.�بنابراین�در�بازه�ی� , )+∞1 در�نتیجه�تابع�در�بازه�ی�

�زیر�محور�xها�و�منفی�است،�  ‌هنیز    10 f ′ �نمودار� c e( , ) �منفی�باشد�تابع�نزولی�است،�مثلًا�در�بازه�ی� f ′ �داده�شده،�هر�جا� f ′ با�توجه�به�نمودار�  4

پس�تابع�نزولی�اس��ت.�مش��تق�دوم�تابع،�مشتقِ�مشتق�تابع�است،�یعنی�هر�جا�تابعِ�مشتق�صعودی�باشد،�مشتق�دوم�مثبت�است�و�هر�جا�تابع�مشتق�نزولی�باشد،�
�نزولی�با�تقعر�رو�به�بالا�است. d e( , ) �دارای�مشتق�دوم�مثبت�است.�پس�تابع�در�بازه�ی� d e( , ) �و� a b( , ) مشتق�دوم�منفی�است.�مثلًا�تابع�در�بازه�ی�
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علامت�مشتق�دوم،�تقعر�تابع�را�مشخص�می�کند:  ‌هنیز    11  4
x x x x x xf x x x e f x x e x x e f x x e f x xe x e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − − − −′ ′ ′′= + + ⇒ = + − + + ⇒ =− ⇒ =− +2 2 2 22 2 2 2 2 2 2

xf x e x x( ) ( )−′′⇒ = −2 2
�منفی�باشد.�بنابراین: f x( )′′ برای�آن�که�تقعر�تابع�رو�به�پایین�باشد،�می�بایست�

xexf x e x x x x x( ) ( )
− >−′′ < ⇒ − < → − < ⇒ < <02 20 2 0 2 0 0 2 �

سراسری - 89 �

y  ‌هنیز    12 x x x x( )′=− + = − +3 2 24 12 4 3 تابع��fمشتق�پذیر�است�و�تعیین�علامت�مشتق�اول�آن�به�صورت�زیر�است:�  1

)�صعودی�است.� , )−∞ 3 بنابراین�تابع�در�بازه�ی�

ضمناً�تعیین�علامت�مشتق�دوم�تابع�به�صورت�زیر�است:
y x x x x( )′′=− + = − +212 24 12 2

سراسری - 91 )�صعودی�و�دارای�تقعر�رو�به�پایین�است.� , )2 3 )�رو�به�پایین�است.�پس�تابع�در�بازه�ی� , )−∞ 0 )�و� , )+∞2 تقعر�تابع�در�دو�بازه�ی�

مقدار�مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�در�این�نقطه�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    13  3
x

y x x ycos
π=

′ ′= − → =−π22 2

x
y x ysin

π=
′′ ′′=− − → =−22 2 4

مشتق�اول�و�دوم�در�این�نقطه�منفی�است،�پس�تابع�نزولی�و�دارای�نقاط�رو�به�پایین�است.

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    14  3
x xy x ln x y ln x y y
x x x x

  ( ) − +′ ′′ ′′= − ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =
2 2

1 1 1 11

سراسری خارج از کشور - 89 �همواره�مثبت�است�و�تقعر�تابع�هرگز�رو�به�پایین�نیست.� y′′ �، x( )>0 با�توجه�به�دامنه�ی�تابع�لگاریتم�

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    15  1
x x x x x x xx xy y y y

x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

× + − − + − + × − +− +′ ′ ′′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ + + +

2 2 2 2 2 22

2 2 2 2 2 2 4
1 3 2 2 3 2 3 2 33

3 3 3 3

x x x x x x x xx xy y y
x x x

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

+ − − + − − +−′′ ′′ ′′⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ + +

2 3 3 3

2 4 2 3 2 3
3 2 6 4 12 2 3 32 18

3 3 3
�تغییر�علامت�می�دهد�و�این�نقاط،�نقطه�ی�عطف�هستند. x ,= ±0 3 مشتق�دوم�در�نقاط�

خط�مماس�در�نقطه�ی�عطف�از�منحنی�تابع�عبور�می�کند.  ‌هنیز    16  1
xy ax bx y ax b a b b a=′ ′′= + ⇒ = + → + = ⇒ =−123 2 6 2 6 2 0 3

)�روی�محور�طول�ها�عبور�می�کند: , )1 0 تابع�از�نقطه�ی�

b a
x a b a b a a b a b

=−
= ⇒ + − = ⇒ + = →− = ⇒ =− ⇒ = ⇒ − =−

3 1 31 1 0 1 2 1 2
2 2

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    17  4
x x x x x x xx x x x x xf x f x

x x x x x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

− − − − × − −− + − − + −′ ′′= = = ⇒ = = =
2 2 22 2 2

2 2 2 4 4 3
2 2 2 2 2 44 2 4 4 4 8 8

سراسری خارج از کشور - 90 �تغییر�علامت�می�دهد�ولی�این�نقطه�در�دامنه�ی�تابع�موجود�نیست،�پس�تابع�نقطه�ی�عطف�ندارد.  x=0 مشتق�دوم�در�
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مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    18  1
y x x y

x x x
′ ′′= + = + ⇒ = −

3
8 4 42 2 2

2 2

y x x y
x

′′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + =3
3

20 2 1 1 1 8 9

)�نقطه�ی�عطف�تابع�است. , )1 9 بنابراین�نقطه�ی�

تابع�را�به�صورت�دو�ضابطه�ای�نوشته�و�مشتق�اول�و�دوم�آن�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    19  2

x x xx x xxy y y
x x x x
x x x

( ) ( )

( ) ( )

−  ≥ ≥≥    + ++ ′ ′′= ⇒ = ⇒ =  
  < < <
 −  − − 

2 3

2 3

1 20 00 1 11
1 20 0 0

1 1 1
�دارای�خط�مماس�است،�ضمناً�مشتق�دوم�در�اطراف�صفر�از�منفی�به�مثبت�تغییر� x=0 حد�چپ�و�راست�مشتق�اول�در�صفر�برابر�یک�است،�بنابراین�تابع�در�
سراسری - 90 �نقطه�ی�عطف�تابع�است.  x=0 علامت�می�دهد�و�تقعر�تابع�در�اطراف�صفر�عوض�می�شود،�پس�

�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    20 x=0 مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�در�  4
x x x x x x x x x x xx x x x xy y

x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

+ − + + − × + ++ − +′ ′′= = = ⇒ =
+ + + +

2 2 3 3 2 2 2 4 24 2 4 4 2

2 2 2 2 2 2 2 4
3 1 2 4 6 1 2 2 1 33 3 2 3

1 1 1 1

سراسری - 91 ،�هر�دو�برابر�صفر�هستند،�تنها�گزینه�ی�)4(�چنین�شرایطی�دارد.  x=0 مشتق�اول�و�دوم�در�

  پاسخ تشریحی آزمون 62 

راه حل اول:�با�توجه�به�ضابطه�ی�تابع،�نمودار�آن�به�صورت�روبه�رو�است،�بنابراین�تابع�یک�ماکزیمم�  ‌هنیز    1  4
و�یک�مینیمم�نسبی�دارد.

راه حل دوم:�
x x x x x

f x f x
x xx x x

( ) ( )
 − ≥ − ≥ ′= ⇒ = − − <− − <  

2

2
2 0 2 2 0

2 2 02 0

f x x( )′ = ⇒ =0 1 �یا� x=−1
x

f x f f
x

( ) ( ) , ( )
≥′′ ′′ ′′= ⇒ > − <− <

2 0
1 0 1 02 0

�برابر�صفر�و�مشتق�دوم�منفی�است،�پس� x=−1است.�همچنین�مشتق�اول�در��minبرابر�صفر�و�مش��تق�دوم�مثبت�است،�پس�این�نقطه�� x=1مش��تق�اول�در�
این�نقطه��maxاست.

تابع�مورد�نظر�در�تمام�نقاط�دامنه�اش�پیوسته�و�مشتق�پذیر�است.�داریم:  ‌هنیز    2  3
x x x x kx k x kx x ky y y y

x x x x

( )× − −− − + − +′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
3 2 22 4 2 2

3 6 6 4
2 3 3 3

k k k− + = ⇒ =2 3 0 0 �یا� k=3 �برابر�صفر�است:� x k= تابع�مشتق��پذیر�در�نقطه�ی�اکسترمم�نسبی�خود،�مشتقی�برابر�صفر�دارد،�پس�مشتق�به�ازای�
. k=3 �در�دامنه�ی�تابع�نیست(،�پس� x=0 �kنمی�تواند�صفر�باشد�)

�محاسبه�می�کنیم.  ‌هنیز    3 x π=2
5

�ابتدا�مقدار�مشتق�تابع�را�به�ازای�  3

x
y x x ycos cos cos cos cos( ) cos( ) cos cos

π= π π π π π π′ ′= − → = − = π+ − π− =− + =
2
5 6 46 3 6 2 6 6 6 6 6 6 0

5 5 5 5 5 5

�می�پردازیم: x π=2
5

حال�به�محاسبه�ی�مشتق�دوم�تابع�در�

x
y x x ysin sin sin sin sin( ) sin( ) sin sin sin

π= π π π π π π π′′ ′′=− + → =− + =− π+ + π− = + = >
2
5 6 418 3 12 2 18 12 18 12 18 12 30 0

5 5 5 5 5 5 5
�برابر�صفر�و�مشتق�دوم�مثبت�است،�پس�تابع�در�این�نقطه�دارای�مینیمم�است. x π=2

5
مشتق�اول�تابع�در�
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�پیوسته�است.�  ‌هنیز    4 x=1تابع�داده�شده�در�  3
�با�استفاده�از�تعریف�به�دست�می�آوریم: x=1مشتق�چپ�و�راست�تابع�را�در�

x x

x x
f x

x
| |

( ) lim lim
+ ++

→ →

− −′ = = − =
−

3
3

1 1

1 21 2 1
1

x x

x x
f x

x
| |

( ) lim lim
− −−

→ →

− −′ = = − − =−
−

3
3

1 1

1 21 2 1
1

�مشتق�ندارد�ولی�مشتق�چپ�آن�)شیب�نیم�مماس�چپ(�منفی�و�مشتق�راست�آن�)شیب�نیم�مماس�راست(�مثبت�است.�پس�شکل�گزینه�ی� x=1بنابراین�تابع�در�
)3(�درست�است.

نقاط��bو��dماکزیمم�نسبی�و�نقاط��fو��cمینیمم�نسبی�هستند.  ‌هنیز    5  3

رادیکال�را�به�صورت�توان�کسری�نوشته،�سپس�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    6  4

xy x x x y x x y x x y x x y x( ) ( ) ( )−′ ′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =
1 4 7 1 4 1

32 3 3 3 3 3 33 1 3 1 1 1 31
4 7 4 7 3 3 3

جدول�تعیین�علامت�مشتق�به�صورت�زیر�است:

�ماکزیمم�نسبی�است. x=3 پس�

مشتق�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    7  2af x
x

( ) −′ = +
−

1
2

�تابعی�مشتق�پذیر�است،�باید�داشته�باشیم: x( )<2 با�توجه�به�این�که��fدر�دامنه�اش�
af a

ab
f a b b

( )

( ) ln

 ′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
= ⇒ + + = ⇒ =

1 0 1 0 1
21

1 3 1 1 3 2

مشتق�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    8  1
x x a x x x ax x a x x x ax ay y

x a x a x a

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ − − + × − + − − − − −′ ′= ⇒ = =
− − −

2 2 2 2

2 2 2
4 2 2 4 1 2 4 4 8 4 4 8

2 2 2
برای�این�که�این�تابع�مشتق�پذیر،�اکسترمم�داشته�باشد،�باید�مشتق�تابع،�ریشه�ی�غیرمضاعف�داشته�باشد:

a a a a a a a a IÄ  ( ) ( ) ( )′∆ > ⇒ − − − > ⇒ + > ⇒ + > ⇒ > <−2 20 2 8 0 4 8 0 4 2 0 0 2

y  ‌هنیز    9 x x y x x′ ′′= − ⇒ = −3 2 212 12 36 24 مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:�  1
�منفی�باشد: y′′ برای�آن�که�تقعر�تابع�رو�به�پایین�باشد،�باید�

x x x x x x x( )− < ⇒ − < ⇒ − < ⇒ < <2 2 236 24 0 3 2 0 3 2 0 0
3

�دارد. 2
3
)�رو�به�پایین�است،�که�طولی�برابر� , )20

3
بنابراین�تقعر�تابع�در�بازه�ی�

y  ‌هنیز    10 x mx x y x mx′ ′′=− + − ⇒ =− + −3 2 24 3 3 12 6 3 مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:�  1
�نامثبت�باشد. y′′ برای�آن�که�تقعر�منحنی�همواره�به�سمت�پایین�باشد،�می�بایست�همواره�

a
x mx

m m m

< ⇒− <− + − ≤ ⇒ ′∆ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

2
2 2

0 12 0
12 6 3 0

0 9 36 0 4 2 2

توجز:�اگر�مشتق�دوم�تابع�در�یک�نقطه�برابر�صفر�شود�ولی�در�هر�دو�طرف�آن�نقطه�مشتق�دوم�منفی�باشد،�تقعر�تابع�در�آن�نقطه�هم�رو�به�پایین�است�و�آن�
نقطه،�نقطه�ی�عطف�نیست.
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مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    11  4
xx xy x y

x x x x x

( )
ln( )

( ) ( ) ( )

− − −− − − −′ ′′= − + ⇒ = + = =
− − − − −2 2 2

3 31 3 63
3 3 3 3 3

)�رو�به�پایین�است. , )−∞ 3 �همواره�منفی�است،�پس�تقعر�تابع�در�تمام�نقاط�دامنه�اش� y′′ ، x( )<3 با�توجه�به�دامنه�ی�تابع�

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    12  1

xy x x x x y x x y x x
x x x

( )
− − − −′ ′′= + = + ⇒ = + ⇒ = − = − =

1 3 1 1 1 1 3
2 2 2 2 2 2 2

3 3
3 3 3 3 3 3 3 33 3
2 2 4 4 4 4 4

�منفی�باشد. y′′ برای�آن�که�تقعر�تابع�رو�به�پایین�باشد،�باید�
x x x

x

− < ⇒ − < ⇒ <
3

3 3 0 3 3 0 1
4
سراسری خارج از کشور - 92 �است�که�طول�آن�برابر�یک�می�باشد.�� [ , )0 1 �بازه�ی� [ , )+∞0 اشتراک�محدوده�ی�به�دست�آمده�با�دامنه�ی�تابع�

جایی�که�صعودی�یا�نزولی�بودن�تابع�مشتق�عوض�شود،�مشتقِ�مشتق�یعنی�مشتق�دوم�تغییر�علامت�  ‌هنیز    13  3
می�دهد،�یعنی�جهت�تقعر�تابع�اصلی�تغییر�می�کند،�با�توجه�به�ش��کل�داده�ش��ده،�صعودی�یا�نزولی�بودن�تابع�مش��تق�در��3

نقطه�ی��aو��bو��cعوض�می�شود.

راه حل اول:�با�نوشتن�تابع�به�صورت�دوضابطه�ای�آن�را�رسم�می�کنیم.  ‌هنیز    14  1
x x x

f x x x
x x x

( ) | |
 − ≥= − =
− + <

2

2
2 2

2
2 2

�عوض�می�شود. x=2 همان�طور�که�از�نمودار�مشخص�است،�تقعر�تابع�فقط�در�نقطه�ی�
�خط�مماس�ندارد�این�نقطه،�نقطه�ی�عطف�نیست. x=2 توجز:�با�توجه�به�این�که�تابع�در�

راه حل دوم:�
x x x x x x

f x f x f x
x x xx x x

( ) ( ) ( )
 − ≥ − > ≥   ′ ′′= ⇒ = ⇒ =  − + < − <− + <    

2

2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 2

�تغییر�علامت�می�دهد. x=2 مشتق�دوم�)تقعر�تابع(�فقط�در�

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    15  2
x x x xy x x y x x

x x x

+ + +′= + ⇒ = + + × = =
+ + +

2 2 22 2
2 2 2

2 2 2 22 2
2 2 2 2

xx x x
x x x x x xx xxy

x x x x x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ − × +
+ − + +++′′= = = =

+ + + + +

2 2
2 2 232

2 2 2 2 3 2 3

24 2 2 2
4 2 2 2 2 32 62 2

2 2 2 2 2
برای�آن�که�تقعر��تابع�رو�به�بالا�باشد،�می�بایست�مشتق�دوم�مثبت�باشد.

x x
y x

x

( )

( )

+′′> ⇒ > ⇒ >
+

2

2 3

2 30 0 0
2

سراسری - 92 )�رو�به�بالا�است.� , )+∞0 بنابراین�تقعر�تابع�در�بازه�ی�

خط�مماس�در�نقطه�ی�عطف�از�تابع�عبور�می�کند،�برای�یافتن�نقطه�ی�عطف،�مشتق�دوم�تابع�را�برابر�صفر�قرار�می�دهیم:  ‌هنیز    16  3
yy x y x x x x

x x x
′′=′ ′′= + ⇒ = − → = ⇒ = ⇒ =02 3

2 2
6 6 63 6 6 1 1

y ln= + =31 6 1 1 بنابراین�طول�نقطه�ی�عطف�برابر�یک�است،�عرض�نقطه�ی�عطف�برابر�است�با:�
)�نقطه�ی�عطف�تابع�است،�برای�پیدا�کردن�شیب�خط�مماس�در�این�نقطه�مشتق�تابع�را�در�این�نقطه�محاسبه�می�کنیم: , )1 1 بنابراین�

xy x y
x

  =′ ′= + → =12 63 9

y x y x( )− = − ⇒ = −1 9 1 9 8 )�خط�روبه�رو�است:� , )1 1 بنابراین�معادله�ی�خط�مماس�در�نقطه�ی�
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ابتدا�مشتق�دوم�تابع�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    17  2

y ax ax x y a x a
x x

− −
′ ′′= − = − ⇒ = + = +

2 5
3 3

3 32 5
9 22 2 3 2 2 2

3
مشتق�دوم�در�نقطه�ی�عطف�صفر�است،�ضمناً�نقطه�ی�عطف�در�ضابطه�ی�تابع�صدق�می�کند.

f a a a
b a b

f a b a b

( )

( )

 ′′ − = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− ⇒ − =−
 − = ⇒ − − + = ⇒ + =−

3
3

21 0 2 0 2 2 1
8 91

1 2 9 1 2 7

مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    18  1
x a x x xx x

f x f x f x
xb x xbx x x

( ) ( ) ( )
 − ≥ ≥≥  ′ ′′= ⇒ = ⇒ =  − <− <− <  

3 2

2
1 6 13 1

2 12 11

مشتق�دوم�به�ازای�اعداد�بزرگ�تر�از�یک،�مثبت�و��به�ازای�اعداد�کوچک�تر�از�یک،�منفی�است.�یعنی�تقعر�بعد�از�یک،�رو�به�بالا�و�قبل�از�آن�رو�به�پایین�است.�
�ممکن�است�نقطه�ی�عطف�تابع�باشد.�برای�آن�که�نقطه�ای�عطف�باشد�می�بایست�خط�مماس�در�آن�نقطه�موجود�باشد،�یعنی�تابع�می�بایست� x=1بنابراین�تنها�

�پیوسته�بوده�و�مشتق�چپ�و�راست�آن�برابر�باشد. x=1در�

x x
f x f x a b a b

a ab
f f b b

lim ( ) lim ( )

( ) ( )

− +→ →

+ −

= ⇒ − = − ⇒ + = ⇒ =− ⇒ =−
′ ′= ⇒ = − ⇒ =
1 1

1 1 2
3 15

1 1 3 2 5

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    19  4

y x ax x y x ax x ax( )′ ′′= + + ⇒ = + + = + +3 2 2 24 3 12 12 6 12 6 2 2

�نباید�ریشه�ی�ساده�داشته�باشد،�پس: x ax+ + =22 2 برای�آن�که�تابع،�نقطه�ی�عطف�نداشته�باشد،�می�بایست�مشتق�دوم�تغییر�علامت�ندهد،�یعنی�معادله�ی�0

a a a∆≤ ⇒ − × × ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 2 2 0 16 4 4

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    20  2

xy x x x x y x x y x x x y
x x

( ) ( ) ( )
− − −′ ′′ ′′= + = + ⇒ = + ⇒ = − = − ⇒ =

7 1 4 2 1 5 23 32 3 3 3 3 3 3
3 35 5

1 1 1 1 2 2 2 1 2 11
14 14 6 3 9 9 9 9

�به�صورت�زیر�است: y′′ جدول�تعیین�علامت�

�موجود�است،�پس�تابع�در�این�دو� �تغییر�می�کند،�هر�سه�نقطه�در�دامنه�ی�تابع�هستند�و�مشتق�در�نقطه�ی��1و�1− x , ,= −0 1 تقعر�تابع�)مشتق�دوم(�در�نقاط�1

نقطه�دارای�خط�مماس�است.�مشتق�اول�تابع�در�نقطه�ی�صفر�وجود�ندارد�ولی�داریم:

xxy x y
x x

 →+′ ′= + = → →+∞
23 04

3 32 2
1 1 2
6 3 6

�نیز�نقطه�ی�عطف�است. x=0 �دارای�خط�مماس�عمودی�است�و� x=0 �است،�پس�تابع�در� +∞ �برابر� x=0 مشتق�چپ�و�راست�تابع�در�

  پاسخ تشریحی آزمون 63  

نمودار�داده�شده�نزولی�اکید�است،�پس�مشتق�آن�همواره�منفی�است.�مشتق�یک�عبارت�درجه�ی�سوم،�درجه�ی��2می�باشد�و�برای�این�که�  ‌هنیز    1  2
�فقط�در�گزینه�ي�دوم�دلتای�مشتق�منفی�است. a<0 �و� ∆<0 یک�عبارت�درجه�ی��2همواره�منفی�باشد،�می�بایست:�

y x x x y x x′=− + − + ⇒ =− + − ⇒∆= − =− <3 2 21 3 2 1 4 12 8 0 �

نمودار�داده�شده�فقط�در�یک�نقطه�مماس�افقی�دارد،�یعنی�مشتق�تابع�فقط�یک�ریشه�ی�مضاعف�دارد:  ‌هنیز    2  3
y x ax b a b a b′∆ =′= + + → − = ⇒ =02 2 23 2 3 0 3 �

سراسری - 89 �( )− = ×26 3 12 �داده�شده�در�گزینه�ي�)3(�در�معادله�ی�بالا�صدق�می�کند:� a b( , ) از�بین�گزینه�های�داده�شده�فقط�
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تابع�دارای�ماکزیمم�نسبی�با�طول�منفی�و�مینیمم�نسبی�با�طول�مثبت�است،�پس�مشتق�این�تابع�دو�ریشه�ی�مختلف�العلامه�دارد.  ‌هنیز    3  4
a b

y x ax b bP b

 ′∆ > ⇒ − >′= + + ⇒
< ⇒ < ⇒ <

2
2

0 2 0
2 2

0 0 0
2

�

تنها�گزینه�های�)1(�و�)4(�شرایط�را�دارا�هستند.
a a a− −< ⇒ < ⇒ >
×

0 0 0
2 23
3

� ضمناً�با�توجه�به�شکل�طول�نقطه�ی�عطف�منفی�است،�پس:�

تنها�گزینه�ی�)4(�در�همه�ی�شرایط�صدق�می�کند.

�می�باشد.  ‌هنیز    4 b bf
a a

( , ( ))− −
3 3

مرکز�تقارن�تابع�درجه�ی�سوم�همان�نقطه�ی�عطف�تابع�یعنی�نقطه�ی�  1

b f k k
a

( )− += = ⇒ = − + = −3 1 1 1 3 2
3 3

�

� k k− = − ⇒ =2 1 2 �قرار�دارد:�1 y x= −2 �است�که�روی�خط� k ( , )−1 2 بنابراین�مرکز�تقارن�تابع�نقطه�ي�

f  ‌هنیز    5 ( )′ =0 0 �دارای�ماکزیمم�نسبی�است،�پس� x=0 تابع�در�  1
ff x x ax b b( )( ) ′ =′ =− + + → =0 023 6 0 حال�به�محاسبه�ی�مقدار�مینیمم�نسبی�تابع�می�پردازیم:�

xf x x ax x x a x a f a a a f a a( ) ( ) ( ) ( )≠′ = ⇒− + = ⇒ − + = → = ⇒ =− + + ⇒ = +02 3 3 30 3 6 0 3 6 0 2 2 8 12 4 2 4 4 �

از�جایی�که�مقدار�مینیمم�نسبی�تابع�برابر�صفر�است،�پس:
a a a+ = ⇒ =− ⇒ =−3 34 4 0 1 1�

�است�و�داریم:�  ‌هنیز    6 y=1و�� x=2 تابع�هموگرافیک�داده�شده�دارای�دو�مجانب�قائم�و�افقی�  3
ad bc ( )− = × − − × =− <1 2 0 1 2 0 �
�پس�طبق�شکل� f( ( ) )=0 0 �2ش��اخه�ی�نزولی�اس��ت�ضمناً�تابع�از�مبدأ�مختصات�می�گذرد� بنابراین�نمودار�تابع�دارای�

مقابل�نمودار،�از�ناحیه�ی�سوم�عبور�نمی�کند.�

�اس��ت.�مرکز�تق��ارن�تابع�هموگرافیک�محل�تقاطع�  ‌هنیز    7 ay
a

=
−1

�و�مجانب�افقی� x
a

=
−
2
1
تابع�هموگرافیک�داده�ش��ده�دارای�مجانب�قائم�  2

a a
a a

= ⇒ =
− −
2 2
1 1

� (�است،�پس:� y x= �است،�این�نقطه�روی�نیمساز�ربع�اول�)خط� a
a a

( , )
− −
2
1 1

مجانب�های�آن�یعنی�نقطه�ی�

)�قطع�می�کند�که�فاصله�ی�این�دو�نقطه� , )0 1 ها�را�در�نقطه�ی� y �و�محور�  ( , )1 0 ها�را�در�نقطه�ی� x �اس��ت.�این�تابع�محور� xy
x
−=
−

2 2
2
بنابراین�تابع�به�صورت�

� ( ) ( )− + − =2 21 0 0 1 2 � برابر�است�با:�

�  ‌هنیز    8 a≤−2 �یعنی� a− �در�این�بازه�قرار�نگیرد،�پس�2≤ a( )− )�یکنوا�باشد،�می�بایست�ریشه�ی�مخرج� , )−∞ 2 برای�این�که�تابع�در�بازه�ی�  4
� a a a a a( )× − − × > ⇒ − + > ⇒ >−2 3 1 0 2 3 0 3 �مثبت�باشد.� ad bc− ضمناً�برای�این�که�این�تابع�هموگرافیک�صعودی�باشد،�می�بایست�علامت�

� a− < ≤−3 2 بنابراین�داریم:�

�دارای�س��ه�ریش��ه�ي�صفر�و�یک�و�سه�است�که�ریشه�ی�یک�)ریشه�ی�وسطی(�مضاعف�است�و�  ‌هنیز    9 y x x x( )( )= − − 23 1 راه حل اول: تابع�  3
�که�بین�دو�ریشه�ی�ساده�قرار�دارد،�بر�محور�طول�ها�مماس�است. x=1تابع�در�

راه حل دوم:�جدول�تعیین�علامت�تابع�به�صورت�زیر�است:
فقط�نمودار�داده�شده�در�گزینه�ی�)3(،�دارای�چنین�جدول�تعیین�علامتی�است.

f  ‌هنیز    10 ( )′′ =0 0 ،�نقطه�ي�عطف�تابع�مورد�نظر�است،�پس� x=0  1
ff x x ax bx f x x ax b b ( )( ) ( ) ′′ =′ ′′= + + ⇒ = + + → =0 03 2 23 2 3 6 2 0 �

� f ( )′ =3 0 �اکسترمم�تابع�است،�پس� 3 ضمناً�نقطه�ای�با�طول�
ff x x ax a a a b ( )( ) ′ =′ = + → + = ⇒ =− ⇒ + =−3 03 23 27 27 0 1 1 �
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ها�مماس�اس��ت،�پس�تابع�دارای�ریشه�ی�مضاعف�صفر�است.�بین�گزینه�های�داده�شده،�  ‌هنیز    11 x نمودار�داده�ش��ده�در�مبدأ�مختصات�بر�محور�  3

�دارای�ریشه�ی�مضاعف�صفر�می�باشد.� xy
x

=
+

2

2 1
فقط�گزینه�ي�)3(�

�دارای�اکسترمم�نسبی�است�و�مشتق�تابع�در�یک�برابر�صفر�است:  ‌هنیز    12 x=1تابع�در�  4
xby a a b a b

x
=′= − → = − ⇒ =1

2
0 �

�است�زیرا: �است.�طول�اکسترمم�دیگر�این�تابع�برابر�با�1− y a x
x

( )= + 1 بنابراین�ضابطه�ي�تابع�به�صورت�

y a x x
x

( )′= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±2
2
10 1 0 1 1�

)�می�گذرد: , )−1 4 �است،�پس�تابع�از�نقطه�ي� 4 با�توجه�به�شکل�تابع،�عرض�نقطه�ی�مینیمم�نسبی�تابع�برابر�

a a b a b( )− + = ⇒ =− ⇒ =− ⇒ − =
−
11 4 2 2 2 3 2
1

�

طول�اکسترمم�نسبی�تابع�مورد�نظر،�برابر�یک�است،�پس�مشتق�تابع�در�نقطه�ی�یک�برابر�صفر�است.  ‌هنیز    13  3

x aa x b x ax ax ab ax ax ab a aby ab a b
x b x b x b b

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= ≠+ − + − − + − +′= = = → = ⇒ = → =
+ + + +

2 2 2 2 1 0
2 2 2 2 2 2 2

2 2 0 1
1

�

�می�گذرد،�پس:  ( , )1 2 ضمناً�تابع�از�نقطه�ی�
a a a b×= ⇒ = ⇒ + =
+
12 4 5

1 1
�

مبدأ�مختصات�ماکزیمم�نسبی�این�تابع�است،�پس�مشتق�تابع�در�صفر�برابر�صفر�است.  ‌هنیز    14  2

x bx a x b x ax ab ay a
bx b b

( )( ) ( )

( )

= ≠− + + − × − +′= → = → = ⇒ =
+

2
0 0

2 2
2 1 0 0 0�

�است. xy
x b
−=
+

2
بنابراین�ضابطه�ی�تابع�

. b=2 �مجانب�مایل�این�تابع�است.�عرض�از�مبدأ�خط�برابر��2است،�پس� y x b=− + با�تقسیم�صورت�بر�مخرج�می�توان�پی�برد�که�خط�
x bx
x bx bx

bx

bx b

b

+−
− ++ +

− −

−

2

2

2

2

�

�است.�  ‌هنیز    15 x af x
x

( ) +=
−

2

1
�و�تابع�به�صورت� b=−1مجانب�قائم�این�تابع�اس��ت،�بنابراین�یک�ریش��ه�ی�مخرج�تابع�است،�پس�� x=1خط�  2

ضمناً�تابع�در�هیچ�نقطه�ای�دارای�خط�مماس�افقی�نیست�پس�مشتق�هیچ�گاه�صفر�نمی�شود.
x x x a x x af x

x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

− − + − −′ = =
− −

2 2

2 2
2 1 2

1 1
�

a a∆< ⇒ + < ⇒ <−0 4 4 0 1� برای�آن�که�مشتق�تابع،�ریشه�نداشته�باشد،�می�بایست�دلتای�صورت�کسر�منفی�باشد:�
سراسری خارج از کشور - 90

�بر�نمودار�  ‌هنیز    16 y=−2 .�ضمناً�خط� a=0 ها�مجانب�افقی�تابع�است،�پس�باید�درجه�ی�مخرج�از�درجه�ي�صورت�بیش�تر�باشد،�پس� x محور�  2

�ریشه�ی�مضاعف�دارد: bx
x

=−
+2

2
4

تابع�مماس�است،�پس�معادله�ی�

bx x bx x bx b b
x

∆==− ⇒− − = ⇒ + + = → − = ⇒ =±
+

02 2 2
2

2 2 8 2 8 0 64 0 8
4

�

� b=−8 �باید�عددی�منفی�باشد؛� b های�مثبت،�مقداری�منفی�دارد،�پس� x تابع�برای�
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)�می�گذرد،�پس:  ‌هنیز    17 , )2 0 تابع�از�نقطه�ی�  4
a a+ = ⇒ =−2 2 0 1�

نقطه�ای�با�طول�صفر�اکسترمم�تابع�است،�پس�مشتق�تابع�در�نقطه�ای�با�طول�صفر�برابر�صفر�است.

xx bx x b x by b
x bx

 
( ) ( )( )

( )

=− − + − − − + − +′= → = ⇒ =
− +

2
0

2 2
1 2 2 1 2 10

1 21
�

�  ‌هنیز    18 x −2 �ریش��ه�های�مخرج�تابع�هستند،�یعنی�مخرج�کسر�عبارت�1 x=±1مجانب�های�قائم�تابع�هس��تند،�پس�� x=−1و�� x=1خطوط�  2
. c=−1و�� b=0 است�یعنی�

ها�افقی�است،�پس�مشتق�تابع�به�ازای�صفر�برابر�صفر�است. y خط�مماس�در�محل�تقاطع�تابع�با�محور�

ya x x axaxy y a a
x x

( )( ) ( )

( )

′ =− − ++ ′= ⇒ = →− − = ⇒ =
− −

2 0 0
2 2 2

1 2 11 0 0 0
1 1

�

� a b c+ + بنابراین�1−=

،�نقطه�ی�عطف�این�تابع�اس��ت،�پس�مش��تق�  ‌هنیز    19  ( , )1 2 �ضمناً� a b+ =2 �می�گذرد�پس:�  ( , )1 2 �از�نقطه�ی� y a x b x= +3 نمودار�تابع�  3
دوم�تابع�به�ازای�یک�برابر�صفر�است.

xb b by ax x y ax x a b a
− − − =′ ′′= + ⇒ = − → = − ⇒ =

1 1 1 3
12 2 2 23 3 30 3

2 2 4 4 4 4
�

با�توجه�به�دو�معادله�ی�به�دست�آمده�داریم:
b a

a a b
a b

 

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = + =

3 1 34 22 2 2
�
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ابتدا�مشتق�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    20  3
x b

y a
x bx

( )

( )

+′=
+3 2 2

2 �

� x=1عمودی�است�پس�مشتق�در�این�دو�نقطه�برابر�بی�نهایت�است�و�مخرج�کسر�به�ازای�� x=1و�� x=0 با�استفاده�از�نمودار�تابع�خط�مماس�در�دو�نقطه�ی�

b b( )+ = ⇒ =−3 21 0 1� برابر�صفر�است،�پس:�

yxy a x
x x

( )
( )

′=−′= → =
−

0
3 2 2

2 1 1
2
� برای�یافتن�نقطه�ي�اکسترمم�داریم:�

)�می�گذرد: , )−1 1
2

�است،�پس�تابع�از�نقطه�ی� عرض�نقطه�ی�اکسترمم�برابر�1−

y a x x a a a a b
( , )

( )
−

= − →− = − ⇒− = − ⇒ = ⇒ + = − =
1 13 2 3 3 3 32 3 1 1 1 21 1 4 4 1 3

4 2 4 4
�

  پاسخ تشریحی آزمون 64 

�  ‌هنیز    1 y x x x x( )( )′= − + = − −23 12 9 3 1 3 راه حل اول: جدول�تغییرات�تابع�را�به�دست�می�آوریم:��  2

x
y

y
max min

′ + − +
1 3
0 0

  

�
�است،�پس�گزینه�ی�)2(�نمودار�این�تابع�است.� f( )= − + =3 27 54 27 0 �دارای�مینیمم�نسبی�است�و�مقدار�این�مینیمم�برابر� x=3 بنابراین�تابع�در�

�تابع�داده�ش��ده�در�نقطه�ی�صفر�محور��xها�را�قطع�می�کند�و�در�نقطه�ای�با�طول�3،�بر�محور� y x x x x x x x x( ) ( )= − + = − + = −3 2 2 26 9 6 9 3 راه حل دوم:�
�xها�مماس�است.�فقط�نمودار�گزینه�ی�)2(�این�شرایط�را�داراست.�
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نمودار�داده�شده�نزولی�اکید�است،�پس�باید�مشتق�تابع�همواره�منفی�باشد.�  ‌هنیز    2  1
� y ax bx′= + −23 2 4

برای�این�که�این�عبارت�درجه�دوم�همواره�منفی�باشد،�می�بایست؛�
� b a a,′∆ < ⇒ + < <20 12 0 0

سراسری خارج از کشور - 89 فقط�گزینه�ی�)1(�در�هر�دو�نامعادله�صدق�می�کند.��

مجموع�مقادیر�ماکزیمم�و�مینیمم�نسبی�تابع�درجه�سوم،�دو�برابر�عرض�نقطه�ی�عطف�تابع�است،�طول�نقطه�ی�عطف�تابع�درجه��3برابر�  ‌هنیز    3  4

�است:� f( )1 �است،�و�عرض�نقطه�ی�عطف�برابر� b
a
− += =3 1
3 3

� f k k k k( ) ( )= ⇒ − × − × − = ⇒− − = ⇒ =−2 1 2 21 3 1 1 2 2 4 6 2 1

�برابر�صفر�است،�پس�تابع�در�نقطه�ای�با�طول��2محور� x=2 �می�باشد.�از�بین�گزینه�های�داده�شده�تابع�به�ازای� y x x x= − + +3 23 2 بنابراین�تابع�به�صورت�

�xها�را�قطع�می�کند.�

خط�مماس�رسم�شده�در�محل�تقاطع�تابع�با�محور��yها�در�دو�طرف�نمودار�تابع�است،�پس�نقطه�ای�با�طول�صفر�نقطه�ی�عطف�تابع�است.�  ‌هنیز    4  4

� a a− = ⇒ =
×

0 0
3 1

�
x

y x b y b'
=

′= + → =
023 � �است.�� x=0 شیب�خط�مماس�در�نقطه�ی�عطف�برابر�مشتق�تابع�در�

پس�شیب�خواسته�شده�برابر��bمی�باشد.�برای�یافتن�b،�می�بایست�مقدار�مینیمم�نسبی�تابع�را�به�دست�آوریم.�

�
y b by x b x b x x
′= − −′= + → =− ⇒ = ⇒ =±
02 2 23 3

3 3

�مربوط�به�مینیمم�نسبی�تابع�است،�مقدار�مینیمم�نسبی�تابع�برابر�صفر�است:� bx( )−=
3

با�توجه�به�نمودار�تابع�مقدار�مثبت�

� b b b b b b b bf b b( ) ( )− − − − − − −= ⇒ + + = ⇒ + =− ⇒ × =−3 20 2 0 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3

�در�معادله�ی�به�دست�آمده�صدق�می�کند.� b=−3 با�توجه�به�گزینه�های�داده�شده�برای�شیب�خط�مماس�در�نقطه�ی�عطف�که�همان��bمی�باشد�فقط�مقدار�

اگر�تابع�داده�شده�را�به�صورت�صریح�بنویسیم؛�ضابطه�ی�تابع�به�صورت�یک�تابع�هموگرافیک�  ‌هنیز    5  2
می�باشد:�

� xxy y x y x x y
x

( ) − +− = − ⇒ − =− + ⇒ =
−

3 24 2 3 4 1 3 2
4 1

)�می�گذرد،�ضمناً�با�توجه�به� , )−0 2 �اس��ت�و�از�نقطه�ی� x=1
4
�و�مجانب�قائم� y −= 3

4
این�تابع�دارای�مجانب�افقی�

�تابع�دارای�دو�شاخه�ی�نزولی�است،�پس�نمودار�آن�به�صورت�روبه�رو�می�باشد. ad bc− = − <3 8 0 علامت�

همان�طور�که�مشخص�است،�این�تابع�از�ناحیه�ی�دوم�عبور�نمی�کند.�

ابتدا�تابع�را�به�صورت�یک�کسر�می�نویسیم:  ‌هنیز    6  4

� ax x x a a x ax ax ay ax
x x x

( ) ( )− − − − − −+= − = =
− − −

2 22 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1

برای�آن�که�ضابطه�ی�به�دست�آمده�هموگرافیک�باشد،�می�بایست�صورت�کسر�نیز�از�درجه�ی�اول�باشد،�پس:

a a− = ⇒ =12 1 0
2

بنابراین�ضابطه�ی�تابع�به�صورت�زیر�است:�

�
x

xy y
x x

− −
− −= ⇒ =

− −

1 1
12 2

2 1 4 2

�است.� y x=−2 �روی�خط� d a
c c

( , ) ( , )− −= 1 1
2 4

مرکز�تقارن�این�تابع�



211

�و�دارای�  ‌هنیز    7 ad bc( )− = >1 0 �یک�تابع�هموگرافیک�با�دو�شاخه�ی�صعودی� xy
x

=
+1

راه حل اول:�تابع�  1

�به� xy
x

=
+1

�اس��ت،�ضمناً�این�تابع�از�مبدأ�مختصات�می�گذرد،�بنابراین�نمودار� y=1و�مجانب�افقی�� x=−1مجانب�قائم�

صورت�روبه�رو�می�باشد.�
�کافی�اس��ت�سمت�چپ�محور��yها�را�پاک� y f x( )= �از�روی� y f x(| |)= با�توجه�به�قوانین�رس��م�نمودار�برای�کش��یدن�

�به�صورت�گزینه�ی�)1(�درمی�آید.� x
y

x
| |

| |
=

+1
کرده�و�سمت�راست�را�در�سمت�چپ�نیز�قرینه�کنیم،�بنابراین�شکل�

راه حل دوم:�تابع�از�مبدأ�مختصات�گذش��ته�و�دارای�مجانب�افقی�اس��ت،�ضمناً�با�اس��تفاده�از�تعریف�مشتق،�مشتق�های�چپ�و�راست�تابع�در�صفر�نابرابر�است�
�خط�مماس�ندارد�و�دارای�شکستگی�است،�این�خصوصیات�فقط�در�گزینه�ی�)1(�موجود�است.� x=0 )یک�و�منفی�یک(،�پس�تابع�در�

ابتدا�ضابطه�ی�تابع�را�تجزیه�می�کنیم:�  ‌هنیز    8  2

� y x x x y x x x x x x y x x x x( )( )( ) ( )( )( )( )( ) ( ) ( )( )= − − − ⇒ = − − + − + + ⇒ = − + + +2 3 2 3 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

�و�ریشه�ی�مکرر�فرد��1است،�ضمناً�جدول�تعیین�علامت�تابع�به� )،�پس�تابع�دارای�ریشه�ی�ساده�ی�1− )∆<0 �فاقد�ریشه�است� x x+ +2 عبارت�درجه�دوم�1

صورت�زیر�است:�

x
y

−
+ − +

1 1
0 0

�

مبدأ�مختصات،�نقطه�ی�عطف�این�نمودار�است،�پس�مشتق�دوم�در�صفر�برابر�صفر�است.�  ‌هنیز    9  1

�
x

y ax x bx y ax x b b b
=

′ ′′= + + ⇒ = + + → = ⇒ =
03 2 24 6 2 12 12 2 0 2 0

�افقی�است،�پس�مشتق�تابع�دارای�دو�ریشه�ی�صفر�و�سه�است:� x=0 �و� x=3 با�توجه�به�نمودار�تابع،�خط�مماس�در�

�
y

y ax x x ax a a
( )

( )
′ = −′= + = + → + = ⇒ =
3 03 2 2 14 6 4 6 12 6 0

2
سراسری - 92

)�  ‌هنیز    10 , )0 1 )�و� , )1 0 خ��ط�و�تاب��ع�همدیگر�را�روی�محورها�قطع�می�کنند،�عرض�از�مبدأ�و�طول�از�مبدأ�خط�برابر�یک�اس��ت.�پس�دو�نقطه�ی�  4

�در�نظر�بگیریم،�داریم:� f x ax bx cx dx e( )= + + + +4 3 2 روی�تابع�هستند.�اگر�تابع�را�به�صورت�
� f e( )= ⇒ =0 1 1

)�است. )−1 )�برابر�شیب�خط� , )0 1 �مماس�است،�پس�مشتق�تابع�در�نقطه�ی� y x= −1 �بر�خط� x=0 تابع�در�

�
f

f x ax bx cx d d
( )

( )
′ = −

′ = + + + → =−
0 13 24 3 2 1

)�نقطه�ی�عطف�تابع�است�و�مشتق�دوم�در�این�نقطه�برابر�صفر�است.� , )0 1 )�در�دو�طرف�تابع�قرار�دارد،�پس� , )0 1 خط�مماس�بر�تابع�در�نقطه�ی�

�
f

f x ax bx c c
( )

( )
′′ =

′′ = + + → =
0 0212 6 2 0

)�در�معادله�ی�تابع�صدق�می�کند�و�مشتق�تابع�در�این�نقطه�برابر�صفر�است،�داریم:� , )1 0 حال�با�توجه�به�این�که�

�
f

f x ax bx x a b b a
( )

( )
=

= + − + → + − + = ⇒ =−
1 04 3 1 1 1 0

�
f b a

f x ax bx a b a a a b
( )

( ) ,
′ = = −

′ = + − → + − = → − = ⇒ = =−
1 03 24 3 1 4 3 1 0 4 3 1 1 1

�است،�بنابراین:� f x x x x( )= − − +4 3 1 در�نتیجه�ضابطه�ی�تابع�
� f( ) ( ) ( )− = − − − − + =1 1 1 1 1 4

.  ‌هنیز    11 a=0 �مجانب�افقی�تابع�است�پس�باید�درجه�ی�مخرج�از�صورت�بیش�تر�باشد�یعنی� y=0  2
�جواب�ندارد.�با�توجه�به�این�که�صورت�کس��ر�درجه�ی�اول�اس��ت،�این�حالت�تنها�وقتی� y=0ها�را�قطع�نمی�کند،�پس�معادله�ی��xاز�جایی�که�نمودار�تابع�محور�

.�حال،�به�محاسبه�ی�مشتق�می�پردازیم:� b=0 اتفاق�می�افتد�که�

�
fx c

f x f x c c
x cx x cx

( )( )( )
( ) ( ) ( )

( )

−′ =− + −− − ′= ⇒ = → + = ⇒ = 
 + + + +

1 0
2

2 2 2
2 22 12 2 0 1

21 1
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)،�نقطه�ی�  ‌هنیز    12 , )2 0 )�محل�تلاقی�مجانب�قائم�و�مایل�تابع�است.�با�توجه�به�این�که�علاوه�بر� , )2 0 �مجانب�قائم�تابع�است،�پس�نقطه�ی� x=2  2
)�نیز�روی�مجانب�مایل�تابع�است،�پس�معادله�ی�مجانب�مایل�برابر�است�با:� , )−0 2

� y x y x( )+− = − ⇒ = −
−

0 20 2 2
2 0

حال�با�استفاده�از�تقسیم�صورت�بر�مخرج�معادله�ی�مجانب�مایل�را�از�روی�ضابطه�ی�آن�پیدا�می�کنیم:�

�

xax bx
ax a bax ax

a b x
a b x a b

a b

  

( )

( )

( )

−+
+ +− +

+
− + + +

+

2

2

2
22

2
2 4 2

4 2

�است،�بنابراین: y x= −2 �همان�مجانب�مایل�تابع�یعنی�خط� y ax a b( )= + +2 در�نتیجه�خط�

�
a

b
a b
= ⇒ =− + =−

1
42 2

�مجانب�افقی�تابع�است،�پس�ضریب�بزرگ�ترین�درجه�ی�صورت�تقسیم�بر�ضریب�بزرگ�ترین�درجه�ی�مخرج�مساوی�یک�است،�  ‌هنیز    13 y=1  4

�ریشه�ی�مضاعف�دارد.� y=0ضمناً�تابع�بر�محور�طول�ها�مماس�است،�پس�معادله�ی��. b=1 �و�در�نتیجه�
b
=1 1 پس�

� y x ax a a aIÄ

∆=
= ⇒ + + = → − = ⇒ = =−

02 20 1 0 4 0 2 2

�. a=2 �مطابق�شکل�مقداری�منفی�باشد�باید��aعددی�مثبت�باشد،�پس� a( )−
2

برای�آن�که�این�ریشه�ی�مضاعف�

. a b c+ − =3 �و�در�نتیجه� c=0 �مجانب�قائم�و�ریشه�ی�مخرج�کسر�است،�پس� x=0 برای�یافتن�مقدار��cکافی�است�به�این�نکته�توجه�کنیم�که�

تابع�فقط�یک�مجانب�قائم�دارد،�پس�مخرج�کسر�فقط�یک�ریشه�ی�مضاعف�دارد.�  ‌هنیز    14  2

� x ax a a
∆=

− + = → − = ⇒ =±
02 24 0 16 0 4

� y=−1است،�پس�معادله�ی�� �ضمناً�عرض�اکسترمم�تابع�برابر�1− a=4 �مجانب�افقی�تابع�است،�که�با�توجه�به�نمودار��aباید�مقداری�مثبت�باشد،�پس� y a=

ریشه�ی�مضاعف�دارد:�

� x bx x bx x x x b x b b
x x

( )
∆=+ − =− ⇒ + − =− + − ⇒ + − = → − = ⇒ =

− +

2 02 2 2
2

4 4 1 4 4 4 4 5 4 0 4 0 4
4 4

�نیز�استفاده�کرد. x=0 توجز:�برای�یافتن�b،�می�توان�از�صفر�بودن�مشتق�تابع�در�نقطه�ی�

.  ‌هنیز    15 b=1 �مجانب�قائم�تابع�است،�یعنی�منفی�یک�ریشه�ی�مخرج�است،�پس� x=−1با�توجه�به�نمودار�  1
با�تقسیم�صورت�بر�مخرج،�مجانب�مایل�را�پیدا�می�کنیم.

�

xx ax
x ax x

a x
a x a

a

   

( )

( )

( ) ( )

++
+ −− −

−
− − − −

−

2

2

12
2 22 2

2
2 2

2

a=1و�در�نتیجه�� a− =−2 1 �می�باشد،�پس� �مجانب�مایل�تابع�است،�با�توجه�به�نمودار�تابع�مجانب�مایل�دارای�عرض�از�مبدأ�1− y x a( )= + −2 2 بنابراین�

�هم�ریشه�ی�صورت�و�هم�ریشه�ی�مخرج�است.  ‌هنیز    16 �در�دامنه�ی�تابع�نیست�ولی�تابع�در�این�نقطه�مجانب�قائم�ندارد.�پس�1− نقطه�ای�با�طول�1−  1
� a a a( ) ( )− − − − = ⇒ + − = ⇒ =21 1 2 0 1 2 0 1

� b c b c b c I( ) ( ) ( )− − − + =⇒ + + = ⇒ + =−21 1 1 0 1

�مجانب�قائم�تابع�است،�بنابراین�عدد�یک،�ریشه�ی�دیگر�مخرج�می�باشد. x=1از�طرفی�

� b c c b
b c a b c

I b c
 

( )
,

( ):

 − + = ⇒ − =− ⇒ = =− ⇒ + + =
+ =−

21 1 0 1 0 1 0
1



213

�  ‌هنیز    17 x x| |+24 1 2 �باید�برابر�صفر�باشد.�با�استفاده�از�هم�ارزی� +∞ �است،�پس�حد�تابع�در� y=0دارای�مجانب�افقی�� x→+∞ تابع�در�  3

در�بی�نهایت�داریم:
�

x x x

y x ax a xlim lim | | lim ( )
→+∞ →+∞ →+∞

= + = +2 2

�باشد. a=−2 برای�آن�که�حد�فوق�برابر�صفر�باشد�می�بایست،�

�برابر�صفر�است.�  ‌هنیز    18 �دارای�اکسترمم�نسبی�است،�پس�مشتق�تابع�در�1− x=−1نمودار�تابع�در�  1

�
yx ay a a

x ax b

( )′ − =+′= →− + = ⇒ =
+ +

1 0

2
2 2 0 2

2

�در�بی�نهایت،�مجانب�مایل�تابع�در�س��مت�راس��ت،�خط� x x b x~| |+ + +2 2 1 �اس��ت.�با�توجه�ب��ه�هم�ارزی� y x x b= + +2 2 بنابرای��ن�تاب��ع�به�صورت�

�است�که�در�  ( , )−1 1 �است،�با�توجه�به�نمودار�تابع،�عرض�از�مبدأ�این�خط�با�عرض�نقطه�ی�اکسترمم�برابر�است،�پس�نقطه�ی�اکسترمم�تابع،�نقطه�ی� y x= +1
معادله�ی�تابع�صدق�می�کند.

� y x x b b b a b
( , )−

= + + → = − + ⇒ = ⇒ + =
1 12 2 1 1 2 2 4

نقطه�ای�با�طول�یک�انتهای�بازه�ی�دامنه�اس��ت،�پس�قبل�از�یک�زیررادیکال�مثبت�و�بعد�از�آن�زیررادیکال�منفی�اس��ت،�پس�زیررادیکال�  ‌هنیز    19  1
به�ازای�یک�برابر�صفر�است.�

� b b− = ⇒ =21 0 1

�برابر�صفر�است.� 2
2

�طول�اکسترمم�تابع�است،�پس�مشتق�به�ازای� 2
2

از�طرفی�

�
yxy a a a a

x

( )′ =
′= − → = − ⇒ − = ⇒ =

− −

2 0
2

2
2 2 20 0 1

1 22 1 2 1
2

�است.� f x x x( )= + − 21 بنابراین�تابع�به�صورت�

�است.� f( )2
2

�cعرض�اکسترمم�تابع�یعنی�

� c f abc( )= = + − = + = ⇒ =2 2 1 2 21 2 2
2 2 2 2 2

تابع�از�مبدأ�مختصات�می�گذرد،�پس:�  ‌هنیز    20  2

� y ax b c b c b c b c
( , )

= + + → + = ⇒ =− ⇒ =−
0 03 3 32 30

�مشتق�بی�نهایت�دارد:� x=1ضمناً�خط�مماس�بر�تابع�در�نقطه�ای�با�طول�یک�عمودی�است،�پس�تابع�در�

�
xaxy a b a b a b

ax b
( )

( )

=
′= → × + = ⇒ + = ⇒ =−

+

1 3 2
3 2 2

2 3 1 0 0
3

،�به�محاسبه�ی�مقدار�خواسته�شده�می�پردازیم:� a b c=− = 3 حال�با�توجه�به�این�که�
a c c c

b c
+ += =−

−

3 3 3

3
2

  پاسخ تشریحی آزمون 65  

نقاطی�از�دامنه�ی�تابع�که�مشتق�صفر�یا�تعریف�نشده�است�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    1  3

� x xf x x x f x x x f x x x f x
x x

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

−+ +′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ = + + ⇒ =
2 2 1

3 32 23 3 3
3 3

2 2 2 4 5 42
3 3 3 3

�

�دارد. x=0 �و� x=− 4
5
بنابراین�تابع��2نقطه�ی�بحرانی�با�طول�های�
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نقاط�بحرانی�تابع�را�با�استفاده�از�مشتق�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    2  2

� yy x x x x x x x x x x ( ) ( )( ) ′=′= − − = − − = − + → =03 2 23 4 3 4 4 1 �یا�0 x=4 �یا� x y=− ⇒ =1 0 �یا� y=−32یا�� y −= 3
4

�

)�کم�ترین�عرض�را�دارد.�پس�کم�ترین�مقدار�تابع� , )−4 32 �است�که�بین�آن�ها�نقطه�ی�  ( , )− − 31
4

)�و� , )−4 32 �،�( , )0 0 بنابراین�تابع�دارای��3نقطه�ی�بحرانی�

سراسری خارج از کشور- 92 �است.�� −32

�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    3 [ , ]−2 0 نقاط�بحرانی�تابع�در�بازه�ی�  1

� ff x x x x x( ) ′=′ =− + → = ⇒ = ⇒ =±02 2 23 3 3 3 1 1�
�تنها�نقطه�ی�تابع�در�این�بازه�اس��ت.�از�مقایس��ه�ی�مقدار�تابع�به�ازای�این�نقطه�با�نقاط�ابتدا�و�انتهای�بازه،�می�نیمم�و�ماکزیمم�مطلق� بنابراین�نقطه�ای�با�طول�1−

تابع�را�پیدا�می�کنیم:
� f k k( ) ( )− =− − − + = +2 8 6 2 ماکزیمم�
� f k k( ) ( )− =− − − + = −1 1 3 2 مینیمم�
� f k k( )= + + =0 0 0 �

�است،�پس: −2 مجموع�مقادیر�مینیمم�و�ماکزیمم�برابر�
� k k k k+ + − =− ⇒ =− ⇒ =−2 2 2 2 2 1�

علامت�مشتق�اول�تابع�باید�منفی�و�علامت�مشتق�دوم�تابع�باید�مثبت�باشد:  ‌هنیز    4  2
� ff x x x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ′<′ =− + − =− − + =− − → >03 2 2 24 24 36 4 6 9 4 3 0 �

� ff x x x x x x x x( ) ( ) ( )( ) ′′>′′ =− + − =− − + =− − − → < <02 212 48 36 12 4 3 12 3 1 1 3 �
�است.  ( , )1 3 اشتراک�دو�محدوده�ی�به�دست�آمده�بازه�ی�

اگر�خط�مماس�بر�منحنی�بالای�تابع�قرار�گیرد،�یعنی�نمودار�تابع�دارای�تقعر�رو�به�پایین�است،�پس�مشتق�دوم�تابع�در�آن�بازه�منفی�است:  ‌هنیز    5  1

� yy x ln x y xln x x x ln x y ln x x ln x ln x ln x
x x

 | | | | ( | | ) ( | | ) ( ) | | | | | |′′<′ ′′= ⇒ = + × = + ⇒ = + + = + → + < ⇒ <−02 2 1 2 32 2 1 2 1 2 3 2 3 0
2
�

� x e e x e x e e| | ( , ) { }
− − − − −

⇒ < ⇒− < < ⇒ ∈ − −
3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 0 �

بنابراین�حاصل��abبرابر�است�با:

� ab e e e
− − −=− × =−
3 3

32 2 �

تابع�را�به�صورت�دو�ضابطه�ای�نوشته�و�آن�را�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    6  2

�
x x

f x x x
x x

( ) | |
− ≥= + − =− + <

3 2 1
2 1 2 1�

مشخص�است�که�تابع�یک�مینیمم�نسبی�دارد.

تابع�مشتق�پذیر��fدر�نقطه�ی�مینیمم�نسبی�خود�مشتق�برابر�صفر�دارد:  ‌هنیز    7  4

�
ff x x ax a a b a b

f f a b

  ( )( )

( , ) ( )

′ = ′ = − → − = ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
∈ ⇒ = ⇒ − + =

2 023 2 12 4 0 3 7 10
2 3 2 3 8 4 3

�

مشتق�داده�شده�را�تعیین�علامت�می�کنیم:  ‌هنیز    8  1

بنابراین�تابع�یک�مینیمم�و�یک�ماکزیمم�نسبی�دارد.
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مشتق�تابع�را�محاسبه�کرده�تعیین�علامت�می�کنیم:  ‌هنیز    9  3

x x x xf x xe x e e x x e x x( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )− − − −′ = + − = − + = − +1 3 2 1 3 1 3 2 1 32 3 3 2 3 2 �����

بنابراین�تابع�یک�مینیمم�و�یک�ماکزیمم�نسبی�دارد.

با�صفر�قرار�دادن�مشتق�تابع،�طول�نقاط�اکسترمم�را�مشخص�می�کنیم:�  ‌هنیز    10  1

� fx x x xf x x
x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

′=+ − − +′ = = → =±
+ +

2 2 0
2 2 2 2

2 1 2 2 2 2 1
1 1

�

�خط�گذرا�از�این�دو�نقطه�است. y x= �اکسترمم�های�تابع�هستند�و�  ( , )− −1 1 �و�  ( , )1 1 بنابراین�دو�نقطه�ی�

با�صفر�قرار�دادن�مشتق�تابع،�طول�نقطه�ی�اکسترمم�را�می�یابیم:  ‌هنیز    11  2

� f
x

f x x x x x x x x
x

#Á½pIM#n

 

j( , )cos
( ) cos sin cos cos sin cos

sin

π−
′=

=
 π′ =− − → =− ⇒ → =− −=

00 2
0

2 3 2 3 3 3
2

�

�است،�پس: 1
4
عرض�نقطه�ی�اکسترمم�برابر�

� f k k( ) ( )π −− = ⇒ − − + = ⇒ =1 1 3 1 33
3 4 4 2 4 2

�

مشتق�دوم�تابع�در�نقطه�ی�عطف�برابر�صفر�است:  ‌هنیز    12  4

�
xb by ax y a a b

bx x
f a bln a ( , )

= ′ ′′= − ⇒ = + → + = ⇒ =−
 ∈ ⇒ − = ⇒ =

1
2

2 2 2 0
4

1 2 1 2 2
�

مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    13  3

� k x k x k x k x k x k x k xy e xe e x y e e x e x e x( ) ( ) ( ) ( )− − − − − − −′ ′′= − = − ⇒ =− − − = − − + = −1 1 1 1 2 �

،�این�نقطه�حتماً� x=2 �در� y′ �برابر�صفر�است�و�در�آن�نقطه�تغییر�علامت�می�دهد.�با�توجه�به�موجود�بودن� x=2 مشتق�دوم�تابع�به�ازای�تمام�مقادیر��kدر�

نقطه�ی�عطف�است.�

مشتق�دوم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    14  3

� yy x x y x x x x x x xcos sin sin cos sin cos sin cos cos′′=′ ′′= + ⇒ =− + → = ⇒ =02 2 4 4 2 4 4 2 4 2 �

�
x

x
x

#Á½pIM#nj( , )
cos

, ,
sin

π
=

 π π π⇒ → =
=

0
0

5
1 2 6 6
2

�

هر��3ریشه�ی�به�دست�آمده�ریشه�های�ساده�ی�مشتق�دوم�هستند�و�مشتق�اول�نیز�در�این�نقاط�موجود�است،�پس�هر�سه�ی�آن�ها�نقطه�ی�عطف�هستند.

مرکز�تقارن�منحنی�درجه�ی�سوم�همان�نقطه�ی�عطف�است،�پس:  ‌هنیز    15  2

�
yy ax bx y ax b a b a a b

y a b a b
 

( )

,
( )

′′ − = ′ ′′= − ⇒ = − →− − = ⇒− =− ⇒ = =−
− = ⇒− − = ⇒ + =−

1 023 2 6 2 6 2 0 4 4 1 3
1 2 2 2 2 4

�

�است�و�داریم: y x x= +3 23 بنابراین�تابع�به�صورت�

� yy x x x x x x y y IÄ IÄ     ( ) ′=′= + = + → = =− ⇒ = =023 6 3 2 0 2 0 4 �

)�اکسترمم�های�تابع�هستند�و�طول�پاره�خط�واصل�بین�آن�ها�برابر�است�با: , )−2 4 )�و� , )0 0 پس�نقاط�

� ( )− + = =2 22 4 20 2 5 �
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�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    16 x π=
3
مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�در�  3

� f x x x f x x x x f x x x f( ) cos cos ( ) cos ( sin ) sin ( ) sin sin ( )π′ ′ ′= − ⇒ = − + ⇒ =− + ⇒ =− + =2 3 32 2 0
3 2 2

�

� f x x x f( ) cos cos ( ) ( )π′′ ′′=− + ⇒ =− − + =1 1 32 2 2
3 2 2 2

�

�مینیمم�نسبی�است. x π=
3
با�توجه�به�این�که�مشتق�اول�برابر�صفر�و�مشتق�دوم�مثبت�است،�پس�

مشتق�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    17  1

� x x x x x x x x x xf x
x x x x x x

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

− + − − + − + − + + − +′ = = =
− + − + − +

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 1 2 2 2 1 1

1 1 1
�

�داریم: f ′ �،�با�تعیین�علامت� f ( )′ =1 0 با�توجه�به�ضابطه�ی�تابع�مشتق�

بنابراین�نقطه�ای�با�طول�1،�ماکزیمم�نسبی�است.

نمودار�داده�ش��ده�دارای�یک�ریش��ه�ی�ساده�و�یک�ریش��ه�ی�مکرر�فرد�اس��ت،�پس�فقط�گزینه�های�یک�و�دو�می�توانند�صحیح�باشند.�از�  ‌هنیز    18  1
،�پس�ضریب�بزرگ�ترین�درجه�منفی�است�و�گزینه�ی�یک�می�تواند�صحیح�باشد.

x
f xlim ( )

→∞
=−∞ آن�جایی�که�

�مجانب�افقی�تابع�است،�پس:�  ‌هنیز    19 y=0با�توجه�به�این�که�  4

�
x

ax bx a
x

lim
→∞

+ = ⇒ =
+

2

2
0 0

1
�

�با�تابع،�ریشه�ی�مضاعف�دارد: y=4 ضمناً�نقطه�ای�با�عرض�4،�ماکزیمم�این�تابع�است،�پس�معادله�ی�حاصل�از�تقاطع�خط�

� bx x bx b b
x

  ∆ == ⇒ − + = → − = ⇒ =±
+

02 2
2

4 4 4 0 64 0 8
1

�

�قابل�قبول�است. b=−8 از�آن�جایی�که�تابع�در�xهای�مثبت�مقداری�منفی�دارد،�پس��

.  ‌هنیز    20 c=0 �یکی�از�ریشه�های�مخرج�است،�پس� x=0 )�تعریف�نشده�است،� , )0 0 با�توجه�به�این�که�تابع�در�نقطه�ی�  2

�برابر�صفر�است،�پس:� x=0 ضمناً�حد�تابع�در�

�
x x x

x af x x a a
x bx   

lim ( ) lim lim
→ → →

+= ⇒ = ⇒ + = ⇒ =
+

3 3
20 0 0

0 0 0 0 �

�اس��ت.�با�توجه�به�نمودار،�عرض�از�مبدأ�مجانب� y x b= − �اس��ت.�با�تقس��یم�صورت�بر�مخرج،�مجانب�مایل�تابع�برابر� xy
x bx

=
+

3

2
بنابراین�تابع�به�صورت�

. b=−1مایل�برابر��1است،�پس�
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پاسخ تشریحی آزمون های فصل سیزدهم

  پاسخ تشریحی آزمون 66  

،�درایه�ی�سطر�دوم�و�ستون�سوم�است.  ‌هنیز    1 a23 ،�درایه�ی�سطر�اول�و�ستون�دوم�و�درایه�ی� a12 درایه�ی�  2

� a a ( )+ =− + − =−12 23 2 1 3 �

�باشد:�  ‌هنیز    2 X A I= −2 ،�باید� A X I− =2 برای�آن�که�داشته�باشیم�  1

� X A I
         

= − = − = − =         
                  

2 3 1 0 4 6 1 0 3 6
2 2 0 4 0 1 0 8 0 1 0 7 �

با�استفاده�از�تعریف�ضرب�ماتریس�ها�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    3  4

���
x x x

x x x x x x
x×

× ×

       
     = ⇒ + + = ⇒ + =            − − −              1 2

2 2 2 1

2 3
2 8 2 4 3 10 8 6 3 10 82 5 1 1 1

�

� x x x x x x x x ,± + −− − = ⇒ − − = ⇒ − − ⇒ = ⇒ =2 2 2 1 1 48 36 3 10 8 6 3 18 0 2 6 2
4 2

�

با�استفاده�از�تعریف�ضرب�ماتریس�ها�می�نویسیم:  ‌هنیز    4  3

�
x

y
x

×
×

 
   

×   
    − 

2 3
3 2

32 3
2 02 2
4 1

y y x y y
x x x x
− + + − −     

= ⇒ =     − + + − −          

12 2 6 6 4 2 12 2
12 3 6 2 8 2 2 12 3 �

� x x+ = ⇒ =−14 2 12 1� با�مساوی�قرار�دادن�درایه�ی�سطر�دوم�و�ستون�اول،�مقدار��xرا�می�یابیم:�
،�بقیه�ي�درایه�ها�نیز�مساوی�می�شوند.� y=0 به�ازای�

�برقرار�نیست.�برای�آن�که�تساوی�برقرار�باشد،��ABو��BAرا�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    5 AB BA= می�دانیم�در�حالت�کلی�تساوی�  2

�
m m n m

AB
n n

+ −     
= =     − − − + −          

2 3 1 3 2 6
2 1 3 6 5 �

�
m m

BA
n mn n

−     
= =     − − + −          

3 1 2 3 2 7
3 2 1 6 2 3 �

،�باید�دستگاه�معادلات�زیر�برقرار�باشد:� AB BA= برای�این�که�داشته�باشیم�

�

m n m n n
m m

n mn
n n

+ = − ⇒ =− ⇒ =−
 − = ⇒ =
 − + = +
 − =− ⇒ =−

3 2 3 2 2 2 1
6 7 13

6 6
2 3 5 1

�

�. m n+ =12 بنابراین�

�را�می�توان�با�ضرب��Aدر�خودش�به�دست�آورد:�  ‌هنیز    6 A2 ماتریس�  3

� A
− − + − − −       

= = =       − − − − + −              

2 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 �

� ( ) ( )× − × × − =2 2 2 2 16 حاصل�ضرب�درایه�های�این�ماتریس�برابر�است�با:�

فصل سیهدهم: ماترنس
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�را�محاسبه�کرده،�سپس�آن�ها�را�در�هم�ضرب�می�کنیم:�  ‌هنیز    7 A B− �و� A B+ ابتدا�دو�ماتریس�  1

� A B A B,
   

+ = − =   
      

1 4 1 0
2 5 4 3 �

�C A B A B( )( )
     

= + − = =     
          

1 4 1 0 17 12
2 5 4 3 22 15 �

�C C+ = + =22 12 15 12 27 �

توجز:�اتحادهای�جبری�مثل�اتحاد�مزدوج،�در�ماتریس�ها�در�حالت�کلی�برقرار�نیست.

،�و�داریم:�  ‌هنیز    8 A A( )=4 2 2 می�دانیم�  4

� A A A A A A A A A A A( ) ( )
   

= = = ⇒ − = − = − = − =   
      

2 4 2 23 3 1 1
3 3 3 9 9 3 266 6 2 2 �

�به�دست�می�آید:�  ‌هنیز    9 ad bc− �از�فرمول�
a b
c d

 
 
  

دترمینان�ماتریس�  2

�
Am m

A m m m m m m m
| |( )

| | ( ) ( ) ( )
=+

= = + − = + = + → + = ⇒ + = ⇒ =
3 273 1 3

3 18 1 9 9 18 9 2 9 2 27 2 3 13 6 �

،�درایه�ي�سطر�i-ام�و�ستون�j-ام�است،�بنابراین:  ‌هنیز    10 ija درایه�ی�  4

� A
× − × −   

= =   × − × −      

2 1 1 2 1 2 1 0
2 2 1 2 2 2 3 2 A I A I| |

 
⇒ + = ⇒ + = − = 

  

2 0
6 0 63 3 �

�می�باشد،�پس:�  ‌هنیز    11 ad bc− �برابر�
a b
c d

 
 
  

دترمینان�ماتریس�  1

� A A| | ,
 

= ⇒ =− − =− −  

2 3
2 12 144 1

k k
B B k k k| |

+ + 
= ⇒ =− − − − =− − −  

2 3
2 12 4 14 54 1

�

� B A k k k| | | |= + ⇒− − =− + ⇒− = ⇒ =−10 14 5 14 10 5 10 2 �

ابتدا�ماتریس��Xو�سپس�وارون�آن�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    12  3

� X X
        = − = ⇒ = ⇒     − −  −            

0 10 4 0 2 0 2
2 5 34 0 1 3 5 3

2 2
X−

     − − − −     = =− =     − −   −     

1
3 3 3 21 11 22 2 5 55 55 5 1 00 00
2 22

�

�است.� + + + =3 2 1 0 2
5 5

،�برابر� X−1مجموع�درایه�های�

�داریم:�  ‌هنیز    13 A A( )− − =1 1 با�توجه�به�تساوی�  1

� A A A( )
−

− −
   

       
= = = = ⇒ =       −−       − −   

   

1
1 1 2

1 10 02 0 2 01 2 4
1 2 1 2 1 1 1 14 0

4 2 4 4

�

�است.� + =1 1 1
4 4 2

�برابر� A2 جمع�درایه�های�قطر�اصلی�

�را�می�یابیم:�  ‌هنیز    14 A−12 راه حل اول: ابتدا�ماتریس�  4

� A− − − − −   
= = ⇒   
− +       

1 5 2 10 422 3 1 6 25 6
A| |− =− + =12 20 24 4 �

� A A
A

| | | |
| |

− −= = = =
− +

1 2 1 4 42 2 4
5 6

� راه حل دوم:��

،�پس�داریم:�  ‌هنیز    15 X A−= 12 �می�توان�نتیجه�گرفت� AX I=2 از�معادله�ي�  3

� X A− −   
= = =   −−       

1 0 2 0 122 2 0 1 00 4
�
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�را�می�یابیم:�  ‌هنیز    16 A4 ابتدا�ماتریس�  2

� A A( )
   

= = = ⇒   
      

2
4 2 2 1 2 1 4

0 1 0 1 BA
     

= =     
          

4 4 1 1 4 4 17
3 2 0 1 3 14 �

�ضرب�می�کنیم:�  ‌هنیز    17 A−1دو�طرف�معادله�را�در�  3
�� A AX A A I X I A( ) ( )− − −= + ⇒ = +1 1 1�

�
X I A

A X
−= +−

   − −−     
= = → =     −−    − −   

   

1
1

2 1 5 1
2 11 3 3 3 3
1 2 1 2 1 54 1

3 3 3 3

�

برای�این�که�دستگاه�معادلات�جواب�نداشته�باشد،�باید�دترمینان�ماتریس�ضرایب�صفر�باشد:  ‌هنیز    18  1
� m m m m m mIÄ( )+ − × = ⇒ + − = ⇒ = =−25 2 3 0 5 6 0 1 6 �

�باشد،�دستگاه�بی�شمار�جواب�دارد.� m=−6 �باشد،�دستگاه�فاقد�جواب�است،�ولی�اگر� m=1اگر�

برای�این�که�دستگاه�بی�شمار�جواب�داشته�باشد،�باید�داشته�باشیم:  ‌هنیز    19  2
� m
m m

+= =
+

3 5 2
2 2

�

�
mm m m
mm

=+= ⇒ + − = ⇒ =−

2 13 5 5 6 0 62
پس�داریم:�

� m
m m

,+= = =
+

3 5 2 23
2 2 3

)در�این�حالت�دستگاه�جواب�ندارد.(� به�ازای��m=1داریم:��

� m
m m

+= = =−
+

3 5 2 1
2 2 2

�m=−6داریم:�� به�ازای�

پس�دستگاه�بی�شمار�جواب�دارد.

�است:�  ‌هنیز    20
a

A
b

− 
=  
  

3
4 ماتریس�ضرایب�این�دستگاه�  2

�
x x

A x x x
y y b a

( )−         
= ⇒ = × ⇒ = × + × ⇒ = ⇒ =         −                  

1 7 4 3 71 1 344 7 3 2 22 217 17 17
�

  پاسخ تشریحی آزمون 67  

،�درایه�ي�سطر�i-ام�و�ستون�j-ام�ماتریس�است:�  ‌هنیز    1 ija  3
� A A a a

   
 = ⇒ = ⇒ + = + = 
     

1 2

12 221 2
1 1 1 1

1 4 52 42 2
�

،�داریم:�  ‌هنیز    2 A B I+ =2 3 اگر�  2

� A I B A A
−         

= − ⇒ = − = − ⇒ =         − − −                  

1 0 1 3 3 0 2 6 1 6
3 2 3 20 1 4 1 0 3 8 2 8 5

�

�Aمجموع�درایه�های�ماتریس� = − − + =−1 6 8 5 8 �

�را�می�یابیم:�  ‌هنیز    3 A2 راه حل اول: ابتدا�ماتریس�  4

�� A A A I»

− − − α+β −α       
= = =α +β ⇒ =       α+β              

2
2 22 1 4 5 4 5 2

0 3 0 9 0 9 0 3 �

برای�آن�که�دو�ماتریس�مساوی�باشند،�باید�درایه�های�آن�ها�نظیر�به�نظیر�مساوی�باشند،�یعنی:

�    ,
−α=− ⇒α=α+β= ⇒ × +β= ⇒β=− α+β=

5 5
2 4 3 5 9 63 9 �

�α+β= − =−5 6 1 بنابراین�داریم:�
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راه حل دوم:�

β،�قرینه�ی�دترمینان� �αبرابر�جمع�درایه�های�روی�قطر�اصلی�ماتریس�و� �صدق�می�کند�که�در�آن� A A I=α +β2 نکتز:�هر�ماتریس�مربعی��Aدر�معادله�ی�

A| |

α= + = ⇒α+β=−β=− =−

2 3 5
16 ماتریس�است.�

�و�این�که�ماتریس�همانی��Iبه�توان�هر�عدد�طبیعی�برابر�خودش�می�شود،�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    4 A I=2 با�توجه�به�این�که�  2

�
A I

A A A A I I I I I I I I I A A A( ) ( ) (( ) ) ( )
=

− = − = − = − = × × = → − =
29 7 7 2 7 2 2 9 72 2 128 4 128 3 384 192 �

ماتریس�I،�با�تمامی�ماتریس�های�هم�مرتبه�ي�خودش�جابه�جایی�پذیر�است�و�می�توان�از�اتحادهای�جبری�استفاده�کرد:  ‌هنیز    5  3

��
A A A

B A I B A I B A A A I B A A A I( )
= =

= − ⇒ = − ⇒ = − + − → = − + −
3 2

3 3 3 3 2 32 2 8 12 6 8 12 6 �

�
B A I

B A I B B
= −

⇒ = − → =
23 32 �

� nA A= ،�آن�گاه�به�ازای�تمام�مقادیر�طبیعی��nداریم:�� A A=2 توجز:�اگر�ماتریسی�خودتوان�باشد،�یعنی�

ماتریس��Iبا�تمامی�ماتریس�های�هم�مرتبه�ي�خودش،�جابه�جایی�پذیر�است.�پس�می�توان�از�اتحاد�مکعب�دو�جمله�ای�استفاده�کرد:  ‌هنیز    6  2

�
A A A

A A AI A I I A A I k( ) ( )
= =

+ ++ = + → + = + ⇒ =
3 2

3 23 33 3 7 7 �

از�جایی�که��Aو��Bلزوماً�جابه�جایی�پذیر�نیستند،�داریم:  ‌هنیز    7  1

� A B AB BA AB AB BA BA A BA B B AB A AB B BA A AB BA A B( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = + = + = + = + = + = +2 2 2 2 �

�ماتریس��Aرا�می�یابیم:�  ‌هنیز    8 A A( )− −= 1 با�استفاده�از�رابطه�ي�1  1

� A A I A I( ) |( )|
−    

− − −       
= = = ⇒ + = ⇒ + = − = =       − − −−          

   

1 1 2 4 2
1 2 1 21 16 4 12 43 3 3 3
2 1 2 1 2 1 2 41 4 9 9 9 3

3 3 3 3

�

ابتدا�ماتریس��Aرا�می�یابیم:  ‌هنیز    9  2

� A I A A A( )−
 

− − −         
= + ⇒ = ⇒ = ⇒ = =         −                

 

2 2 1
1 7

2 1 3 1 9 7 16 71 9 144
0 3 0 4 0 16 0 9 1144 0 0

16

�

�است.� 1
16

بنابراین�درایه�ي�سطر�دوم�و�ستون�دوم�ماتریس�فوق�

دترمینان�ماتریس��Aو��Bباید�برابر�باشند:  ‌هنیز    10  3

� B B A a a a a
a a

, | | | |
     

= + = = ⇒ + − = − ⇒ = ⇒ =     +          

1 2 2 2 3 4
6 3 20 6 2 8 43 2 2 5 2

�

اگر�ماتریسی�وارون�پذیر�نباشد،�دترمینان�آن�برابر�صفر�است:  ‌هنیز    11  3

�
Aa

a a a a a
a

| |
( )

=
= − + = − → − = ⇒ =

+
01

3 2 2 2 2 2 0 12 3 �

� A A A I A I( )−
− −         

⇒ = ⇒ = ⇒ + = ⇒ + = =         − −−                  

2 2 2 11 1 4 4 5 4 13 4 13 41 1
3 3 12 12 12 13 12 5 12 565 48 17

�

با�استفاده�از�قانون�پخشی�ضرب�به�جمع�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    12  3

�
A A I A A A I A A

A A I I
A

( )

( )

− − − −

−−
−

 − = − = −
 − − −      ⇒ − = − = =−      − − −      − − −     = = =           − − −− +           

1 2 1 2 1 1

1 21
1

1 1 2 1 1 0
1 1 2 1 2 11 1 2 1 1 0 1
1 2 1 1 1 12 1

�
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�برقرار�نیست:�  ‌هنیز    13 A B A B( )− − −+ = +1 1 توجز:�در�حالت�کلی�1  4

�� A B,− −
 

− −      
= = = =      −− −          − 

 

1 1
1 01 0 1 2 1 21 12

1 2 1 0 1 0 12 0 1 01
2

�

� A B A B( )−
 −−     

+ = ⇒ + = =     −−       − 
 

1
1 1

3 2 2 21 2 2
1 2 1 3 1 36 2

4 4

�

� A B A B( )− − −
     − −− −        

+ − − = − − = =         −      − − −     
     

1 1 1
1 1 1 30 11 2 4 612 2 2 2
1 3 0 1 1 1 5 1 541
4 4 2 4 4

�

�است:�  ‌هنیز    14 ad bc− �برابر�
a b
c d

 
 
  

راه حل اول: دترمینان�ماتریس�  2

� A x x x x A A A A| | | |− − −
 −−     

= ⇒ + − + = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = − =     
        

 

1 1 1
3 3

2 1 2 11 9 92 44 2 2 1 4 3 3 1 3 3 00 2 0 2 34 4 40
2

�

راه حل دوم:

� A kA k A A A
A A

| | , | | | | | | | |
| | | |

− − −= = ⇒ = = =1 2 1 2 11 9 93 3
4

�داریم:�� A ×2 2 نکتز:�برای�ماتریس�

�ضرب�می�کنیم:�  ‌هنیز    15 A−1طرفین�تساوی�داده�شده�را�از�سمت�چپ�در�  3
�



I
AB kI A AB kA I A A B kA IB kA B kA( ) ( )− − − − − −= ⇒ = × ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 1 1 1 1 1�

�ضرب�می�کنیم:�  ‌هنیز    16 B−1و�از�سمت�چپ�در�� A−1دو�طرف�معادله�ي�داده�شده�را�از�سمت�راست�در�  1

� A BA B AB A A B A AB A A A B IB I A B B( ) ( )
− −× ×− − − − −+ = → + = ⇒ + = ⇒ + = →
1 11 1 1 1 1 �

� B A BB BB B A I− − − − − −+ = ⇒ + =1 1 1 1 1 1 �

�داریم:�  ‌هنیز    17 A−1با�ضرب�دو�طرف�معادله�در�  1
� A AX A A IX A X A( ) ( )( ) ( ) ( )− − − − −= ⇒ = ⇒ =1 1 1 1 2 1 2 �

� A X A( )− − −   
= ⇒ = =   − −+       

1 1 20 1 3 21 1
3 2 6 10 3 9

�

برای�این�که�دستگاه�دو�معادله�و�دو�مجهول�خطی�جواب�نداشته�باشد،�باید�دترمینان�ماتریس�ضرایب�برابر�صفر�باشد:  ‌هنیز    18  3

�
a a

a
a a

jnHj#JH¼ #nIµ Â] { M

jnH # ]kº JH¼

== ⇒ − = ⇒ =−

21 1
0 1 01 1 �

�
x y

a
x y
− + = −=− ⇒ ⇒ =− − =− + =

3 1 1
1 2 2 42 2 5 2 2 �

دترمینان�ماتریس�ضرایب�برابر�صفر�نیست،�پس�معادله�جواب�یکتا�دارد.

�است:�  ‌هنیز    19
x

A B
y

− 
= 

  

1 �برابر�
x

A B
y

 
= 

  
جواب�دستگاه�معادلات�  3

�
x x

x y
y y

−         
= ⇒ = ⇒ + =         −                  

0 1 2 1
42 1 1 3
�

برای�این�که�دستگاه�بی�شمار�جواب�داشته�باشد،�باید�دترمینان�ماتریس�ضرایب�برابر�صفر�باشد:  ‌هنیز    20  1

�
m m

m m m m
m m

jnHj#JH¼ #nIµ ÂM

jnHkº#JH

{

¼

]

]

( )( )
− == ⇒ − − − = ⇒ − = ⇒− =

21 1 0
0 1 3 3 0 4 03 3 4 �



هیدسز   مختصاتی و 14
میحیی ها  درجز   دوم 

)مقاطع مخروطی(

آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل چهاردهم

  پاسخ تشریحی آزمون 68  

تمام�نقاط�واقع�در�ناحیه�ی�اول�مختصات،�دارای�طولی�منفی�و�عرضی�مثبت�هستند.�  ‌هنیز    1  1
mmx m
xm ½kzº#œÄo•U

−−= > ⇒− < <
− + −+

1 11 0 1 101

�
m

y m m
x

= + > ⇒ ∈
+



2 4 0 همواره�برقرار�است�

. m− < <1 بنابراین�باید�1

نصف�فاصله�ی�دو�سر�قطر�برابر�شعاع�دایره�است:�  ‌هنیز    2  3

� ABR
( ) ( )+ + − − += = = =

2 22 1 2 2 9 16 5
2 2 2 2

�

�S R ( ) π=π =π× =2 25 25
2 4

بنابراین�مساحت�دایره�برابر�است�با:��

نقطه�ی��Mوسط�دو�نقطه�ی��Aو��Cاست،�پس:�  ‌هنیز    3  3
� A CM M M, ( , )+ + + = ⇒ ⇒ 

 
5 1 7 1 3 4

2 2 2
�

� BM ( ) ( )= − + − = + =2 23 1 4 2 4 4 2 2 فاصله�ی��Bاز��Mبرابر�است�با:��

برای�آن�که��ABCDمتوازی�الاضلاع�باشد،�باید�جمع�مختصات�رئوس�روبه�رو�برابر�باشد�بنابر�نام�گذاری�انجام�شده،�باید�داشته�باشیم:�  ‌هنیز    4  4
� A C B A C BA C B D D x x x y y y D D  ( , ) ( , ) ( , )+ = + ⇒ = + − + − ⇒ = + − − + − ⇒ = −0 2 1 2 1 3 1 4 �

راه حل اول: برای�آن�که��B�،Aو��Cدر�یک�راستا�باشند،�می�بایست�شیب�خط��ACو��BCبرابر�باشد.�  ‌هنیز    5  2

� AC BC
am m a a a a a a

a
( )( )− −= ⇒ = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ − − =

− −
2 210 1 4 1 4 1 1 45 4 5 1 45 4 5 44 0

1 6 1
�

�می�باشد.� cP
a

= حاصل�ضرب�مقادیر�ممکن�برای��aبرابر�11−=

راه حل دوم:�مساحت�مثلث�با�رئوس��B�،Aو��Cباید�برابر�صفر�باشد.�

�
S a a a a a a a

ca a P a a
a

( )= × + × + × − × − × − × = ⇒ + + − − − =

−⇒ − − = ⇒ = = = =−

2

2
1 2

1 1 4 6 10 1 1 6 4 10 1 0 4 60 6 4 10 0
2

444 5 44 0 11
4

�

دو�خط�روی�محور�طول�ها،�متقاطع�هستند،�یعنی�طول�از�مبدأ�برابر�دارند،�برای�پیدا�کردن�طول�از�مبدأ،��yرا�برابر�صفر�قرار�می�دهیم:  ‌هنیز    6  1

�
y

y

kx ky kx x
k k

kx y x x
  

=

=

 − = → = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
 + = → = ⇒ =

0

0

23 2 2 2 2 1
2 4 2 4 2

�

دو�ضلع�داده�شده،�موازی�نیستند،�بنابراین�دو�ضلع�متقاطع�از�متوازی�الاضلاع�هستند،�نقطه�ی�تلاقی�آن�ها�که�یکی�از�رئوس�متوازی�الاضلاع�  ‌هنیز    7  3

�
y x y x y

y
y x y x x
+ = + = =    ⇒ ⇒ = ⇒  − = − = =−    

3 4 8 9 12 24 4
17 682 3 11 8 12 44 1� است،�برابر�است�با:��

�در�هیچ� A( , )7 6 �یکی�از�رئوس�متوازی�الاضلاع�اس��ت.�از�طرف�دیگر�از�آن�جایی�که�مختصات�نقطه�ی� B( , )−1 4 بنابراین�نقطه�ی�
یک�از�خطوط�داده�شده�صدق�نمی�کند،�پس�مطابق�شکل�روبه�رو��Aو��Bدو�سر�قطر�هستند،�پس�مختصات�وسط�قطر�برابر�است�با:�

� A BM M M, ( , )+ − + + = ⇒ ⇒ 
 

1 7 4 6 3 5
2 2 2

�

سراسری - 90 �

1a61

110a41
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رئوس�مثلث�محل�تلاقی�اضلاع�هستند.�  ‌هنیز    8  1

�
y x y x y x

A B C
y x y y

( , ) ( , ) ( , )
= = =−    ⇒ ⇒ ⇒ −  =− = =    

0 0 3 3 3 33 3 �

� A B CG G G  ( , ) ( , )+ + + − + += ⇒ ⇒0 3 3 0 3 3 0 2
3 3 3

محل�تلاقی�میانه�ها،�همان�مرکز�ثقل�مثلث�است�که�مختصات�آن�برابر�است�با:��

شیب�خط��ABبرابر�است�با:�  ‌هنیز    9  2
� AB

a am m− −= ⇒ =
−
1 1

0 2 2
�

� a a a a a− = ⇒ − = ⇒ =1 12 1 4
2 5

�موازی�است،�داریم:�� a2 از�طرفی�چون�خط��ABبا�خطی�به�شیب�

شیب�خط��ABبرابر�است�با:�  ‌هنیز    10  3
� ABm −= = =−

− − −
4 2 2 1
2 0 2

�

�عمود�است،�بنابراین�ضرب�شیب�این�دو�خط�برابر�منفی�یک�است:� a ay x
a a
− −= +
+ +
2 1
1 1

خط��ABبر�خط�

� a a a a a
a a

( ) ( )− − −× − =− ⇒ = ⇒− = + ⇒ =
+ +
2 2 11 1 1 2 1
1 1 3

�

نقطه�ی��Aمحل�تقاطع�دو�خط��ABو��ACاست:�  ‌هنیز    11  2

�
yy x y x

y
y x y x x

 =− = − =   ⇒ ⇒− =− ⇒  − = − + =− −    =


1
2 5 2 5 33 12 3 4 2 6 7

3

�

�AHاست.�معادله�ی�� 2
3
�و�برابر� BC( )−3

2
�عمود�اس��ت،�یعنی�ش��یب�خط��AHقرینه�و�معکوس�ش��یب� xy −= +3 3

2
ارتفاع��AHبر�خط��BCبر�معادله�ی�

� y x y x y x y x( ) − = − − ⇒ = + + ⇒ = + + ⇒ − = 
 

1 2 7 2 14 1 9 6 14 3 9 6 17
3 3 3 3 9 3

برابر�است�با:��

سراسری خارج از کشور - 89 �

نقطه�ی��Aروی�هیچ�کدام�از�دو�خط�داده�ش��ده�نیس��ت،�پس�مطابق�شکل�روبه�رو�فاصله�ی�نقطه�ی�  ‌هنیز    12  2
�Aاز�دو�خط�طول�و�عرض�مستطیل�را�مشخص�می�کند.�

�
AH

S AH AH
AH

  

| |

/
| |

( )

× + − = =
 + ′⇒ = × = = × − − ′= =
 + −

2 2

2 2

2 5 8 6 12
52 1 48 9 62 8 5 7 54
52 1

�

سراسری خارج از کشور - 90 �

�است�از�رابطه�ی�زیر�به�دست�می�آید:�  ‌هنیز    13 13 �برابر� x y− =2 3 5 مجموعه�ی�نقاطی�که�فاصله�ی�آن�ها�از�خط�  2

� x y
x y

| |
| |

( )

− −
= ⇒ − − =

+ −2 2

2 3 5 13 2 3 5 13
2 3

�

�قرار�دارند،�پس:� y x= دو�نقطه�ی�مورد�نظر�روی�خط�1−

�
x

x x x x x x x
x

| ( ) | | | | | ,
− − =− − − = ⇒ − − = ⇒ − − = ⇒ ⇒ = =− − − =−

2 13
2 3 1 5 13 2 3 2 13 2 13 11 152 13 �

سراسری - 89 �

ش��یب�هر�دو�خط�داده�ش��ده�برابر�یک�است،�بنابراین،�این�دو�خط�موازی�هستند،�فاصله�ی�این�دو�  ‌هنیز    14  3
خط�موازی�برابر�طول�ضلع�مربع�است.�

�
x y

d S d
x y

| ( )|

( )

− − = − −  ⇒ = = ⇒ = = =  − + =   + −

2
2

2 2

2 2 3 0 2 3 5 5 25
2 2 2 0 88 82 2

�

سراسری - 92 �
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�برابر�است،�بنابراین�معادله�ی�آن�را�می�توان�به�صورت�زیر�به�دست�آورد:�  ‌هنیز    15 y x− =2 4 �و�1 y x= −2 1 فاصله�ی�خط��MNاز�دو�خط�  2

� x y x
x y x y

MN
y x

y
x

y
y

x#Á¾²jI•¶ :

− = − − =  ⇒ ⇒ − = − + = 
−− + = ⇒


− = ⇒ =


+

2 1 4 2 2 0
2 4 1 4 2

1 2 14 2 0 4 2 80 4
21 1

2
�

�  ‌هنیز    16 M( , )3 1
2

�یعنی� a aM( , )− + + −2 1 3 1
2 2

�نقطه�ی� B a  ( , )+ −1 1 �و� A a( , )−2 3 وسط�دو�نقطه�ی�  1

)��Cدر�دستگاه�جدید�برابر�است�با:� , )−0 4 می�باشد.�مختصات�نقطه�ی�

�
X X
Y Y

/ /+ = =−  ⇒ + =− =−  

1 5 0 1 5
1 4 5 �

راه حل اول: مساحت�مثلث�با�سه�رأس�یاد�شده�برابر�است�با:�  ‌هنیز    17  2

�S ( ) /= + + − − − = =1 130 15 4 6 0 0 6 5
2 2

�

�اس��ت.�اندازه�ی�ارتفاع�AH،�از�به� x y+ =2 3 6 �یعنی� yx + =1
3 2

راه حل دوم:�خط��BCخطی�با�عرض�از�مبدأ��2و�طول�از�مبدأ��3اس��ت،�پس�معادله�ی�آن�

دست�آوردن�فاصله�ی��Aاز�خط��BCبه�دست�می�آید:�
� d | |× + × −
= = =

+2 2

2 2 3 5 6 13 13
132 3

�

� BC ( ) ( )= − + − = + =2 23 0 0 2 9 4 13 ضمناً�طول�ضلع��BCبرابر�است�با:��

�S BC AH /= × = × = =1 1 1313 13 6 5
2 2 2

بنابراین�برای�محاسبه�ی�مساحت�مثلث�داریم:��

سراسری خارج از کشور - 92 �

با�حذف�کردن�z،�دستگاه�را�به�یک�دستگاه�دو�معادله�و�دو�مجهول�تبدیل�می�کنیم،�سپس�آن�را�حل�می�کنیم.�  ‌هنیز    18  4

�

x y z
x y x y

x y z
x x

x y z
x y

x y z

  

+ + = ⇒ + =− ⇒ + =− + − =− ⇒ =− + ⇒ =
+ − =− ⇒ + =− + + =

2
3 2 1 6 4 22 3

1 2 14 2 2 6
7 4 13 2 2 5

�

�
x

x y y y
=

+ =− → =− − ⇒ =−
1

3 2 1 2 1 3 2 �

�
x

y
x y z z z

=

= −
+ + = → − + = ⇒ =

1
22 1 2 2 3 �

�است.� −6 بنابراین�حاصل��xyzبرابر�

از�معادله�ی�اول،��zو��yرا�برحسب��xنوشته�و�در�معادله�ی�دوم�جایگذاری�می�کنیم:�  ‌هنیز    19  4

� yx y x y x( )
+− = ⇒ + = − ⇒ = −
21 4 4 102 1

3 4 3 3 3
�

� x z xz z x− − − −= ⇒ − = ⇒ = +1 2 5 5 5 112
3 5 3 3 3

�

� x y z x x x x x x+ + = ⇒ + − − + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =4 10 5 11 2 13 3 3 2 1 9 4
3 3 3 3 3 3

�

� x xy x y z x z,= =−= − → = = + → =−4 44 10 5 112 3
3 3 3 3

�

�یا��5می�باشد. − +4 2 3 �برابر� x y z− − بنابراین�حاصل�

اگر�خط�بر�دایره�مماس�باشد،�معادله�ی�حاصل�از�تقاطع�دادن�این�دو�باید�یک�ریشه�ی�مضاعف�داشته�باشد:�  ‌هنیز    20  1

�
y mx

x x mx x x m x mx m x m x
x x y

( ) ( ) ( )
= + ⇒ − + + = ⇒ − + + + = ⇒ + + − + =
− + =

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2
2 2 0 2 4 4 0 1 4 2 4 0

2 0
�

� m m m m m m m( ) ( ) −∆= ⇒ − − × + = ⇒ − + − − = ⇒ =− ⇒ =2 2 2 2 30 4 2 4 4 1 0 16 16 4 16 16 0 16 12
4

�
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  پاسخ تشریحی آزمون 69  

�است.�این�نقطه�روی�هر�دو�خط�قرار�  ‌هنیز    1  ( , )−1 1 �اس��ت.�نقطه�ای�به�طول�یک�روی�آن،�نقطه�ی� y x=− معادله�ی�نیمس��از�ناحیه�ی�چهارم�  3
دارد،�پس:�

�
ax by a b

b a a b
a x by a b a b

 

 

   

( , )

( , )
,

( )

−

−

 + = → − = ⇒ = = ⇒ + =
+ + = → + − = ⇒ =

1 1

1 1
1 1

1 2 3
1 2 1 1 2 1 2

�

�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    2 y x= +2 5 �و� y x= +3 ابتدا�محل�تلاقی�دو�خط�  2
� x x x y ,+ = + ⇒ =− =3 2 5 2 1 �
� a a a a− + = ⇒− = ⇒ =−2 1 1 1� �صدق�می�کند،�پس:� y ax a= + )�در�خط� , )−2 1 نقطه�ی�

�نس��بت�به�خط�  ‌هنیز    3 b a y x,( , ) = �نس��بت�به�خط� a b( , ) مختص��ات�قرینه�ی�نقطه�ی�  4

�می�باشد. a b ( , )− − �و�نسبت�به�مبدأ�مختصات،� b a y x,( , )− − =−

�می�باشد�و�داریم: A ( , )′′ −3 2 �و� A ( , )′ −2 3 بنابراین�مختصات�نقطه�ی�

� A A ( ) ( )′ ′′= + + − − = =2 22 3 3 2 50 5 2 �

طول�اضلاع�این�مثلث�برابر�است�با:  ‌هنیز    4  4

� AB ( ) ( )= − + − − = + =2 23 1 1 1 4 4 2 2 �

� BC ( ) ( )= + + − + =2 23 1 1 1 4 �

� AC ( ) ( )= + + + =2 21 1 1 1 2 2 �

�پس�اضلاع�مثلث�در�رابطه�ی�فیثاغورس�صدق� BC AB AC= +2 2 �پس�این�مثلث�متساوی�الساقین�است�و�با�توجه�به�این�که�2 AB AC= با�توجه�به�این�که�
می�کنند�و�مثلث�قائم�الزاویه�نیز�هست.

�است�و�معادله�ی�  ‌هنیز    5 − =
−

1 2
1
2

�می�باشد.�پس�شیب�ارتفاع��CHکه�بر��ABعمود�است�برابر� − −=
− −
2 0 1
1 3 2

شیب�ضلع��ABاز�مثلث�برابر�  2

� y x y x( )+ = − ⇒ = −2 2 1 2 4 � �Cبرابر�است�با:�  ( , )−1 2 آن�با�کمک�نقطه�ی�

مختصات�نقطه�ی��Aاز�حل�دستگاه�زیر�به�دست�می�آید:  ‌هنیز    6  4

�
y x

x x x y A
y x

, ( , )
+ = ⇒ + = ⇒ = = ⇒ =

2 3 7
4 3 7 1 2 1 22 �

� y x y x( )− =− − ⇒ =− +2 4 1 4 6 � ،�پس�معادله�ی��AHبرابر�است�با:� m( )=−4 شیب�خط��AHقرینه�و�معکوس�شیب��BCاست�

�
y x

y y y y
x y
+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =

4 6 616 6 17 64 17
� عرض�نقطه�ی��Hمحل�برخورد�دو�خط��AHو��BCبرابر�است�با:�

�نیست،�پس�فاصله�ی��Aاز�آن�خط�برابر�ارتفاع�مثلث�است:  ‌هنیز    7 x y− =3 4 �Aروی�ضلع�1  3

� AH d
| |× − × −

= = = =
+2 2

3 1 4 3 1 10 2
53 4

�

برای�پیدا�کردن�طول�ضلع�مثلث�از�روی�ارتفاع�با�استفاده�از�قضیه�ی�فیثاغورس�داریم:

��� aAB AH BH a a a a( )= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 23 16 4 32 4
2 4 3 3

�

�S AH BC= × = × × =1 1 4 3 4 32
2 2 3 3

� بنابراین:�
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مختصات�نقطه�ی��Mوسط�ضلع��BCبرابر�است�با:  ‌هنیز    8  1
� M M  ( , ) ( , )− + ⇒3 1 0 2 1 1

2 2
�

� y x y( )−− = − ⇒ =
−

1 11 1 1
2 1

� معادله�ی��AMبه�صورت�روبه�رو�است:�

�برابر�یک�می�باشد. y=1از�خط�افقی�� B( , )3 0 فاصله�ی�نقطه�ی�

�دارند،�عبارت�است�از:  ‌هنیز    9 5 �فاصله�ای�برابر� y x− + =2 1 0 مجموعه�ی�نقاطی�که�از�خط�  2

� y x
y x

| |
| |

− +
= ⇒ − + =

+

2 1 5 2 1 5
1 4

�

�قرار�دارند،�از�معادله�ی�زیر�به�دست�می�آیند. y x( )= نقاطی�از�این�معادله�که�روی�نیمساز�ربع�اول�و�سوم�

� x x x x| | | | ,− + = ⇒ − + = ⇒ = −2 1 5 1 5 6 4 �

مجموع�طول�این�نقاط�برابر��2است.

�روی�هیچ�کدام�از�دو�خط�  ‌هنیز    10 A  ( , )1 2 دو�ضلع�داده�ش��ده�از�مس��تطیل�بر�هم�عمود�هس��تند�و�نقطه�ی�  2
نیست.�فاصله�ی�نقطه�ی��Aاز�دو�خط�برابر�طول�و�عرض�مستطیل�است.

� AH
| |− +

= =
+2 2

2 2 15 15
52 1
�

� AH
| |+ +′= =

+ 2

1 4 5 10
51 2
�

�با�استفاده�از�قضیه�ی�فیثاغورس�برابر�است�با: HH′ طول�قطر�

� HH AH AH′ ′= + = + = =2 2 100 125 45 3 5
5 5

�

�از�دو�راه�مختلف�داریم: AHH′ با�نوشتن�مساحت�مثلث�قائم�الزاویه�ی�

� AH AH AH HH AH AH AH′ ′′ ′× × ′′ ′′ ′′= ⇒ × = × ⇒ = × ⇒ = =15 10 103 5 30 3 5 2 5
2 2 5 5 5

�

معادله�ی�دو�ضلع�داده�ش��ده�ی�مربع�دارای�ش��یب�برابر�است،�پس�این�دو�ضلع،�موازی�هس��تند.�فاصله�ی�این�دو�خط�موازی�برابر�ضلع�  ‌هنیز    11  1
مربع�است.

�
y x x y

x y x y
 

= − − − =  ⇒ − = − − =  

5 15 10 2 30 0
10 2 4 10 2 4 0 �

�طول�ضلع�مربع | |− +
= = = =

+2 2

30 4 26 26 26
2104 2 2610 2

�

�طول�قطر = × = =26 262 13
2 2

� �برابر�طول�ضلع�مربع�است،�پس:� 2 طول�قطر�مربع�

دو�خط�داده�ش��ده�دو�ضلع�موازی�ذوزنقه�هس��تند�)شیب�برابر�دارند(،�خط��MNکه�اوساط�ساق�ها�را�  ‌هنیز    12  4
به�هم�وصل�می�کند�با�دو�ضلع�موازی�ذوزنقه�موازی�است�و�وسط�آن�دو�است،�پس�معادله�ی�آن�برابر�است�با:

�
x y

x y x y x y
x y
− + = +⇒ − + = ⇒ − =− ⇒ − =−
− =

6 2 1 0 1 0 16 2 0 6 2 12 4 16 2 0 2 2
�

راه ح��ل اول: مثل��ث��ABOیک�مثلث�قائم�الزاویه�ی�متساوی�الس��اقین�اس��ت،�بنابرای��ن�محل�تلاقی�  ‌هنیز    13  1
عمودمنصف�های�آن�وسط�قاعده�ی�مثلث�می�باشد.

� M M  ( , ) ( , )+ + ⇒4 0 0 4 2 2
2 2

�

�اس��ت،�بنابرای��ن�محل�تلاقی�این�دو�خط�که�محل�همرس��ی� y=2خط��OBاس��ت�و�عمودمنصف�ضلع�� x راه ح��ل دوم:�عمودمنص��ف�ضل��ع�AO،�خط�2=
�است.  ( , )2 2 عمودمنصف�ها�است،�نقطه�ی�
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راه حل اول: مساحت�مثلث�با�استفاده�از�قاعده�ی�گفته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    14  2

� S 1 1 183 2 6 2 6 3 11 7 9
2 2 2

⇒ = − − − − − + + = − − = =| ( ( ))| | | �

�اس��ت.�ضمناً�فاصل��ه�ی��Aاز��Cبرابر� ( )− − =1 1 2 �از�آن� B( , )− −2 1 �اس��ت�و�فاصل��ه�ی�نقطه�ی� y=1روی�خ��ط�افق��ی��Cو��Aراه ح��ل دوم:�دو�نقط��ه�ی�

�S= × × =1 2 9 9
2

�است.�بنابراین�مساحت�مثلث�برابر�است�با:�� ( )− − =3 6 9

مختصات�اوساط�اضلاع�برابر�است�با:  ‌هنیز    15  3

� A A B B C C( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , )+ − − + − − −′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ − ⇒ ⇒2 1 1 3 3 1 1 2 1 3 2 1 2 3 1 11 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

�

�برابر�است�با: A B C′ ′ ′ مساحت�مثلث�

� S 1 1 9 3 3 1 7 70 0
2 2 4 4 4 2 4 8

⇒ = − + − + − = × =| | �

�انتقال�دهیم�معادله�ی�  ‌هنیز    16 y x= +3 3 راه حل اول: محورهای�مختصات�را�به�هر�نقطه�ای�روی�خط�  1

�در�می�آید. y x= −3 �در�دستگاه�جدید�به�صورت�1 y x= +3 2 خط�

�قرار�دارد. y x= +3 3 در�بین�گزینه�های�داده�شده�فقط�گزینه�ی�)1(�روی�خط�

راه حل دوم:�معادله�ی�خط�را�در�دستگاه�جدید�با�انتقال�مبدأ�به�هر�یک�از�گزینه�ها�می�نویسیم�فقط�معادله�ی�خط�با�انتقال�مبدأ�به�نقطه�ی�داده�شده�در�گزینه�ی�
�است. Y X= −3 یک�به�معادله�ی�1

� y xx X
O Y X Y X Y X

y Y
( , ) ( )= +=− +′ − − →− + = − + + ⇒ = − + + ⇒ = − =− +

3 22
2 3 3 3 2 2 3 6 2 3 3 13 �

از�دو�معادله�ی�پایین��zرا�حذف�می�کنیم:  ‌هنیز    17  4

��
y z y z

y x
x z x z
− = − =  ⇒ ⇒ − = − − = − =  

2 3 3 6 9
3 3 9 253 6 25 3 6 25 y x x y( )⇒ − =− ⇒ − =163 16

3
�

،�دستگاه�جواب�ندارد. ≠162
3
،�با�توجه�به�این�که� x y− =2 از�طرفی�در�معادله�ی�اول�داریم�

�xرا�از�دو�معادله�ی�اول�حذف�می�کنیم:  ‌هنیز    18  2

�
x y

y z y z
x z
+ =

⇒ + =− ⇒ =− −
− =

2
1 13 �

�در�معادله�ی�آخر�به�یک�عبارت�بدیهی�برسیم. y z=− −1 اگر�دستگاه�بی�شمار�جواب�داشته�باشد،�باید�با�قرار�دادن�
� y zy z m m=− −+ = →− =1 1 �

.�  ‌هنیز    19 y mx= +2 �یعنی� y m x( )− = −2 0 �با�شیب�دلخواه��mبرابر�است�با� A( , )0 2 معادله�ی�خطوط�گذرنده�از�نقطه�ی�  4
معادله�ی�حاصل�از�تقاطع�این�خط�با�منحنی�باید،�ریشه�ی�مضاعف�داشته�باشد�تا�خط�بر�منحنی�مماس�شود.

�
y mx

x mx x m x mx m x mx
x y

( ) ( )
= + ⇒ + + = ⇒ + + + = ⇒ + + + =
+ =

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2
2 2 1 2 4 4 1 2 4 3 0

2 1
�

� m m m m m m( ) ( )′∆ =→ − × + = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ =±0 2 2 2 2 22 3 2 0 4 3 6 0 6 6 �

�است. ( )× − =−6 6 6 بنابراین�حاصل�ضرب�شیب�ها�برابر�

3� −6 �� −2 �3 �
11� −1�1

0 3
2
  1

2
 0

 3
2
  −1   −1

2
  3

2
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�را�در�دو�  ‌هنیز    20 x y x+ − =2 22 4 5 �است.�اگر�این�خط�منحنی� y mx= راه حل اول: خط�گذرنده�از�مبدأ�مختصات�با�شیب��mبه�معادله�ی�  4
نقطه�قطع�کند،�می�بایست�معادله�ی�حاصل�از�تقاطع�خط�و�منحنی،�دو�ریشه�داشته�باشد.

�
y mx

x m x x m x x
x y x

( )
= ⇒ + − = ⇒ + − − =
+ − =

2 2 2 2 2
2 2 2 4 5 1 2 4 5 0

2 4 5
�

� m m( ) ( )( ) m′∆ >→ − − − + > ⇒ + + > ⇒ >−0 2 2 2 22 5 1 2 0 4 5 10 0 10 9 �
،�خط�و�منحنی�در�دو�نقطه�تقاطع�دارند. m∈ این�عبارت�همواره�صحیح�است،�پس�به�ازای�هر�

� F( , )=− <0 0 5 0 �معادله�ی�یک�بیضی�اس��ت،�با�توجه�به�این�که� F x y x y x( , )= + − − =2 22 4 5 0 راه ح��ل دوم:�معادله�ی�
بنابراین�مبدأ�مختصات�درون�بیضی�است�واضح�است�که�هر�خطی�که�از�مبدأ�می�گذرد،�آن�را�در�دو�نقطه�قطع�می�کند.

  پاسخ تشریحی آزمون 70  

�همان�مرکز�دایره�است:  ‌هنیز    1 B �و� A �دو�سر�قطر�هستند،�بنابراین�نقطه�ی�وسط� B �و� A  1

 A BO O O( , ) ( , )+ + − += ⇒ ⇒2 4 1 5 3 2
2 2 2

 

�است: AB �برابر�قطر�است،�پس�شعاع�نصف� AB از�طرفی�

 ABR
( ) ( )− + − − += = = = =

2 24 2 1 5 4 36 2 10 10
2 2 2 2

 

x y x x y y x y x y( ) ( ) ( )− + − = ⇒ − + + − + = ⇒ + − − + =2 2 2 2 2 2 23 2 10 6 9 4 4 10 6 4 3 0 بنابراین�معادله�ی�دایره�برابر�است�با: 

)�روی�این�دایره�  ‌هنیز    2 , )3 1 )�و� , )0 0 �می�باش��د،�با�توجه�به�این�که�دو�نقط��ه�ی� x y ax by c+ + + + =2 2 0 ف��رم�گس��ترده�ی�دایره�به�صورت�  3
هستند،�داریم:

 
c

c a b I
a b c

  

  

 

( , ):
, ( )

( , ):

= ⇒ = + =− + + + + =

0 0 0
0 3 103 1 9 1 3 0  

�قرار�دارد.�پس: y x=2 �است�که�روی�خط� a bO( , )− −
2 2

از�طرف�دیگر�می�دانیم�مرکز�این�دایره�نقطه�ی�

 
b a b a

a b
I a b

 

( )
,

( ):

− − = × ⇒ = ⇒ =− =−
+ =−

2 2
2 42 2

3 10
 

x y x y x y x y( ) ( ) ( ) ( )+ − − = ⇒ − + − = + ⇒ − + − =2 2 2 2 2 22 4 0 1 2 1 4 1 2 5 بنابراین�معادله�ی�دایره�به�این�شکل�است:�

�است. 5 بنابراین�شعاع�دایره�برابر�
)�نیز�محاسبه�کنیم: , )2 1 )�را�تا�مرکز�دایره� , )3 1 )�یا� , )0 0 البته�برای�پیدا�کردن�شعاع�می�توانستیم�فاصله�ی�هر�یک�از�نقاط�

 ( ) ( )− + − =2 21 0 2 0 5  

همه�ی�قطرهای�یک�دایره�از�مرکز�دایره�می�گذرند،�بنابراین�دسته�خطوط�داده�شده�به�ازای�همه�ی�مقادیر��mباید�از�یک�نقطه�ی�مشخص�  ‌هنیز    3  2
)همان�مرکز�دایره(�بگذرند.�برای�پیدا�کردن�این�نقطه�دو�روش�وجود�دارد:

راه حل اول:��mرا�برابر�دو�مقدار�دلخواه�قرار�می�دهیم�و�با�حل�دستگاه�نقطه�ی�مورد�نظر�را�پیدا�می�کنیم:

 
m y x y

O
m y x x

q¨o¶

:
( , )

:

=− + × + = ⇒ =− ⇒ − =− × − + = ⇒ =

1 0 1 0 1
1 12 0 1 0 1  

راه حل دوم:�دسته�خطوط�داده�شده�را�بر�حسب��mمرتب�می�کنیم،�با�مساوی�صفر�قرار�دادن�ضریب��mو�ضریب�ثابت،�نقطه�ی�مورد�نظر�پیدا�می�شود.

 
x y

my y mx x m x y y x x y O
y x

q¨o¶( ) ( ) , ( , )
+ =+ + + + = ⇒ + + + + = ⇒ ⇒ = =− ⇒ − + + =

0
2 1 0 2 1 0 1 1 1 12 1 0  

AO ( ) ( )= − + + = =2 25 1 2 1 25 5 )A است:  , )5 2 )O تا� , )−1 1 شعاع�دایره�برابر�فاصله�ی�نقطه�ی 
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خطی�که�مرکزهای�دو�دایره�را�به�هم�وصل�می�کند،�همواره�بر�هر�دو�دایره�عمود�است.�  ‌هنیز    4  2
ابتدا�مرکز�دو�دایره�را�پیدا�می�کنیم:

 x x y y x y O( ) ( ) ( , )+ + − = ⇒ + + − = ⇒ −2 2 2 22 2 0 1 1 2 1 1  

 x x y y x y O( ) ( ) ( , )′− + + = ⇒ − + + = ⇒ −2 2 2 22 2 0 1 1 2 1 1  

′�Oمعادله�را�به�دست�می�آوریم: �Oیا� ′OO،�با�یافتن�شیب�و�استفاده�از�یکی�از�نقاط� برای�یافتن�معادله�ی�خط�

 OOm y x y x y x( )′
− −= =− ⇒ − =− + ⇒ =− ⇒ + =
+
1 1 1 1 1 1 0
1 1

 

�اس��ت.�با�جایگذاری��3نقطه�ی�داده�شده�و�حل�دستگاه،��b�،aو��c  ‌هنیز    5 x y ax by c+ + + + =2 2 0 فرم�گس��ترده�ی�معادله�ی�دایره�به�صورت�  2

را�پیدا�می�کنیم:

 c

c

c

a b c a b
b a c

a b c a b

( , ):

( , ):
, ,

( , ):

=

=

=
− + − + + = →− + =− ⇒ =− = =

+ + + + = → + =− 

0

0

0 0 0
2 4 4 16 2 4 0 2 4 20

5 0 0
2 1 4 1 2 0 2 5

 

x y y x y R( )+ − = ⇒ + − = ⇒ = =2 2 2 25 25 25 55 0
2 4 4 2

بنابراین�معادله�ی�دایره�برابر�است�با: 

سراسری - 91  

با�توجه�به�شکل�مقابل،�داریم:  ‌هنیز    6  2

 ABAH AH
( )− −

= = ⇒ =
3 1 2

2 2
 

 
HC

AO OH AH R OH OH R

OC OH HC R=

= + ⇒ = + ⇒ = −

→ = + = − +

2 2 2 2 2 2

1 2

4 4

4 1
 

�مماس�است،��OCهمان�شعاع�است،�پس: x با�توجه�به�این�که�دایره�بر�خط�1=

 R R R R R R R R R /− + = ⇒ − = − ⇒ − = − + ⇒ = ⇒ =2 2 2 24 1 4 1 4 2 1 2 5 2 5  

ابتدا�مرکز�و�شعاع�دایره�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    7  2

 x y x x y O R( ) ( , ),+ − = ⇒ − + = ⇒ =2 2 2 22 3 1 4 1 0 2  

�بر�دایره�مماس�باشد،�می�بایست�فاصله�ی�مرکز�دایره�از�آن�خط�برابر�شعاع�باشد،�یعنی: y mx− − =2 0 اگر�

 

m
m

m

m m m m
m
m m m IÄ

| |
| |

− × + −
= ⇒ + = + ⇒ + + = +

+
⇒ − = ⇒ = =

2 2 2
2

2

1 0 2 2 2 2 1 4 4 4 4
1

3 4 0 0 4
3

 

سراسری خارج از کشور - 91  

�بر�هر�دو�مح��ور�مختصات�مماس�باش��د،�داریم�  ‌هنیز    8 x y R( ) ( )−α + −β =2 2 2 اگ��ر�دایره�ی�  2

�α )�در�ربع�دوم�می�گذرد�مرکز�آن�در�ربع�دوم�اس��ت�) , )−1 2 ،�از�آن�ج��ا�ک��ه�این�دایره�از�نقطه�ی� R| | | |α = β =

،�پس: Rα=− �و� Rβ= �βمثبت�است(�و�داریم:� منفی�و�

 x R y R R R R R
( , )

( ) ( ) ( ) ( )
−

+ + − = → − + − =
1 22 2 2 2 2 21 2  

 R R R R R R R R RIÄ⇒ − + + − + = ⇒ − + = ⇒ ==2 2 2 22 1 4 4 6 5 0 1 5  

سراسری - 90 بنابراین�قطر�دایره�ی�بزرگ�تر�برابر��10است.�

خطوط�قائم�بر�دایره،�همواره�از�نقطه�ی�ثابتی�می�گذرند�که�همان�مرکز�دایره�است.�برای�آن�که�معادله�ی�داده�شده،�معادله�ی�دایره�باشد،�  ‌هنیز    9  1

a a= − ⇒ =2 1 3 �یکسان�باشند،�بنابراین:� y2 �و� x2 می�بایست�ضرایب�
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ابتدا�معادله�ی�دایره�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    10  4

 x y x y x y x y( ) ( ) ( ) ( )+ + − − = ⇒ + + − = + + ⇒ + + − =2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 31 0 1
2 2 4 4 2 2 2

 

�شعاع�دایره�است. R = 3
2
)�Oمرکز�دایره�و� , )−1 1

2 2
بنابراین�

�به�دست�می�آید. AO AT OT= +2 2 2 با�توجه�به�شکل�مقابل،�طول�مماس��ATاز�رابطه�ی�
برای�به�دست�آوردن��AOداریم:

 AO ( ) ( )−= − + + = + =2 21 1 9 9 91 1
2 2 4 4 2

 

AT AO R AT= − = − = ⇒ =2 2 2 9 3 3 3
2 2

بنابراین: 

ابتدا�مرکز�و�شعاع�دو�دایره�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    11  3
 x y x x y O R( ) ( , ),+ − + = ⇒ − + = ⇒ =2 2 2 26 5 0 3 4 3 0 2  

 x y a O R a( , ),′ ′+ = ⇒ =2 2 2 0 0  
اگر�دو�دایره�مماس�داخل�باشند،�فاصله�ی�مرکز�آن�ها�از�یک�دیگر�برابر�قدرمطلق�تفاضل�شعاع�دایره�ها�است،�بنابراین:

 
R

OO R R R
R ¡#¡#—

| | | |
′=′ ′ ′= − ⇒ = − ⇒ ′=−

5
3 2 1  

ابتدا�شعاع�دو�دایره�و�فاصله�ی�مرکز�دو�دایره�را�از�هم�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    12  4

 
x y O R

O O
x y y x y O R

( ) ( ) ( , ),

( ) ( , ),

 − + + = ⇒ − = ⇒ = + =
+ + = ⇒ + + = ⇒ − =

2 2
1 1

1 22 2 2 2
2 2

1 2 5 1 2 5
1 1 2

2 0 1 1 0 1 1
 

،�بنابراین�دو�دایره�متقاطع�هستند. R R O O R R− < < +1 2 1 2 1 2 ،�یعنی� − < < +5 1 2 5 1 با�توجه�به�این�که�

�می�توان�به�این�روش�عمل�کرد: − <5 1 2 �واضح�است،�برای�اثبات�این�که� < +2 5 ،�نامساوی�1 <2 2 �و� >5 2 توجز:�از�آن�جا�که�
 − ⇔ + ⇔ + ⇔ ⇔5 1 2 5 2 1 5 2 2 3 2 2 2 1 2      

− <5 1 2 )،�بنابراین�در�ابتدا�نیز�سمت�راست�بزرگ�تر�بوده�است:� )<1 2 در�عبارت�آخر�مشخص�است�که�سمت�راست�بزرگ�تر�است�

،�بنابراین:  ‌هنیز    13 MA MB= 2 با�توجه�به�این�که�  2
 MA MB x y x y x x y y x x y y( ) ( ) (( ) ( ) )= ⇒ − + − = + + − ⇒ − + + − + = + + + − +2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 3 2 2 4 2 1 6 9 2 8 8 2 16 32  
 x x y y x y R R( ) ( )⇒ + + − = − ⇒ + + − = + − ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 210 10 10 40 5 5 25 25 30 20 2 5  

)�Sمی�باشد.�  ‌هنیز    14 , )−2 3 با�توجه�به�شکل�مقابل،�سهمی�قائم�رو�به�پایین�است�و�رأس�آن�نقطه�ی�  2
�است. P /=0 5 فاصله�ی�رأس�تا�کانون�برابر�

پس:
 x y x x y x x y( ) / ( )− =− × + ⇒ − + =− − ⇒ = − −2 2 22 4 0 5 3 4 4 2 6 4 2 10  

سهمی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    15  4
 y x y y y x y x( ) ( )+ = + ⇒ − + = − ⇒ − = −2 2 228 4 4 4 4 4 24 2 4 6  

�می�باشد. x = − =6 1 5 �و�سهمی�افقی�رو�به�راست�است.�بنابراین�خط�هادی�آن�خط�قائم� p= =4 1
4

)�Sو� , )6 2 بنابراین�رأس�سهمی�نقطه�ی�

.�س��همی�افقی�رو�به�راس��ت�اس��ت،�پ��س�معادل��ه�ی�آن�به�صورت�  ‌هنیز    16 p=1اس��ت،�بنابراین�� P2 فاصل��ه�ی�کان��ون�ت��ا�خ��ط�هادی�برابر�  2

�داده�شده�است،�داریم: y ay ax− =−2 �است.�از�طرفی�چون�معادله�ی�سهمی�به�صورت� y p x( ) ( )−β = −α2 4

 a p a− = ⇒ =−4 4  

 y y x y x( ) ( )+ = ⇒ + = +2 24 4 2 4 1  

�است. F( , )− + −1 1 2 )�Sو�مختصات�کانون�آن� , )− −1 2 بنابراین�مختصات�رأس�سهمی�
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�محور�تقارن�س��همی�اس��ت،�بنابراین�س��همی�افقی�اس��ت�و�مختصات�رأس�آن�  ‌هنیز    17 y=1خط�  1
�است،�بنابراین�سهمی�رو� x( )=2 )�Sمی�باش��د.�نقطه�ی�داده�شده�از�سهمی،�در�سمت�راست�خط�هادی�آن� , )α 1

�Sاست،�پس�داریم: p( , )+2 1 به�راست�باز�می�شود�و�مختصات�رأس�آن�

 
y p x p p p p p

p p p p

( , )( ) ( ( )) ( ) ( )

( )

− = − + → − = − − ⇒ = −

⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

3 22 2 2

2 2

1 4 2 2 1 4 3 2 1 4 4
14 4 1 0 2 1 0
2

 

p=2 می�باشد. بنابراین�فاصله�ی�کانون�تا�خط�هادی�برابر 1

)�Sمی�باشد:  ‌هنیز    18 , )−0 2 سهمی�داده�شده،�قائم�رو�به�بالا،�با�مختصات�رأس�  2

 x p y( )= +2 4 2  

p p p( )= + ⇒ = ⇒ =28 4 0 2 64 8 8 )�روی�این�سهمی�است،�داریم:  , )8 0 از�آن�جا�که�نقطه�ای�به�مختصات�

�است. − + =2 8 6 بنابراین�عرض�کانون�این�سهمی�

سهمی�داده�شده�یک�سهمی�قائم�رو�به�بالا�است:  ‌هنیز    19  3
 x x y x y x y( ) ( ) ( )− − + = ⇒ − = − + ⇒ − = −2 2 22 4 9 0 1 4 9 1 1 4 2  

�و�سهمی�رو�به�بالا�است،�پس� p= =4 1
4

�،S( , )1 2 بنابر�ویژگی�بازتابندگی�سهمی،�هر�اشعه�ی�نورانی�قائم�در�بازتاب�از�کانون�این�سهمی�می�گذرد.�از�آن�جا�که�

سراسری خارج از کشور - 89 �می�باشد.� F( , )2 2 �یعنی� F( , )+1 1 2 کانون�آن�

)�در�نظر�می�گیریم.�معادله�ی�آن�به�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    20 , )0 0 سهمی�را�قائم�رو�به�بالا�با�رأس�  2

 px p y x y( ) ( ) =− = − → = × ×722 20 4 0 4 72  

�روی�سهمی�است،�داریم: A y( , )0
168
2

از�آن�جا�که�نقطه�ی�

� y y= × × ⇒ =2
0 0

4984 4 72
2

�

سراسری - 89 �OHاست.� /= =49 24 5
2

بنابراین�عمق�آینه�برابر�

  پاسخ تشریحی آزمون 71 

�Oاز�این�خط�برابر�  ‌هنیز    1  ( , )2 0 �بر�دایره�مماس�است،�بنابراین�فاصله�ی�نقطه�ی� x y− =0 خط�  1
شعاع�دایره�است.

� R
| |−

= =
+

2 0 2
1 1

�

�می�باشد. x y( )− + =2 22 2 بنابراین�معادله�ی�دایره�به�صورت�
�از�حل�معادله�ی�زیر�به�دست�می�آید: y=1محل�تقاطع�این�دایره�با�خط�

� x x x x xIÄ( ) ( )− + = ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =2 2 22 1 2 2 1 2 1 1 3 �

�به�دس��ت�می�آی��د،�بنابراین�برای�این�که�  ‌هنیز    2 R a b c= + −2 21 4
2

�از�رابطه�ی� x y ax by c+ + + + =2 2 0 راه حل اول: ش��عاع�دایره�ی�  3

شعاع�دایره�معین�باشد،�داریم:

� a b c k k k k k( ) ( )+ − > ⇒ + − + > ⇒ + < ⇒ + < ⇒ < ⇒− < <2 2 2 2 2 24 0 4 16 4 1 0 4 1 20 1 5 4 2 2 �

راه حل دوم:�معادله�ی�دایره�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:

� x y x y k x y k x y k k k( ) ( ) ( ) ( )+ − − + + = ⇒ − + − = + − − ⇒ − + − = − ⇒ − > ⇒− < <2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 1 0 1 2 1 4 1 1 2 4 4 0 2 2�
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�و�بر�هر�دو�مماس�است،�بنابراین�شعاع�  ‌هنیز    3 y=1و�� y=5 دایره�ی�مورد�نظر�بین�دو�خط�  2
دایره�برابر�است�با:

� R −= =5 1 2
2

�

�قرار�دارد.� y=3 از�طرف�دیگر�مرکز�دایره�دقیقاً�وسط�دو�خط�داده�شده�است�و�روی�خط�
)�Oمرکز�دایره�باشد،�داریم:� , )α β پس�اگر�

� O R x y x y y ( , ), ( ) ( )
β= ⇒α= ⇒ = ⇒ − + − = ⇒ + − + =β= α+

2 2 2 2 23
0 0 3 2 0 3 2 6 5 02 3 �

α−β=2،�ضمناً�فاصله�ی�مرکز�دایره�از�نقاط�دایره،�ثابت�)برابر�ش��عاع(�اس��ت،�  ‌هنیز    4 )�Oروی�قطر�دایره�اس��ت�و�داریم� , )α β مرکز�دایره�  3

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α=β+−α + −β = −α + −β → −β− +β = −β− + −β ⇒ −β +β = β+ + −β22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 0 0 1 3 2 2 1 1 2 1 � پس:��

� α=β+⇒β =β + β+ ⇒ β=− ⇒β=− →α=22 2 4 4 4 4 1 1�

R ( ) ( )= − + + = + =2 23 1 0 1 4 1 5 �Oرا�از�یکی�از�نقاط�روی�دایره�پیدا�می�کنیم:�  ( , )−1 1 برای�پیدا�کردن�شعاع،�فاصله�ی�مرکز�
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�و�اگر�دایره�)و�طبیعتاً�مرکز�آن(�در�ربع�  ‌هنیز    5 R| | | |α = β = �بر�هر�دو�محور�مماس�باش��د،�داریم� x y R( ) ( )−α + −β =2 2 2 اگ��ر�دایره�ی�  4
،�پس: Rα=β= �βهر�دو�مثبت�هستند�و�داریم� �αو� اول�باشند،�

� x R y R R x Rx R y Ry R R( ) ( )− + − = ⇒ − + + − + =2 2 2 2 2 2 2 22 2 �

� x Rx y Ry R− + − =−2 2 22 2 �

�داده�شده�است،�پس�داریم: x ax y y b+ + − =2 2 4 از�طرفی�معادله�ی�دایره�با�فرمول�

�
R a
R R a b a b

R b

        , ,

 − =
 − =− ⇒ = =− =− ⇒ + =−
 − =

2

2
2 4 2 4 4 2 12 �

خطی�که�مرکزهای�دو�دایره�را�به�هم�وصل�می�کند�دو�دایره�را�در�نقاط��Aو��Bقطع�می�کند.  ‌هنیز    6  2
از�آن�جا�که��ABبر�هر�دو�دایره�عمود�است،�بنابراین�کوتاه�ترین�فاصله�ی�بین�دو�دایره�است.

� x y y x y O R( ) ( , ),+ − + = ⇒ + − = ⇒ =2 2 2 28 10 0 4 6 0 4 6 �

� x y x x y O R( ) ( , ),′ ′+ − + = ⇒ − + = ⇒ =2 2 2 26 3 0 3 6 3 0 6 �

�OO AB OO R R AB( ) ( )′ ′ ′= − + − = = ⇒ = − − ⇒ = −2 23 0 0 4 25 5 5 2 6 �

ابتدا�مرکز�و�شعاع�دایره�ها�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    7  4

� x y x y b x y b O R b ( ) ( ) ( , ),+ − + + = ⇒ − + + = − ⇒ − = −2 2 2 2
1 12 4 0 1 2 5 1 2 5 �

� x y x y x y O R( ) ( ) ( , ),+ + − − = ⇒ + + − = ⇒ − =2 2 2 2
2 24 4 1 0 2 2 9 2 2 3 �

� R R O O R R| |− < < +1 2 1 2 1 2 � برای�آن�که�دو�دایره�متقاطع�باشند،�باید�داشته�باشیم:�

�O O b b( ) ( ) | |= + + − − = + = ⇒ − − < < + −2 2
1 2 1 2 2 2 9 16 5 5 3 5 3 5 �

�
b

b b b b
b

b b b b b b
  

| | − >

 + − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ < ⇒− < <
− − < ⇒− < − − < ⇒− < − < → − < ⇒ − < ⇒ >−

5 0

3 5 5 5 2 5 4 1
59 1

5 3 5 5 5 3 5 2 5 8 5 8 5 64 59
�

O،�بنابراین�داریم:  ‌هنیز    8 O R R= +1 2 1 2 برای�آن�که�دو�دایره�مماس�خارج�باشند،�باید�داشته�باشیم�  2

� x y x y x y O R( ) ( ) ( , ),+ − − − = ⇒ − + − = ⇒ =2 2 2 2
1 14 6 3 0 2 3 16 2 3 4 �

� x y k O R k ( ) ( ) ( , ),+ + − = ⇒ − =2 2
2 21 7 1 7 �

�O O O O R R k k k( ) ( )= + + − = + = ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2
1 2 1 2 1 22 1 3 7 9 16 5 5 4 1 1�
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با�مساوی�قرار�دادن�دو�دایره،�معادله�ی�وتر�مشترک�آن�ها�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    9  1

�
x y y

y x y x
x y x

 + = ⇒ = − ⇒ =
+ =

2 2

2 2
2 2

0
2 2

�

برای�یافتن�طول�این�وتر،�آن�را�با�یکی�از�دو�دایره�تقاطع�می�دهیم،�تا�دو�نقطه�ی�تقاطع�به�دست�آید:

� y xx y x x x x x xx x IÄ
=+ = → + = ⇒ − = ⇒ = =2 2 2 2 22 2 2 2 4 0 0 1

4
�

AB ( ) ( )= − + − = =2 21 1 2 20 0
4 4 16 4

�دو�سر�وتر�مشترک�دو�دایره�است�و�طول�آن�برابر�است�با:� B( , )1 1
4 4

�و� A( , )0 0 بنابراین�دو�نقطه�ی�

با�توجه�به�عبارت�داده�شده�بر�حسب�t،�رابطه�ای�مستقل�از��tبین��xو��yپیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    10  3

� t t
x tx t x t yx x yyy t y t t

 
sin cos

sinsin sin
( ) ( ) ( ) ( )

cos cos cos

+ =

− == + − =   −  −⇒ ⇒ → + = ⇒ − + − =   −= − − =− −    =
 −

2 2 1 2 2 2 2
1

1 2 1 2 312 1 1 3 433 2 3 2 2 2
2

�

�Oو�شعاع��2است.  ( , )1 3 منحنی�به�دست�آمده�دایره�ای�به�مرکز�
(f( , ) )− − >2 1 0 �خارج�دایره�ی�به�دست�آمده�است.� M( , )− −2 1 نقطه�ی�

�است. MO R− کم�ترین�فاصله�ی�این�نقطه�از�دایره�برابر�

MO R ( ) ( )− = + + + − = − =2 21 2 3 1 2 5 2 3

مرکز�دایره�ای�که�بر�نیمس��از�ناحیه�ی�اول�و�نیمس��از�ناحیه�ی�دوم�مماس�است�روی�محور�yها�  ‌هنیز    11  3
�اس��ت،�پس�فاصله�ی��Oاز�خط� 3 2 )�و�ش��عاع�دایره�برابر� )β>0 )�Oمرکز�دایره�اس��ت� , )β0 قرار�دارد،�بنابراین�

�است. 3 2 �برابر� y x y xIÄ( )=− =

� | |
| | β>β−

= ⇒ β = →β=
+

003 2 6 6
1 1

�

� x y x y y½oÄHj#Á¾²jI•¶ :( ) ( ) ( )− + − = ⇒ + − + =2 2 2 2 20 6 3 2 12 18 0 �

کوتاه�ترین�وتری�که�از�یک�نقطه�درون�دایره�می�گذرد�بر�شعاع�عمود�است.  ‌هنیز    12  3
برای�یافتن�طول�آن�ابتدا�فاصله�ی�آن�نقطه�از�مرکز�دایره�و�شعاع�دایره�را�پیدا�می�کنیم.

� x x y y x y O R( ) ( ) ( , ),− + − = ⇒ − + − = + + ⇒ =2 2 2 24 2 4 2 1 4 1 4 2 1 3 �

�OA ( ) ( )= − + − =2 22 1 1 1 1 �
با�توجه�به�قضیه�ی�فیثاغورس�در�مثلث��OABداریم:

�� AB OA OB AB AB BC AB+ = ⇒ = − ⇒ = = ⇒ = =2 2 2 2 2 23 1 8 2 2 2 4 2 �

ابتدا�معادله�ی�سهمی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    13  1

� y y x y y x y x( ) ( )− = ⇒ − = ⇒ − = +2 2 22 2 33 6 2 2 1
3 3 2

�

�است. 1
3
�یعنی� p2 ،�فاصله�ی�کانون�تا�خط�هادی�سهمی�برابر� p= 24

3
بنابراین�

خط�هادی�سهمی،�خطی�عمودی�و�کانون�در�سمت�چپ�آن�است،�پس�سهمی�افقی�رو�به�چپ�  ‌هنیز    14  4
)�Sمی�باشد.�معادله�ی� , )2 1 �و�رأس�سهمی�نقطه�ی� p=1برابر��2است،�بنابراین�� p( )2 اس��ت.�فاصله�ی�رأس�تا�کانون�

سهمی�برابر�است�با:
� y x( ) ( )− =− × × −21 4 1 2 �

�را�با�سهمی�تقاطع�می�دهیم: x =0 برای�یافتن�محل�تلاقی�سهمی�با�محور�yها،�خط�
� y y y y( ) ( ) ( )− =− − ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ =± +2 21 4 2 1 8 1 2 2 2 2 1�

�است. 4 2 �برابر�با� B  ( , )− +2 2 1 0 �و� A  ( , )+2 2 1 0 فاصله�ی�دو�نقطه�ی�
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�و�با�استاندارد�کردن�معادله�داریم:  ‌هنیز    15 p=1برابر��2است،�پس�� p( )2 فاصله�ی�کانون�تا�خط�هادی�  4

� ay y ax a y a x
a

( ) ( )−− =− − ⇒ − =− +2 2 12 1 �

�است،�یعنی: p−4 �یا� p4 �برابر� a− با�توجه�به�معادله�ی�سهمی�مقدار�

�

a y x S

a y x S

IÄ

:( ) ( ) ( , )

:( ) ( ) ( , )

 −= − =− + ⇒




=− − = − ⇒


2

2

3 34 1 4 1
4 4

5 54 1 4 1
4 4

�

خط�هادی�سهمی�عمودی�و�کانون�سمت�راست�آن�است،�پس�سهمی�افقی�رو�به�راست�  ‌هنیز    16  1

�S( , )−32 4
2

�و�مختصات�رأس�برابر� p= 3
2
�است،�یعنی� p ( )= − −2 2 1 است.�فاصله�ی�کانون�تا�خط�هادی�برابر�

)�Sاست. , )1 4
2

یا�
� y x y xÂµ¿w#Á¾²jI•¶ :( ) ( ) ( )− = × − ⇒ − = −2 23 14 4 4 6 3

2 2
�

محل�تلاقی�این�سهمی�با�محور�xها،�نقطه�ای�با�عرض�صفر�است:

� x x x( )− = − ⇒ = − ⇒ =2 190 4 6 3 16 6 3
6
�

سراسری - 92 �

�است.�شیب�خط�مماس�بر�منحنی�در�یک�  ‌هنیز    17 −1
2

خط�مماس�بر�س��همی�بر�خطی�به�ش��یب��2عمود�است،�بنابراین�شیب�خط�مماس،�برابر�  2
نقطه�برابر�مشتق�در�آن�نقطه�است،�پس�از�رابطه�ی�داده�شده�مشتق�می�گیریم:

�
y y xy x yy y y y x( )

−′= = +−′= + ⇒ = → × = ⇒− = ⇒ =− → =
2

1
2 42 2 12 4 2 2 2 2 2 2 0

2
�

�است. −1
2

)�برابر� , )−0 2 بنابراین�شیب�خط�مماس�در�نقطه�ی�

خط�هادی�س��همی�عمودی�و�نقطه�ی�داده�ش��ده�روی�س��همی�سمت�چپ�آن�است،�پس�  ‌هنیز    18  2

�Sمی�باشد. p( , )−1 2 �است،�پس�مختصات�رأس�سهمی� y=2سهمی�افقی�رو�به�چپ�است.�محور�تقارن�سهمی�

� My P x p p p 

Âµ¿w#Á¾²jI•¶
( , ):( ) ( ( )) ( ) ( )−− =− − − → − =− − − +1 42 22 4 1 4 2 4 1 1 �

� p p p pp pp − + = ⇒ −⇒ + ⇒⇒ = − = =22 24 8 4 0 2 1 04 8 4 1�

�می�باشد. p− = − =−1 2 1 2 �است،�پس�طول�کانون�برابر�1 p2 فاصله�ی�کانون�تا�خط�هادی�برابر�

�می�باشد.  ‌هنیز    19 p4 وتری�که�در�کانون�بر�محور�سهمی�عمود�است،�وتر�کانونی�نام�دارد�و�طول�آن�برابر�  3

� y x y y y x y x p( ) ( )= + ⇒ − = ⇒ − = + ⇒ =2 2 23 33 3 3 3 3 4 3
2 4

�

)�Sدر�نظر�می�گیریم.  ‌هنیز    20 , )0 0 برای�سهولت�در�محاسبه،�سهمی�را�قائم�رو�به�بالا�با�رأس�  4

�روی�این�سهمی�است،�داریم: A( , )30 9 �می�باشد.�با�توجه�به�این�که�نقطه�ی� x py=2 4 معادله�ی�آن�به�صورت�

� p p p= × ⇒ = ⇒ =
×

22 3030 4 9 25
4 9

�

�می�باشد. p=25 فاصله�ی�رأس�تا�کانون�سهمی�برابر�

سراسری خارج از کشور - 92 �
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  پاسخ تشریحی آزمون 72  

)�Oمرکز�بیضی�است.�علاوه�بر�آن�داریم:  ‌هنیز    1 , )1 0 مرکز�بیضی�وسط�دو�کانون�است،�پس�  1

�
FF c c c

b a c
a a a©nqM#o‰¤#Ï¼Š

  

′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = − = − = = ⇒ = ⇒ =

2 2 22 2 2 1
5 1 4

2 2 5 2 5
�

�به�صورت�زیر�است: b =2 4 �و� a =2 5 �،O( , )1 0 معادله�ی�بیضی�قائم�با�مرکز�

� x y x x x x y
( )

( ) y
−

+ = ⇒ − + + = ⇒ − + =
2 2

2 2 2 21 1 5 2 1 4 20 5 10 4 15
4 5

�

=c  ‌هنیز    2 6 �است،�پس� c2 فاصله�ی�کانون�های�بیضی�از�هم�برابر�  3

a
( )− −

= =
3 3 3

2
�است،�پس� a2 �برابر� AA′ ضمناً�فاصله�ی�

� b a c b= − = − = ⇒ =2 2 2 9 6 3 3 �
.O( , )0 1 مرکز�بیضی�وسط�دو�رأس�آن�است،�یعنی�

� yx x y y x y yÂ…ÃM#Á¾²jI•¶

( )
: ( )

−
+ = ⇒ + − + = ⇒ + − =

22 2 2 2 21 1 3 2 1 9 3 6 6
9 3

�

،�مثبت�و�نابرابر�هستند،�پس�معادله�مربوط�به�بیضی�است.(  ‌هنیز    3 y2 �و� x2 ابتدا�معادله�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:�)ضریب�  2

� x y x y x x y y x y( ) ( ) ( ) ( )+ − + = ⇒ − + + = ⇒ − + + = + + × ⇒2 2 2 2 2 24 5 8 20 1 4 2 5 4 1 4 1 5 2 1 4 5 4 �

� x y
x y

( ) ( )
( ) ( )

− +
− + + = ⇒ + =

2 2
2 2 1 24 1 5 2 25 1

25 5
4

�

�است. a2 .�بزرگ�ترین�وتر�بیضی،�همان�قطر�بزرگ�آن�است�که�طول�آن�برابر� b =2 5 �و� a =2 25
4

�است�بنابراین� >25 5
4

از�آنجایی�که�

� a a a= ⇒ = ⇒ =2 25 5 2 5
4 2

�

ابتدا�معادله�ی�بیضی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    4  2

� x y x y x x y y x y( ) ( ) ( ) ( )+ + − =− ⇒ + + − =− ⇒ + + − = × + × − ⇒2 2 2 2 2 23 2 6 8 5 3 2 2 4 5 3 1 2 2 3 1 2 4 5 �

� x y
x y

( ) ( )
( ) ( )

+ −
+ + − = ⇒ + =

2 2
2 2 1 23 1 2 2 6 1

2 3
�

�است،�پس�بیضی�قائم�است.� x2 �بیش�تر�از�مخرج� y2 مخرج�

� c a ba
c

b
= −

 = → = − =
=

2 2 2
2

2
3

3 2 1
2

�

�هستند. F ( , )′ −11 �و� F( , )−1 3 �یا� F ( , )′ − −1 2 1 �و� F( , )− +1 2 1 )�Oاست�و�کانون�های�این�بیضی�قائم�دو�نقطه�ی� , )−1 2 مرکز�بیضی�نقطه�ی�

با�توجه�به�شکل�روبه�رو�فاصله�ی�کانون�تا�نزدیک�ترین�رأس�برابر��AFاست�و�داریم:  ‌هنیز    5  2
� AF AO FO a c a c= − = − ⇒ − =2�

�است�و�داریم: BF′ فاصله�ی��Fتا�رأس�غیرکانونی�برابر��BFیا�
� BF BF a BF a BF a a′+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2 2 5 �

�
a cc e
a c a

 /
= ⇒ = ⇒ = = = − =

5 33 0 62 5
�

اگر�فاصله�ی�کانون�ها�از�یک�دیگر�را�نصف�کنیم،�آن�گاه��cنصف�می�ش��ود�و�اگر�قطر�بزرگ�را�دو�برابر�کنیم،�آن�گاه��aدو�برابر�می�ش��ود،�  ‌هنیز    6  1
پس�خروج�از�مرکز�بیضی�جدید�برابر�است�با:

�
c

c ce e
a a a
′′= = = =
′

12
2 4 4

�
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�است،�پس�داریم:�  ‌هنیز    7 c2 کانون�های�این�بیضی�دارای�عرض�برابر�هستند.�بنابراین�بیضی�افقی�است.�فاصله�ی�دو�کانون�برابر�  4
� c c( )= − − = ⇒ =2 2 4 6 3 �

� cce a b a c
a

== = → = ⇒ = − =3 2 23 5 4
5

�

)�Oمرکز�بیضی�است.�بنابراین،�معادله�ی�بیضی�برابر�است�با: , )− + −4 2 2
2

مرکز�بیضی�وسط�دو�کانون�است،�پس�

� x y x y( ) ( ) ( ) ( )+ + + +
+ = ⇒ + =

2 2 2 2

2 2
1 2 1 21 1

25 165 4
�

ابتدا�معادله�ی�بیضی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    8  3

� x yx y x x y
( )

( )
−

+ − = ⇒ − + = + ⇒ + =
2 2

2 2 2 2 24 4 4 2 4 4 4 1
8 2

�

�Sاست. a b( )( )= 2 2 �است.�مطابق�شکل�روبه�رو�مساحت�مستطیل�مورد�نظر�برابر� b =2 2 �و� a =2 8 بنابراین�

�S ab= = × × =4 4 2 2 2 16 �

سراسری خارج از کشور - 90 �

�است:  ‌هنیز    9 a2 دو�سر�قطر�بزرگ�روی�یک�خط�عمودی�هستند،�بنابراین�بیضی�قائم�است.�فاصله�ی�این�دو�رأس�برابر�  3
� a a( )= − − ⇒ =2 6 2 4 �

� ace c b a c b
a

== = → = ⇒ = − = − = ⇒ =4 2 2 21 2 16 4 12 2 3
2

�

x y( ) ( )− −
+ =

2 23 2 1
12 16

)O.�معادله�ی�بیضی�به�صورت�روبه�رو�است:� , )3 2 )�Oیا� , )−6 23
2

مرکز�بیضی�وسط�دو�رأس�بیضی�است،�یعنی�

برای�یافتن�تلاقی�این�بیضی�با�محور�xها،��yرا�مساوی�صفر�قرار�می�دهیم:

� x x
x x x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

− − −
+ = ⇒ = − ⇒ − = × ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ =

2 2 2
2 23 0 2 3 1 31 1 3 12 3 9 3 3 0

12 16 12 4 4
�و� x =6 �

سراسری خارج از کشور - 92 �

�است.�برای�به�دست�آوردن��aو��bداریم:  ‌هنیز    10 b
a

22 وتر�AB،�وتر�کانونی�بیضی�و�طول�آن�برابر�  3

� yx bx y a b a b AB
a

, , ×+ = ⇒ + = ⇒ = = ⇒ = = ⇒ = = =
22 22 2 2 2 2 2 33 4 12 1 4 3 2 3 3

4 3 2
�
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)�Oمرکز�این�هذلولی�قائم�است.�فاصله�ی�دو�کانون�هذلولی�  ‌هنیز    11 , )2 2 )�Oیا� , )−6 22
2

مرکز�هذلولی،�وسط�دو�کانون�آن�قرار�دارد،�بنابراین�  4

c c( )= − − ⇒ =2 6 2 4 �است،�پس:� c2 برابر�
a a= − ⇒ =2 0 2 فاصله�ی�مرکز�هذلولی�از�رأس�آن�برابر��aاست:�

� c a b b c a b b= + ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =2 2 2 2 2 16 4 12 �

� y x
´GI¤#Â²¼²mÀ#Á¾²jI•¶

( ) ( )
:

− −
− =

2 22 2 1
4 12

�

� y y x x y x y x( ) ( )⇒ − + − − + = ⇒ − − + =2 2 2 23 4 4 4 4 12 3 12 4 4 �

ابتدا�معادله�ی�هذلولی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    12  4

� x y x y x x y y x y( ) ( ) ( ) ( )− + + + = ⇒ + − − =− ⇒ + − − =− + −2 2 2 2 2 25 2 30 8 27 0 5 6 2 4 27 5 3 2 2 27 45 8 �

� x y
x y

( ) ( )
( ) ( )

+ −
⇒ + − − = ⇒ − =

2 2
2 2 3 25 3 2 2 10 1

2 5
�

کم�ترین�فاصله�ی�نقاط�دو�شاخه�ی�هذلولی،�همان�فاصله�ی�بین�دو�رأس�آن�است.
� a aa tCn#»j#Á¾±‚IÎ == ⇒ = =⇒2 2 2 2 2 2 �
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ابتدا�معادله�ی�هذلولی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    13  3

� x x y y k x y k( ) ( ) ( ) ( )− − + = + ⇒ − − + = + − +2 2 2 29 2 4 4 40 9 1 4 2 40 9 16 �

� x y
x y k

k k
( ) ( )

( ) ( )
− +

⇒ − − + = + ⇒ − =
+ +

2 2
2 2 1 29 1 4 2 33 1

33 33
9 4

�

محل�برخورد�مجانب�های�هذلولی،�مرکز�آن�است.�فاصله�ی�کانون�از�مرکز�برابر��cاست:

� c kk kc a b c k k
( )= × ++ += + ⇒ = + → = ⇒ + = ⇒ =132 2 2 2 13 3333 33 13 33 36 3

9 4 36
�

)�Oمرکز�هذلولی�اس��ت.�فاصله�ی�رأس�تا�مرکز�برابر��aو�  ‌هنیز    14 , )11 )�Oیا� , )− +2 4 1
2

مرکز�هذلولی�وس��ط�دو�رأس�آن�اس��ت،�پس�نقطه�ی�  3

فاصله�ی�کانون�تا�مرکز�برابر��cاست،�بنابراین:

�
a ce
c a

= − =
⇒ = =

= − =
4 1 3 5
6 1 5 3

�

a  ‌هنیز    15 �و�داریم:�1= a =2 �است،�پس�2 MF MF′− =2 از�آن�جاکه�تفاضل�فاصله�ی�نقطه�ای�روی�نمودار�از�دو�کانون�آن�برابر�  1

c c( )= − − ⇒ =2 1 3 2 �است،�پس:� c2 فاصله�ی�دو�کانون�هذلولی�برابر�

� b c a b= − ⇒ = − =2 2 2 4 1 3 �

. ± 3 �است�یعنی� b
a

± دو�کانون�هذلولی�عرض�برابر�دارند،�پس�هذلولی�افقی�است�و�شیب�مجانب�های�آن�برابر�

)�Oمرکز�هذلولی�اس��ت.�از�طرفی�مرکز�هذلولی�  ‌هنیز    16 , )α 7 هذلولی�افقی�اس��ت،�بنابراین�مرکز�و�کانون�آن�دارای�عرض�برابر�هس��تند،�پس�  4

= α+ ⇒ α= ⇒α=7 2 5 2 2 1 روی�مجانب�آن�قرار�دارد،�پس:�

)�Oمرکز�هذلولی�اس��ت.�ش��یب�مجانب�های�هذلولی�قرینه�ی�یک�دیگر�اس��ت.�بنابراین�مجانب�دیگر�هذلولی�خطی�اس��ت�با�ش��یب�2-�که�از�نقطه�ی� , )1 7 یعنی�

y x y x( )− =− − ⇒ =− +7 2 1 2 9 )�Oمی�گذرد:� , )1 7

ابتدا�معادله�ی�هذلولی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    17  1

� x a yx ax a y a x a y a
a a

( )
( )

( )

−
− + − = + ⇒ − − = + ⇒ − =

+ +

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 12 1 1 1
2 2 1 2 1

�

ac c a b be e
a a a a a

( )++= = = = + = + ⇒ = + =
+

22 2 2 2

2 2 2 2
2 11 1 1 2 3

1
برای�یافتن�خروج�از�مرکز،�داریم:�
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محل�تلاقی�مجانب�های�هذلولی�همان�مرکز�هذلولی�اس��ت.�با�مس��اوی�صفر�قرار�دادن�مش��تق�معادله�ی�داده�ش��ده�نسبت�به��xو��y،�به�  ‌هنیز    18  3
ترتیب�طول�و�عرض�مرکز�هذلولی�به�دست�می�آید.

� x
x

b bf x b x b=−− −′ = ⇒ + = ⇒ = →− = ⇒ =20 8 0 2 16
8 8

�

� y
yf ay y a

a a
=− −′ = ⇒ + = ⇒ = → = ⇒ =−11 10 2 2 0 1 1�

با�استاندارد�کردن�معادله�ی�هذلولی،�مجانب�های�آن�را�پیدا�می�کنیم:

� x y x y x y( ) ( )− + + + = ⇒ + − − =− + −2 2 2 24 16 2 11 0 4 2 1 11 16 1�

�
yx y xy

x
y y xx  

IÀKºI\¶

( )
( ) :

− + + = =− −− ⇒ + − = ⇒ ⇒ − = + + − =


2
2

12 0 2 31 22 1 1 2 54 2 0
2

�

سراسری - 89 �
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راه حل اول: با�استاندارد�کردن�معادله�ی�هذلولی،�یکی�از�مجانب�ها�و�کانون�ها�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    19  3

� yx y x
x y

x x y y x y KºI\¶

( ) ( )
( ) ( ) :

+− − = ⇒ =
− +

− − − = ⇒ − − + = + − ⇒ − ⇒ −=
2 2

2 2 2 2 1 21 0 2 4
1 2

24 8 4 4 4 1 2 4 4 4 1
1 4

�

c a b c= + = + ⇒ =2 2 2 1 4 5 )�Oاست�و�داریم:� , )−1 2 مرکز�هذلولی�
،�است.� F( , )+ −1 5 2 پس�یکی�از�کانون�های�این�هذلولی�افقی�نقطه�ی�

d
| ( ) |+ + −

= = =
+

21 5 2 4 2 5 2
4 1 5

�برابر�است�با:� x y− − =2 4 فاصله�ی�این�نقطه�از�خط�0

راه حل دوم: با�توجه�به�ش��کل�روبه�رو�که�همان�مس��تطیل�هذلولی�اس��ت،�فاصله�ی�کانون�)F(�از�مجانب�هذلولی�)خط�BC(�برابر�
�FHاست�و�داریم:

� FH OB AB OF FH c b c FH b× = × ⇒ × = × ⇒ = �

بنابراین�فاصله�ی�کانون�از�خط�مجانب�برابر��bاست�که�در�راه�حل�اول�برابر��2به�دست�آمد.

سراسری خارج از کشور - 89 �

�است،�پس�داریم:  ‌هنیز    20 c2 فاصله�ی�کانون�های�هذلولی�برابر�  1
� c c( )= − − ⇒ =2 5 1 3 �

�� cc ce a
a a

/ == ⇒ = → =31 5 2 ��������������������������� b c a b b= − ⇒ = − ⇒ =2 2 2 2 9 4 5 �

�است،�پس�مساحت�آن�برابر�است�با: b2 �و� a2 مستطیل�مورد�نظر�که�بر�هذلولی�مماس�است�و�قطرهای�آن�مجانب�های�هذلولی�هستند،�دارای�اضلاع�به�طول�
�S a b ab( )( )= = = × × =2 2 4 4 2 5 8 5 �

  پاسخ تشریحی آزمون 73  

)�Oمرکز�بیضی�است.�  ‌هنیز    1 , )2 0 مرکز�بیضی�وسط�دو�کانون�آن�است،�یعنی�  3

�
AO a a

b a c b
FF c c c

  

= ⇒ = − = ⇒ = − = − = ⇒ = ′= ⇒ = ⇒ =

2 2 25 2 3
9 5 4 2

2 2 2 5 5
�

� x y x x y x x y
( )

( )
−

+ = ⇒ − + + = ⇒ − + =
2 2

2 2 2 22 1 4 4 4 9 36 4 16 9 20
9 4

� )�Oبرابر�است�با:� , )2 0 �و�مرکز� b=2 �، a =3 معادله�ی�بیضی�افقی�با�

ابتدا�معادله�ی�بیضی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    2  3

� x y y x x x y y x y( ) ( ) ( ) ( )+ − − = ⇒ − + − = ⇒ − + − = + +2 2 2 2 2 21 1616 25 50 16 371 16 25 2 371 16 25 1 371 25
2 4

�

�
x y

x y
( ) ( )

( ) ( )
− −

⇒ − + − = ⇒ + =

2
2

2 2
1

11 216 25 1 400 1
2 25 16

�

دورترین�فاصله�ی�نقاط�روی�بیضی�تا�مرکز�برابر��aاست�که�در�این�جا�برابر��5است.

ابتدا�معادله�ی�بیضی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    3  2

� y
x y x y x x y y x y x

( )
( ) ( ) ( ) ( )

−
+ + − + = ⇒ + + − =− ⇒ + + − =− + + ⇒ + + =

2
2 2 2 2 2 2 2 24 8 4 4 0 4 2 4 4 4 1 2 4 4 4 1 1

4
�

� c a b= − =2 2 2 3 � �است�و�داریم:� b =2 �و�1 a =2 4 بنابراین�
a c+ = +2 3 �است:� a c+ فاصله�ی�کانون�تا�رأس�دورتر�برابر�

�  ‌هنیز    4 B a a( , )⇒ + + − + = ⇒ =1 2 2 4 8 2 0 0� نقطه�ی��Bروی�معادله�ی�داده�شده�قرار�دارد،�پس:�  3

y
x y y x y x a b O

( )
( ) , , ( , )

−
+ − + = ⇒ + − = − ⇒ + = ⇒ = =

2
2 2 2 2 2 2 222 4 2 0 2 2 4 2 1 2 1 0 2

2
بنابراین�معادله�ی�بیضی�به�صورت�روبه�رو�است:�

� c a b c= − ⇒ =2 2 1�
�هستند. F ( , )′ 0 1 �و� F( , )0 3 بنابراین�مختصات�کانون�های�این�بیضی�قائم�نقاط�
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�است،�پس:  ‌هنیز    5 a c− .�فاصله�ی�کانون�تا�نزدیک�ترین�رأس�نیز�برابر� b=2 2 �است،�پس� b2 قطر�کوچک�بیضی�برابر�  1

� a b c ca c a c c c c c c c c a e
a

( ) ( )= +− = ⇒ = + → + = + ⇒ + + = + ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
2 2 2 2 2 2 2 2 12 2 2 2 2 4 4 8 4 4 1 3

3
�

ابتدا�معادله�ی�بیضی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    6  1
� yxx y a b,+ = ⇒ + = ⇒ = =

222 2 2 24 2 8 1 4 2
2 4

�

a a
b b
a

= = =
2

2 2
2 4 2

22
�است،�پس:� b

a

22 �و�وتر�کانونی�برابر� a2 مجموع�فواصل�هر�نقطه�روی�بیضی�از�دو�کانون�برابر�

برای�یافتن�شیب�خط�مماس،�از�معادله�ی�بیضی�مشتق�ضمنی�می�گیریم:  ‌هنیز    7  3

� x

y

f x xy y
f y y

( , )

( )

′
′ ′=− =− =− → =− =−

′ − − −

3 2
22 4 2 3 2 3

2 1 1 2 1
4

�

y x y x( )− =− − ⇒ =− +32 2 3 2 3 5
2

معادله�ی�خط�مماس�بر�بیضی�در�این�نقطه�برابر�است�با:�

�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    8 y x( )=− نقطه�ی�برخورد�بیضی�با�نیمساز�ناحیه�ی�دوم�  4

� x x x x x x x x xIÄ( ) ( )+ − + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = =−2 2 23 4 0 4 4 0 1 0 0 1�

� x

y

f xy y
f y

 ( , )−′ + − + −′ ′=− =− → =− =
′

1 12 4 2 4 1
6 6 3

� )�روی�نیمساز�ناحیه�ی�دوم�است.�مشتق�منحنی�در�این�نقطه�را�پیدا�می�کنیم:� , )−1 1 نقطه�ی�

− =
−
1 3
1
3

بنابراین�شیب�خط�قائم�بر�بیضی�در�این�نقطه�برابر�است�با:�

�است،�پس:  ‌هنیز    9 b2 دو�سر�قطر�کوچک�بیضی�روی�یک�خط�عمودی�هستند،�پس�بیضی�افقی�است.�فاصله�ی�دو�سر�قطر�کوچک�بیضی�برابر�  3
� b b( )= − − ⇒ =2 3 1 2 �

O( , ) ( , )−− = −3 11 1 1
2

� مرکز�بیضی�وسط�دو�رأس�آن�است،�پس:�

معادله�ی�بیضی�برابر�است�با:

� x y
a a c a b

a a a
( , )( ) ( ) ( )−+ − −

+ = → + = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = − = − = =
2 2 24 2 2 2 2 2

2 2 2
1 1 3 1 9 31 1 12 2 3 12 4 8 2 2

4 4 4
�

� ce
a

×= = = =2 2 2 3 6
3 32 3

�
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معادله�ی�بیضی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    10  3

� yxk x y y k x y

k

( )
( )

−
+ − =− ⇒ + − = − ⇒ + =

222 2 2 2 2 2

2

24 3 2 4 3 1
1 1

�

k a c a b

k

× = ⇒ = ⇒ = ⇒ = − =2 22 1 2 1 3 8
1 3 3

�است،�پس:� b
a

22 .�طول�وتر�کانونی�بیضی�برابر� b=1و�� a
k

= 1 بیضی�افقی�است،�پس�

ce
a

= = =8 2 2
3 3

خروج�از�مرکز�بیضی�برابر�است�با:�

�است.�مرکز�هذلولی�وسط�دو�کانون�قرار�دارد.�  ‌هنیز    11 a =2 4 معادله�ی�نقاط�خواسته�شده�یک�هذلولی�با�دو�کانون��Aو��Bو�  1

� A BO O( , )+= ⇒ 0 1
2

�

c c b c a b( )= − − ⇒ = ⇒ = − = − ⇒ =2 2 22 3 3 3 9 4 5 �است،�پس:� c2 فاصله�ی�دو�کانون�برابر�

� x y
x y x y yÂ£ÎH#Â²¼²mÀ#Á¾²jI•¶

( ) ( )
: ( )

− −
− = ⇒ − − = ⇒ − + =

2 2
2 2 2 20 1 1 5 4 1 20 5 4 8 24

4 5
�
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معادله�ی�هذلولی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    12  2

� x y
x y x y a x y a

a a
( ) ( )

( ) ( )
+ +

− + − = ⇒ + − + = + − ⇒ − =
+ +

2 2
2 2 2 2 2 14 2 2 1 4 1 1

3 3
�

a a+ < ⇒ <−3 0 3 �مثبت�باشد،�پس:� y2 �منفی�و�ضریب� x2 برای�آن�که�هذلولی�قائم�باشد،�باید�ضریب�

معادله�ی�هذلولی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    13  2

� x y
x x y y x x y y x y

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

− +
− + + + =− ⇒− − + + =− ⇒− − + + =− − + ⇒ − =

2 2
2 2 2 2 2 2 2 15 20 4 8 4 5 4 4 2 4 5 2 4 1 4 20 4 1

4 5
�

c a b c= + ⇒ = =2 2 2 9 3 �می�باشد:� b =2 5 �و� a =2 4 )�Oو� , )−2 1 بنابراین�هذلولی�افقی�با�مرکز�
�می�باشد. F ( , )′ − −1 1 �و� F( , )−5 1 �یا� F ( , )′ − −2 3 1 �و� F( , )+ −2 3 1 پس�معادله�ی�کانون�ها�برابر�

�است،�داریم:  ‌هنیز    14 am
b

=± در�هذلولی�قائم�چون�شیب�مجانب�ها�  2

� mc c a b be e
a a ma a

( ) ( ) =+= = = = + = + → = + = =
2 2 2 32 2
2 2

1 1 10 101 1 1
9 9 3

�

با�به�توان�دو�رساندن��xو��yرابطه�ای�مستقل�از��tبین�آن�ها�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    15  4

�
t t t t

t t t t

x x yx cx y a b c a b e
ay y

,
− −

− −

 = + = + + ⇒ ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = = ⇒ = + = ⇒ = = = 
= − = + −  

2 2 2 222 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 84 1 2 2 8 2
4 4 22 2 2 2 2

�

�است. 2 البته�هذلولی�به�دست�آمده�یک�هذلولی�متساوی�الساقین�است�که�خروج�از�مرکز�آن�همواره�برابر�

با�توجه�به�داده�های�مسأله�و�شکل�روبه�رو�داریم:  ‌هنیز    16  2
� a b a b, ,= = ⇒ = =2 6 2 8 3 4 �

c= + =9 16 5 �داریم:� c a b= +2 2 2 با�توجه�به�رابطه�ی�

� c
a

q¨o¶#pH#Z»oi = = 5
3
�

شیب�های�مجانب�های�هذلولی�همواره�قرینه�ی�یک�دیگر�هستند.�اگر�این�دو�برهم�عمود�باشند،�داریم:  ‌هنیز    17  4

�
bm
a bm m m m m m m a b

a
( ) ,

=±
=− ⇒ − =− ⇒ = ⇒ =± → = ⇒ =2

1 2 1 1 1 1 21 1 1 1 1 �

بنابراین�هذلولی�دارای��aو��bبرابر�است�اصطلاحاً�متساوی�الساقین�است.�

k k k k( )=− − ⇒ = ⇒ =11 2 1
2

�قرینه�ی�هم�باشد:� y2 �و� x2 برای�این�کار�باید�ضریب�

y xx y y x y y x y
( )

( )
+

− − = ⇒ − − = ⇒ − + =− ⇒ − =
2 22 2 2 2 2 2 21 1 2 0 4 0 2 4 1

2 2 4 4
بنابراین�معادله�ی�هذلولی�به�صورت�زیر�است:�

(�برابر��4است. a2 �و�طول�قطر�هذلولی�) a =2 ،�پس� a =2 4 بنابراین�در�این�هذلولی�

مرکز�هذلولی�محل�تقاطع�دو�مجانب�آن�است:  ‌هنیز    18  3
�

y x
y x O

y x
, ( , )

− + = ⇒ = = ⇒ + − =

2 1 0
0 1 1 02 1 0 �

)�Aرأس�آن�است.�فاصله�ی�رأس�از� , )3 0 )�می�گذرد�که�با�مرکز�دایره�روی�یک�خط�افقی�است،�پس�هذلولی�افقی�است�و�نقطه�ی� , )3 0 این�هذلولی�از�نقطه�ی�

ab ab b
a

== ⇒ = → =21 1
2 2

�است،�پس:� b
a

± .�از�طرف�دیگر�شیب�مجانب�های�یک�هذلولی�افقی�برابر� a = − =3 1 2 مرکز�برابر��aاست،�پس�

� x y x y x x yÂ£ÎH#Â²¼²mÀ#Á¾²jI•¶

( )
: ( )

−
− = ⇒ − − = ⇒ − − =

2 2
2 2 2 21 1 1 4 4 2 4 3

4 1
�

)�O  ‌هنیز    19 , )α −1 محور�کانونی�هذلولی�موازی�محور�طول�ها�است،�پس�هذلولی�افقی�است�و�مرکز�هذلولی�با�رأس�آن�عرضی�برابر�دارد،�پس�  1

y x ( , )α −+ = →− + α= ⇒ α= ⇒α=12 3 1 2 3 2 4 2 مرکز�هذلولی�است.�از�طرف�دیگر،�این�مرکز�روی�خط�مجانب�هذلولی�است�و�داریم:�
)�Oاس��ت،�مجانب�دیگر�هذلولی�از�این�نقطه�می�گذرد�و�ش��یب�آن�قرینه�ی�ش��یب�مجانب�دیگر�است،�پس�معادله�ی�مجانب� , )−2 1 پس�مرکز�هذلولی�نقطه�ی�
y x y x( )+ = − ⇒ = −1 2 2 2 5 برابر�است�با:�
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ابتدا�معادله�ی�هذلولی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    20  1

� x
x x y x y y a b a b

( )
( ) , ,

−
− − = ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ = = ⇒ = =

2
2 2 2 2 2 2 212 3 2 1 3 3 1 3 1 3 1

3
�

Âº¼ºI¨#oU»
×= =

22 1 2 3
33

�می�باشد،�پس:� b
a

22 اندازه�ی�وتر�کانونی�هذلولی�برابر�

سراسری - 91 �

  پاسخ تشریحی آزمون 74  

�برابر�است�با:�  ‌هنیز    1 x y− − =2 1 0 �در�نظر�می�گیریم.�فاصله�ي�این�نقاط�از�خط� a a( , )− مختصات�این�نقاط�را�به�صورت�  2

� a a a
d

| ( ) | | |

( )

− − − −
= =

+ −2 2

2 1 3 1
52 1

�

�
aaa

a
a a

| |
| |

=− =−  = ⇒ − = ⇒ ⇒ − =− =−  

23 1 53 1 5 3 1 5 43 1 55 3
پس�داریم:�

�است.� ( )+ − =4 22
3 3

مجموع�طول�این�نقاط�

�  ‌هنیز    2 y z y z+ = ⇒ = −7 7 � از�معادلات�اول�و�دوم�داریم:�  2

� a zx z a x +− = ⇒ =2
2

�

� a zbx y b z ab bz z b z ab( ) ( ) ( )++ = ⇒ + − = ⇒ + + − = ⇒ − + + =2 5 2 7 5 28 4 10 4 18 0
2

با�قرار�دادن��xو��yدر�معادله�ي�سوم�داریم:�

�
bb

a b
ab a

=− = ⇒ ⇒ + =− + = =−  

44 0 1
918 0 2
2

برای�این�که�معادله�بیش�از�یک�جواب�داشته�باشد،�باید�داشته�باشیم:�

�خواهد�بود،�پس�داریم:  ‌هنیز    3
x yKÄo† KÄo†

( , )− −
2 2

�برابر�یک�باشد،�مرکز�دایره�نقطه�ي� y2 �و� x2 اگر�ضریب�  1

� a ax y x y( ) ( )− −+ + + + =2 2 1 4 1 0
2 2

�

a :�مرکز�دایره� a( , )− −− −1 4
4 4

�
a a a

a
a a a

− − < ⇒ − > ⇒ >
⇒ < < − − < ⇒ − > ⇒ <



1 0 1 0 1
4 1 44 0 4 0 4
4

برای�این�که�مرکز�در�ناحیه�ي�سوم�باشد،�داریم:�

�مماس�اس��ت.�پس�  ‌هنیز    4 y x= −1 �می�گذرند،�پس�این�نقطه�مرکز�دایره�اس��ت.�دایره�بر�خط�  ( , )−1 2 چون�خطوط�قائم�بر�دایره�از�نقطه�ی�  2

� y x x y= − ⇒ + − =1 1 0 شعاع�دایره�برابر�فاصله�ي�مرکز�تا�این�خط�است:�

� R
| |− −

= = =
+

1 2 1 2 2
1 1 2

�

)�در�نظر�می�گیریم�و�داریم:�  ‌هنیز    5 , )α − α+1 3
2 2

�قرار�دارد،�مختصات�مرکز�را�به�صورت� y x=− +1 3
2 2

چون�مرکز�دایره�روی�قطر�به�معادله�ي�  3

� R OA OB ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = α+ + − α+ − = α− + − α+ + ⇒ α+ + − α+ =α + − α+⇒ 2 2 2 2 2 2 2 21 3 1 3 1 3 1 51 0 0 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

�

�⇒α + α+ + α + − α=α + α + − α⇒ α= ⇒α=2 2 2 21 9 3 1 25 52 1 3 3 1
4 4 2 4 4 2

�

� R ( ) ( )= + + − + = + =2 21 31 1 4 1 5
2 2

)�است�و�شعاع�آن�برابر�است�با:�� , )1 1 پس�مرکز�دایره�نقطه�ي�
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�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    6 R a b c= + −2 21 4
2

شعاع�هر�دایره�را�از�رابطه�ی�  3

� R = + − = =1
1 416 36 36 2
2 2

�

� R k k= + − = −2
1 16 64 4 20
2

�

�O O( , ) , ( , )= − =1 22 3 2 4 مرکز�دو�دایره�را�نیز�محاسبه�می�کنیم:�

برای�این�که�دو�دایره�مماس�خارج�باشند،�داریم:

�O O R R k k k k k( ) ( )= + ⇒ − + + = + − ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =−2 2
1 2 1 2 2 2 4 3 2 20 2 20 7 20 5 20 25 5 �

�در�نظر�می�گیریم.�نقاط�را�در�معادله�ي�دایره�قرار�می�دهیم:�  ‌هنیز    7 x y ax by c+ + + + =2 2 0 معادله�ي�دایره�را�به�صورت�  3

� c c+ + + + = ⇒ =0 0 0 0 0 0 �

��
c

a b c a b
=

+ − + + = → = +
0

4 16 2 4 0 2 10 �

�
c

k a kb c k kb a I( )
=

+ + + + = → + + + =
02 24 2 0 2 4 0 �

� R a b c a b a b= + − = ⇒ + = ⇒ + =2 2 2 2 2 21 54 5 25
2 2

�است،�پس�داریم:�� 5
2
شعاع�دایره�

�
a b b a

b b b b
b aa b

( )
= + =− ⇒ = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒  =− ⇒ =+ =  

2 2 2
2 2
2 10 5 0

2 10 25 8 15 0 3 425
مقادیر��aو��bرا�از�حل�دستگاه�مقابل�می�یابیم:�

� k k k ,− + = ⇒ =2 5 4 0 1 4 با�قرار�دادن�مقادیر��aو��bدر�معادله�ي�)I(�داریم:�

� k k− + =2 3 12 0 )�غ�ق�ق�� )∆<0 �

�و�رأس�بالاتر�از�کانون�اس��ت.�پس�سهمی�قائم�و�رو�به�پایین�است.�فاصله�ي�رأس�  ‌هنیز    8 x( )=1 رأس�و�کانون�س��همی�روی�یک�خط�عمودی�  4

�. p=3 �است،�پس� − =4 1 3 تا�کانون�برابر�

x :�معادله�ي�سهمی� y x y( ) ( ) ( )− =− × − ⇒ − =− +2 21 4 3 4 1 12 48  

� x x x( )− = ⇒ − =± ⇒ = ±21 48 1 48 1 4 3 �محل�تقاطع�سهمی�با�محور�طول�ها�را�پیدا�می�کنیم:�� y=0 با�قرار�دادن�

)�است.� ) ( )+ − − =1 4 3 1 4 3 8 3 فاصله�ي�دو�نقطه�ی�پیدا�شده�برابر�

معادله�ي�سهمی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    9  3

� k k k k k k k ky y x y y x y x y x( ) ( ) ( ( ))+ + − = ⇒ + + + − − = ⇒ + =− + + ⇒ + =− − +
2 2 2 22 2 2 22 2 0 2 2 0 2 2 2 1

2 2 16 16 4 16 4 32
�

�عقب�تر� 1
2
.�پس�دهانه�ي�سهمی�به�چپ�باز�شده�است�و�مختصات�کانون� p=1

2
�و�در�نتیجه� p=4 �است.�همچنین�2 k k( , )+ −

2
1

32 4
پس�مختصات�رأس�سهمی�

� k k k kF ( , ) ( , )= + − − = + −
2 21 11

32 2 4 32 2 4
از�رأس�است:��

�
kk k k k
k
=− = + − ⇒ =− ⇒ =−

2 2 01 1 8 84 32 2 2
�است،�پس�داریم:�� y x= −1

2
چون�کانون�روی�خط�

می�دانیم�طول�وتر�کانونی�در�سهمی�برابر��4pاست.�پس�مطابق�شکل�داریم:  ‌هنیز    10  2

�SM p p p SM p( )= + = ⇒ =2 2 22 5 5 �

با�توجه�به�معادله�ي�سهمی�داریم:
� p=2 �

بنابراین�می�توان�نتیجه�گرفت:
�SM=2 5 �

p2
F

M

S

p2
p
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اگر�رأس�سهمی�را�در�مبدأ�مختصات�در�نظر�بگیریم،�طبق�شکل�مقابل�داریم:  ‌هنیز    11  3

� x py p p 6/25( )= ⇒ = ⇒ = =2 2 254 20 4 16
4

�

پس�داریم:
�SF NF/ / /= ⇒ = − =6 25 16 6 25 9 75 �

در�یک�بیضی�مجموع�فواصل�هر�نقطه�روی�آن�از�کانون�ها�برابر��2aاست،�پس�داریم:  ‌هنیز    12  3

� ka k a= ⇒ =2
2
�

� kb k b= − ⇒ = −2 4 2
2

طول�قطر�کوچک�بیضی��2bاست،�پس�داریم:�

� k kc c= ⇒ =3 32
2 4

�است�که�برابر��2cاست،�پس�داریم:�� FF′ فاصله�ی�کانونی�بیضی�

�داریم:� a b c= +2 2 2 بنابراین�طبق�رابطه�ي�

�
k

k k k k k k k k k k k
k ¡¡—

( ) ( ) ( ) ( )( )
=

= − + ⇒ = + − + ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒
=

2 22 2 2 2 2
8

3 3 82 4 2 64 32 3 0 8 0 82 2 4 4 4 16 3
3

�

�طول�قطر�کوچک�منفی�می�شود.(� k = 8
3
)به�ازای�

�هستند�که�چون�عرض�کانون�ها�یکسان�است،�پس�  ‌هنیز    13 F ( , )′ −4 1 �و� F( , )2 1 مکان�هندسی�ایجاد�شده،�یک�بیضی�است�که�کانون�های�آن�  2

� F F
O O F F

x x
x y y y,′

′
+ − += = =− = = =4 2 1 1
2 2

بیضی�افقی�است.�مرکز�بیضی�نقطه�ي��Oاست:��

� c OF= =3 پس�داریم:�

� a a a b c b b= ⇒ = ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 22 10 5 25 9 4 از�طرفی�داریم:�

� x y( ) ( )+ −
+ =

2 21 1 1
25 16

پس�معادله�ي�بیضی�به�صورت�روبه�رو�است:�

.�پس�  ‌هنیز    14 b=2 )�Oاس��ت�و� , )−1 1 �با�توجه�به�مختصات�دو�س��ر�قطر�کوچک،�واضح�اس��ت�که�بیضی�افقی�اس��ت�و�مرکز�بیضی�نقطه�ي�  4

)�روی�بیضی�است،�پس�مختصات�آن�در�معادله�ي�بیضی�صدق�می�کند: , )−4 2 �است.�نقطه�ي� x y

a

( ) ( )+ −
+ =

2 2

2
1 1 1

4
معادله�ي�بیضی�به�صورت�

� x y
a

a

( ) ( )+ −
+ = ⇒ = ⇒ + =

2 2
2

2
1 19 1 1 12 1

4 12 4
�

� ( ) ( )+ −
+ = + = + =

2 22 1 0 1 9 1 3 1 1
12 4 12 4 4 4

)�در�معادله�ي�بیضی�صدق�می�کند:�� , )2 0 نقطه�ي�

�cواسطه�ي�هندسی�بین��aو��bاست.�پس�داریم:  ‌هنیز    15  2

� c ab=2

� a b c a b ab= + ⇒ = +2 2 2 2 2 از�طرفی�داریم:�

� b b
a a

( )= +21 �تقسیم�می�کنیم�و�داریم:�� a2 طرفین�را�بر�

� bt t t
a

− + −+ − = ⇒ = ⇒ =2 1 5 5 11 0
2 2

،�خواهیم�داشت:�� b t
a
= اگر�فرض�کنیم�0<

� be
a

( )= − 21 از�طرفی�می�دانیم�خروج�از�مرکز�بیضی�از�رابطه�ي�روبه�رو�به�دست�می�آید:�

� e ( )− − −= − = − =25 1 3 5 5 11 1
2 2 2

پس�می�توان�نوشت:�
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فاصله�ي�دو�رأس�برابر��2aاست:  ‌هنیز    16  4
� a a= ⇒ =2 6 3 �
� c c= ⇒ =2 8 4 فاصله�ي�دو�کانون��2cاست:�
� c a b b b= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 216 9 7 پس�داریم:�

�:طول�وتر�کانونی� MN ×= =2 7 14
3 3

�است،�پس�داریم:�� b
a

22 طول�وتر�کانونی�برابر�

اختلاف�فاصله�ي�هر�نقطه�از�هذلولی�از�دو�کانون�برابر��2aاست،�پس�داریم:  ‌هنیز    17  3
� a a= ⇒ =2 6 3 �
� a c c c+ = + ⇒ + = + ⇒ =2 6 15 6 6 15 15 �است،�پس�داریم:�� a c+2 فاصله�ي�هر�کانون�از�رأس�دورتر�
� c b a b b b= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 215 9 6 6 �
�S= × × =4 3 6 12 6 مساحت�مستطیل�برابر��4abاست،�پس�داریم:�

معادله�ي�هذلولی�را�به�حالت�استاندارد�درمی�آوریم:  ‌هنیز    18  4

� x y
x x y y x y

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

+ −
+ + − − + − + = ⇒ + − − = ⇒ − =

2 2
2 2 2 2 1 13 2 1 4 2 1 3 4 13 3 1 4 1 12 1

4 3
�

� a b,= =2 24 3 پس�داریم:�

� c a b c= + = + ⇒ =2 2 2 4 3 7 �
� c=2 2 7 پس�فاصله�ي�دو�کانون�برابر�است�با:�

�است،�پس�داریم:�  ‌هنیز    19 be
a

( )= + 21 �و�خروج�از�مرکز�آن� b
a

± شیب�مجانب�های�هذلولی�افقی�  3

y :�معادله�ی�خط�مجانب� x=− + ⇒2 1
3 3

شیب�مجانب b
a

=− ⇒ =+2 2
3 3

 

� e ( )= + = + =22 4 131 1
3 9 3

�

�است:�  ‌هنیز    20 b
a

± با�توجه�به�شکل�مقابل،�هذلولی�افقی�است�و�شیب�مجانب�ها�  1

� b b a
a

± =± ⇒ =2 2 �

بنابراین�معادله�ي�هذلولی�به�صورت�زیر�است:

�
x y

a a

( ) ( )

( )

− −
− =

2
2

2 2

1
02 1

2
�

)�روی�هذلولی�است،�پس�داریم:� , )−1 1 چون�نقطه�ي�

� a b
a a a a

( ) ( )− − −
− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

2
2

2 2
2 2 2 2

11 1 0 9 12 1 1 2 8
4 4 4

�

� c a b c= + = + = ⇒ =2 2 2 2 8 10 10 بنابراین�داریم:�

ce
a

= = =10 5
2

پس�خروج�از�مرکز�برابر�است�با:�



انتگرال15

آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل پانزدهم

  پاسخ تشریحی آزمون 75  

�استفاده�می�کنیم.  ‌هنیز    1
nn xx dx c

n

+
= +

+∫
1

1
�را�به�توان��2رسانده،�سپس�از�قانون� x( )−2 21 ابتدا�عبارت�  2

� x x dx x x x c( )− + = − + +∫ 4 2 5 31 22 1
5 3

�

�به�فرم�زیر�نوشته،�آن�گاه:  ‌هنیز    2
n

n m mx x= رادیکال�ها�را�با�استفاده�از�تساوی�  2

� Fx xF x x x dx x c x x x x x c c F( )( ) ( ) ( )== − + = × − × + + = − + + → = ⇒ = − + + =∫
3 71 5 2 2 0 132 2 2 23 7 1 3 7 2 2 1 1 2 2 1 1 2

3 7
�

تابع�مقابل�انتگرال�را�به�توان��2می�رسانیم،�آن�گاه:  ‌هنیز    3  4

� x x xF x x x x x dx c F F c c( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + = − × + + ⇒ − = − + + − − + + =∫
5

3 222 2 1 4 1 12 2 1 0 0 0 0
3 5 2 3 5 2 30

�

�می�نامیم:  ‌هنیز    4 f x( ) �را�محاسبه�نموده،� xF ( )′ انتگرال�  4

� F x x c c F
x

F( )( ) ( )== + + → =− ⇒ − =−1 03 1 2 1 4 �

انتگرال�را�محاسبه�و�آن�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    5  3

� x x xx x dx c c c f x x
x x x

( ) ( )
− −− − − +− = − + =− + + = + ⇒ =− +
− −∫

1 22 3
2 2

1 1 2 1 2 1
1 2 2 2

�

سراسری خارج از کشور - 89 �

�داریم:  ‌هنیز    6 f x( ) انتگرال�را�محاسبه�می�کنیم،�سپس�برای�  1

� x xx x x dx x x dx c x x x x c x x x c f x x( ) ( ) ( ) ( )
−

− = − = × − × + = − + = − + ⇒ = −∫ ∫
5 31 3 1 2 22 22 2 2 2 25 3 5 3 5 3 2 2 2 1 1

5 3
�

سراسری - 91 �

�را�ساده�کرده،�سپس�انتگرال�می�گیریم:  ‌هنیز    7 x

x

( )− 21
2

عبارت�  1

� x x x xdx x x dx x c x x x x c x x x c
x

( ) ( ) ( )
−− + = − + = − + + = − + + = − + +∫ ∫

1 31 1 2 22 21 2 1 1 2 2 1 12 2 1
2 2 1 3 3 32

�

� f x x x( )⇒ = − + 11
3

�

سراسری - 89 �

شیب�خط�مماس�یعنی�مشتق�تابع،�پس:  ‌هنیز    8  1

� xf x f x c c c f x f x
x x xx

( , )
( ) ( ) ( ) ( ) −′ = ⇒ =− + → =− + ⇒ = ⇒ =− + ⇒ =

1 0
2

2
1 1 1 2 10 2 2 2 �

)�است. , )0 2 �است.�پس،�مرکز�تقارن�تابع�نقطه�ی� d a
c c

( , )− ،�مختصات�مرکز�تقارن�به�صورت� ax bf x
cx d

( ) +=
+

می�دانیم�در�تابع�هموگرافیک�
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�داریم:  ‌هنیز    9
n

n ax b
ax b dx c

a n
( )

( )
++

+ = × +
+∫

11
1

با�استفاده�از�  1

� x
x dx x dx c A

( )
( ) ( )

−
− = − = × + ⇒ =∫ ∫

5
2 33 2 3 3 3 21 13 2 3 2

3 5 5
�

�پس:  ‌هنیز    10 x x x( )− = − −2 22 1 می�دانیم�1  2

� x x x x xdx x dx x c c c f x x
x xx

( ) ( )
( ( ) ) ( )

( )

−
−− − − − += − − = − + = + + = + ⇒ =− +

− − −−
∫ ∫

2 1 22
2

1 1 1 1 11 1 1
1 1 1 11

�

�پس:  ‌هنیز    11 dx ln x c
x
1 = +∫ | | می�دانیم�  3

� x xdx x dx ln x c x ln x c
x x

11 221 1 2 2
1

−+ = + = + + = + +∫ ∫ ( ) | | | | �

با�توجه�به�روابط�زیر�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    12  4

� dxa b a b a ab b x x x x ln ax b c
ax b a

3 3 2 2 3 2 18 1 2 1 4 2 1+ = + − + ⇒ + = + − + = + +
+∫   ( )( ) ( )( ) , | | �

� x x dx dx ln x c
xx

2

3
4 2 1 1 1 2 1

2 1 28 1
− + = = + +

++
∫ ∫ | | �

�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    13 x xe dx e c− −=− +∫ �و� x xe dx e c= +∫ با�توجه�به�روابط�  4

� x x x x x x x x xe e dx e e e dx e e dx e x e c( ) ( ) ( )− − − −+ = + + = + + = + − +∫ ∫ ∫2 21 2 1 2 2 �

�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    14 x xe dx e c− −=− +∫ �و� x xe dx e c= +∫ با�توجه�به�قانون�  3

� x x x x x xF x e e dx F x e e dx F x e e c( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − −= + ⇒ = + ⇒ = − +∫ ∫2 1 �

� ln lnln F e e c e e c2 2 0 0 1 32 0 2
2 2

−− = − + − − + = − =F( ) ( ) ( ) ( ) �

نادآور :�در�مبحث�لگاریتم�و�تابع�نمایی�خوانده�ایم�که:

� lnA ln ln lne A e e e
12 2 2 1 12 2

2
−− −= ⇒ = = = =( ), �

،�در�نتیجه:  ‌هنیز    15 ax axe dx e c
a

= +∫ 1 ،�پس� ax axe ae( )′= می�دانیم�  3

� x x lnF x e dx F x e c F ln F e c e c2 2 2 2 01 1 1 1 32 0 2
2 2 2 2 2

= ⇒ = + ⇒ − = + − + = − =∫( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �

در�تعریف�انتگرال�نامعین�خوانده�ایم:  ‌هنیز    16  4
� F x dx G x c G x c F x( ) ( ) ( ( ) ) ( )′= + ⇔ + =∫ �

� F x x lnx dx F x x lnx F x x F
x

3 3 2 13 1 4′ ′′ ′′= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =∫( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �

�بنابراین:  ‌هنیز    17 xcos− �برابر�است�با� xsin �در�نتیجه�انتگرال� xsin− �برابر�است�با� xcos می�دانیم�مشتق�  2

� xx x dx x c x x c( sin ) ( cos ) cos− = × − − + = + +∫
2 233 2 3 2 2
2 2

�

�داریم:  ‌هنیز    18 axdx ax c
a

cos sin= +∫ 1 �و� axdx x c
a

sin cos=− +∫ 1 بر�اساس�قوانین�  1

�
Fx xF x x dx F x x c c c
( )

( ) (sin cos ) ( ) cos sin
=

= + ⇒ =− + + →− + + = ⇒ =∫
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21 1 12 2 2 0 1

2 2 2 2 2
�

� F( ) cos sin ( ) ( )ππ =− π+ + =− + + =1 1 52 2 1 1 21 1
2 2 2 2
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x  ‌هنیز    19 x x x xsin cos sin , sin cos= + =2 22 2 1 در�روابط�مثلثاتی�داریم:�  4

F x x x x x dx F x x dx( ) (sin cos sin cos ) ( ) ( sin )= + + ⇒ = +∫ ∫2 2 2 1 2 در�نتیجه�می�توان�نوشت:�

�
f

F x x x c c c F
( )

( ) cos ( ) ( )
= π π π= − + → − + = ⇒ = ⇒ = − − + = +
30
21 1 3 1 52 0 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
�

�خواهد�بود.�پس:  ‌هنیز    20 xtan �برابر� xtan+ 21 �در�نتیجه�انتگرال� xtan+ 21 �برابر�است�با� tanx می�دانیم�مشتق�  3
� x dx x dx x x c( tan ) ( tan ) tan+ = + + = + +∫ ∫2 22 1 1 �

  پاسخ تشریحی آزمون 76  

�را�در�پرانتز�ضرب�می�کنیم:  ‌هنیز    1 x ابتدا�  2

� x xx x dx x x dx c x x c x x x c( ) ( ) ( ) ( )+ = + = × + × + = + + = + +∫ ∫
5 33 1 32 22 2 22 25 3 5 3 5 3 2 1 2 1

5 3
�

تابع�کسری�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    2  1

� x x x xdx x x dx c c c A B A B
xx x x

( ) ,
− −− −− − − += − = − × + = + + = + ⇒ =− = ⇒ + =
− −∫ ∫

1 22 3
3 2 2
2 1 1 12 2 1 1 0

1 2
�

�پس:  ‌هنیز    3 f x x( )′ = ضریب�زاویه�ی�مماس�بر�منحنی�برابر�است�با�جذر�طول�آن�نقطه�یعنی�  3

� f x x x c c f x x x f f( , )( ) ( ) ( ) ( , )= + → = ⇒ = ⇒ = × × = ⇒ ∈0 02 2 20 9 9 3 18 9 18
3 3 3

�

�می�نویسیم،�آن�گاه:  ‌هنیز    4
x

+
2
21 �را�به�صورت� x

x
+2
2
2 عبارت�  2

� xdx x c c
x xx

( ) −+ = − + = +∫
2

2
2 2 21 �

�را�ساده�می�کنیم:�  ‌هنیز    5 x x
x
+25 6

2
عبارت�  4

� x xx x x dx x x dx c x x x x c( ) ( ) ( )
−

+ = + = × + × + = + +∫ ∫
5 31 3 1 2 22 22 2 21 1 1 2 25 6 5 6 5 6 2

2 2 2 5 3
�

� x x x c f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′= + + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 22 2 2 2 1 4 �

مانند�تست��5عمل�می�کنیم:  ‌هنیز    6  1

� x xx x dx x x dx c x x x c x x c f x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )
− −

− = − = × − × + ⇒ − + = − + ⇒ = −∫ ∫
4 12 1 2 3 3 3 3 33 3 31 1 1 3 34 4 4 4 4 4 4 4 4

3 3 3 4 1
�

�است�پس:  ‌هنیز    7 F x( ) �برابر� F x( )′ �و�انتگرال� F x( )′ �برابر� F x( )′′ می�دانیم�انتگرال�  1

� FF x x x F x x x c c( )( ) ( ) ′ =′′ ′= − ⇒ = − + → =0 22 3 212 12 4 6 2 �

� FF x x x F x x x x c c c F x x x x F( )( ) ( ) ( ) ( )=′ = − + ⇒ = − + + → − + + = ⇒ = ⇒ = − + + ⇒ =1 23 2 4 3 4 34 6 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 0 1�

�را�به�صورت�زیر�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    8 x
x

(( ) )− +
1

2 2 2
2
1 4 ابتدا�عبارت�  1

� x xx x x x dx x dx c c f x x
x xx x x x x

(( ) ) ( ) (( ) ) ( ) ( )−+ − + = + + = + ⇒ − + = + = − + = + ⇒ = −∫ ∫
11 1 3 424 4 2 2 2 2 42 2

4 4 2 2 2
1 1 1 1 1 1 32 4 2 4 3
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�

�Gپس:  ‌هنیز    9 x x
x

( )′ = − 1 �Gمی�دانیم�بنا�به�تعریف�انتگرال� ( )′ 1 )�Gمجبوریم�انتگرال�را�محاسبه�کنیم�ولی�برای�یافتن� )2 برای�یافتن�  4

� GxG x x dx G x ln x c ln c c G ln G ln
x

2 1 21 1 3 3 71 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

== − ⇒ = − + → − + = ⇒ = ⇒ = − + ⇒ = −∫ ( )( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) �

�G x x dx G x x G G G ln
x x
1 1 71 0 2 1 2

2
′ ′ ′= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ + = −∫( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �
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،�پس:  ‌هنیز    10
n

x ax b
ax b dx c

a n
( )

( )
++

+ = × +
+∫

11
1

می�دانیم�  3

� x
F x x dx F x c F x x x c F F c c
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+
= + ⇒ = + ⇒ = + + + ⇒ − = × × + − × × + =∫
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1 2
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�

�نوشته،�آن�گاه�از�قانون�بیان�شده�در�تست��10استفاده�نمود.  ‌هنیز    11 x( )− 22 1 �را�به�صورت� x x− +24 4 باید�1  3

� x
F x x dx x dx c F F c c

( )
( ) (( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) )

−
= − = − = × + ⇒ − = × + − − + =∫ ∫

5
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2 5 10 10 5
�

�.  ‌هنیز    12 nu c
n

+ +
+

11
1

�هم�می�شود� nu u′ ،�پس�انتگرال� nu u′ �برابر�است�با� nu
n

+
+

11
1

در�مبحث�مشتق�خوانده�ایم�که�مشتق�عبارت�  2

�




n

F

u u

xxdxF x x x dx c F x x c c F
x

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

−
=

′

−
= = × − = × + ⇒ = − + → = ⇒ = × =

−
∫ ∫
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2 2 1 2 21 

�

�بنابراین:�  ‌هنیز    13
x+
1
1
�برابر�است�با� ln x 1+( ) �و�مشتق� x2 �برابر�است�با� x2 مشتق�  3

� ff x x f x x ln x c c f ln
x

0 0212 1 0 1 1 2
1

=′ = + ⇒ = + + + → = ⇒ = +
+

( )( ) ( ) ( ) ( ) �

�را�به�صورت�زیر�ساده�کنیم:  ‌هنیز    14 x
x
−
+

2 2
1
باید�عبارت�  2

� x x x xx F x dx F x x dx
x x x x x x x

( ) ( ) ( )− − − − −= = − = − − ⇒ = ⇒ = − −
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�

� FxF x x ln x c c F ln F ln
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بر�اساس�صورت�تست�:  ‌هنیز    15  3

� xxdy dy dyxy xdx xdx ln y x c c lny x y e y e
dx y y

211 02 2 1 12 2 2 1 1 =− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = + → =− ⇒ = − ⇒ = → =∫ ∫ ( , )| | �

بنا�به�تعریف�انتگرال�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    16  2
� x x xF x e dx F x e F x xe F esin sin sin( ) ( ) ( ) cos ( )′ ′′ ′′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = × × =∫ 2 2 2 02 2 0 2 1 2 �

�است�پس:  ‌هنیز    17 x( cot )− + 21 �برابر� xcot �و�مشتق� xtan+ 21 �برابر� xtan می�دانیم�مشتق�  1

� x x dx x x x x dx x x dx x x c(tan cot ) (tan cot tan cot ) ( tan cot ) tan cot+ = + + = + + + = − +∫ ∫ ∫2 2 2 2 22 1 1 �

�داریم:  ‌هنیز    18 ax ax axsin cos sin=1 2
2

با�توجه�به�اتحاد�مثلثاتی�  4

� x x x x x x x x xdx xdx x csin cos cos sin cos sin sin cos cos sin cos= = ⇒ = =− +∫ ∫1 1 1 12 2 2 4 2 4 4
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�

�
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π = π→− × + = ⇒ = ⇒ =− × =−
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�

�را�به�صورت�زیر�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    19 x xsin cos+2 23 عبارت�  1

� x x x x x x x x dx x dx x x csin cos sin cos cos cos (sin cos ) ( cos ) sin+ = + + = + + ⇒ + = + = + +∫ ∫2 2 2 2 2 2 2 13 2 1 1 2 3 2 2 2 2
2

�

�را�به�صورت�زیر�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    20 x x x x(sin cos )(sin cos )+ − + +1 1 عبارت�  1

�


ba a b
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 

(sin cos )(sin cos ) (sin cos ) sin cos sin cosx sin �
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2
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  پاسخ تشریحی آزمون انتگرال 77  

،�پس:  ‌هنیز    1 x x x=
3
2 می�دانیم�  2

� xx x dx x
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( ) ( ) ( )+ = + = + − + =∫
5
21 12 2 122 2 2 0 0

5 5 50
�

عبارت�زیر�رادیکال�را�به�صورت�زیر�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    2  1
� x x x x x x x x( ) ( )− + = + − + = + + = +2 21 4 1 2 4 1 2 1 �

� x xdx x dx x x x
  

  

( ) ( ) ( ) ( )⇒ − + = + = + = + − + =∫ ∫
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�

�نوشته،�سپس�انتگرال�بگیریم.  ‌هنیز    3 x( )− 21 �را�به�صورت� x x− +2 2 بهتر�است�عبارت�1  2
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کسر�را�گویا�کرده،�سپس�انتگرال�می�گیریم:  ‌هنیز    4  3
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x x x x
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∫ ∫
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کار�خاصی�لازم�نداریم،�فقط�باید�انتگرال�گیری�را�شروع�کنیم:  ‌هنیز    5  4
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x

x
e

e
−2 2 عبارت�  4

� x x x xe e dx e e e e e e e e
 

 

( ) ( ) ( )− − − −− = + = + − + = + −∫
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+
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�کسر�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    8 x x xcos cos sin= −2 22 با�توجه�به�اتحاد�مثلثاتی�  1
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�داریم:  ‌هنیز    9 cos sin− α= α21 2 2 با�توجه�به�اتحاد�مثلثاتی�  2
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SwH#SLX¶#t¼¹Ãw

  

  

 
sin |sin | sin cos (cos cos )

π π π π
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�

�داریم:  ‌هنیز    10 x x
x

(tan ) tan
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′= + =2
2
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�

در�خواص�انتگرال�ها�داریم:�  ‌هنیز    11  2
� b b b

a a a
f x dx g x dx f x g x dx
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xA B x xdx x xdx x x x dx xdx
    

    

sin cos (sin cos )+ = + = + = = =∫ ∫ ∫ ∫
22 2 2 22 2 2 2

0 0 0 0

2
2

2 0
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انتگرال�های�دو�طرف�تساوی�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    12  4

� kxx x x k k− = + ⇒ − = + ⇒ =−
22 2 2

2 2 4 2 4 3
20 0

�

ابتدا�باید�کسر�را�ساده�کنیم�سپس�انتگرال�بگیریم:  ‌هنیز    13  2

x x x x x dx x x
x x x

Z»jq¶#jIdUHcos sin cos sin ( sin ) cos
sin sin sin

π π
− π= → = − ⇒ − = + = −

+ + + ∫
2 2 2

2
0

1 21 1 1
1 1 1 2

0

�داریم:  ‌هنیز    14 x a
a a

f t dt f x f x dx
  

  

( ( ) ) ( ) , ( )′= =∫ ∫ 0 با�توجه�به�روابط�  4

� x
G

dtG x G G
G x Gt

x

 

 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

=
 ′= ⇒ ⇒ − =− ′ ′= ⇒ =+  +

∫1 2
2

1 0
11 11 11 21 21
�

�یعنی:  ‌هنیز    15 x =2 �به�ازای� x
f x( )

مشتق�  3

� xf x f x x f f

f x f

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ( ))

=′ ′− × −
→2

2 2
2 2 2 1

2
�

حال�مقادیر�مجهول�را�محاسبه�کرده�و�در�کسر�جایگذاری�می�کنیم:�

� x
f x x f

f x t dt tf t dt t f
   

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 ′ ′= − ⇒ = − × − − ×= − ⇒ → = = =−
= − = − ⇒ = − − − =



∫
∫

2
12 32 21

1

4 141 2 3 2 3
14 3 213 321 8 1 4 16 16 16 82 1 2 2 1

3 3 3 31 9 9

�

برای�یافتن�معادله�ی�خط�مماس�باید�مختصات�نقطه�ی�تماس�و�شیب�خط�مماس�را�مشخص�کنیم.  ‌هنیز    16  3

� x f t dt f A( ) ( ) ( , )= ⇒ = + ⇒ = ⇒∫
2 2
22 2 5 2 0 2 0 �

� x
f x t dt f x x f tIµ¶#ˆi# {KÃ( ) ( ) ( ) ( )′ ′= + ⇒ = + ⇒ =∫ 2 2

2 5 5 2 3 �

خط�مماس� y x y x : ( )− = − ⇒ = −0 3 2 3 6 �
� x x x− = ⇒ =3 6 3 � �قطع�می�کنیم�و�داریم:� y x= حال�خط�مماس�را�با�خط�

�پس:  ‌هنیز    17 u f u( )′ ′ �برابر�است�با� f u( ) می�دانیم�مشتق�  3

� xy f x y xf x f( ) ( ) ( )=′ ′ ′= ⇒ = →12 22 2 1 �

� x t xf x f x f y
t x

 

 

cos cos( ) ( ) ( ) ( )π π − −′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =−
+ +

∫1 2 2
1 11 2 1
2 21 1

�

،�پس:  ‌هنیز    18 f x g f x( ) ( ( ))′ ′× �برابر�است�با� gof x( )( ) می�دانیم�مشتق�  3
� gof f g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= ×2 2 2 1 �

�
xx g x e

f
dtf x gof g ef x ft x

 

 

 
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
′ =

=
 ′ ′= ⇒ ⇒ = → = ′ ′= ⇒ =+  +

∫ 0
2 3

3

2 0
1 1 12 01 12 3 3 31 31

�

�داریم:  ‌هنیز    19 x
a

f t dt f x
 

 

( ( ) ) ( )′=∫ �و� f u u f u( ( )) ( )′ ′ ′= با�توجه�به�قوانین�  4

� x xf t t dt f x x f f
x xx

ÁoÃ¬ 

 

¢Tz¶( ) ( ) ( ) ( )=′ ′ ′= + →− = + →− = × ⇒ =−∫ 4
2 2

4 4 4 45 5 1 4 3 1 48
16

�

،�پس:  ‌هنیز    20 f x f f x( ) ( ( ))′ ′× �برابر�است�با� fof x( )( ) می�دانیم�مشتق�  3

� xfof x f f f( ) ( ) ( ) ( ( ))=′ ′ ′→ ×2 2 2 �

x
f

tf x dt fof x fxf x f ft
x

 

 

  

  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( )

=
+ ′ ′= ⇒ ⇒ = × = × = +′ ′ ′= ⇒ = =+  +
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،�انتگرال�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    1 x xe e( )− −′=− �و� x xe e( )′= با�توجه�به�این�که�  2

� k kx x x x k ke e dx e e e e e e
 

 

( ) ( ) ( )− − − −
− −

− = ⇒ + = ⇒ + − + =∫ 1 1
1 1

0 0 0 �

�قابل�قبول�است. k اکنون�با�توجه�به�گزینه�ها�1=

،�ابتدا�انتگرال�ها�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    2 x
x

(ln )′= 1 با�توجه�به�این�که�  2

� e k ke kdx x dx x x x e k k k k
kx

  

  

( ) ln ln ln
=−= + ⇒ = + ⇒ − = + ⇒ + − = ⇒ =

∫ ∫
6 6 2 6 2 2

01 0 1

3
2 1 1 6 0 2 �

)،�  ‌هنیز    3 , )π π
2

�،( , )π0
2

�و�محور��xه��ا�در�هر�یک�از�فواصل� y xcos= �یا� y xsin= ب��ا�توجه�به�این�که�س��طح�محص��ور�بین�نمودار�تابع�  4

)�و...�برابر�یک�می�باشد. , )ππ 3
2

� A x dxsin
π
π

= =−∫
2

2

1 �

�گزینه�ی�)1( x dx
 

 

: cos
π

=−∫
3
2

0 �گزینه�ی�)2(�و�1 x dx
 

 

: cos
π
π

=−∫
2

2

�گزینه�ی�)3(��,��1 x dx
 

 

: cos
π
π

=−∫
2

1 گزینه�ی�)4(��,�� x dx
 

 

: cos
π

π
=∫

5
2 1

با�توجه�به�اتحادهای�مثلثاتی�داریم:  ‌هنیز    4  4� x x xsin sin cos=4 2 2 2 �
� x xcos cos− =22 1 2 �

پس�اکنون�خواهیم�داشت:

� x dx x dx x
x

  

  

sin sin cos cos cos
cos

ππ π π= =− =− + =
−

∫ ∫ 0
44 4

0 02
4 2 2 2 0 1

22 1
�

،�در�نتیجه:  ‌هنیز    5 xe xln + = +2 1 2 1 ،�پس� Ae Aln = در�مبحث�لگاریتم�می�دانیم�  3

x x
e dx x dx x dx x x

   

   

ln ( )
( ) ( ) ( )+ +

= + = + = × = + + = − = −∫ ∫ ∫

3
1 2 111 1 12 1 2

0 0 0 00
2 2 11 1 1 12 1 2 1 2 1 2 1 3 3 1 3

2 3 3 3 3
با�توجه�به�اتحاد�مزدوج،�عبارت�مقابل�انتگرال�را�ساده�می�کنیم.  ‌هنیز    6  3

x x x x xdx dx x x dx c x x c
x x

( )( )
( ) ( )

−− + −= = − = − × + = − +∫ ∫ ∫
1 31 1 2 22 21 3 1 3 1 3 2 23 3 2 2

1 3
�می�باشد. f x x( )= −2 2 بنابراین�

� f x dx x dx x x
  

  

( ) ( ) ( ) ( )= − = − = − − − =−∫ ∫
22 2 2

1 1 1
2 2 2 4 4 2 1 1�

�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    7 ax dx ax c
a

sin cos=− +∫ 1 با�توجه�به�قانون�  3

� k kx x kdx k k k k
k k k

 

 

sin cos (cos cos )
π π π= ⇒− = ⇒− − = ⇒ = ⇒ =∫ 0 06 6 0 6 2 6 3 �

،�در�نتیجه:  ‌هنیز    8 x x x(sin ) cos′=2 22 ،�پس� u u u(sin ) cos′ ′= از�مبحث�مشتق�می�دانیم�  3

x x dx x
 

 

cos sin (sin sin )
ππ π= = − =∫ 2 2 22 00

1 1 20
2 2 4 4
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مقدار�انتگرال�ها�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    9  3

� kk x xx dx x dx k k k
 

  

= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =∫ ∫
4 4 44 311 33 43 3

0 1 10
3 1 3 3 4 64

4 4 4 4 4 3 27
�

،�در�نتیجه:  ‌هنیز    10 xln( )+21 1
2

�می�شود� x
x +2 1

،�بنابراین�انتگرال�عبارت� ( ) xx
x

ln( )
′+ =

+
2

2
21

1
در�مبحث�مشتق�داریم�  2

�
x dx

x
x

 

 

ln( ) (ln ln ) ln= + = − =
+

∫
1 12
0 02

1 1 11 2 1 2
2 2 21

�

،�اکنون�به�جای��xها�مقدار�یک�قرار�می�دهیم:  ‌هنیز    11 xf x x f x( ) ( )′+ 22 �برابر�است�با� x f x( )2 مشتق�  4
� y f f( ) ( ) ( )′ ′= +1 2 1 1 �

�را�محاسبه�می�کنیم.� f ( )′ 1 �و� f( )1 �مقادیر� x dtf x
t

( )
( )

=
+

∫1 2 21
با�توجه�به�

� x
f

dtf x f x ft x

 

 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

=
= ⇒ ′ ′= ⇒ =+  +

∫1 2 2
2 2

1 0
1 111 41

�

. 1
4
�یعنی� × +12 0

4
�برابر�است�با� y ( )′ 1 اکنون�

.�پس�مقدار�  ‌هنیز    12 g x f x( ) ( )′ =12
2

،�در�نتیج��ه� g x f x( ) ( )′ =2 2 �مش��تق�بگیریم�خواهیم�داش��ت� x
g x f t dt

 

 

( ) ( )= ∫ 02 اگ��ر�از�طرفی��ن�  1

�پس�جواب�مسأله�برابر�1است. f( )=2 6 �و� f( )− =1 4 �و�با�توجه�به�نمودار�داده�شده�داریم� ( )f f( ) ( )− −1 2 1
2

�برابر�است�با� g g( ) ( )′ ′− −4 2

از�طرفین�مشتق�می�گیریم�و�به�جای��xها�صفر�می�گذاریم:  ‌هنیز    13  2
� xF x x e F e( ) ( ) ( )+′ ′= − ⇒ =−2 11 0 �

�  ‌هنیز    14 x �پس�باید�نمودار��gرا�در�همس��ایگی�0= f x g x( ) ( )′ = .�اگر�فرض�کنیم� f x x x( )′ = −2 3 ،�آن�گاه� x
f x t t dt

 

 

( ) ( )= −∫ 2 3
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مشخص�کنیم:
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#
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.  ‌هنیز    15 f ( )′ =11
2
،�پس� f x

x
( )′ =
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1
1
�و�از�طرفی� f( )=1 0 ،�آن�گاه� x

f x dt
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( )=
+

∫1 2
1
1

می�دانیم�اگر�  3

� ( )f f( ) ( )′+1 1 �سپس�به�جای��xها�یک�قرار�دهیم� ( )f x xf x( ) ( )′+ �باید�مشتق�آن�را�محاسبه�کرد� xf x( ) اکنون�برای�محاسبه�ی�شیب�مماس�بر�نمودار�

. 1
2
�یعنی� +10

2
در�نتیجه�جواب�تست�می�شود�

G،�  ‌هنیز    16 x x f x( ) sin (cos )′ ′=− G،�آن�گاه� x f x( ) (cos )= �و�اگر�فرض�کنیم� f x
x

( )′ =
− 2
1

1
،�آن�گاه� x dtf x
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( )=
−

∫1 21
اگر�  1

�G x x G x
xx

( ) sin ( )
sincos

−′ ′=− × ⇒ =
− 2

1 1
1

� بنابراین:�

�به�دست�آید: f x(cos ) اکنون�مجدداً�مشتق�می�گیریم�تا�مشتق�مرتبه�ی�دوم�

�
xxG x G

x
cos( ) ( )
sin

π= π′′ ′′= → = =3
2

1
22

3 3 3
4

�

ابتدا�از�طرفین�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    17  4
� f x x x x x

x
( ) cos sin× = π −π π21 2

2
�

f f( ) ( )× = − ⇒ =12 8 0 2 32
4

�را�می�خواهیم،�در�طرفین�تساوی�فوق�به�جای��xها،�مقدار�4قرار�می�دهیم:�� f( )2 چون�مقدار�
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�پس:  ‌هنیز    18 xG x e( ) −′ =
2
،�آن�گاه� x tG x e dt

 

 

( ) −= ∫
2

1 اگر�  2
�G G e e( ) ( ) − −′ ′− = −3 23 2 �

.  ‌هنیز    19 x( , )= ±0 1 �پس�تعداد�نقاط�بحرانی�برابر��3می�باشد� f x x x( ) | |′ = −2 1 ،�آن�گاه� x
f x t t dt

 

 

( ) | |= −∫ 2
0 1 اگر�  4

.  ‌هنیز    20 f ( ) −′′ = 42
9

،�پس� xf x
x
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�و� f x
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،�آن�گاه� x dtf x
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اگر�  4

  پاسخ تشریحی آزمون 79  

با�توجه�به�رسم�دقیق�نمودار�در�صورت�سؤال،�داریم:  ‌هنیز    1  4

������ x dx S( | |)− − = =∫
4
0 2 2 4

باید�قدر�مطلق�و�جزء�صحیح�را�حذف�کنیم،�پس:  ‌هنیز    2  3

� x x xf x dx x x dx x dx x dx x dx x x
     

     

( ) (| | [ ]) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
− − − −

= − = − + + − + − = − + + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2 2 1 2 202 2 0 1 2
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�
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�

مساحت�مورد�نظر�برابر�است�با:  ‌هنیز    3  4

� x xS xdx x dx S
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0 4 27 0 11

2 3 2 2 3 3− −
= + ⇒ = + = − + − =∫ ∫

  

  

| | | | | | | | | | | | �

�مقداری�مثبت�است.�بنابراین:  ‌هنیز    4
x

− 42 ،�عبارت� x< <2 4 �مقداری�منفی�است�و�اگر�
x

− 42 ،�عبارت� x< <1 2 اگر�  2

� dx dx dx x x x x
x x x

24 2 4 4
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4 4 42 2 2 2 4 2 4− = − + + − = − + + −∫ ∫ ∫ | | ( ) ( ) ( ln ) ( ln ) �

� (( ln ) ( ln )) (( ln ) ( ln ))= − + − − + + − − − =4 4 2 2 4 1 8 4 4 4 4 2 2 �

�داریم:  ‌هنیز    5 x[ ] �است،�پس�برای�محاسبه�ی� xπ π− < <
6 6

در�این�تابع�  4
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6 6
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0
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� اکنون�داریم:�

ابتدا�باید�جزء�صحیح�و�قدرمطلق�را�حذف�کنیم:  ‌هنیز    6  1

� xx x x dx x x dx x x dx x dx dx
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−
× = − − + = + × = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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1
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�

�مقداری�منفی�و�اگر�  ‌هنیز    7 x xsin cos− �باش��د� x π< <0
4
�و�اگر� x x x(sin cos ) sin− = −2 1 2 با�توجه�به�اتحادهای�مثلثاتی�می�دانیم�  2

�مقداری�مثبت�است،�پس: x xsin cos− �باشد،� xπ π< <
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�خواهد�بود�بنابراین�برای�حذف�جزء�صحیح�به�صورت�زیر�عمل�می�کنیم:  ‌هنیز    8
x

< <11 3 �می�باشد،�پس� x< <1 1
3

در�این�سؤال�  2

�
x

x x
x

x x
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[ ] ,

 < < ⇒ = < <

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dx dx dx x x ln
x x x x
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3 3 2 3 2

1 92 1 2
2

= × + × = + =∫ ∫ ∫[ ] ln ln بنابراین�خواهیم�داشت:�

،�پس�برای�حذف�جزء�صحیح�به�صورت�زیر�عمل�می�کنیم:  ‌هنیز    9 xcos− < π <1 ،�در�نتیجه�1 x<π <π0 ،�بنابراین� x< <0 در�این�سؤال�1  2

�
x x x x

x x x x

cos [cos ]

cos [cos ]
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
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�
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π π π∫ ∫ ∫
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2
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اکنون�خواهیم�داشت:�

می�دانیم�مساحت�مقداری�مثبت�است�ولی�حاصل�هر�انتگرال�معینی�یک�عدد�حقیقی�  ‌هنیز    10  3
می�باشد،�بنابراین�بهتر�است�با�رسم�شکل،�سؤال�را�جواب�دهیم:
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در�نتیجه�جواب�مسأله�یعنی�اختلاف�سطح�و�مقدار�انتگرال�معین�برابر��3می�باشد.�
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،�پس:  ‌هنیز    8 x xcos cos+ = 21 2 2 با�توجه�به�اتحادهای�مثلثاتی�داریم�  4

� x dx xdx x dx xdx x dx x x
     

    
 

( cos ) cos |cos | cos ( cos ) sin sin ( )
π πππ π π π

ππ
+ = = = + − = − = − − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 22 2

0 0 0 0
0 22

1 1 2 1 1 2
2

�

بهتر�است�این�تست�را�با�رسم�نمودار�حل�کنیم:  ‌هنیز    9  1

�
A x dx

A B
B x dx

 

 

 

 

[sin ]

[cos ]

π

π

 = =−π ⇒ + =− π
 = =−π

∫
∫

2
0
2
0

2 �

ابتدا�باید�جزء�صحیح�را�حذف�کنیم،�پس:  ‌هنیز    10  3
� x x x

x x x

[ ]

[ ]

< < ⇒ < < ⇒ =

< < ⇒ < < ⇒ =

0 1 0 1 0
1 4 1 2 1

�

� x dx dx dx
   

   

[ ] = + = + =∫ ∫ ∫
4 1 4
0 0 10 1 0 3 3 �

برای�حل�این�تست�توصیه�می�شود�که�نمودار�تابع�را�رسم�کنیم:�  ‌هنیز    11  2

�می�شود،�پس�جواب� 1
2
�S3نیز�برابر� �است،�از�طرفی�جمع��S1و� 1

2
�S2برابر� در�این�نمودار�مقدار�

مسأله�برابر�یک�است.

(،�پس:  ‌هنیز    12 x ,=0 همان�طوری�که�می�دانیم�برای�حذف�قدر�مطلق،�باید�ابتدا�ریشه�های�داخل�قدر�مطلق�را�حساب�کنیم.�)در�این�مسأله�1  1

� x x x x x| |< < ⇒ − =− +2 20 1 �

� x x x x x| |< < ⇒ − = −2 21 2 �

� x x dx x x dx x x dx
   

   

| | ( ) ( )− = − + + −∫ ∫ ∫
2 1 22 2 2
0 0 1

x x x x( ) ( )= − + + −
1 23 2 3 2

0 13 2 3 2
=− + + − − + =1 1 8 4 1 1 1

3 2 3 2 3 2
�

سطح�مورد�نظر،�متشکل�از�دو�سطح�است.�  ‌هنیز    13  2
S( )1 � x �و�1= x =0 �و�محور��xها�و�دو�خط� y x= الف(�سطح�بین�نمودار�تابع�

S x( ) =2 2 �و� x �و�محور��xها�و�دو�خط�1= y
x

=
2
1 ب(�سطح�بین�نمودار�تابع�

بنابراین:

�
S xdx

S S
S dx

x

 

 

 

 

   

 = =
⇒ + =

= =


∫

∫

1
1 0

1 22
2 1 2

1
2 11 1

2

�

�پس:  ‌هنیز    14 x( , )=0 1 برای�یافتن�سطح�مورد�نظر،�ابتدا�طول�های�نقاط�تلاقی�دو�تابع�را�مشخص�می�کنیم�  4

� x xS x x dx
14 21 3

0
0

1
4 2 4

= − = − =∫
 

 

| ( ) | | | �

S،�  ‌هنیز    15 S−1 2 با�توجه�به�نمودارهای�رس��م�ش��ده�مساحت�مورد�نظر�برابر�است�با�  4

بنابراین:

�

xS x dx x
S S S

xS x dx x

242 3
1 0

0
1 2141 3

2 0
0

8 8 12
4 45

431
4 4


 = − = − =


⇒ = − =


= − = − =


∫

∫

 

 

 

 

| ( ) | | |

( ) | |

�



261

با�توجه�به�ش��کل�رس��م�شده،�سطح�مورد�نظر�برابر�اس��ت�با�مساحت�مستطیلی�به�ابعاد��2و��3  ‌هنیز    16  3
منهای�S1،�بنابراین:

� xS x dx x
232 2

1 1
1

41
3 3

= − = − =∫
 

 

| ( ) | | | �

�مساحت�قسمت�رنگی� = × − =4 142 3
3 3

�

�و�محور��xها�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    17 y x= −2 ابتدا�نقطه�ی�تلاقی�نمودار�تابع�  4
� x x− = ⇒ =2 0 4 �

پس�مساحت�مورد�نظر�برابر�است�با:

�S x dx x dx S x x x x x x
4 94 9

0 4 0 4

2 2 162 2 2 2
3 3 3

= − + − ⇒ = − + − =∫ ∫
  

  

| ( ) | | ( ) | | | | | �

�محور�xها�را�قطع�نمی�کند،�پس:  ‌هنیز    18 xy e= نمودار�تابع�  2

� x x lnS e dx e e e
33 3 0

0 0
3 1 2= = = − = − =∫

 

 

lnln
| | | | �

�بنویسیم،�آن�گاه:�  ‌هنیز    19 x( )+ 23 1 �را�به�صورت� x x+ +23 6 3 در�حل�این�مسأله�بهتر�است�  1

� x dx x
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
αα

= + = + = ⇒ α+ − = ⇒ α+ = ⇒α=∫ 2 3 3 3
0 0

26 3 1 1 26 1 1 26 1 27 2 �

�پس�مساحت�  ‌هنیز    20 x
 

 

( sin )
π

=∫ 2
0 1 �برابر�اس��ت�با�1،� [ , ]π0

2
�و�محور��xها�در�فاصله�ی� y xsin= می�دانیم�س��طح�محصور�بین�نمودار�تابع�  3

�S π π= × − = −1 1 1
2 2

� )�می�باشد:� )π−1
2

مورد�نظر�برابر�با�مساحت�مستطیلی�به�ابعاد��1و�

  پاسخ تشریحی آزمون 81  

�می�نویسیم:  ‌هنیز    1 x( )+ 21 �را�ساده�می�کنیم�و�به�صورت� x x( )− +21 4 عبارت�  1

� x x dx x dx x x x c x x c f x x( ) ( ) ( ) ( )− + = + = + + = + + ⇒ = +∫ ∫2 2 2 21 4 1 1 1
3 3 3

�

�را�به�صورت�زیر�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    2 x
x x
−1 عبارت�  1

� x x x x x
x x

( )
− − −− = − = −
3 3 1
2 2 21 1 �

اکنون�خواهیم�داشت:

� x x x xdx x x dx c x c c f x x
x x x x

( ) ( )
−− −− − − −= − = − + = − + = + ⇒ =− −
−∫ ∫

1 13 1 2 22 21 2 2 2 2 22 1
1 1

�

سراسری خارج از کشور - 91 �

�باشد،�بنابراین:  ‌هنیز    3 x x +2 2 �برابر� BA x( )+2 2 با�توجه�به�تعریف�انتگرال�می�دانیم�که�باید�مشتق�  1

� BA B x x x x( ) −× × + = +2 1 22 2 2 �

. A B+ =11
6
،�در�نتیجه� A= 1

3
�و� B= 3

2
،�پس� AB=2 �و�1 B− =11

2
اکنون�باید�



262 �فصل�پانزدهم:�انتگرال�

�  ‌هنیز    4 xcos 4 �برابر� x x x xcos cos sin sin−3 3 �عبارت� a b a b a bcos cos sin sin cos ( )− = + با�توجه�به�رابط��ه�ی�مثلثاتی�  1

�است. x csin +1 4
4

�نیز�برابر� xcos 4 می�باشد�و�انتگرال�

،�پس�اکنون�داریم:  ‌هنیز    5 x x x x x x xcos cos sin (cos sin )(cos sin )= − = − +2 22 در�روابط�مثلثاتی�داریم�  2

� x dx x x dx x x c
x x

cos (cos sin ) sin cos
cos sin

= + = − +
−∫ ∫2 �

سراسری - 91 �

�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    6 ax b ax be dx e c
a

+ += +∫ 1 ابتدا�تابع�مقابل�انتگرال�را�به�توان��2رسانده�سپس�از�قانون�  3

�
F

x x x xF x e e dx F x e e x c c c
( )

( ) ( ) ( )
=

= − + ⇒ = − + + → − + + = ⇒ =∫
10

2 2 21 1 12 1 2 2 0 2
2 2 2

�

� x xF x e e x F e eln ln( ) (ln ) ln ln ln= − + + ⇒ = − + + = − + + =2 2 2 21 12 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2
2 2

�

عبارت�مقابل�انتگرال�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    7  4

� x x x xx x x x x x x x x
x x

( )( )
( )( ) −+ − − −+ − = − + − = − − ⇒ = = − −

2 2 2 42 2 2 2 4 2 4 2 2
2 2

1 1 2 1 21 1 2 1 2 2 1 2 1 2 �

F x x x dx x x c
x

 ( ) ( )−= − − =− − − +∫ 2 2 31 21 2
3

اکنون�خواهیم�داشت:�

� F( )− = + + + =2 41 1 1 4
3 3

� �برابر�است�با:� F( )−1 .�اکنون�مقدار� c= 4
3
،�بنابراین� c− − − + =−2 41 1

3 3
�داریم� F( )=− 41

3
با�توجه�به�فرض�

�را�به�صورت�زیر�ساده�کنیم:  ‌هنیز    8 x
x+

2

1
بهتر�است�عبارت�  1

� x x x x
x x x x x

− + −= = + = − +
+ + + + +

2 2 21 1 1 1 11
1 1 1 1 1

�

� x xdx x dx x x
x x

( ) ln( ) ln ln= − + = − + + = − + = −
+ +∫ ∫
2 2 11 1

0 0 0
1 1 11 1 1 2 2

1 1 2 2 2
� اکنون�می�توانیم�انتگرال�را�حساب�کنیم:��

�از�طرفین�  ‌هنیز    9 f x( ) ،�اکنون�برای�یافتن� y x x x( ) cos sin′ = −2 2 �بنابراین� f x( )′ می�دانیم�شیب�خط�مماس�بر�تابع��fدر�هر�نقطه�یعنی�  3

:) x x xcos sin cos− =2 2 2 تساوی�داده�شده�انتگرال�می�گیریم�)به�خاطر�داریم�که�

� f x x x f x x f x x c
´ÄoÃ¬Â¶#ÏHo«TºH

( ) cos sin ( ) cos ( ) sin′ ′= − ⇒ = → = +2 2 12 2
2

�

.�اکنون�داریم: c=1
2
�در�نتیجه� c( )= +1 1 0

2 2
،�بنابراین� f( )=10

2
�قطع�کرده�است�پس� 1

2
و�چون�تابع��fمحور�yها�را�در�نقطه�ای�به�عرض�

� f( ) sinπ π= × + = × + =1 1 1 1 1 32
12 2 12 2 2 2 2 4

�

�خواهد�  ‌هنیز    10 xtan �برابر�
xcos2

1 ،�بنابراین�انتگرال�
xcos2

1 �یا� xtan+ 21 �برابر�است�با� xtan در�مبحث�مشتق�دیده�ایم�که�مشتق�  2
بود،�پس:

� dx x
x

tan tan tan
cos

ππ π= = − =∫ 33
0 2 0

0 3
3

�

�برابر�است�با:  ‌هنیز    11 g x( )′ �و�همچنین� g xf x g x e ( )( ) ( )′ ′= داریم�  2

� xg x x g
xx

( ) ( )
sinsin

π π′ ′= × = ⇒ =
++ 2

1 22
1 2 21

�

g
f g e f e f

( )
( ) ( ) ( ) ( )

π
π π π π π π′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ =02
2 2 2 2 2 2

�برابر�است�با:� f ( )π′
2

بنابراین�

) a
a

f t dt( ) =∫ 0 �برابر�صفر�است،�این�می�باشد�که� g( )π
2

)دلیل�این�که�
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�را�حساب�کنیم،�پس:  ‌هنیز    12 g ( )′ 1 �و� g( )1 �باید�مقادیر� x �در�نقطه�ی�1= g x f x( ) ( )= 2 برای�یافتن�معادله�ی�خط�مماس�بر�  2

� tg f dt g
t

( ) ( ) ( )= = = ⇒ =
+∫

2
21 2 0 1 0

2
�

� g x f x g f( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= ⇒ =2 2 1 2 2 �

� x t xf x dt f x f
t x

( ) ( ) ( )′ ′= ⇒ = × ⇒ =
+ +∫ 2

11 2
2 2 2

� �را�حساب�می�کنیم:� f ( )′ 2 �مقدار� x tf x dt
t

( )=
+∫ 2 2

اکنون�با�توجه�به�

�و�شیب�خط�مماس�برابر�است�با�1.�در�نتیجه�معادله�ی�خط�مماس�عبارت�است�از: A( , )1 0 بنابراین�نقطه�ی�تماس�

�
x

y x y x y( )
=

− = − ⇒ = − → =−
0

0 1 1 1 1�

.�اکنون�باید�مقادیر�مورد�نیاز�را�حساب�کنیم:  ‌هنیز    13 f g g f( ) ( ) ( ) ( )′ ′+1 1 1 1 �برابر�است�با� x �به�ازای�1= f g. مشتق�  3

� x
f

dtf x
f x ft t

x x

( )
( )

( ) ( )

=
= ⇒ ′ ′= ⇒ =+  +

∫1 2
2

1 0
1 11

2
�

�به�صورت�فوق�نمی�توان�عمل�کرد،�بنابراین�مجبوریم�انتگرال�را�محاسبه�کنیم.�یعنی: g( )1 حال�برای�محاسبه�ی�

� g t dt t t( )= = =∫
1
0

12 21
3 30

�

� x
g x t dt g x x g( ) ( ) ( )′ ′= ⇒ = ⇒ =∫ 0 1 1 �

�خواهد�بود. 1
3
،�پس�جواب� × + ×1 2 1 0

2 3
بنابراین�حاصل�عبارت�خواسته�شده�برابر�است�با�

با�توجه�به�رابطه�ی�بین�مساحت�و�انتگرال�معین�داریم:  ‌هنیز    14  4

� f x dx S S S S( ) ( ) ( )
−

= + + − + − =∫
4

1 2 3 41 0�

�را�محاسبه�کنیم:  ‌هنیز    15
x
1 ابتدا�باید�حدود�  4

� x
x

< < ⇒ < <1 1 12 2
2 2

�

�بازه�ی��xرا�تقسیم�بندی�می�کنیم:
x
1 حال�برای�به�دست�آوردن�جزء�صحیح�

� xx dx x dx x dx
x

[ ] ( ) ( )= + = + = − =∫ ∫ ∫
22 1 2

1 1 1
2 2

1
1 1 1 31 0 012 2 8 8

2
�

�را�رس��م�کرده،�با�توجه�به�رابطه�ی�بین�مس��احت�و�  ‌هنیز    16 f x x x( ) | | | |= − −4 نمودار�تابع�  4
انتگرال�معین�جواب�انتگرال�معین�را�محاسبه�می�کنیم.

� f x dx S S S( ) ( ) ( ) ( )
−

= − + − + =− − + =−∫
4

1 2 31 4 4 4 4 �

�را�حل�کرده�تا�طول�های�  ‌هنیز    17 x− =28 4 �می�باشد،�بنابراین�ابتدا�معادله�ی� y=4 �و� y x= − 28 س��طح�مورد�نظر،�س��طح�بین�نمودار�توابع�  1

�به�دست�آید.�اکنون�داریم: x نقاط�تلاقی�یعنی�±2=

� xS x dx x| ( ) | |( ) |
−

= − − = −
−

∫
32 2

2

2
8 4 4

3 2
|( ) ( )|= − − − + =8 8 328 8

3 3 3
�
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سطح�مورد�نظر�برابر�است�با:  ‌هنیز    18  4

� xS x dx S x x
x

| ( ) | |(ln ) | |(ln ) (ln )| ln= − + ⇒ = − + = − + − − + = −∫
222
11
22

1 5 5 1 5 1 152 5 2 2 2
2 2 2 2 4 8 8

�

�را�باید�حل�کنیم:  ‌هنیز    19 k dx
x

=∫
2
1 2

2 در�واقع�  4

� k k k
x

( )− = ⇒ − + = ⇒ =
2
1

12 1 2 4
2

�

در�این�سؤال�توجه�داریم�که�باید�معادله�ی�زیر�را�حل�کنیم:  ‌هنیز    20  2

� k
x x dx x x dx| ( ) | ( ) /

−
+ + + =∫ ∫

0 3 3
1 02 2 9 25 �

�قطع�می�کند.�بنابراین:� x =0 �محور��xها�را�در�نقطه�ی� k( , )−1 �در�فاصله�ی� y x x= +3 2 زیرا�نمودار�تابع�

� k k kx x kx x k k k
k ¡¡—

|( ) | ( ) / /
−

 = ⇒ =+ + + = ⇒ + + = ⇒ + − = ⇒
=−

24 4 402 2 2 4 2
21 0

4 259 25 9 25 4 32 0
4 4 4 4 8

�
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پاسخ تشریحی آزمون های فصل شانزدهم

  پاسخ تشریحی آزمون 82  

می�دانیم�مساحت�مربع،�مجذور�طول�ضلع�است،�پس:  ‌هنیز    1  4
� a E S E S E E( )= + ⇒ = + ⇒ = + +2 28 8 64 16 �

�� 1
4
�اس��ت�و�با�توجه�به�این�که�خطای�اندازه�گیری��aاز� E16 �از�آن�صرف�نظر�می�کنیم�بنابراین�خطای�محاس��به�ی�مس��احت�برابر� E2 با�توجه�به�کوچک�بودن�

�کم�تر�است. × =116 4
4

�از� E( )16 واحد�کم�تر�است،�خطای�اندازه�گیری�مساحت�

�فرض�کنیم�داریم:  ‌هنیز    2 a E= +2 اگر�مدل�سازی�ضلع�را�  3
� v a E E E E( )= = + = + + +3 3 2 32 8 12 6 �

�می�باشد.�برای�آن�که�این�خطا�کم�تر�از�یک�سانتی�متر� E12 �به�دلیل�کوچک�بودن�صرف�نظر�می�کنیم،�پس�خطای�اندازه�گیری�حجم�مکعب�برابر� E E+2 36 از�

�سانتی�متر�یا��0/8میلی�متر�باشد. /1 0 08
12
 مکعب�باشد،�خطای�اندازه�گیری�ضلع�باید�کم�تر�از�

سراسری - 91  ‌هنیز    3 در�طرح�سؤال،�نباید�از�پرسش�هدایت�کننده�استفاده�کرد.�  4

سراسری - 89  ‌هنیز    4 در�سرشماری،�تمام�افراد�جامعه�مورد�مطالعه�قرار�می�گیرند.�  3

شماره�ی�مورد�نظر�برابر�است�با:  ‌هنیز    5  3
� [ / ] [ / ]× + = + =150 0 256 1 38 4 1 39 �

سراسری - 90  ‌هنیز    6 گروه�خونی�افراد�قابل�اندازه�گیری�نیست�و�در�آن�ترتیب�طبیعی�وجود�ندارد.�  1

میزان�تحصیلات،�قابل�اندازه�گیری�نیست�و�در�آن�ترتیب�طبیعی�وجود�دارد.  ‌هنیز    7  1

قطر�تنه�ی�درختان�قابل�اندازه�گیری�است�و�هر�مقداری�را�می�تواند�اختیار�کند.  ‌هنیز    8  1

با�نسبت�دادن�مرکز�دسته�به�هر�یک�از�داده�های�دسته،�یکسان�سازی�داده�ها�تأثیر�کم�تری�در�روند�مطالعه�می�گذارند.  ‌هنیز    9  1

تعداد�کل�داده�ها�برابر��55است�و�دو�دسته�ی��50و��51کیلو،�روی�هم��11عضو�دارند.�پس�درصد�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    10  4

� /− = = = × =55 11 44 4 0 8 100 80
55 55 5

�

�اس��ت.�با�توجه�به�این�که�داده�ها�در��7طبقه�دس��ته�بندی�می�ش��وند،�طول�هر�دس��ته�برابر�  ‌هنیز    11 − =86 65 دامنه�ی�تغییرات�داده�ها�برابر�21  4

�است. /+ =377 78 5
2

�است.�مرکز�این�دسته�عدد� [ , )77 80 �یعنی� [ , )+ × + ×65 3 4 65 3 5 �است،�بنابراین�دسته�ی�پنجم�به�صورت� =21 3
7

�است.�و�داریم:  ‌هنیز    12 =36 4
9

�است.�اگر�آن�ها�را�در��9طبقه�دسته�بندی�کنیم،�طول�هر�دسته�برابر� − =75 39 36 دامنه�ی�تغییرات�این�داده�ها�برابر�  4

�´z #Á¾Twj#nj#¯IM#·H{ o¨ = + × = + =39 6 4 39 24 63 �

�  ‌هنیز    13 × =3 12 36 �است.�با�توجه�به�این�که�داده�ها�در��12طبقه�دسته�بندی�شده�اند،�دامنه�ی�تغییرات�برابر� − =26 23 3 طول�هر�دسته�برابر�  2

�است�و�دسته�ی�پنجم�به�صورت� =36 4
9

است.�بنابراین�داده�ها�در�فاصله�ی��23تا��59قرار�دارند.�اگر�این�داده�ها�در��9طبقه��دسته�بندی�شوند،�طول�هر�دسته�برابر�

�است. + =439 41
2

�است.�مرکز�این�دسته�عدد� [ , )39 43 �یا� [ , )+ × + ×23 4 4 23 5 4

�داده�در�  ‌هنیز    14 − =25 13 12 �اس��ت.�پس�با�توجه�به�جدول�فراوانی�تجمعی،�تعداد� / /+ =18 5 21 5 20
2

�عدد� [ / / )−18 5 21 5 مرکز�دس��ته�ی�  3

%= =12 3 30
40 10

این�دسته�قرار�دارد�و�داریم:�

فصل شانزدهم: آمار
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�اس��ت.�مرک��ز�دس��ته�ی�دوم�برابر��16/5اس��ت�پس�حدود�این�دس��ته�  ‌هنیز    15 / /− =13 5 10 5 3 ب��ا�توج��ه�ب��ه�نمودار،�طول�دس��ته�ها�برابر�  3
�است. [ , )15 18 �یا� [ / / , / / )− +16 5 1 5 16 5 1 5

توجز:�در�نمودار�چندبر�فراوانی�دو�دسته�ی�فرضی�با�فراوانی�صفر�در�ابتدا�و�انتها�در�نظر�می�گیریم�سپس�در�نمودار�داده�شده،�دسته�هایی�با�مرکز��10/5و��25/5
فرضی�هستند�و�جزء�دسته�ها�محسوب�نمی�شوند.

�است.�پس�داریم:  ‌هنیز    16 0360 مجموع�زوایای�دسته�ها�روی�نمودار�دایره�ای�برابر�  1
� + + +α+ + = ⇒ +α= ⇒α=27 45 99 54 18 360 243 360 117 �

× =117 160 52
360

بنابراین�تعداد�کارمندان�با�کد��4برابر�است�با:�

با�توجه�به�جدول�داده�شده،�داریم:  ‌هنیز    17  2

سطح�مهارت654321

درصد�فراوانی�نسبی81225301510

× = 030 360 108
100

بیش�ترین�درصد�فراوانی�نسبی�مربوط�به�دسته�ی�سوم�است�و�زاویه�ی�مربوط�به�آن�در�نمودار�دایره�ای�برابر�است�با:�

تعداد�کل�برابر�است�با:  ‌هنیز    18  2� / /+ + + + + =1 2 5 3 4 4 5 5 20�

× = × = 04 360 4 18 72
20

بنابراین�زاویه�ی�متناظر�با�استان��Aبرابر�است�با:�

تعداد�داده�های�بین��21تا��24برابر�است�با:  ‌هنیز    19  2
� − =51 42 9 �

)�روی�نمودار�چندبر�فراوانی�است. / , )22 5 9 �برابر��9است�و�نقطه�ی� /+ =21 24 22 5
2

بنابراین�تعداد�داده�ها�با�مرکز�دسته�ی�

�  ‌هنیز    20 %= =9 36 36
25 100

� �است،�پس:� [ , )34 45 مطابق�نمودار�داده�شده،��25داده�در�کل�وجود�دارد�که��9تای�آن�ها�در�فاصله�ی�  3

  پاسخ تشریحی آزمون 83  

�می�باشد.�برای�محاسبه�ی�خطای�مساحت�دایره�داریم:  ‌هنیز    1 d E= +10 مدل�سازی�قطر�به�صورت�  4

� E E Ed dS r E E
( ) ( )

( )
π + π + +π π=π =π = = = = π+ π +

2 222 2 210 100 20 25 5
2 4 4 4 4

�

�کم�تر�است. 5
6
�یعنی� π×

π
15
6

�است�که�از� Eπ5 �صرف�نظر�می�کنیم،�پس�خطای�اندازه�گیری�مساحت� Eπ 2
4

با�توجه�به�کوچک�بودن��Eاز�

ابزار�اندازه�گیری�در�تعیین�طول�ضلع�مربع�در�ابتدا�ابزاری�با�دقت�سانتی�متر�بوده�است.�برای�مدل�سازی�طول�براساس�میلی�متر،�احتیاج�  ‌هنیز    2  4
به�اندازه�گیری�مجدد�با�ابزار�مناسب�است.

سراسری خارج از کشور - 90  ‌هنیز    3 جمع�آوری�داده�ها�باید�به�صورت�تصادفی�باشد.�  2

در�سرشماری�تمام�افراد�جامعه�مورد�مطالعه�قرار�می�گیرند.  ‌هنیز    4  4

]  ‌هنیز    5 / ] [ / ]× + = + =150 0 362 1 54 3 1 55 � شماره�ی�نمونه�ی�مورد�نظر�برابر�است�با:�  4

سراسری خارج از کشور - 91  ‌هنیز    6 نوع�آلایندگی�هوا،�قابل�اندازه�گیری�نبوده�و�دارای�ترتیب�نیست.�  3

تعداد�دانش�آموزان،�قابل�اندازه�گیری�است�و�فقط�می�تواند�اعداد�طبیعی�باشد.  ‌هنیز    7  1

�است�و�تعداد�کل�اتومبیل�ها��800است،�پس�مقدار�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    8 + =220 260 480 تعداد�اتومبیل�ها�با��3یا��4سرنشین�برابر�  4

� %/= =480 0 6 60
800

�

�با�فراوانی��36قرار�دارند�و�داریم:  ‌هنیز    9 [ , )52 56 �عدد��54است،�پس��22/5درصد�داده�ها�در�بازه�ی� [ , )52 56 مرکز�دسته�ی�  2

� n n
n

/
/

= ⇒ = ⇒ =22 5 36 3600 160
100 22 5

�
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�  ‌هنیز    10 #Ï»H#Á¾Twj#¸ÃÄIQ#·Ho¨ = − × =74 3 3 65 � �است�و�داریم:� − =77 74 3 طول�هر�دسته�برابر�  4
�´ÀjqºIQ#Á¾Twj#Á¯IM#·Ho¨ = + × =77 11 3 110 �

�قرار�دارند�و�دامنه�ی�تغییرات�آن�ها�برابر��45اس��ت.�اگر�این�داده�ها�در��9طبقه�دس��ته�بندی�ش��وند�طول�هر�دسته�برابر� [ , ]65 11 بنابراین�داده�ها�در�محدوده�ی�

�است. [ , ]105 110 �یا� [ , ]−110 5 110 �است�و�حدود�دسته�ی�آخر�به�صورت� =45 5
9
�و�کران�بالای�طبقه�ی�هش��تم�برابر�  ‌هنیز    11 − × =26 3 3 17 �اس��ت،�پس�کران�پایی��ن�طبقه�ی�اول�براب��ر� − =29 26 3 ط��ول�هر�دس��ته�برابر�  3

�است.�اگر�این�داده�ها�را�در��6طبقه�دسته�بندی�کنیم،�طول�هر� − =41 17 24 �است.�یعنی�داده�ها�از��17تا��41هستند�و�دامنه�ی�تغییرات�برابر� + × =29 3 4 41

�می�باشد. + =433 35
2

�است.�مرکز�این�دسته�عدد� [ , )33 37 �یا� [ , )+ × + ×17 4 4 17 5 4 �می�شود�و�حدود�طبقه�ی�پنجم�به�صورت� =24 4
6

دسته�برابر�

�  ‌هنیز    12 [ , )34 37 �یا� [ , )+ × + ×22 4 3 25 4 3 �است.�حدود�دسته�ی�وس��ط�)یعنی�دسته�ی�پنجم(�به�صورت� − =25 22 3 طول�هر�دس��ته�برابر�  3

�داده�ی�کم�تر�از��34داریم،�یعنی�تعداد� × =45 120 54
100

�داده�در�این�دسته�قرار�دارند.�ضمناً� / × =0 2 120 است.�فراوانی�نسبی�این�دسته�برابر��0/2است،�پس�24

�داده�کم�تر�از��37موجود�است. + =54 24 78

اگر�فراوانی�مطلق�دسته�ی�وسط�قبل�از�افزوده�شدن�داده�های�جدید�را�برابر��fو�تعداد�افزایش�داده�ها�را�برابر��xدر�نظر�بگیریم،�داریم:�  ‌هنیز    13  3

� f f x f f x xf x f f x
n n f

+ += ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

18 8 10 2 8
20 80 100 4

�

�است،�این�  ‌هنیز    14 [ / , / )28 5 31 5 �یا� [ / , / )− +30 1 5 30 1 5 �است.�پس�حدود�دسته�ی�وسط� − =27 24 3 طول�هر�دسته�در�این�طبقه�بندی�برابر�  3
دسته�طبق�نمودار�دارای�فراوانی��12بوده�که�با�اضافه�شدن�داده�ی�29،�دارای�فراوانی�مطلقی�برابر��13است،�پس�درصد�فراوانی�نسبی�در�این�دسته�برابر�است�با:

� %= = =
+
13 13 1 25
50 2 52 4

�

مس��احت�سطح�زیر�نمودار�چندبر�فراوانی�و�مس��احت�نمودار�مستطیلی�با�هم�برابر�است�  ‌هنیز    15  3
S
S
=
′

1 پس:��

سراسری خارج از کشور - 89 �

�است،�پس�تعداد�آن�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    16 − =67 55 12 درصد�فراوانی�نسبی�داده�های�فاصله�ی��44تا��47برابر�  2
� × = × =12 375 12 9
100 4

�

مجموع�درصدهای�فراوانی�نسبی�برابر��100است،�پس:  ‌هنیز    17  2
� x x x/ / /+ + + + = ⇒ + = ⇒ =17 20 5 22 18 100 77 5 100 22 5 �

�با�مرکز��26/5برابر��22/5درصد�است�و�زاویه�ی�مربوط�به�این�دسته�در�نمودار�دایره�ای�برابر�است�با: [ , )25 28 بنابراین�درصد�فراوانی�نسبی�دسته�ی�

� / × = 022 5 360 81
100

�

�داده�در�دسته�ی�ششم�واقع�است.�پس�داریم:  ‌هنیز    18 − =250 225 25 �225داده�در�دسته�های��1تا��5قرار�دارند،�پس�  4

� Á¾Twj#¾M#‡¼Mo¶#Á¾Ä»Hp = × = 0256 360 36
250

�

� Á¾Twj#¾M#‡¼Mo¶#Á¾Ä»Hp /= × = 05 0 2 360 72 �

�است. + =0 0 036 72 108 پس�زاویه�ی�خواسته�شده�برابر�

با�توجه�به�جدول�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    19  2

−40 120−30 40−20 30−10 20−0 سن10

درصد�فراوانی�نسبی3019151917

× = 015 360 54
100

بنابراین�زاویه�ی�مربوط�به�گروه�سنی��20تا��30سال�برابر�است�با:�

�برابر��6است،�پس:  ‌هنیز    20 [ , )40 47 با�توجه�به�نمودار�داده�شده،�تعداد�کل�داده�ها�برابر��25و�داده�های�در�فاصله�ی�  1
� %= =6 24 24
25 100

�
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  پاسخ تشریحی آزمون 84  

داده�های�هر�دسته�را�مساوی�مرکز�دسته�در�نظر�می�گیریم،�میانگین�برابر�است�با:  ‌هنیز    1  1

� x /× + × + × + × + × + + + + ×= = = = = =
+ + + + ×

3 15 4 19 5 23 2 27 1 31 45 76 115 54 31 321 107 2 214 21 4
3 4 5 2 1 15 15 5 2 10

�

سراسری خارج - 92 �

از�تمام�داده�ها��120واحد�کم�می�کنیم،�میانگین�داده�های�جدید�برابر�است�با:  ‌هنیز    2  2

� y
( ) ( )

/
− + − + × + × + × − += = = =

+ + + +
5 10 8 4 15 2 12 8 10 14 82 266 184 3 68

5 8 15 12 10 50 50
�

x y /= + =120 123 68 بنابراین�میانگین�داده�های�اصلی�برابر�است�با:�
سراسری - 91 �

عدد��80را�از�تمامی�داده�ها�کم�می�کنیم،�میانگین�داده�های�حاصل�عبارت�است�از:  ‌هنیز    3  2

y
( ) ( ) ( )− + − + − + + × + + + + + + × + + − += = = =
2 5 4 2 3 0 2 1 2 4 7 11 12 3 13 14 19 20 110 90 5

18 18 18
x y= + =80 85 بنابراین�میانگین�داده�های�اصلی�برابر�است�با:�

فراوانی�تجمعی�دسته�ی�آخر�برابر��80است،�پس�تعدادکل�داده�ها��80تا�است.�فراوانی�مطلق�دسته�ها�به�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    4  1

مرکز�دسته1110987

فراوانی�مطلق122420168

y
( ) ( ) ( )

/
− + − + × + × + × − += = = =

8 2 16 1 20 0 24 1 12 2 32 48 16 0 2
80 80 80

از�تمامی�داده�ها��9واحد�کم�می�کنیم.�میانگین�داده�های�جدید�برابر�است�با:�

x y /= + =9 9 2 بنابراین�میانگین�داده�های�اصلی�برابر�است�با:�
سراسری - 92 �

�واحد�کم�کنیم.�یعنی:  ‌هنیز    5 − =1204 1024 180 برای�محاسبه�ی�میانگین�صحیح�باید�به�مجموع�داده�ها�به�مقدار�  2

� x  
× −= = − = − =45 1124 180 1801124 1124 4 1120

45 45
�

داده�های�هر�دس��ته�را�مس��اوی�مرکز�دسته�در�نظر�می�گیریم�و�از�تمامی�داده�ها��18واحد�کم�می�کنیم.�میانگین�داده�های�جدید�باید�برابر�  ‌هنیز    6  4
x x x x x x

x x
( ) ( )

/ / / /
× − + − + × + × + × − + += ⇒ = ⇒ + =− + ⇒ = ⇒ =

+ + + + +
3 7 4 3 7 1 5 1 9 33 16 50 4 0 4 6 0 4 17 5 23 4 6 5

3 4 7 1 15
�0/4باشد،�پس:�

× = × = × =
+

05 5 1360 360 360 90
15 5 20 4

�برابر��5است�و�زاویه�ی�مربوط�به�آن�در�نمودار�دایره�ای�برابر�است�با:�  [ , )21 25 بنابراین�فراوانی�مطلق�بازه�ی�

سراسری - 90 �

ابتدا�میانگین�داده�ها�را�به�روش�سریع�محاسبه�می�کنیم.�از�تمامی�داده�ها��100واحد�کم�می�کنیم،�میانگین�این�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    7  2

� y − − − − − − − + + + + + − += = =−20 19 15 8 6 4 3 0 0 3 4 8 75 15 5
12 12

�

�است.�اگر�تمامی�داده�ها��3برابر�شوند�و�از�آن�ها��40واحد�کم�شود،�میانگین�نیز�همین�طور�خواهد�شد،�یعنی: x = − =100 5 95 پس�میانگین�داده�های�اصلی�برابر�
� x x′= − = × − = − =3 40 3 95 40 285 40 245 �

اگر�به�تمامی�داده�ها��1/5واحد�اضافه�شود،�به�میانگین�نیز��1/5واحد�اضافه�می�شود.�پس�میانگین�داده�ها�برابر��8/5است.�پس�داریم:  ‌هنیز    8  2

� a a a a a a
a a

/ / / /× + × + × + × + + += ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+ + + +

4 3 5 7 11 3 15 12 35 11 458 5 8 5 102 8 5 92 11 2 5 10 4
4 5 3 12

�

سراسری - 89 بنابراین�فراوانی�دسته�ی�سوم�برابر��4است.�

فراوانی�مطلق�دسته�ی�اول�قبل�از�اضافه�شدن�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    9  1� f /= × =1 0 1125 80 9 �
�10داده�ی�اضافه�شده�بزرگ�تر�از�میانه�هستند،�پس�به�بعد�از�دسته�ی�وسط�اضافه�می�شوند�و�در�دسته�ی�اول�قرار�نمی�گیرند،�فراوانی�نسبی�جدید�دسته�ی�اول�

f /′= = =
+1
9 9 0 1

80 10 90
برابر�است�با:�
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می�دانیم�در�نمودار�جعبه�ای�داده�های�بین�چارک�اول�و�س��وم�داخل�جعبه�و�داده�های�دیگر�بیرون�جعبه�هس��تند،�از�آن�جا�که�در�کل��36  ‌هنیز    10  3
داده�وجود�دارد،��9داده�کوچک�تر�از�چارک�اول�با�میانگین��22و��9داده�بزرگ�تر�از�چارک�سوم�با�میانگین��30داریم.�اگر�میانگین��18داده�ی�داخل�جعبه�برابر�

��aباشد،�با�توجه�به�این�که�میانگین�کل�داده�ها�برابر��27/5است،�داریم:

� a a a a/ ( ) /× + × + × = ⇒ + = × ⇒ + = ⇒ =9 22 9 30 18 27 5 18 26 36 27 5 26 55 29
36

�

ابتدا�میانگین�داده�ها�را�به�روش�سریع�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    11  3
� x

( ) ( )− + − + × + × + ×
= + = + =

+ + + +
4 6 3 3 9 0 7 3 2 6 018 18 18

4 3 9 7 2 25
�

( ) ( )
/

− + − + × + × + × + + +σ = = = × = =
2 2 2 2 2

2 4 6 3 3 9 0 7 3 2 6 144 27 63 72 306 4 1224 12 24
25 25 25 4 100

با�استفاده�از�دستور�محاسبه�ی�واریانس�داریم:�

سراسری خارج از کشور - 90 �

فقط�داده�ی�13،�بیش�از�یک�بار�تکرار�شده،�پس�مد��13می�باشد،�میانگین�بقیه�ی�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    12  3

� x + + + += =14 19 12 17 18 16
5

�

با�استفاده�از�فرمول�محاسبه�ی�انحراف�معیار�داریم:

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/ /

− + − + − + − + − + + + +σ= = = =
2 2 2 2 214 16 19 16 12 16 17 16 18 16 4 9 16 1 4 34 6 8 2 6

5 5 5
 �

از�تمامی�داده�ها��16واحد�کم�می�کنیم.�مجموع�اعداد�به�دست�آمده�باید�برابر�صفر�باشد:  ‌هنیز    13  3
� a a a a( ) ( ) ( )× − + − + × + + × = ⇒− − + + = ⇒ = ⇒ =5 4 7 2 10 0 2 3 4 0 20 14 2 12 0 2 22 11�

( ) ( ) ( ) ( )
/

− + − + × + × + × + + +σ = = = =
+ + + +

2 2 2 2 2
2 5 4 7 2 10 0 11 2 3 4 80 28 44 48 200 25 5 55

5 7 10 11 3 36 36 9
 بنابراین�واریانس�داده�ها�برابر�است�با:�

اگر�واریانس�داده�های�آماری�برابر�صفر�باش��د،�تمامی�داده�ها�مس��اوی�هس��تند.�از�جایی�که�میانگین،�با�اضافه�شدن��16�،�24و��26تغییر�  ‌هنیز    14  4
نمی�کند،�پس�میانگین�داده�های�قبلی�برابر�میانگین�این��3داده�است.

� x + += = =26 16 24 66 22
3 3

�

پس�تمامی��11داده�برابر��22بوده�اند.�انحراف�معیار��14داده�برابر�است�با:

� ( ) ( ) ( )× + − + − + − + +σ= = = = =
2 2 2 211 0 24 22 26 22 16 22 4 16 36 56 4 2

14 14 14
�

میانگین�نمرات�مهارت�کاری�هر�دو�فرد�برابر��25است.�واریانس�نمرات�دو�نفر�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    15  4

� A
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/
− + − + − + − + − + + + +σ = = = =

2 2 2 2 222 25 23 25 24 25 27 25 29 25 9 4 1 4 16 34 6 8
5 5 5

�

� B
( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − + − + − + − + + + +σ = = = =

2 2 2 2 221 25 24 25 25 25 27 25 28 25 16 1 0 4 9 30 6
5 5 5

�

واریانس�نمرات�مهارت�فرد��Bکم�تر�است،�پس�دقت�عمل�وی�بیش�تر�است.

�  ‌هنیز    16   , , , , , , , , , , , ,7 9 10 11 12 12 13 16 17 17 18 20 21� داده�ها�را�به�صورت�صعودی�مرتب�می�کنیم:�  4
�داخل�جعبه�قرار�  , , , , , ,11 12 12 13 16 17 17 میانه�ی�این��13داده��13می�باش��د.�چارک�اول�وس��ط��10و��11و�چارک�دوم�وس��ط��18و��17است.�پس�داده�های�

دارند.�میانگین�این��7داده�برابر��14است�و�واریانس�آن�ها�برابر�است�با:

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/

− + − + − + − + − + − + − + + + + + +σ = = =
2 2 2 2 2 2 2

2 11 14 12 14 12 14 13 14 16 14 17 14 17 14 9 4 4 1 4 9 9 40 5 71
7 7 7

 �

میانگین�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    17  2
� x

( ) ( )− + − + × + × + ×
= + = + =

+ + + +
3 2 2 1 12 0 6 1 1 2 010 10 10

3 2 12 6 1 24
�

( ) ( )− + − + × + × + ×
σ = = =

2 2 2 2 2
2 3 2 2 1 12 0 6 1 1 2 24 1

24 24
واریانس�این�داده�ها�نیز�برابر�است�با:�

CV
x

/σ= = =1 0 1
10

پس�ضریب�تغییرات�برابر�است�با:�

سراسری خارج از کشور - 89 �
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میانگین�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    18  3

� ix
x

n
= = =∑ 72 6

12
�

ix
x

n
σ = − = − = − =∑ 2
2 2 2480 6 40 36 4

12
واریانس�این�داده�ها�برابر�است�با:�

CV
x
σ= = = =4 2 1

6 6 3
بنابراین�برای�ضریب�تغییرات�داریم:�

�بنامیم،�میانگین�محیط�مربع�ها��4برابر�میانگین�طول�اضلاع�است،�پس:  ‌هنیز    19 ix اگر�طول�اضلاع�را�  4

� x = =84 21
4

�

ix
x

n
σ = − = − = − =∑ 2
2 2 2490 21 490 441 49 �است،�برای�واریانس�داریم:� ix

n
∑ 2

با�توجه�به�این�که�میانگین�مساحت�مربع�ها�برابر�

CV
x

/σ= = = =49 7 1 0 33
21 21 3

 پس�ضریب�تغییرات�طول�اضلاع�برابر�است�با:�

سراسری خارج از کشور - 92 �

�پس�داریم:  ‌هنیز    20 x x′= +2 3 �و�داده�های�قدیم�را��xبنامیم�داریم:� x′ اگر�هر�داده��ی�جدید�را�  3

� CV xxx
CV x

x x
( ) ( )

′ σσ
′ σ× ×′ += = = = = =

σ σ σ× + × +

2
2 2 12 24 82 3
2 3 2 12 3 27 9

�

سراسری - 92 �

  پاسخ تشریحی آزمون 85  

,  ‌هنیز    1 , , ,10 12 14 16 18 مرکز�دسته�ها�به�ترتیب�برابر�است�با:�  2
اگر��14واحد�از�تمامی�داده�ها�کم�کنیم،�میانگین�داده�های�جدید�برابر�است�با:

� y
( ) ( ) ( )

/
− + − + + × + × − += = = =

+ + + +
8 4 11 2 16 0 14 2 11 4 54 72 18 0 3

8 11 16 14 11 60 60
�

x y /= + =14 14 3 بنابراین�میانگین�داده�های�اصلی�برابر�است�با:�

از�تمامی�مرکز�دسته�ها��20واحد�کم�می�کنیم،�فراوانی�مطلق�دسته�های�جدید�برابر�است�با:  ‌هنیز    2  1
مرکز�دسته�ی�جدید840-4-8
فراوانی�مطلق587128

y
( ) ( )− + − + × + × + × − += = =−
8 8 12 4 7 0 8 4 5 8 112 72 1

40 40
میانگین�این�داده�ها�برابر�است�با:�

x y= + = − =20 20 1 19 پس�میانگین�داده�های�اصلی�برابر�است�با:�

مجموع�درصد�فراوانی�نسبی�تمامی�دسته�ها�برابر��100است،�پس:  ‌هنیز    3  4
� + + +α= ⇒α=15 30 25 100 30 �
� ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) / / / / /× + × + × + × = + + + =12 0 15 15 0 3 18 0 25 21 0 3 1 8 4 5 4 5 6 3 17 1� میانگین�داده�ها�را�می�توان�به�روش�زیر�محاسبه�کرد:�

سراسری خارج از کشور - 91 �

اگر�درصد�نمره�ی�ادبیات�داوطلب�را��xبنامیم،�برای�آن�که�میانگین�داوطلب�بزرگ�تر�یا�مساوی��75باشد،�داریم:  ‌هنیز    4  3

� x x x x× + × + × + × ≥ ⇒ + ≥ × ⇒ ≥ ⇒ ≥
+ + +

4 2 90 3 81 8 70 75 4 983 17 75 4 292 73
4 2 3 8

�

پس�حداقل�درصد�ادبیات�مورد�قبول�برابر��73است.
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xa  ‌هنیز    5 −= 12
2

از�کلیه�ی�داده�ها��12واحد�کم�کرده�و�بر��2تقسیم�می�کنیم:�  1

210-1-2a
39552f

�خواسته�شده�است. a میانگین�داده�های�جدید�همان�

� a
( ) ( ) ( )

/
− + − + + × + × − += = = =

2 2 5 1 5 0 9 1 3 2 9 15 1 0 25
24 24 4

�

از�تمامی�داده�ها��60واحد�کم�می�کنیم�تا�با�اعداد�کوچک�تری�میانگین�را�محاسبه�کنیم:  ‌هنیز    6  1

� y − − − + + + + + + + + += = =2 2 1 0 1 4 5 11 12 12 15 17 72 6
12 12

�

x y= + =60 66 بنابراین�میانگین�داده�های�اصلی�برابر�است�با:�
xa + += = = =4 66 4 70 14
5 5 5

اگر�به�تمام�داده�ها��4واحد�اضافه�کرده�و�سپس�بر��5تقسیم�کنیم�میانگین�نیز�چنین�خواهد�شد:�

میانگین�داده�ها�برابر��13/1است،�پس:  ‌هنیز    7  3

� a a a/ + + + + + + + + += ⇒ = + ⇒ =16 9 17 13 10 10 17 11 1613 1 131 119 12
10

�

    , , , , , , , , ,9 10 10 11 12 13 16 16 17 17 حال�اگر�داده�ها�را�به�ترتیب�صعودی�منظم�کنیم�داریم:�
بنابراین�میانه�وسط�دو�عدد��12و��13یعنی��12/5است.

راه حل اول: مد،�داده�ی�با��بیش�ترین�تکرار�اس��ت.�از�آن�جایی�که�تمامی�داده�ها�به�جز��xیک�بار�تکرار�ش��ده�اند،�پس�احتمالا�x�ًمد�است،�  ‌هنیز    8  2
x x x x x x+ + + + + + = ⇒ = + ⇒ = ⇒ =90 100 85 80 75 110 7 540 6 540 90

7
پس�میانگین�نیز�هست�و�داریم:�

, , , , ,75 80 85 90 100 110 راه حل دوم:�داده�ها�را�)به�جز�x(�به�صورت�صعودی�مرتب�می�کنیم:�
�می�تواند�هم�زمان�مد�و�میانه�باشد. x =90 با�امتحان�کردن�گزینه�ها،�فقط�

از��24داده�ای�که�داریم،��6داده�ی�کوچک�تر�و��6داده�ی�بزرگ�تر�را�حذف�می�کنیم،�بقیه�ی�داده�ها�که�بین�چارک�اول�و�سوم�هستند،�داخل�  ‌هنیز    9  3
     , , , , , , , , , , ,47 50 50 51 51 53 54 56 59 61 62 63 جعبه�قرار�دارند،�این�داده�ها�عبارت�هستند�از:�

y /− − − − − − − + + + + + − −= = = =−8 5 5 4 4 2 1 1 4 6 7 8 3 1 0 25
12 12 4

میانگین�این�داده�ها�با�کم�کردن��55واحد�از�هر�کدام�برابر�است�با:�

x y / /= + = − =55 55 0 25 54 75 پس�میانگین�خواسته�شده�برابر�است�با:�

از��31داده،��15داده�کم�ت��ر�از�میان��ه�و��15داده�بزرگ�تر�از�میانه�اس��ت.�از��15داده�ی�کم�تر�از�میان��ه،��7تا�کم�تر�از�چارک�اول�و�از��15  ‌هنیز    10  3
داده�ی�بزرگ�تر�از�میانه،��7تا�بزرگ�تر�از�چارک�سوم�هستند،��17داده�ی�باقی�مانده�داخل�و�روی�جعبه�هستند،�پس�میانگین�کل�داده�ها�برابر�است�با:

� x /× + × + ×= =7 12 17 15 7 21 486 15 67
31 31

 �

میانگین�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    11  1

� a
x

a a
( ) ( ) ( )− + − + × + + ×

= + = + =
+ + + + +

3 4 2 2 0 6 2 1 4 010 10 10
3 2 6 1 12

�

با�توجه�به�این�که�واریانس�برابر��6است،�داریم:

� a
a a a

a
( ) ( )− + − + × + × + ×

= ⇒ + = + + + ⇒ = ⇒ =
+

2 2 2 2 23 4 2 2 0 6 2 1 46 72 6 48 8 24 16 6 24 4
12

�

میانگین�هر�دو�گروه�یکسان�و�برابر�میانگین��25داده�است،�پس�داریم:  ‌هنیز    12  2

�
i

i i i

i
i

x
x x x x y x x

x x
y

x y x

    

( ) ( ) ( ) ( / )

/ ( / )


= − ⇒ = + + + + + ⇒σ = − = −

 = − ⇒ = +

∑ ∑ ∑
∑ ∑

2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2

2 2 2

12 15 12 15 12 10 7 615
25 25

7 6 10 7 6
10

�

� x x x x /+ += − = + − = ⇒σ= = =
2 2 2 2180 76 25 256 256 256 16 3 2

25 25 25 25 5
�
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میانگین�داده�های�پایین�تر�از�چارک�اول�و�میانگین�داده�های�بزرگ�تر�از�چارک�س��وم�برابر�اس��ت،�پس�همه�ی�داده�ها�مس��اوی�هس��تند�و�  ‌هنیز    13  1
انحراف�معیار�داده�ها�مساوی�صفر�است.

میانه�ی�این��15داده،�داده�ی�هش��تم�یعنی��34اس��ت.�داده�ی��45دو�بار�تکرار�شده�)بیش�از�هر�داده�ی�دیگری�تکرار�شده(�پس�مد�است.�  ‌هنیز    14  3
�هستند�و�داریم:  »  , ,36 37 39 44 داده�های�بین�میانه�و�مد��4داده�ی�

� x + + += + = + =6 7 9 14 3630 30 39
4 4

�

� ( ) ( ) ( ) ( )
/

− + − + − + − + + +σ = = = =
2 2 2 2

2 36 39 37 39 39 39 44 39 9 4 0 25 38 9 5
4 4 4

�

اگر�طول�اضلاع�را��xبنامیم�داریم:  ‌هنیز    15  3
� i i ix x x

x
n n n

σ = − ⇒ = − ⇒ =∑ ∑ ∑2 2 2
2 2 5 144 149 �

�برابر�میانگین�مساحت�مربع�ها�است،�جواب�سؤال�برابر��149است. ix
n

∑ 2
از�آن�جا�که�

میانه�ی�این��12داده�بین�داده�ی�ششم�و�هفتم�است.�پس��3داده�ی�اول�کوچک�تر�از�چارک�اول�و��3داده�ی�آخر�بزرگ�تر�از�چارک�سوم�  ‌هنیز    16  3
�باقی�می�مانند�و�داریم: , , , , ,6 6 8 8 9 هستند،�با�حذف�آن�ها��6داده�ی�11

�
x

CV
x

/

× + × + + = = = σ⇒ = =
+ + + + +σ = = =



2 2 2 2 2 22

2 6 2 8 9 11 48 8
36 6 0 21

2 2 0 0 1 3 18 83
6 6

 �

همواره�مجموع�اختلاف�داده�ها�از�میانگین�برابر�صفر�است،�پس�میانگین�برابر��12است�و�داریم:  ‌هنیز    17  2

� ix x
CV

n x
( )

/
− σσ = = = ⇒ = = = =∑ 2

2 450 9 39 0 25
50 12 12

�

�است�و�داریم:  ‌هنیز    18 =48 6
8

میانگین�این�داده�ها�برابر�  3

� i i
i

x x
CV x

x
/σ= ⇒σ= × ⇒σ= ⇒σ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =∑ ∑ ∑

2 2
2 2 26 0 5 3 9 6 9 45 360

8 8
�

�و�داده�های�قدیم�را��xبنامیم�داریم:  ‌هنیز    19 x′ اگر�داده�های�جدید�را�  4
� x x x x x x x x′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ =1 1 92 2

4 4 4
�

�
x

CV x CV
CV

x x

// /

σ
′σ

′ ′ ′= = = = ⇒ = × = =
σ σ

2
9

2 8 8 10 84 1 35 1 2
9 9 9 9
4

�

x  ‌هنیز    20 x( )′= +5 �می�نامیم.� x′ داده�های�قدیم�را��xو�داده�های�جدید�را�  3

�
CV x

x x x x x
CV x

x x

/ / /
/ / / / /

/ / / ( ) /

σ = ⇒ = ⇒σ=
⇒ = + ⇒ = ⇒ = ′σ σ ′= = = ⇒ = ⇒σ= +

 ′ +

0 08 0 08 0 08
0 08 0 075 0 375 0 005 0 375 75

0 075 0 075 0 075 5 0 075
5

�

  پاسخ تشریحی آزمون 86 

با�توجه�به�رابطه�ی�حجم�کره�بر�حسب�شعاع�داریم:�  ‌هنیز    1  3
� V R E E E E( ) ( )= π = π + = π + +3 3 2 34 4 42 8 12 6

3 3 3
�

� V E E( ) ππ + = + +π4 328 12 16
3 3
 � �صرف�نظر�کرد،�پس:� E3 �و� E26 با�توجه�به�کوچک�بودن��Eمی�توان�از�

�می�باشد. Eπ16 بنابراین�خطای�اندازه�گیری�حجم�
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)�اس��ت.�  ‌هنیز    2 / )17 8 )�و�کران�بالای�دس��ته�ی�اول�برابر�کران�پایین�دس��ته�ی�دوم� / )17 2 کران�پایین�دس��ته�ی�اول�همان�کوچک�ترین�داده�  3
�است،�پس�طول�هر�دسته�برابر��0/6است. / /−17 8 17 2 بنابراین�طول�دسته�ی�اول�برابر�

�می�باشد�که�مرکز�آن��22/3است. [ , / ]22 22 6 با�توجه�به�این�که�بزرگ�ترین�داده�برابر��22/6است،�پس�دسته�ی�آخر�به�صورت�

�به�دست�می�آید،�پس:  ‌هنیز    3 if
n

θ= × 0360 زاویه�ی�هر�حالت�در�نمودار�دایره�ای�از�فرمول�  2

� i if f
n n

/×= × ⇒ = = = =
00
0

27 3 3 2527 360 0 075
40 1000360

�

بنابراین�درصد�فراوانی�نسبی�برابر��7/5است.

�می�باش��د�و�دس��ته�ها�  ‌هنیز    4 =21 3
7

�و�تعداد�دس��ته�ها�برابر��7اس��ت،�پس�طول�هر�دس��ته�برابر� − =52 31 دامنه�ی�تغییرات�داده�ها�برابر�21  2

به�صورت�زیر�هستند:
� [ , ) [ , ) [ , ) [ , ) [ , ) [ , ) [ , ]− − − − − −31 34 34 37 37 40 40 43 43 46 46 49 49 52 �

�برابر�است�با: [ , )40 43 با�توجه�به�صورت�سؤال�فراوانی�نسبی�دسته�ی�وسط�
� i i

i
f f

f
n

( / / ) / / / /= − + = − = ⇒ = ⇒ = × =1 0 37 0 48 1 0 85 0 15 0 15 0 15 80 12
80

�

فرض�کنیم�فراوانی�مطلق�دسته�ی�وسط�برابر��xبوده�و��nداده�از��20داده�ی�اضافه�شده�به�دسته�ی�وسط�اضافه�شود.�فراوانی�نسبی�دسته�ی�  ‌هنیز    5  4

� x n x nx n x x n
x

+ = × ⇒ + = ⇒ = ⇒ = 92 50 50 140 90 50
70 50 5

� وسط��2برابر�می�شود،�پس:�

با�توجه�به�رابطه�ی�به�دست�آمده،�نسبت�فراوانی�مطلق�دسته�ی�وسط�در�حالت�جدید،�نسبت�به�حالت�ابتدایی�برابر�است�با:
� x n n

x x
/+ = + = + = =9 141 1 2 8

5 5
�

�می�باشد،�با�توجه�به�این�که�تعداد�کل�داده�ها�برابر�  ‌هنیز    6 − =25 16 9 �برابر��15است�و�فراوانی�این�دسته�برابر� [ / , / )13 5 16 5 مرکز�دسته�ی�  4
�در�نمودار�دایره�ای�برابر�است�با: [ / , / )13 5 16 5 فراوانی�تجمعی�دسته�ی�آخر�یعنی��36می�باشد،�زاویه�ی�مربوط�به�دسته�ی�

� × = 09 360 90
36

�

مس��احت�زیر�نمودار�چندبر�فراوانی�با�مساحت�زیر�نمودار�مستطیلی�برابر�است.�با�توجه�به�  ‌هنیز    7  4
این�که�مساحت�زیر�نمودار�مستطیلی�برابر�حاصل�ضرب�مجموع�فراوانی�دسته�ها�در�طول�دسته�ها�است،�پس�فراوانی�

،�بنابراین�بیش�ترین�درصد�فراوانی�نسبی�برابر�است�با:� =50 25
2

کل�برابر�است�با�

� × =9 100 36
25

�

از�تمامی�داده�ها��90واحد�کم�می�کنیم،�میانگین�داده�های�جدید�برابر�است�با:  ‌هنیز    8  2

� y − − − − − + + + + + + + + − += = = =5 5 3 2 2 4 4 4 7 7 10 10 10 17 56 39 3
13 13 13

�

� x y= + =90 93 � بنابراین�میانگین�نمرات�اصلی�برابر�است�با:�

مد�)داده�با�بیش�ترین�تکرار(�عدد��32و�میانه�ی�این��25داده،�داده�ی�سیزدهم�)24(�است.�داده�های�بین�این�دو�مقدار�عبارت�اند�از:  ‌هنیز    9  3
� , , , ,24 28 29 30 31�

میانگین�این�داده�ها�به�روش�سریع�برابر�است�با:

� x
( ) ( ) ( )

/ /
− + − + − + + −= + = + = − =
6 2 1 0 1 830 30 30 1 6 28 4

5 5
�

راه حل اول: مد،�داده�ی�با�بیش�ترین�تکرار�اس��ت.�تمامی�داده�ها�یک�بار�تکرار�ش��ده�اند،�پس�احتمالا�x�ًبرابر�یکی�از�داده�های�دیگر�بوده�و�  ‌هنیز    10  2
مد�است�)داده�ای�با��2بار�تکرار(،�بنابراین��xمیانگین�نیز�هست،�پس:

� x x x x x x+ + + + + + + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =63 70 66 50 77 65 64 455 8 7 455 65
8

�

� , , , , , ,50 63 64 65 66 70 77 � راه حل دوم:�به�جز��xبقیه�ی�داده�ها�را�به�صورت�صعودی�مرتب�می�کنیم:�
میانه�ی�این�هفت�داده��65است،�با�امتحان�کردن�گزینه�ها�به�این�نتیجه�می�رسیم�که��xهم�باید��65باشد�تا�میانه�،�مد�و�میانگین�برابر�شوند.
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مجموع�فراوانی�نسبی�دسته�ها�برابر�یک�است،�پس:  ‌هنیز    11  4
� / / / /+ + +α= ⇒α=0 1 0 25 0 2 1 0 45 �

حال�به�محاسبه�ی�میانگین�و�واریانس�می�پردازیم:
� x / / / / / /= × + × + × + × = + + + =0 1 8 0 25 12 0 2 16 0 45 20 0 8 3 3 2 9 16 �
� / ( ) / ( ) / / ( ) / / /⇒σ = × − + × − + × + × = + + + =2 2 2 2 20 1 8 0 25 4 0 2 0 0 45 4 6 4 4 0 7 2 17 6 �

با�توجه�به�فرمول�محاسبه�ی�میانگین�و�انحراف�معیار�داریم:  ‌هنیز    12  3

� i i
i

x x
x

( )
,

−
= ⇒ = =∑ ∑∑

26
6 24 4

4 4
�

� ykÄk #ÁIÀ½jHj#”] ]µ = + + = ⇒ = =3624 5 7 36 6
6

�

� i i iy x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − + − + − −
σ = = = + = + = ⇒δ=∑ ∑ ∑2 2 2 2 2
2 6 6 7 6 5 6 6 2 16 2 3 3

6 6 6 6 6 6
�

داده�ها�را�به�صورت�صعودی�مرتب�می�کنیم:  ‌هنیز    13  3
� , , , , , , , ,5 6 7 7 8 10 1113 13 �

� x + + + += = =8 10 11 13 13 55 11
5 5

� میانه�)داده�ی�وسط(�برابر��8است.�داده�های�کم�تر�از�میانه�را�حذف�می�کنیم.�میانگین�سایر�داده�ها�برابر�است�با:�

� ( ) ( ) ( )
/

− + − + + +
σ = = =

2 2 2 2 2
2 3 1 0 2 2 18 3 6

5 5
� بنابراین�واریانس�این�داده�ها�برابر�است�با:�

داده�های�آماری�را�به�صورت�صعودی�مرتب�می�کنیم:  ‌هنیز    14  1
� , , , , , , , , , ,9 111112 14 14 15 15 16 17 18 �
،�داخل�جعبه�قرار�دارند،�میانگین�این�داده�ها� , , , ,12 14 14 15 15 میانه�ی�این��11عدد،��14و�چارک�اول�برابر��11و�چارک�سوم�برابر��16است.�بنابراین�داده�های�

� x + × + ×= = =12 2 14 2 15 70 14
5 5

� برابر�است�با:�

� ( )
/ /

− + × + ×
σ= = =

2 2 22 2 0 2 1 6 1 2 1 1
5 5

 � پس�انحراف�معیار�این�داده�ها�برابر�است�با:�

)�برابر�می�شود،�پس:  ‌هنیز    15 / )21 2 قیمت�های�امسال،�نسبت�به�سال�گذشته��1/2برابر�شده�است،�پس�واریانس�داده�ها�  1

� ( / ) /σ = × = × =2 21 2 5000 1 44 5000 7200 �

میانگین�نمرات�مهارت�فنی�دو�کارگر��Aو��Bبه�ترتیب�برابر�است�با:  ‌هنیز    16  2

� Ax − + + + += + = + =0 1 0 1 2 415 15 1 16
6

�

� Bx − + − + += + = + =1 1 2 1 2 315 15 1 16
6

�

بنابراین�میانگین�نمرات�دو�کارگر�برابر�است�و�واریانس�نمرات�دو�کارگر�برابر�است�با:

� A
( ) ( ) ( )− + − + − + + + + + + +σ = = =

2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 0 1 3 1 4 1 1 9 16

6 6 6
�

� B
( ) ( )+ − + + − + + + + + +σ = = =

2 2 2 2 2 2
2 0 2 1 2 1 2 4 1 4 1 4 14

6 6 6
�

واریانس�نمرات�کارگر��Bکم�تر�از�کارگر��Aاست،�پس�دقت�عمل�کارگر��Bبیش�تر�از�کارگر��Aاست.

میانگین�این�داده�ها�به�روش�سریع�برابر�است�با:  ‌هنیز    17  3

� x − − − + + + + += + = + =3 1 1 0 0 1 2 2 012 12 12
8 8

�

� ( ) ( ) ( )
/

− + − + − + + + + +
σ = = = =

2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 1 1 0 0 1 2 2 20 5 2 5

8 8 2
� پس�واریانس�این�داده�ها�برابر�است�با:�

�CV
x

/ /σ= = 2 5 0 13
12

 � بنابراین�ضریب�تغییرات�داده�ها�برابر�است�با:�
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با�افزودن�مقدار�ثابتی�به�هر�داده،�انحراف�معیار�تغییری�نمی�کند�ولی�میانگین�به�همان�مقدار�افزایش�پیدا�می�کند:  ‌هنیز    18  2

� CVCV
x x x x

/( ) ′σ σ σ′= = = = = =
′ +

0 2 1
5 6 6 6 30

�

میانگین�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    19  1

� x
( ) ( ) ( )− + − + + × + × − − + + += + = + =

+ + + +
4 3 7 1 5 1 3 3 1 5 12 7 5 9 544 44 44

4 7 5 3 1 20
�

انحراف�معیار�داده�ها�برابر�است�با:

� CV
x

( ) ( )
/

− + − + × + × + × + + + + σσ= = = = ⇒ = =
2 2 2 2 24 3 7 1 5 1 3 3 1 5 36 7 5 27 25 100 55 0 05

20 20 20 44
 �

ضریب�تغییرات�برابر�انحراف�معیار�تقسیم�بر�میانگین�است:  ‌هنیز    20  4

�CV
x

/σ σ= ⇒ = ⇒σ= ⇒σ =20 2 3 9
15

�

�است،�پس: ix
x

n
σ = −∑ 2
2 2 یکی�از�فرمول�های�محاسبه�ی�واریانس�

� i ix x
n n

= − ⇒ = + =∑ ∑2 2
29 15 225 9 234 �

�همان�میانگین�مساحت�مربع�ها�می�باشد. ix
n

∑ 2
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آزمون‌های‌مرحله‌ای



پاسخ تشریحی آزمون های فصل هفدهم

  پاسخ تشریحی آزمون 87 

+α  ‌هنیز    1 α+ α= ⇒ α= ⇒α=0 0 03 5 180 9 180 20 �هستند�و�داریم:� α5 �و� α3 �αدر�نظر�بگیریم،�زوایای�دیگر� اگر�زاویه�ی�کوچک�تر�را�  1
�است. − =0 0 090 20 70 بنابراین�متمم�زاویه�ی�کوچک�تر�

نقطه�ی��Aمحل�تقاطع�دو�نیمس��از�اس��ت.�با�اس��تفاده�از�قضیه�ی�خط��وط�موازی�و�مورب�  ‌هنیز    2  1
� B Ĉ,= −α =α1 1180 � می�دانیم:�

�ABCداریم: در�مثلث�
B C

A A A A
ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ−α α+ + = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =
01 1 0 0 0 0 0180180 180 90 180 90

2 2 2 2

CBD  ‌هنیز    3 BCDˆˆ ( )= − = − × = − =0 0 0 0 0 0180 2 180 2 66 180 132 48 مثلث��BCDمتساوی�الساقین�است،�پس:�  3

زاویه�های��dو�c،�زاویه�های�خارجی�هستند،�پس:  ‌هنیز    4  1
d a b

c a b x x c a b
c d x
= + ⇒ = + + ⇒ = − − = +

��Aزاویه�ی�خارجی�مثلث��ABOمی�باشد:  ‌هنیز    5  1
A O B Oˆ ˆ ˆˆ= + ⇒ = − =0 0 0

1 1 125 90 35

�Oو�داریم: Bˆ ˆ= = 0
2 2 40 �هستند،�پس�حتماً�با�هم�برابرند،�یعنی� B̂1هر�دو�متمم��O2 �و� B2از�طرفی�چون�زاویه�های�

x O Oˆ ˆ= − − = − − = − =0 0 0 0 0 0 0
1 2180 180 35 40 180 75 105

�  ‌هنیز    6 0180 �،BCDمتساوی�الس��اقین�هستند.�مجموع�زوایا�در�مثلث��ABDو��ABCدو�مثلث�  1
است،�پس:

β+β+α+α= ⇒α+β=0 0180 90

پس�مثلث��BCDقائم�الزاویه�است.

دو�مثلث��ACDو��ABEبه�حالت�دو�ضلع�و�زاویه�ی�بین،�همنهشت�هستند:  ‌هنیز    7  4
AD BE
B D ACD ABE AC AE
AB CD

ƒ#p#ƒ

∆ ∆ =


= → ≅ ⇒ =
 =

ˆ ˆ

�و�با�توجه�به�این�که�  ‌هنیز    8 B Ĉˆ+ = 090 �زاویه�ی�قائمه�است،�پس� Â راه حل اول: از�آن�جایی��که�  2
B Ĉˆ + = 0
1 1 45 �BIو��CIنیمساز�هستند،�داریم:��

I B C Iˆˆ ˆ ˆ+ + = ⇒ = − =0 0 0 0
1 1 180 180 45 135

AI
ˆ

= + = + =0 0 0 090 90 45 135
2

�است:� Â+090
2
راه حل دوم:�زاویه�ی�حاصل�از�برخورد�دو�نیمساز�داخلی�برابر�

فصل هفدهم: هندسه
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�  ‌هنیز    9 0180 با�توجه�به�ش��کل�مقابل�و�این�که�می�دانیم�مجم��وع�زوایای�یک�مثلث�برابر�  3
است،�داریم:

ABC MDNˆ: ( )
∆

+ − α+ − β= ⇒α+β= ⇒ = − α+β

= − =

0 0 0 0 0 0

0 0 0
58 180 2 180 2 180 119 180

180 119 61

با�توجه�به�متساوی�الساقین�بودن�دو�مثلث��AECو�ABF،�داریم:  ‌هنیز    10  3

E
F

E F

ˆ

ˆ

ˆ ˆ

 =β+γ
 =α+β ⇒β+α+β+β+γ= ⇒ β+α+β+γ= ⇒ β= − ⇒β=
β+ + =

0

0 0 0 0 0

0 130

180 2 180 2 180 130 25
180



،�پس:  ‌هنیز    11 D̂= 0130 در�مثلث�BCD،�داریم�  3
B C B Cˆ ˆˆ ˆ+ + = ⇒ + =0 0 0
1 1 1 1130 180 50

ABC B C A B C A A Aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ:
∆

+ + = ⇒ + + + + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0 0 0 0 0
1 1180 30 40 180 70 50 180 60

؛�داریم:  ‌هنیز    12 M A M Nˆˆ ˆ ˆ,= =2 1 1 1 با�توجه�به�اضلاع�مساوی،�می�دانیم�  2

ABM B M

A M MCMN C M

ABC A B C

ˆ ˆ:

ˆ ˆ ˆ( ( )) ( )ˆ ˆ:

ˆ ˆˆ: ( )

∆

∆

∆


 = −

 ⇒ = − − + =− + − = − = = −


 = − +

0
2

0 0 0 0 0 0 0 00 1 21

0

180 2

180 360 2 180 2180 43 180 86 94180 2

180

سراسری خارج از کشور - 92

با�توجه�به�شکل�روبه�رو،�دو�مثلث��APDو��BPMبه�حالت�»ض�ز�ض«�همنهشت�  ‌هنیز    13  2

،�مثلث��PMDمتساوی�الساقین�است�و�داریم: PD PM= .�ضمناً�از�آن�جایی�که� D Pˆ ˆ=1 هستند،�پس�1

D P DPMP P DPM PMD
D P

 + = − −⇒ + = ⇒ = ⇒ = = =
=

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

0 0 0 00 0 01 2
1 2

1 1

90 180 180 9090 90 45
2 2

�اس��ت،�  ‌هنیز    14 ( )−
=

0
0180 5 2 108

5
در�پنج�ضلعی�منتظم�اندازه�ی�هر�زاویه�ی�داخلی�برابر�  4

.�در�چهارضلعی��ABCOمی�توان�نوشت: A Cˆ ˆ= = =
0 0108 54

2
اگر��AOو��COنیمساز�باشند،�داریم�

A C B O O O+ + + = ⇒ + + + = ⇒ = − =ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ 0 0 0 0 0 0 0 0360 54 54 108 360 360 216 144

C.�ضمناً�با�توجه�به�  ‌هنیز    15 Dˆ ˆ= نیمس��از��BDو�قاعده�ی��BCبا�هم�برابر�هس��تند،�پس�  1

. B Ĉˆ =12 این�که�مثلث��ABCمتساوی�الساقین�است،�داریم�

BDC B D C C C C C A C
∆

+ + = ⇒ + + = ⇒ = = ⇒ = − =ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ:
00 0 0 0 0

1
1 360180 180 72 180 2 36
2 5

�حتماً�زاویه�ی�رأس�است.�پس�می�توان�شکل�مقابل�را�رسم�کرد:  ‌هنیز    16 0100 زاویه�ی�  2

A
C B B A C B

B
D B A

A A

#Â nIi#Á »Hp] ¾Ä

ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ
ˆˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ

−
= = → + = + ⇒ =

⇒ = ⇒ = − + = − + =
= − = 

0
1 0 0

2 3 1 2
0

2 0 0 0 0 0
2 20 0

2 1

180
40 2 140

2
70

180 180 70 80 30
180 80
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�پس:  ‌هنیز    17 D̂= + =0 0 090 60 150 مثلث��ABDمتساوی�الساقین�است�و�  2

Â −= =
0 0 0

1
180 150 15

2
�Cهمچنین�زاویه�ی��. Â = 0

2 30 �و�درنتیجه� A Aˆ ˆ+ = 0
1 2 45 از�آن�جایی�که��AC)قطر�مربع(�نیمساز�است،�پس�

Ĉ= + = + =
0 0 0 0 090 60 45 60 105
2

� برابر�است�با:�

�کوچک�ترین�زاویه�ی�مثلث��ABCهستند،�داریم:� Â2 �بزرگ�ترین�و� Ĉ بنابراین�با�توجه�به�این�که�

C
A

ˆ
ˆ

= =
0

02

105 7
230

�

هر�مثلث�متساوی�الاضلاع�را�مطابق�شکل�روبه�رو�می�توان�به�سه�مثلث�همنهشت�تقسیم�کرد.�  ‌هنیز    18  4
با�توجه�به�این�که�نقطه�ی��Gمحل�تلاقی�نیمسازها�می�باشد،�پس�زوایای�مثلث��ABGبرابر�است�با:

B A Gˆ ˆˆ ,= = =0 030 120

�است،�پس:  ‌هنیز    19 0180 مجموع�زوایای�هر�مثلث�برابر�  4

ABH B Bˆ ˆ:
∆

+ + = ⇒ =0 0 0 0
2 290 70 180 20

BCH C Cˆ ˆ:
∆

′ + + = ⇒ =0 0 0 0
1 190 65 180 25

BOC O B C O Oˆ ˆ ˆ ˆˆ:
∆

+ + = ⇒ + − + = ⇒ =0 0 0 0 0 0
1 1 180 65 20 25 180 110

سراسری – 92

�و��NHعمودمنصف�ه��ای�دو�س��اق�هس��تند.�ه��ر�نقطه�روی�  ‌هنیز    20 MH′ در�ش��کل�مقاب��ل�  1

AN NB ANB¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

∆

= ⇒ عمودمنصف�از�دو�سر�پاره�خط�به�یک�فاصله�است،�پس:�

B̂ −= =
0 0 0180 80 50
2

� �است،�پس:� Â= 080 از�آن�جایی�که��ABCمتساوی�الساقین�و�

N̂ ( )= − + =0 0 0 0180 50 50 80 � پس�در�مثلث�متساوی�الساقین��ANBداریم:�

: AMN
∆

.�پس�در�مثلث� M̂= 080 به�طریق�مشابه�داریم�
A M N Aˆ ˆˆ ˆ+ + = ⇒ = − =0 0 0 0

2 2180 180 160 20

  پاسخ تشریحی آزمون 88  

4  ‌هنیز    1

�
A B

A A A A A A
A B

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ))

ˆ ˆ( )

 + = ⇒ = − − ⇒ = + ⇒ = ⇒ = =
= −

0
00 0 0 0 0

0

90 4 4 5 360180 90 40 40 724 9 9 9 5180
9

�

�با�هم�موازی�هس��تند�و�خط��BDبا�هر�دو�متقاطع�اس��ت.�طبق�قضیه�ی�  ‌هنیز    2 d′ دو�خط��dو�  2
موازی�مورب�دو�زاویه�ی��Eو��Dبرابر�هستند�و�در�مثلث��AFDداریم:

� D A F A A Aˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ+ + = ⇒ = − − = ⇒ = − = − =0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 2180 180 30 55 95 180 180 95 85 �
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�متساوی�الساقین�است�و�داریم:  ‌هنیز    3 ABD مثلث�  1
� B D D Âˆ ˆ ˆ= = − = − = ⇒ = − × =0 0 0 0 0 0

2 1 1180 180 115 65 180 2 65 50 �

� A C D A Cˆ ˆ ˆ ˆˆ⇒ = ⇒ = − − = − − ⇒ =0 0 0 0 0 0
2 1 250 180 180 50 115 15 �

پ��س:�  ‌هنیز    4 هس��تند،� براب��ر� حال��ت�»ض�ض�ض«� در� �AMO و� �ANO مثل��ث� دو�  1
.�برای�چهارضلعی��AMONداریم: M N= = 0

1 1 110

�
O CA O M N A O A C B

B

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ=+ + + = ⇒ + = → + = ⇒ − =

⇒ =

0 0 0 0
1 1

0
360 140 140 180 140

40
�

.  ‌هنیز    5 AD C
ˆ ˆ= +1 2

�است،�پس� ADCˆ ،�زاویه�ی�خارجی�مثلث� D̂1  2

�داریم: ABC ضمناً�در�مثلث�

� AA B C A C C A C C D
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ+ + = ⇒ + + + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =0 0 0 0 0 0

1180 90 180 2 90 45 45
2

�

،�پس:  ‌هنیز    6 A Dˆ ˆ= = 0
2 40 �، ABD با�توجه�به�متساوی�الساقین�بودن�مثلث�  4

�
B A C

A
ABC C B B C

Â nIi#¾Ä H] » p

#

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

∆

 = − × = → + = ⇒ =
 ⇒ = = − ⇒ =

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

0 0 0 0
2 1 0

1
0

1 2

180 2 40 100 100
20

180 80
�

با�توجه�به�شکل�مقابل�داریم:  ‌هنیز    7  1

�

BDM B

MCME C

ABC B C

∆

∆

∆


 = − β

 ⇒ − α+β = ⇒ α+β = ⇒α+β= ⇒ = − α+β = = − α


 + = − =

ˆ:

ˆ( ) ( ) ( )ˆ:

ˆˆ:

0

0 0 0 0 00

0 0 0

180 2

360 2 74 2 286 143 180 37180 2

180 106 74

�

�Cو�  ‌هنیز    8 Nˆ ˆ= �و� B Mˆ ˆ= �متساوی�الس��اقین�هس��تند،�پس� BEM �CFNو� دو�مثلث�  4
داریم:

� AEF A E F E F B C

B C B C

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ:

ˆ ˆˆ ˆ

∆

+ + = ⇒ + = ⇒ − + − =

⇒ + = ⇒ + =

0 0 0 0

0 0
180 80 180 2 180 2 80

2 2 280 140
�

� BCD D B C Dˆˆ ˆ ˆ:
∆

+ + = ⇒ = − =0 0 0 0180 180 140 40 �

�متساوی�الساقین�است.�  ‌هنیز    9 AEB ،�پس�مثلث� AE EF EB= = با�توجه�به�این�که�  2
�است،�پس�داریم: E= + = 060 90 150 همچنین�با�توجه�به�این�که�

� EA A A D A
ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ− −= = = ⇒ = − = − = ⇒ = − =

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 2

180 180 150 15 90 90 15 75 180 105
2 2

�

�دارد. 0105 �و�دو�زاویه�ی� 075 پس�متوازی�الاضلاع�ABCD،�دو�زاویه�ی�
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�و�زاویه�ی�حاصل�از�تقاطع�دو�نیمس��از�خارجی��Bو��C  ‌هنیز    10 AN
ˆˆ = +90
2
می�دانیم�زاویه�ی�حاصل�از�تقاطع�دو�نیمس��از�داخلی��Bو��Cبرابر�  2

�است،�پس: AM
ˆˆ = −90
2
برابر�

�
AN

M N
AM

 = + = + =
⇒ + = + =

 = − = − =


ˆˆ
ˆ ˆ

ˆˆ

0 0 0
0 0 0

0 0 0

90 90 15 105
2 2 150 105 255

90 90 15 75
2

�

.  ‌هنیز    11 A Mˆ ˆ=2 2 �پس� A Mˆ ˆ=1 1 �پس� AB BM= از�آن�جایی�که�  3

�
A M B C
AD AM ABD AMC B D

C D
AB MC

ƒ#p#ƒ

∆ ∆ =  = = → ≅ ⇒ ⇒ + = 
+ = =

ˆ ˆ
ˆˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

2 2
2 0

20 61
61

�

�زاویه�ی�خارجی�مثلث�است،�پس: Â1 �، ABD در�مثلث�

� A B D A M B A M= + ⇒ = ⇒ = ⇒ = − + = − × = − =ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 1 1 1 161 61 180 180 2 61 180 122 58 �

سراسری – 89

�داریم:  ‌هنیز    12 EBC �Cدر�مثلث�متساوی�الساقین� = − =0 0 0
2 90 60 30 از�آن�جا��که�  2

� E C E B Bˆˆ ˆ ˆ ˆ+ = ⇒ = ⇒ + =0 0
2 2 2 1 22 180 75 75 �

. B = − =0 0 0
1 75 45 30 ،�پس� B̂ =2 45 �داریم:� BCD ضمناً�در�مثلث�قائم�الزاویه�و�متساوی�الساقین�

� D D Dˆ ˆ ˆ+ = ⇒ =0 0
1 2 160 15 � �است�داریم:� D =ˆ 0

2 45 همچنین�از�آن�جا�که�

�
B
D

ˆ

ˆ
= =

01
01

30 2
15

� پس�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:�

�  ‌هنیز    13 EB BC= �و� AB CD= �و�با�توجه�به�تس��اوی�اضلاع� B Ĉˆ =2 2 �پس� B Ĉˆ =1 از�آن�جا�که�1  4

�. D Âˆ = 2 �برابر�هستند�و�داریم:� BCD �و� ABE به�حالت�»ض�ز�ض«�دو�مثلث�

�برابر�است�با: E �و� D پس�مجموع�دو�زاویه�ی�

�
A

D E E A B
ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ − −+ = + = = = = =
0 0 0 01 0

2 1
180 180 52 128 64

2 2 2
�

سراسری خارج از کشور - 89

�  ‌هنیز    14 D E Ĉˆ ˆ= = +01 1 20 � �است،�پس:� EDC �زاویه�ی�خارجی�مثلث�متساوی�الساقین� AEDˆ  3

�است�و�داریم: ABD �زاویه�ی�خارجی�مثلث� ADC ضمناً�زاویه�ی�
� D A B C A B A B C+ = + ⇒ + + = + ⇒ + = +ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 0 0 0

1 1 1 120 20 20 40 �

� A B B Aˆ ˆˆ ˆ+ = + ⇒ =0 0
1 140 40 � �و�داریم:� B Ĉˆ = �متساوی�الساقین�است،�پس� ABC

∆

با�توجه�به�این�که�

�داریم:  ‌هنیز    15 ABC در�مثلث�متساوی�الساقین�  2

�
B B C C

B C
B C

 + = + ⇒ = =

ˆ ˆˆ ˆ
ˆˆ

ˆˆ
1 2 1 2

2 2
1 1

�

� ABC A B B C C B C B Cˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ:
∆

+ + + + = ⇒ + = − ⇒ + =0 0 0 0
1 2 1 2 1 2 1 2180 2 2 180 50 65 �

� D B C xˆˆ ˆ( )⇒ = − + = − = ⇒ = − =0 0 0 0 0 0 0
1 2180 180 65 115 360 115 245 �

�داریم:  ‌هنیز    16 ABC در�مثلث�  3
�C A B Cˆ ˆ ˆˆ= − − ⇒ = − =0 0 0 0180 180 110 70 �

�است،�پس: 0360 �برابر� HOH C′ ضمناً�جمع�زوایا�در�چهارضلعی�
�C H H O O Oˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ′+ + + = ⇒ = − − − ⇒ =0 0 0 0 0 0

1 1 1360 360 90 90 70 110 �
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��داریم:  ‌هنیز    17 ABD �و� BCD با�توجه�به�متساوی�الساقین�بودن�دو�مثلث�  2
� D Ĉˆ = = − =0 0 0

1 1 180 117 63 �

� BDC B D C Bˆˆ ˆ ˆ:
∆

+ + = ⇒ = − × =0 0 0 0
2 1 1 2180 180 2 63 54 �

،�پس: D Ĉˆ = = 0
2 2 117 همچنین�از�آن�جا��که�

� ABD D B A B Bˆˆ ˆ ˆ ˆ: /
∆

+ + = ⇒ + = ⇒ =0 0 0
2 1 1 1180 117 2 180 31 5 �

� B B B= − − = − − =ˆ ˆ ˆ / /0 0 0 0 0
3 1 2180 180 54 31 5 94 5 �

در�پنج�ضلعی�منتظم�می�دانیم�هر�زاویه�ی�داخلی�برابر�است�با:  ‌هنیز    18  3
� A

( )ˆ −
= = 0180 5 2 108

5
�

�Aاست�و��BC �ABو� �رو�به��2کمان�مساوی� E1 همان�طور�که�با�توجه�به�دایره�ی�محیطی�مشخص�است�

�DEمی�باشد،�پس�داریم: �CDو� �BCو� رو�به�سه�کمان�مساوی�

� E A= = × =ˆˆ 0 0
1

2 2 108 72
3 3

�

�و�به�طریق�مشابه� AB EC ،�پس�طبق�عکس�قضیه�ی�موازی�مورّب� A Eˆ ˆ+ = 0
1 180 پس�با�توجه�به�این�که�

،�لوزی�است. AE AB= �بنابراین��ABMEیک�متوازی�الاضلاع�است�و�با�توجه�به�این�که� AE BD

�اس��ت،�پس�در�  ‌هنیز    19 n
n

( )−180 2 در�ی��ک��nضلع��ی�منتظم�ه��ر�زاویه�ی�داخل��ی�برابر�  4

شش�ضلعی�منتظم�روبه�رو:

� BCD B D
C B

B D

∆  + + =×= = → ⇒ =
=

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

0 0
0 01 1

1
1 1

120 180180 4 120 30
6

�

،�پس: Ĉ = 0
1 30 به�طریق�مشابه�می�توان�نتیجه�گرفت�

� BEC E B C Eˆˆ ˆ ˆ:
∆

+ + = ⇒ = − =0 0 0 0
1 1 1 1180 180 60 120 �

�متساوی�الساقین�هستند�و�داریم:�  ‌هنیز    20 ABC �و� ADC با�توجه�به�صورت�سؤال�مثلث�های�  3

�
ABC A B C A C

C CA A A D
A C C

A D BD BC D C C

∆
 + + = ⇒ + = ⇒ =  + = + =  ⇒ ⇒ + + = 
 = = ⇒ = +   

ˆ ˆ ˆˆ:
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

0 0
1 1 1 1

0 0 1 201 2 1
1 1 2

2 1 2

180 2 180
180 180

180
�

� B C C D C C C C Cˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ+ + + = ⇒ + + + = ⇒ =0 0
1 2 1 1 1 1 1180 2 180 5 180 ضمناً�در�مثلث��BCDداریم:��

� A CC A A+ =⇒ = → + = ⇒ =
ˆ ˆˆ ˆ ˆ

0
1 12 1800 0 0 0

1 1 136 72 180 108 �

سراسری خارج از کشور - 92

  پاسخ تشریحی آزمون  89

aS  ‌هنیز    1 =
2

1 2
�دارد�و�مساحت�آن�برابر�است�با:� a

2
مربعی�که�قطر�آن�برابر��aباشد،�ضلعی�برابر�  2

a a
aS

×
= =

2
2

2
3

2 3
�برابر�طول�ضلع�است.�پس�مساحت�مثلث�برابر�است�با:� 3

2
در�مثلث�متساوی�الاضلاع،�ارتفاع�

�است.�
S
S

=1

2

3
2

بنابراین�نسبت�مساحت�ها�برابر�
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در�ه��ر�مثلث�می�دانیم،�میانه�ی�وارد�بر�ضلع�کوچک�تر،�بزرگ�ترین�اس��ت.�پس�طول�میانه�ی�  ‌هنیز    2  3
�CMرا�به�دست�می�آوریم:

ABAB BH BC AB AM

AC CH BC AC

 = × ⇒ = × = = ⇒ = = ⇒
 = × ⇒ = × =

2

2

4 10 40 2 10 10
2

6 10 60

AMC AM AC MC MC:
∆

+ = ⇒ = + =2 2 2 10 60 70

فرض�می�کنیم�ضلع�مربع�برابر��2aباشد،�مساحت�چهارضلعی��MNPQبرابر�است�با:  ‌هنیز    3  3

MNPQ
MNPQ

ABCDQMP PMN

aa a Sa a aS S S
S a

∆ ∆

×
×= + = + = ⇒ = =

( )

2
2

2

1 32
2 3 32 2

2 2 2 82

از�نقطه�ی��Eبه�دو�ضلع��ABو��DCعمود�می�کنیم.�  ‌هنیز    4  1

�برابر�طول�ضلع�است،�پس: 3
2

�،ENدر�مثلث�متساوی�الاضلاع�اندازه�ی�ارتفاع�

EM MN EN a a a( )= − = − = −3 31
2 2

محیط�مربع�و�لوزی�برابر�است�پس�طول�ضلع�هر�دو�مساوی�است.�نسبت�مساحت�مربع�به�  ‌هنیز    5  4
لوزی�برابر�است�با:

S x
S x

= = =
21

22

2 2 3
33 32

4

راه حل اول: مس��احت�ناحیه�ی�مورد�نظر،�برابر�مساحت�کل�منهای�مساحت�دو�مثلث��CBF  ‌هنیز    6  3

و��CDEاست،�پس:

BCF
S BC BF CBF

S

∆ = × × = × × × + = × =

⇒ = + × × − × = + − = +

ˆsin( ) sin( )

( )2

1 1 12 2 90 60 4 1
2 2 4

32 2 4 2 1 4 2 3 2 2 2 3
4

�را�کم�می�کنیم: AEF
∆

CEF،�مساحت�مثلث�
∆

راه حل دوم:�از�مساحت�مثلث�
CF BC BF BC BF CF= + − × ⇒ = +cos2 2 2 0 22 150 8 4 3

S ( )= + − = + − = +3 8 4 3 1 2 3 3 1 2 3 2
4

در�مثلث�قائم�الزاویه�ی��ABCمی�دانیم:  ‌هنیز    7  1
BCAB AC BC BC CM

MH CM CH
AC CH BC CH CH

 + = ⇒ = + = ⇒ = =
⇒ = − = − =

 = × ⇒ = × ⇒ =


2 2 2

2

7 9 4 2 7 12 27 4 47 4
4

سراسری - 89(

در�شکل�مقابل�طول�ضلع�متساوی�الاضلاع�را�برابر��aدر�نظر�می�گیریم.  ‌هنیز    8  3
�است،�پس: 0120 �یعنی� ( )− + +0 0 0 0360 90 90 60 از�آن�جا�که�زاویه�ی��Oبرابر�

ABO

ABO
ODC

S a
S a a a a

S a

∆

∆
∆

= × × × = = ⇒ = =sin

2
0 2 2

2

3
1 1 3 3 4120 1
2 2 2 4 3

4



285

.  ‌هنیز    9 BF CF= �CEFهمنهشت�هستند،�پس� �و� ABF راه حل اول: دو�مثلث�  3
BCBF=
2

یعنی�

AFCDABF

ABCD ABCD

aa SS
S Sa

× ×
= = ⇒ =

2

1
1 32 2
4 4

اگر�ضلع�مربع�را���aبنامیم�داریم:�

�است.� 3
4
راه حل دوم:�نقطه�ی��Fوسط�ضلع��BCاست،�پس��4مثلث�همنهشت�هستند�و�نسبت�خواسته�شده�برابر�

سراسری – 92

در�شکل�مقابل��AHارتفاع�وارد�بر��CDرسم�شده�است�و�داریم:  ‌هنیز    10  4
CD ABDH − −= = =9 5 2

2 2

ADH AD DH AH AH:
∆

= + ⇒ = − = =2 2 2 36 4 32 4 2

S AH AB CD( ) ( )= + = × + =1 1 4 2 5 9 28 2
2 2

در�مثلث�متساوی�الس��اقین،�می�دانیم�مجموع�فواصل�هر�نقطه�روی�قاعده�از�دو�س��اق،�برابر�  ‌هنیز    11  4
ارتفاع�وارد�بر�ساق�است.�پس�مقدار�خواسته�شده�برابر��BHاست�که�با��ADبرابر�است.

سراسری خارج از کشور – 89

�و��1است،�پس:  ‌هنیز    12 n با�به�کار�بردن�قضیه�ی�فیثاغورس�در�هر�مثلث�می�دانیم�طول�اضلاع�مثلث�nام�برابر�  4

aS ×= =9 1 3
2 2

�می�دانیم:  ‌هنیز    13 MBC در�مثلث�قائم�الزاویه�ی�  2
h BH HC h h= × ⇒ = × ⇒ =2 2 2 8 4

MBC

h BCS
( )

∆
× +×= = =
4 2 8 20

2 2

در�شکل�زیر�چهارضلعی��AHCDمستطیل�است،�پس:  ‌هنیز    14  2

ABD

HC AD BH AH BH
BH ADS ∆

′= = ⇒ = − = ⇒ = − = = ⇒ =
′× ×= = =

2 29 14 9 5 13 5 144 12 12
12 9 54

2 2

�می�دانیم:  ‌هنیز    15 ABC در�مثلث�قائم�الزاویه�ی�  4
AH BH CH AH BH BC

AC BC BHAC CH BC

 = × ⇒ = ⇒ = = =
= ×

( ) ( ) /
2

2 2
2

3 9 2 25
2 4

راه حل اول: اگر�ضلع�مربع�کوچک�را��xبنامیم،�مطابق�شکل�داریم:  ‌هنیز    16  3
xa x a

a b x
x b

 = ⇒ = ⇒ + =
 =

2
2 3 2

22

بنابراین�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:
x xS a b

S x xa

( )( )+
= = = =

×

2 2
2

1
2 222

3 2 9
2 2 18

1 1
2 2 2 4
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�کل�مربع�است. 1
18

�مساحت�مثلث�بزرگ�و� 1
9
راه حل دوم:�مطابق�شکل�روبه�رو�مساحت�هر�مثلث�کوچک�

�است،�پس�طول�قطر�کوچک�برابر�است�با:  ‌هنیز    17 0120 از�آن�جا�که��زاویه�ی�داخلی�هر�شش�ضلعی�منتظم�برابر�  3
x a a a x acos= + − ⇒ =2 2 2 2 02 120 3

نسبت�مساحت�شش�ضلعی�ها�برابر�است�با:
xS x

S aa
( )

×
= = =

×

2
1 2

22

36
4 3
36
4

�و�طول�قطر�بزرگ�  ‌هنیز    18 a3 راه حل اول: در�شش�ضلعی�منتظم�به�ضلع�a،�طول�قطر�کوچک�برابر�  2
برابر��2aمی�باشد،�پس�نسبت�مساحت�خواسته�شده�برابر�است�با:

a a a aS
S a a a

( )+
= = =

×

2
1

22

1 3 3 32
32 2 4
43 3

�است�پس�نسبت�این�دو� a23 �و�مس��احت�مستطیل�برابر� a a× × × =2 21 3 3 36
2 4 4

راه حل دوم:�مس��احت�ذوزنقه،�نصف�مس��احت�کل�شش�ضلعی�یعنی�

�است. 3
4
مساحت�برابر�

،�ضمنا�OH�ًنیز�برابر��AHاست،�پس:  ‌هنیز    19 ABAH= =1
2

در�شکل�مقابل�  2

OA OH AH OA= + ⇒ =2 2 2 2
OM OH HM HM= ⇒ + = ⇒ = −2 2 2 1 �است،�پس:� 2 بنابراین�شعاع�دایره�برابر�

AMH AM AH HM AM AM
∆

= + ⇒ = + − ⇒ = −: ( )2 2 2 2 21 2 1 4 2 2

سراسری خارج از کشور - 91

.  ‌هنیز    20 a=2 ،�پس� a =2 4 اگر�طول�ضلع�هشت�ضلعی�را���aبنامیم�داریم�  2
مساحت�کل�هشت�ضلعی�شامل�یک�مربع�به�ضلع�a،��4مستطیل�به�اضلاع��aو��xو��4مثلث�قائم�الزاویه�ی�متساوی�الساقین�

،�پس: ax= = 2
2

به�اضلاع�x �و��xو��aاست.�از�آن�جا�که�

S a ax x ( )= + + × = + × × + × = + = +2 214 4 4 4 2 2 2 2 8 8 2 8 1 2
2

  پاسخ تشریحی آزمون 90  

�است:  ‌هنیز    1 x 2 اگر�یکی�از�ساق�ها�برابر��xباشد،�وتر�برابر�  3
پس�داریم:�

x x x S x+ = ⇒ = = − ⇒ = = − = − = −
+

( ) ( )2 22 1 1 12 2 2 2 2 2 2 6 4 2 3 2 2
2 2 22 2

cb  ‌هنیز    2 bc b= ⇒ =2 1
2 2

با�توجه�به�فرض�سؤال�می�دانیم:�  1

،�با�استفاده�از�رابطه�ی�فیثاغورس�داریم: ACM در�مثلث�

c c c CMCM AC AM CM b CM
c

= + ⇒ = + ⇒ = × = ⇒ =( )
22 2 2 2 2 2 22

2 4 22
سراسری خارج از کشور – 92
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اضلاع�مربع�ها�به�ترتیب�برابر��4�،2و��6اس��ت.�برای�محاس��به�ی�مس��احت�ناحیه�ی�  ‌هنیز    3  1
سایه�زده�کافی�است�مساحت�مثلث�قائم�الزاویه�ی�بزرگ�را�از�نصف�مجموع�مساحت�مربع�ها�کم�کنیم:

S= + + − × × + + = × − × = × =( ) ( )2 2 21 1 1 1 12 4 6 3 2 4 6 56 36 20 10
2 2 2 2 2

راه حل اول: مثلث��ABCقائم�الزاویه�و�متساوی�الساقین�است.  ‌هنیز    4  1
برای�آن�که�مربع�بیش�ترین�مساحت�را�داشته�باشد،�بنابر�تقارن�باید�مطابق�شکل�روبه�رو�باشد.�

�نیز�متساوی�الس��اقین�و�قائم�الزاویه� DFB �و� ADE ،�پس�مثلث�های� D D= =ˆ ˆ 0
1 2 45 با�توج��ه�به�این�که�

xADهستند�و�داریم: ED AD xAB x AB x
DB DF DB x


× = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =

 = × ⇒ =

22 2 3 222
2 22 2

DEFG

ABC

S x
S x

= = =
×( )

2

2

2 4
9 91 3 2
22 2

راه حل دوم:�اگر�هر��3ضلع�مثلث�قائم�الزاویه�و�متساوی�الساقین�را�به��3قسمت�مساوی�تقسیم�کرده�و�مطابق�
ش��کل�روبه�رو�به�هم�متصل�کنیم�مربع�مورد�نظر�به�دس��ت�می�آید.�تمامی�مثلث�های�کوچک�برابر�هستند�و�

�است. 4
9
مربع�شامل��4مثلث�و�مثلث�بزرگ�شامل��9مثلث�است،�پس�نسبت�مورد�نظر�برابر�

بنا�به�فرض�مسأله�داریم:�  ‌هنیز    5  3
MA MA
MB AB

Zoh¶#nj#KÃ¨oU

= → =2 2
3 5

�است.�چون�دو�مثلث��AMNو��ABCمتشابه�هستند،�خواهیم�داشت: k2 می�دانیم�اگر�دو�شکل�با�نسبت��kمتشابه�باشند،�نسبت�مساحت�آن�ها�برابر�

� AMN ABC AMN ABC ABC MNCB ABC AMN ABC ABC ABCS S S S S S S S S S S( )= ⇒ = = ⇒ = − = − =22 4 16 16 84
5 25 100 100 100

�

در�شکل،�همه�ی�مثلث�ها�قائم�الزاویه�هستند،�پس:  ‌هنیز    6  3

ABC AH BH HC AH
∆

= × ⇒ = × =: 2 9 16 12

ABC AC CH BC AC
∆

= × ⇒ = × =: 2 16 25 20

AHC HM AC AH HC MH
∆

×× = × ⇒ = =: /12 16 9 6
20

MHC NH HC MH NH x
∆

× = ⇒ = ⇒ = =
( / )

: ( / ) /
2

2 29 6 2 4 5 76
16

مثلث��ABCشامل��3مثلث��OABو��OBCو��OACمی�باشد.�  ‌هنیز    7  3
مثلث��OABمتساوی�الاضلاع�به�ضلع��2و�دو�مثلث��OBCو��OACدو�مثلث�متساوی�الساقین،�با�ساق�های�

�هستند.� 0150 �2و�زاویه�ی�رأس�

ABC OAB OBC
S S S∆ ∆ ∆= + = × + × × × × = +sin2 03 12 2 2 2 2 150 3 2

4 2

ضلع�مربع�را��aمی�نامیم،��PMو��NQارتفاع�مثلث�های�متساوی�الاضلاع�هستند،�پس:  ‌هنیز    8  4

PM NQ a MQ PQ PM a a= = ⇒ = − = −3 3
2 2

MN NQ MQ a a a a= − = − − = −( ) ( )3 3 3 1
2 2

� MN d d− −= =3 1 6 2
22

� �پس:� da=
2
اگر�قطر�مربع�را��dفرض�کنیم�آن�گاه�
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در�چهارضلعی�ADFE،�داریم:  ‌هنیز    9  3
A

F
D E

 = ⇒ =
= =

ˆ
ˆ

ˆ ˆ

0
0

0
120

60
90

�است،�پس�مثلث��DEFمتساوی�الاضلاع�است.� 060 �متساوی�الساقین�با�زاویه�ی�رأس� DEF با�توجه�به�این�که�مثلث�
�را��aبنامیم،�با�توجه�به�قضیه�ی�کسینوس�ها�در�مثلث��ADEداریم: ABC اگر�ضلع�مثلث�

DE a a a a= + − =cos2 2 2 02 120 3

DEF

ABC

S a

S a

∆

∆
= =

( )2

2

3 3
4 3

3
4

بنابراین�نسبت�مساحت�خواسته�شده�برابر�است�با:�

،�پس:  ‌هنیز    10 xDH −=10
2

اگر�قاعده�ی�کوچک�را��xبنامیم،�داریم:�  1

x xADC AC CH CD x x
∆

−= × ⇒ = × − ⇒ = + ⇒ = ⇒ =: ( ) ( ) /2 2 108 10 10 64 10 5 14 5 2 8
2 2

مثلث��ACMقائم�الزاویه�است�و�داریم:  ‌هنیز    11  3
AC AD AM AD DC AD AM AM= × ⇒ + = × ⇒ = + =2 2 2 1 4 5

سراسری خارج از کشور -90

�ODCمتساوی�الساقین�هستند،�پس:  ‌هنیز    12 �OABو� دو�مثلث�  3
OA OA OD= ⇒ = = ⇒ =, OD2 2 2 22 2 2 2 14 7 2

AOD OA OD AD AD
∆

+ = ⇒ = + =: 2 2 2 2 98 10

اگر�قاعده�ی�کوچک�برابر��2aباشد،�قاعده�ی�بزرگ�برابر��3aاست،�پس:  ‌هنیز    13  1
h ahaS

S ahh a a

#W±X¶

¾£ºp»l

×
= = = =

+( )

1
2 12 2 4

1 5 20 102 3
2 2

اگر�طول�ضلع�مثلث�متساوی�الاضلاع�را��4xدر�نظر�بگیریم،�مساحت�هر�یک�از��3مثلث�کوچک�برابر�است�با:  ‌هنیز    14  3

S x x x= × × =sin 21 3 33 60
2 4

S x x x′= − × =( )2 2 23 3 3 7 34 3
4 4 4

پس�مساحت�ناحیه�ی�سایه�زده�برابر�است�با:�

x

x
=

2

2

7 3
74
16316

4

بنابراین�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:�
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�برابر�می�شود،�پس�نسبت�محیط�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    15 1
2
در�هر�مرحله�ضلع�مربع�  4

a
P
P a

×
= = =
′

( ( ) )314
1 22

4 42 2

�می�باشد،�پس:  ‌هنیز    16 a3 �و�طول�قطر�کوچک�برابر� a26 3
4

مساحت�یک�شش�ضلعی�منتظم�با�طول�ضلع��aبرابر�  3

×
= =

×

26 3 6
364 9
43 6

�  ‌هنیز    17 a 3
2

�و� a
2
�اس��ت،�پس�طول�اض��لاع�آن�برابر��aو� 090 �و� 060 �، 030 زاویه�ه��ای�مثل��ث��ABCبرابر�  4

می�باشد.�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:
P a a
P a a a aa

−= = = = × = −
′ + + + −+ × + ×

( )
( ) ( )

6 6 6 3 2 3 3 2 3
3 4 2 3 4 2 3 2 3 2 32 2 2 2

2 2

در�شش�ضلعی�منتظم�می�دانیم:  ‌هنیز    18  4

ACOD
AOC AOB AOC

S S S S∆ ∆ ∆= = × = ⇒ = = × =21 1 3 3 3 31 2 2
2 2 4 8 8 4

بنابر�تقارن�زاویه�ی��Oبرابر�است�با:  ‌هنیز    19  2

O= =ˆ 0360 45
8

�OBMبا�استفاده�از�قضیه�ی�کسینوس�ها�داریم: در�مثلث�

MB OM OB OM OB O MB= + − × × ⇒ = + − × × × = − = −ˆcos2 2 2 22 4 4 2 2 2 8 4 2 2 2 2
2

�و�داریم:  ‌هنیز    20 x= 2 ،�پس� x =2 2 با�توجه�به�شکل�داریم�  2

x

S BC

ABC BC AC AB BC x x

BC BC S

∆
=

=

= + ⇒ = + + →

= + + ⇒ = + + → = + = +

: ( )

( ) ( ) ( )
2

22 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 6 4 2 2 8 4 2 4 2 2

  پاسخ تشریحی آزمون 91  

با�توجه�به�قضیه�ي�تالس�می�دانیم:  ‌هنیز    1  2

� x x x x x x x x x x x x x
x x

( ) ( )( ) /−= ⇒ − = − − ⇒− + =− + − + ⇒ = ⇒ = =
− −

2 22 4 3 62 6 2 6 4 3 4 12 4 3 18 24 15 18 1 2
6 6 2 5

سه�خط��QB�،�RCو��PAبر��ACعمودند،�پس�موازی�هستند:  ‌هنیز    2  3

�
QBBCAPC PA QB QB QB QB QBBC ABAC PA QB QB

AC AC PA RCQBABARC QB RC
AC RC

u²IU

u²IU

:

:

∆

+
∆


 → = → + = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =


→ =





1 12 4 3
12 4

قطر��ACرا�رسم�می�کنیم،�رابطه�ي�تالس�را�در�دو�مثلث��ACDو��ABCمی�نویسیم:  ‌هنیز    3  3

�
MO AMACD MO
CD AD MN ON OM
ON CNABC ON
AB BC

∆

∆


 = = ⇒ = × = ⇒ = + =


= = ⇒ = × =

:

:

1 16 2
3 3 4

2 2 3 2
3 3
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،�پس:�  ‌هنیز    4 BE CD در�شکل�مقابل�  2

� BE AB x x
CD AC x

/ / / /
/

= ⇒ = ⇒ + = × ⇒ =
+
2 2 15 6 2 12 2 2 20 2
6 2 180

،�پس�طبق�قضیه�ي�تالس�داریم:�  ‌هنیز    5 MN BC �،�ABCدر�مثلث�  1

� AM MN MN
AB BC BC

= ⇒ = =
+
3 3

2 3 5
OM،�پس�طبق�تالس:� AC همچنین�

� OM MB OM
AC AB AC

= ⇒ = =
+
2 2

3 2 5
نسبت�مساحت�خواسته�شده�برابر�است�با:

� OMNC

ABC

S OM MN M OM MN
S AC BCAC BC C

%
× ×= = × × = × × = =
× ×

ˆsin

ˆsin

2 3 122 2 48
1 5 5 25
2

سراسری خارج از کشور - 89

�و�  ‌هنیز    6 AE AF
AD AB

= =1
2
ب��ا�توج��ه�به�عک��س�قضیه�ی�تال��س�و�ب��ا�توجه�به�ای��ن�که�  2

�. EH FG ،�ب��ه�همین�ترتیب� EF HG ،�بنابراین� DB HG �و� EF DB ،�پ��س� CG CH
CB CD

= =1
2

پ��س�چهارضلع��ی�حاص��ل�متوازی�الاضلاع�اس��ت.�از�جایی�که�اقط��ار�لوزی�بر�هم�عمودن��د،�پس�اضلاع�
�مستطیل�است.� EFGH متوازی�الاضلاع�بر�هم�عمودند�و�

�  ‌هنیز    7 AN AM
AC AB

= = =
+
3 3

7 3 10
با�توجه�به�قضیه�ي�تالس�در�مثلث��ABCداریم:��  3

� ON NC
AM AC

= = 7
10

ON،�طبق�قضیه�ي�تالس�داریم:�� AM �،�AMCضمناً�از�جایی�که�در�مثلث��، NC
AC

= 7
10

پس�

بنابراین�نسبت�مساحت�های�خواسته�شده�برابر�است�با:

� OMN

AMN

ON MN NS ON
S AMAM MN M

%

ˆsin

ˆsin

× × ×
= = = =

× × ×

1
72 70

1 10
2

سراسری - 90 توجه�کنید�طبق�عکس�قضیه�ي�موازی�مورب،�دو�زاویه�ي���Mو��Nبرابر�هستند.�

دوبار�از�قضیه�ي�تالس�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    8  4

�
AF AEABC FE BC AD AF AF AFAC AB

AF AC AC ACAD AEABF DE BF
AF AB

u²IU

u²IU

:

:

∆

∆


 → = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+
→ =





3 1
3 6 3

�. BC EF=3 ،�یعنی� EF
BC

=1
3
بنابراین�طبق�قضیه�ي�تالس�

�  ‌هنیز    9 AD AE
AB AC

= =4
9

با�توجه�به�اعداد�داده�شده�داریم:�  4

.�با�توجه�به�یکی�بودن� DH EH( )′= .�بنابراین�دو�مثلث��BDCو��BECارتفاع�های�براب��ری�دارند� DE BC در�نتیج��ه�طب��ق�عکس�قضیه�ي�تالس�داری��م:�
قاعده�ي�دو�مثلث�)BC(�داریم:

� BOC

S
OBD

BDC BEC BOD COE
OCE

S

S S S S
S

∆∆

∆ ∆ ∆ ∆
∆

−

= → = ⇒ =1
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�  ‌هنیز    10 x x x
x x

= ⇒ = − ⇒ =
−
9 12 9 12 24 8
2

ابتدا��xرا�پیدا�می�کنیم:�  1

می�دانیم�نسبت�مساحت�ها،�برابر�مربع�نسبت�تشابه�است،�پس:
�
S
S

( ) ( )= = =2 2 2

1

9 3 9
6 2 4

ضلع�مربع�برابر��4است:  ‌هنیز    11  2

� AO NM AOANM ABC AO AO AO
AH BC AO

∆ ∆

⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+



4 3 4 2
4 12

�
AMN

S AO MN∆ = × × = × × =1 1 2 4 4
2 2

.�بنابراین�دو�مثلث�  ‌هنیز    12 A Bˆ ˆ=1 �هس��تند،�پ��س�1 A2 �متمم�زاویه�ي� B1 �و� A1 زوای��ای�  3

�ABDو��DAMمتشابه�هستند�و�داریم:�

� AD AB DM DM DMDM AD DC
DM AD DC DC DM MC

= = ⇒ = = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− −

2 1 1 1 1 1
1 2 4 4 4 1 3

دو�مثلث��ADEو��ABCمتشابه�هستند،�پس:  ‌هنیز    13  2

�
ADE

CDE

AD AH AH AH
AB AH AH AH AH

S
AH AH AH DE
HH CH CH DE S

%

∆

∆

= ⇒ = ⇒ =
′′ ′′ ′′− −

×⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
′′ ′ ′×

3 3
7 7 3

3 3 3 3 75
4 4 4 4

سراسری - 89 �

،�پس�دو�مثلث��ABMو��CDMمتشابه�هستند:�  ‌هنیز    14 AB CD می�دانیم�  2

�
AM AB AM AB

AMMC CD AC AM CD AM AM
AMAC AC

 = ⇒ = − ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− = + ⇒ =

2 2 2
1 104 10
3 4103 1 10

�  ‌هنیز    15 ×3 12
4

�یا� ×3 12
5

�است،�محیط�مثلث�اول�برابر� 3
4
�یا� 3

5
�است.�از�آن�جا�که�نسبت�تشابه�برابر� + + =3 4 5 12 محیط�مثلث�دوم�برابر�  2

سراسری - 90 است،�بنابراین�بیش�ترین�محیط�برابر��9است.��

،�پس:�  ‌هنیز    16 A Dˆ ˆ( = �Cو� Cˆ ˆ)= دو�مثلث��MDCو��ABCمتشابه�هستند�  4

� DC MC BD BD
AC BC BD

= ⇒ = ⇒ + = × ⇒ =
+ +
7 14 7 2 16 25

14 2 7

،�پس:�  ‌هنیز    17 A Bˆ ˆ( = �Cو� Cˆ ˆ)= نیمساز�داخلی�زاویه�ي��Aرا�رسم�می�کنیم.�مثلث�های��ABCو��ADCمتشابه�هستند�  2

� CD AC x x
AC BC

= ⇒ = ⇒ =4 8
4 6 3

�
A BAD AC BD AC AB AB

AB BC AB BC AB

ˆ ˆ= −
= → = ⇒ = ⇒ = − ⇒ =

86
43 2 18 8 5
6

می�دانیم�مس��احت�مثلث�ABC،��5برابر�مس��احت�مثلث��ABHاست،�پس�مساحت�  ‌هنیز    18  1
مثلث��AHC،��4برابر�مساحت�مثلث��ABHمی�باشد.�از�آن�جا�که�دو�مثلث��ABHو��ACHمتشابه�هستند،�
�است.�پس�نسبت�ارتفاع�ها�نیز�برابر��2است�و�داریم:� =4 2 نسبت�تشابه،�جذر�نسبت�مساحت�ها�یعنی�برابر�

� HM
HN

=1
2

سراسری - 90
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�است�و�داریم:�  ‌هنیز    19 k2 اگر�نسبت�تشابه�دو�مثلث�را��kدر�نظر�بگیریم،�نسبت�مساحت�ها�برابر�  2

� k k k= ⇒ =2 2 2
3 3

)�یا��2/25است.� )23
2

بنابراین�نسبت�مساحت�مثلث�بزرگ�تر�به�کوچک�تر�برابر�

دو�مثلث��ABHو��ACHمتش��ابه�هستند،�نسبت�ارتفاع�آن�ها�همان�نسبت�تشابه�  ‌هنیز    20  2
دو�مثلث�یعنی�جذر�نسبت�مساحت�ها�می�باشد�)فرض�کنید�مساحت�مثلث��ABHبرابر��1است(:

� ABH

AHC

S
HM
HN S / /

∆

∆
= = = = = =

−
1 1 100 25 5

6 76 1 5 76 576 144 12

سراسری - 91

  پاسخ تشریحی آزمون 92  

،�پس�طبق�قضیه�ي�تالس�داریم:�  ‌هنیز    1 HM AC در�مثلث��ABCمی�دانیم�  1

� BM HM x HM I
BC AC

( )−= ⇒ =4
4 3

از�طرفی�در�مثلث�قائم�الزاویه�ي��BCHداریم:�

� I x
HM x x x x x x x x( ) ( )

( ) ( ) ( ) /
−

= − → = − ⇒ − = ⇒ = ⇒ = =
2

2 9 4 364 4 9 4 16 25 36 1 44
16 25

مطابق�شکل�مقابل،�اگر�طول��DEرا��xبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    2  3

�
AB DE AD A D

A D AE DE x
AD A A

#Jn¼¶

pIvµÃº

ˆ ˆ, ˆ ˆ
ˆ ˆ

 ⇒ = ⇒ = ⇒ = = ⇒ =

 2 1
1 1

1 2

،�طبق�قضیه�ي�تالس:� AB DE در�مثلث��CDEبا�توجه�به�این�که�

� AC AB x x x x
CE DE x x

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ = ⇒ =
+
9 6 9 54 6 3 54 27

9

اضلاع�لوزی��MNPQبا�اقطار��ABCDموازی�هستند�و�نصف�قطرها�هستند.�پس�  ‌هنیز    3  3
با�توجه�به�آن�که�دو�ضلع�مجاور�لوزی�با�هم�برابرند،�پس�قطرها�با�هم�مساوی�هستند.

طول��MDرا��xمی�نامیم:  ‌هنیز    4  2

�
ME MBMAC EB AC ME AMAM MC ME MD AM x x x

AM MDAM MBMDC AB CD
MD MC

u²IU

u²IU

:
( ) ( )

:

∆

∆


 → = ⇒ = ⇒ × = ⇒ − = −


→ =





2 210 7

� x x x x x x /− = − + ⇒ = ⇒ = =2 2 4910 14 49 4 49 12 25
4

در�ذوزنقه�ي��ABDCمی�دانیم:  ‌هنیز    5  4

�

AB CD AB ABMN AB

NP CNABC NP AB PQ AB AB AB AB CD
AB AC
MQ MDABD MQ AB
AB BD

: ( )

:

∆

∆

+ + = = =

 = ⇒ = ⇒ = − + = =



= ⇒ =


3 2
2 2

1 1 1 12
2 2 2 3
1
2
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.�پس�برای�یافتن�نسبت�  ‌هنیز    6 EH BH( )′= ارتفاع�دو�مثلث��BECو��EBDبرابر�است�  2

�داریم: DE BC( ) �را�بیابیم.�با�توجه�به�قضیه�ي�تالس� BC
DE

( ) مساحت�ها�کافی�است�نسبت�دو�قاعده�ي�

� BEC

EBD

SDB
DE AD AD BC
BC AB AD BD S DEDB DB

/
∆

∆
= = = = = ⇒ = = =

+ +

4 4
4 95 5 2 25

4 9 9 4
5 5

در�مثلث��ABCداریم:  ‌هنیز    7  1
� BE BD
AB BC

= =3
4

.�بنابراین�فاصله�ي�دو�نقطه�ي��Eو��Dاز�خط��ACبرابر�است.� ED AC پس�طبق�عکس�قضیه�ي�تالس،�
این�فاصله�را��hمی�نامیم،�پس:

�
GFO

GCD AFE
S AEOF ODCG

EFG GDF OGD OFE

h GC h AFGC AF S S

S S

S S S S

∆ ∆

∆

∆ ∆ ∆ ∆

−

× × = ⇒ = ⇒ =
 ⇒ =
 = → =


2 2

دو�مثلث��OBCو��OADدو�زاویه�ي�مساوی�دارند،�پس�متشابه�هستند�و�داریم:  ‌هنیز    8  4

� OA OD AO OD x x
OB OC OCOC BC

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
−−2 2
1 2 2 3

2 34 1 3

ارتفاع��DHعمود�بر��ACرا�در�نظر�بگیرید،�داریم:  ‌هنیز    9  3

�
CDE ADE

AE AE AES S DH CE DH AE
CE CE AE AC

/ /∆ ∆= ⇒ × = × × ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

5 5 50 6 0 6
3 3 5 8

�است،�پس�داریم:� 5
8
،�دو�مثلث��ADEو��ABCمتشابه�هستند�و�نسبت�تشابه�برابر� DE BC ضمناً�با�توجه�به�این�که�

� BCEDADE ADE

ABC ABC ADE ADE

S S
S

S S S S
( ) /

∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆
= ⇒ = ⇒ = =

− −
25 25 39 1 56

8 64 25 25

در�مثلث��BHEداریم:  ‌هنیز    10  2
� HE −= =15 9 3

2

� BE BH EH BH= + ⇒ = − =2 2 2 2 25 3 4
�و��AEDمتشابه�هستند�و�داریم:� ABC ،�دو�مثلث� BC ED ضمناً�با�توجه�به�این�که�

� BC AM x x x x x
DE AN x

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ = ⇒ =
+

9 15 9 36 6 36 6
15 4

دو�ضلع��ABو��CDموازی�هستند،�پس�دو�مثلث��ABMو��CDMدر�حالت�سه�زاویه�متشابه�می�باشند.�بنابراین:  ‌هنیز    11  4

� MD CD AM MD AB CD AD AM AD
AM AB AM AB AM

+ + += ⇒ = ⇒ = ⇒ =4 1 4
4 5

�. AM=4 2
5

�و� AD= 2 از�آن�جا�که��ADقطر�مربعی�به�ضلع�واحد�است،�پس�

با�توجه�به�این�که�زاویه�های�روبه�رو�در�چهارضلعی�مکمل�اند،�داریم:  ‌هنیز    12  2

� ADE

ABC

B D
SD B

D D DEADE ABC
S BCE E

E C
C E

pp

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ
( ) ( )

ˆ ˆ
ˆˆ

ˆ ˆ

∆

∆

∆ ∆

 + = ⇒ =
 + =  → ⇒ = = =  + =  =⇒  + =

0
2

10
1 2 2 2

0
1 2

10
2

180
180 12 9

20 25180
180



�برابر�مساحت�مثلث��ABCاست.� /=16 0 64
25

بنابراین�مساحت�چهارضلعی�
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نسبت�مساحت�های�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    13  1

�
BMND

OMN
S OH MN

OH
S DH MN DH

∆ ×
= =

′ ′×

1
12
2

�داریم:� NH D
∆
′ OH،�پس�طبق�تالس�در� DH′

 از�آن�جایی�که�

� OH NO
DH ND

=
′

،�دو�مثلث��ODCو��OMNمتشابه�هستند�و�داریم:� MN DC حال�از�آن�جایی�که�

�
MN BDNO MN NO MN NO MN

OD DC OD NO MN DC ND BC
=

= ⇒ = → =
+ +

ضمناً�با�توجه�به�تشابه�دو�مثلث��ABCو��AMNداریم:

�
MB

MN AM AM
BC AB AM MB MB MB

= = = =
+ +

2
23

2 5
3

بنابراین�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:

� OMN

BMND

S

S
%

∆

= × = =1 2 1 20
2 5 5

،�پس:�  ‌هنیز    14 A A Bˆ ˆ ˆ= =2 1 نیمساز��ADرا�رسم�می�کنیم،�می�دانیم�  3

� AD a xC C b axx b ADACD ABC a b bc
A B a a x bcb a c

  

ˆ ˆ

ˆ ( )

∆ ∆
= −

 = = ⇒ ⇒ = = → ⇒ − = = − =  

2
2 2

2


،�پس:�  ‌هنیز    15 A Eˆ ˆ( = �Cو� Cˆ ˆ)= دو�مثلث��ABCو��EFCمتشابه�اند�  2

� EF CE AC AF
AB AC AC

−= ⇒ = ⇒ = × = ⇒ = − =
2 24 6 4 5 20 10 10 6 4

4 5

می�دانیم�مثلث�های��ABC�،�ABHو��ACHمتشابه�هستند،�پس:  ‌هنیز    16  4

�

BH
AB AH BH AH BH BCBH BC HM BH BC BC
AC CH AH CHAH

CH

( )×

 == = ⇒ → = ⇒ = ⇒ = − = − =
 =

3
2 3 3 1 3 1

4 7 2 2 7 143
2

از�آن�جا�که�دو�مثلث��ABCو��AHMدارای�ارتفاع�برابر�)AH(�هستند،�نسبت�مساحت�آن�ها�برابر�نسبت�قاعده�ها�یعنی��14است.

�  ‌هنیز    17 1
2
راه حل اول: مطابق�ش��کل�روبه�رو�دو�مثلث��BEFو��ABCمتش��ابه�با�نسبت�تشابه�  3

،�از�جایی�که�قطر�متوازی�الاضلاع،�مساحت�آن�را�نصف�می�کند،�پس�مساحت�
BEF ABC

S S∆ ∆=1
4

هس��تند،�پس�

�مساحت�متوازی�الاضلاع�است�و�داریم:� 1
8
�،�BEFمثلث�

� ABCD ABCD BEF

BEF BEF

S S S
S S

− −= ⇒ = =8 8 1 7
1 1

راه حل دوم:�اگر�اوس��اط�اضلاع�را�دو�به�دو�به�هم�وصل�کنیم،��8مثلث�با�مس��احت�های�برابر�به�وجود�می�آید.�
پس�نسبت�خواسته�شده�برابر��7است.
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می�دانیم�نسبت�مساحت�ها،�مجذور�نسبت�تشابه�است.�اگر�مساحت�مثلث��ABCرا��Sبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    18  1

�

BED
BED

ABC
EFO

EFO
EFO BED

BED

S
BED ABC S S

S S S
S

EFO BED S S
S

( )

( )

∆ ∆

∆ ∆


 ⇒ = = ⇒ =
 ⇒ =


⇒ = = ⇒ =


2

2

4 16 16
5 25 25 4

252 1 1
4 4 4





� EFO
AFG EFO AFG

AFG

S
EFO AFG S S S S

S
( )

∆ ∆

⇒ = ⇒ = ⇒ =22 9 9
3 4 25



بنابراین�مساحت�متوازی�الاضلاع�برابر�است�با:

� ODCG
ABC AFG BDE EFO

S S S S S S S S S S S/∆ ∆ ∆ ∆= − − + = − − + = =9 16 4 4 0 16
25 25 25 25

سراسری خارج از کشور - 92

با�توجه�به�سؤال�داریم:  ‌هنیز    19  1

� AB ACABC ADE AD
AE AD AD

∆ ∆

⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 3 15
5 2

� AD DB DB BD= + ⇒ = + ⇒ =15 112 2
2 2

� AMN

ADE

S AMAMN ADE
S AE

( ) ( )
∆ ∆ + +

⇒ = = =
+

2 2
11 12

642 2
3 2 25



راه حل اول: شکل�روبه�رو�قسمتی�از�هشت�ضلعی�منتظم�است.�هر�زاویه�ي�هشت�ضلعی�منتظم�برابر�  ‌هنیز    20  3
است�با:

� ( )× − ×α= = = 0180 8 2 180 3 135
8 4

بنابراین�با�توجه�به�قضیه�ي�کسینوس�ها�در�مثلث��ABCداریم:

� a a a a a aBC a( ) ( ) cos( )= + − × × = + × = +
2 22 2 0 2 1 22 135

2 2 2 2 2 2 2 2 4

�است.� +1 2
2 4

�است،�پس�نسبت�مساحت�ها�برابر� +1 2
2 4

بنابراین�نسبت�تشابه�دو�هشت�ضلعی�برابر�

راه حل دوم:�در�هر��nضلعی�منتظم�اگر�اوساط�اضلاع�را�به�ترتیب�به�هم�وصل�کنیم،�یک��nضلعی�منتظم�جدید�به�دست�می�آید�که�نسبت�تشابه�این�دو��nضلعی�

�است.�پس�نسبت�مساحت�ها�برابر�است�با:
n

cos
0180

� coscos cos / += = = +
02 2 0180 1 45 1 222 5

8 2 2 4

  پاسخ تشریحی آزمون 93 

�اس��ت.�با�توجه�ب��ه�قضیه�ي�فیثاغورس�در�  ‌هنیز    1 2 2 �Oبرابر�نصف�طول�یال�یعنی� E′ ط��ول���OEو�  3
�OOداریم:� E′ مثلث�

�OE O E OO OO′ ′ ′+ = ⇒ = × =2 2 2 2 8 4

سراسری - 92 �

صفحه�ي�سایه�زده�شده�بر�صفحه�ي�وجه��ABCDاز�مکعب�عمود�است.  ‌هنیز    2  4
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�اس��ت�و�مثلث��ABC  ‌هنیز    3 030 مطابق�ش��کل�مقابل�زاویه�ی�بین�قطر��ABبا�یال��BCبرابر�  3
قائم�الزاویه�است،�پس:

� ACB a
BC a a

( )ˆtan tan
+

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
2 2

0 1 2 3 330 3
3

�

سراسری خارج از کشور - 89

اضلاع�مکعب�مستطیل�برابر��6�،�6و��3هستند،�پس�طول�قطر�هریک�از�آن�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    4  4

� + + = =2 2 26 6 3 81 9

مساحت�مثلث�متساوی�الاضلاع�به�ضلع��4برابر�است�با:  ‌هنیز    5  4

�S= × =23 4 4 3
4

�داریم:� ABH ضمناً�در�مثلث�

� AHABH AH
AB

: sin
∆

= ⇒ = × =0 360 6 3 3
2

� V S AH= × = × =4 3 3 3 36 بنابراین�حجم�منشور�برابر�است�با:�
سراسری - 91 �

شکل�حاصل�نیم�استوانه�ای�به�شعاع�قاعده�ي��4و�ارتفاع��10است،�پس�سطح�کل�این�نیم�  ‌هنیز    6  4
استوانه�برابر�است�با:

�S R h R h R= × +π × +π = × × +π× × +π× = + π2 22 2 4 10 4 10 4 80 56 �

′�SHرا�رسم�می�کنیم،�داریم:�  ‌هنیز    7 ارتفاع�  1

� ABS SA SH AH AH:
∆

= + ⇒ = − =2 2 2 34 25 3
�. HH′=3 ،�هر�دو�نصف�ضلع�مربع�قاعده�هستند،�پس�با�هم�برابرند�و� HH′ �و� AH از�جایی�که�

�SHH SH SH HH SH:
∆

′ ′ ′ ′= + ⇒ = − =2 2 2 2 25 3 4

� V SH AB( ) ( )′= × = × × × =2 21 1 4 2 3 48
3 3

�OBC�،�OAB�،OADو��ODCبه�ترتیب�در�رأس�های��A،�  ‌هنیز    8 در�شکل�مقابل�مثلث�های�  1
�B�،�Aو��Dدارای�زاویه�ي�قائمه�هستند.�کوتاه�ترین�یال�برابر��OAو�بلندترین�برابر��OCاست:

�OAB OB OA AB OB:
∆

= + ⇒ = + =2 2 2 6 4 10

�OBC OC OB BC OC:
∆

= + ⇒ = + = =2 2 2 6 10 16 4
سراسری خارج از کشور - 91

AH،�نصف�قطر�مربع�قاعده�است،�پس:  ‌هنیز    9  1
� AH ×= =2 2 1

2

�OAH AH OH OA OH:
∆

+ = ⇒ = − =2 2 2 2 1 1
بنابراین�حجم�هرم�برابر�است�با:

� V S OH( ) ( )= × = × × =21 1 22 1
3 3 3
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طول�یال�های�جانبی�و�اضلاع�قاعده�را��aدر�نظر�می�گیریم،�پس�سطح�کل�هرم�برابر�است�با:  ‌هنیز    10  1

�
S

S a a a a a AH a
( )

( )
= +

= + × = + → = ⇒ = ⇒ = =
18 1 32 2 2 23 14 3 1 18 3 2 2 3

4 2
�OAHداریم:� با�استفاده�از�رابطه�ي�فیثاغورس�در�مثلث�

� AH OH OA OH V a h( ) ( )+ = ⇒ = − = ⇒ = × = × × =2 2 2 2 2 2 21 13 2 3 3 3 2 3 18
3 3

ارتفاع�مخروط�را��hمی�نامیم،�پس:  ‌هنیز    11  1

� aV V Sh R h a a a h h
³oÀ# ‡»oh¶

= ⇒ = π ⇒ × × = π ⇒ =
π

2 2 21 1 1 1
3 3 3 3

�داریم:�  ‌هنیز    12 ABC مطابق�شکل�روبه�رو�در�مثلث�  2

� ACABC AC
BC

:sin
∆

= ⇒ = × =0 360 2 3 3
2

� ABABC AB
BC

:cos
∆

= ⇒ = × =0 160 2 3 3
2

بنابراین�حجم�مخروط�برابر�است�با:

� V AB AC( ) ( )= π × = π× × = π2 21 1 3 3 3
3 3

�بنامیم،�داریم:�  ‌هنیز    13 R′ اگر�شعاع�دایره�ي�کوچک�تر�در�شکل�مقابل�را�  1

� R R V R h′ π′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = π × = π× × =22 1 1 21 1 2
3 6 3 3 3

�

سطح�کل�ظرف�برابر�سطح�دو�نیم�کره�به�شعاع�های��5و��8و�سطح�یک�حلقه�بین�دو�دایره�به�شعاع�های�  ‌هنیز    14  4
�8و��5)به�ضخامت�3(�است،�پس:

�S ( )= × π× + × π× + π× −π× = π+ π+ π= π2 2 2 21 14 8 4 5 8 5 128 50 39 217
2 2

سراسری - 90

با�توجه�به�داده�های�مسأله�داریم:  ‌هنیز    15  4

� a ha h a h a( )π =π × ⇒ = ⇒ =3 24 4 16
3 2 3 4 3

قطر�مکعب�و�قطر�کره�با�هم�برابرند،�پس�اگر�ضلع�مکعب�را��aبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    16  3

� a a S a= ⇒ = = ⇒ = = × × =263 6 2 3 6 6 4 3 72
3

سراسری - 91 �

رئوس�مکعب�روی�سطح�کره�قرار�دارند.�پس�قطر�کره�و�قطر�مکعب�برابر�است.�اگر�ضلع�مکعب�را��xو�قطر�کره�را��2Rبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    17  4

� RR x x= ⇒ = 22 3
3

�
S R R

S x R

½o¨

K•§¶# ( )

π π π= = =
2 2

2 2
4 4

26 46
3
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در�مثلث��OAHطبق�رابطه�ي�فیثاغورس�داریم:  ‌هنیز    18  3

�OH AH OA OH ( ) ( )+ = ⇒ = − = − = =2 2 2 2 23 3 9 33 3
2 4 4 2

�است�و�با�توجه�به�این�که�مساحت�مربع�برابر�نصف�ضرب�دو� 3
2
بنابراین�ارتفاع�منش��ور�برابر�

قطر�آن�است،�داریم:�

� V h S ( )= × = × =23 1 93
2 2 4

ارتفاع�اس��توانه�برابر�قطر�کره�و�ش��عاع�کره�برابر�شعاع�قاعده�ی�استوانه�  ‌هنیز    19  4
است،�پس:

�
S R R RRh R
S R R

¾ºH¼TwH

½o¨

( )π × + ππ + π π+ π= = = =
ππ π

22

2 2
2 2 22 2 4 2 3

4 24 4

�برابر�طول�ضلع�است،�  ‌هنیز    20 3
2

حجم�به�وجود�آمده�برابر�تفاضل�حجم�مخروط�و�حجم�کره�است.�ارتفاع��AHدر�مثلث�متساوی�الاضلاع��  4

� AH= × =3 2 3 3
2

پس:��

ضمنا�O�ًمحل�تلاقی�میانه�های�مثلث�و�مرکز�ثقل�آن�است،�پس�هر�میانه�ارتفاع�را�به�نسبت�دو�
به�یک�تقسیم�می�کند،�بنابراین:

�OH= × =1 3 1
3

V ( ( ) )= π× × − π× = π− π= π2 31 4 9 4 53 3 1
3 3 3 3 3

  پاسخ تشریحی آزمون 94  

دو�نقطه�ي�غیر�واقع�بر�یک�وجه�حتماً�روی�یکی�از�اقطار�مکعب�مستطیل�  ‌هنیز    1  4
قرار�دارند�که�طول�آن�برابر�است�با:

� AB ( )= + + = + + = =2 2 22 5 5 6 20 25 36 81 9

سراسری خارج از کشور - 92

�  ‌هنیز    2 a3 �و� a2 اگ��ر�طول�ضلع�کوچک�ت��ر�را��aبنامیم،�دو�ضل��ع�دیگر�  2

�است.� ABC �از�مثلث� B �یعنی�زاویه�ي� θ̂ هس��تند.�مطابق�شکل�روبه�رو�زاویه�ي�خواسته�شده،�

�است،�پس: Ĉ( )= 090 مثلث��ABCقائم�الزاویه�

�� AC a a a
BC a a

tan +θ= = = = ⇒θ=
2 2 02 3 1 45
3 3

ضلع��BCبر�قطر�وجه��ACعمود�اس��ت،�پس�مثلث��ABCقائم�الزاویه�  ‌هنیز    3  4
است�و�داریم:

� a aACABC
BC a

( )
:tan tan tan

∆ +
θ= ⇒ θ= ⇒ θ= ⇒θ=

2 2
02 3 60

سراسری - 89

B C

A

a

a2
a3

�
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ضلع�مکعب�را��aمی�نامیم.�حجم�هش��ت�وجهی�دو�برابر�حجم�هرم�اس��ت.�قاعده�ی�این�هرم�مربعی�است�  ‌هنیز    4  1
که�قطر�آن�برابر�ضلع�مکعب�و�ارتفاع�آن�نصف�ضلع�مکعب�است،�پس:

�

a aSh
V
V a a

( )× × ××
= = =
′

2

3 3

11 22 3 2 13 2
6

)�برقرار�است،�پس�مثلث�قاعده�  ‌هنیز    5 ) = +2 2 25 2 1 با�توجه�به�این�که�بین�اضلاع�مثلث�رابطه�ي�فیثاغورس�  4

�و� 1
2
قائم�الزاویه�اس��ت.�با�برش�زدن�این�منش��ور�از�وس��ط�ارتفاع�و�کنار�هم�قرار�دادن�دو�تکه،�یک�مکعب�مس��تطیل�به�ارتفاع�

قاعده�ی�مستطیل�به�ابعاد��2و��1به�دست�می�آید.�قطر�این�مکعب�مستطیل�برابر�است�با:

� a b c ( )+ + = + + =2 2 2 2 2 21 212 1
2 2

�و��2aو�با�ارتفاع��aمی�باشد.�بنابراین�سطح�کل�  ‌هنیز    6 a 2 �، a 2 قاعده�ي�منشور�حاصل�یک�مثلث�قائم�الزاویه�ي�متساوی�الساقین�به�ابعاد�  2

منشور�برابر�است�با:

�S a a a a a a a a a a( )( ) ( )= × + × × + × = + + = +2 2 2 212 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4
2

�

′�OHHداریم:�  ‌هنیز    7 �برابر��5است.�در�مثلث�قائم�الزاویه�ي� OH( )′ ارتفاع�وجه�جانبی�  3

�OH OH HH OH OH( )′ ′= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 265 4
2

� V S h= × × = × × =21 1 6 4 48
3 3

′�OHHداریم:�  ‌هنیز    8 در�مثلث�قائم�الزاویه�ي�  4

�OH OH HH HH HH HH′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 213 12 25 5
بنابراین�طول�ضلع�مربع�برابر��10است�و�سطح�کل�هرم�برابر�است�با:

�S ×= × + × = + =13 1010 10 4 100 260 360
2

S=6.�از�آن�جا�که��OAبرابر�  ‌هنیز    9 3
4

�به�دس��ت�می�آید،�پس� a26 3
4

مس��احت�شش�ضلعی�از�رابطه�ي�  4

نصف�قطر�بزرگ�شش�ضلعی�یعنی�برابر�ضلع�شش�ضلعی�است،�داریم:

�OAB BO OA BA BO:
∆

+ = ⇒ = − =2 2 2 4 1 3

� V= × × =1 6 3 33
3 4 2
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چهار�وجهی�منتظم�به�طول�یال��a،�یک�هرم�با�قاعده�ی�مثلث�متس��اوی�الاضلاع�اس��ت،�برای�یافتن�  ‌هنیز    10  4
ارتفاع�هرم�داریم:

�CDH BH BM a a:
∆

= × = × =2 2 3 3
3 3 2 3

� aABH AB AH BH AH a a a:
∆

= + ⇒ = − = =
22 2 2 2 2 6
3 3 3

بنابراین�حجم�چهار�وجهی�منتظم�به�طول�یال��aبرابر�است�با:
� V S h a a a= × × = × × × =2 31 1 3 6 2

3 3 4 3 12

�را�از�کل�حجم�کم�می�کنیم:� a
2
برای�یافتن�حجم�جسم�باقی�مانده،�حجم��4چهار�وجهی�منتظم�به�ضلع�

aV a a a a( )′= − × = − =3 3 2 3 32 2 2 2 24
12 12 2 12 24 24

�

بنابراین�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:

�
a

V
V a

′ = =

3

3

2
124
22

12

اگر�سطحِ�مقطع�مخروط�را�رسم�کنیم،�با�استفاده�از�تشابه�دو�مثلث�  ‌هنیز    11  2

�OCHداریم:� ′�OAHو�

� AH OH
CH OH

′ ′=

پس�نسبت�دو�حجم�برابر�است�با:

�

AH OH
V OH OH OH OH HH
V OH OHCH OH

( ) ( )
′ ′×π× ×

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
×π× ×

2
3 3

2

1
1 13 2 8

1 125 10 5
3

قاعده�ي�پایین�منش��ور�مطابق�شکل�روی�قاعده�ي�مخروط�و�رئوس�قاعده�ي�بالای�منشور�روی�سطح�  ‌هنیز    12  3

جانبی�مخروط�قرار�می�گیرند.�اگر�از�بالا�به�قاعده�ي�بالایی�منشور�بنگریم،�داریم:

�برابر�طول�ضلع�است،�پس:� 3
2

در�مثلث�متساوی�الاضلاع�میانه�ها�)ارتفاع�ها(�هم�دیگر�را�به�نسبت��2به��3قطع�می�کنند�و�ارتفاع�

� r r= × × ⇒ =2 3 3 1
3 2

شعاع�قاعده�ي�مخروط�برابر��3است،�پس:

� AH BH AHACH BH CH AH AH
AH CH AH

:
∆

′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
′ ′ +

1 2 2 1
2 3



بنابراین�حجم�مخروط�برابر�است�با:

� V CH AH( ) ( ) ( )′ ′= π× × = ×π× × + = π2 21 1 3 1 2 9
3 3

H

H�

O

A B

C D
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قاعده�ی�بزرگ�ترین�مخروط�همان�قاعده�ي�استوانه�است.�با�استفاده�از�قضیه�ي�تالس�در�مثلث��OAHداریم:  ‌هنیز    13  1

� OH A H A H A H
OH AH

′ ′ ′ ′ ′ − ′ ′= ⇒ = ⇒ =5 1 8
2 5 5

�است،�پس:� A H′ ′ سطح�مقطع�خواسته�شده�برابر�سطح�بین�دو�دایره�ي�هم�مرکز�به�شعاع�های��AHو�

�S AH A H ( ) ( ) /′ ′=π −π =π −π =π× = π2 2 2 28 362 1 44
5 25

�برابر�حجم�مخروط�است،�پس:�  ‌هنیز    14 2 حجم�کره�  2

� RR R h R h h h Rπ = × ×π × ⇒ = ⇒ = ⇒ =3 24 1 42 4 2 2 2
3 3 2

�OHA h R L L R R R R:
∆

+ = ⇒ = + = =2 2 2 2 2 28 9 3

بنابراین�فاصله�ي�رأس�مخروط�تا�محیط�قاعده،��3برابر�شعاع�قاعده�است.

مرکز�کره�بر�مرکز�مکعب�مستطیل�منطبق�است�و�شعاع�کره�نصف�قطر�مکعب�مستطیل�است:  ‌هنیز    15  2

� R a b c ( )= + + = + + = =2 2 2 2 2 21 1 81 95 6 2 5
2 2 2 2

�S R= π = π× = π2 814 4 81
4

بنابراین�سطح�کره�برابر�است�با:�

قطر�کره�با�قطر�مکعب�برابر�است،�اگر�ضلع�مکعب�را��aبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    16  4
� R a= 3

2
پس�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:

� V a a
V aR ( )

= = = = = =
′ ππ ππ π π×

3 3

3 3

1 1 2 2 3
4 34 3 4 3 3 3 3
3 3 2 3 8 2

قطر�کره�برابر�طول�ضلع�مکعب�است،�پس�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    17  3

�
R

V
V R( )

π π
π= = =

′

3

3

4 4
3 3

8 62

اگر�ارتفاع�استوانه�را��hو�شعاع�کره�را��Rبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    18  1
�S Rh R h R h= π ⇒ π= π× × ⇒ × =2 48 2 24 �

� hOAH OA OH AH R R h:
∆

= + ⇒ = + ⇒ + =
22 2 2 2 2 225 4 100
4

�� h h h h
h

( )⇒ + = ⇒ − + × = ⇒ = ±2 2 4 2 2 2244 100 100 4 24 0 50 196

�
h h R V

V R h
Vh h R

,
,

,

 = ⇒ = = = π ⇒ =π ⇒  = π= ⇒ = =  

2
2

2
64 8 3 72

9636 6 4

�می�باشد.� π96 بنابراین�حجم�بیش�تر�برابر�

P

1

O

4

H A

A�H�
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تمام�نقاط�محیط�قاعده�ي�استوانه�روی�کره�قرار�دارد.�پس��AOبرابر�شعاع�دایره�است�و�داریم:  ‌هنیز    19  4

� ABO AO OB AB OB OB OB:
∆

= + ⇒ = + ⇒ = − ⇒ = =2 2 2 2 2 29 6 81 36 45 3 5

� V r h ( )=π =π × =π× × = π2 23 5 6 45 6 270 �است�و�حجم�استوانه�برابر�است�با:�� 3 5 بنابراین�شعاع�قاعده�استوانه�برابر�
A

B O 9

6

چهار�وجهی�منتظم�یک�هرم�با�قاعده�و�وجه�مثلث�متساوی�الاضلاع�است.�اگر��ABCDچهار�وجهی�منتظم�و��Oمرکز�دایره�باشد،�ارتفاع�  ‌هنیز    20  1

�برابر�طول�یال�اس��ت�)به�محاس��بات�س��ؤال��10مراجعه�کنید(.�ضمناً�اگر�نقطه�ي��Oرا�به�چهار�رأس��C�،�B�،�Aو��Dوصل�کنیم،�چهار� 6
3

چهار�وجهی�منتظم�

هرم�با�قاعده�ي�مثلث�متس��اوی�الاضلاع�و�ارتفاع�ش��عاع�دایره�)R(�به�وجود�می�آید.�بنابراین�اگر�مس��احت�قاعده�را��Sبنامیم،�حجم�چهار�وجهی�را�می�توان�به�دو�
گونه�محاسبه�کرد:

� hS h S R h R R R
×

× × = × × × ⇒ = ⇒ = ⇒ = = =

6 2 6
1 1 1234 4 1
3 3 4 4 12

  پاسخ تشریحی آزمون 95  

�  ‌هنیز    1 030 .�می�دانیم�در�مثلث�قائم�الزاویه،�ضلع�روبه�رو�به�زاویه�ي� ABBH=
2

با�توجه�به�معلومات�مسأله�  2

�و�داریم:� Â= 030 نصف�وتر�است�و�برعکس،�پس�

�
C

A C B B
B H C

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

 =+ = ⇒ ⇒ + + = ⇒ =
+ + =

0
0 0 0 0 0

1 10
1

75
2 180 75 90 180 15

180

مثلث�مورد�نظر�در�شکل�روبه�رو،�مثلث��AOCاست.�داریم:  ‌هنیز    2  4

�
C C

C
C

ˆ ˆ
ˆ

ˆ

 + = ⇒ =
=

0
1 2 0

10
2

60
15

45

�داریم:� B̂ = − =0 0 0
1 90 60 30 ضمناً�با�توجه�به�این�که��AOBمتساوی�الساقین�است�و�

�
B

A O O
ˆ

ˆ ˆ ˆ−
= = ⇒ = =

0 01 0
1 1 1

180 150 75
2 2

بنابراین�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:

�
O O

C

ˆ ˆ

ˆ
+ += = + = + =

0 0 0 01 2
0 0 01

75 60 75 60 5 4 9
15 15 15

�نیز�مانند�مثلث��ABCمتس��اوی�الاضلاع�اس��ت.�طول��BEرا�برابر��xدر�نظ��ر�می�گیریم.�در�مثلث��BDE،�  ‌هنیز    3 FDE راه ح��ل اول: مثلث�  2
زاویه�ي��60�Bدرجه�است�و��BDدو�برابر��BEاست،�پس�مثلث��BDEقائم�الزاویه�و�زاویه�ي��Dبرابر��30درجه�می�باشد.�پس�طول��DEبرابر�است�با:

� DE BD BE x x x DE x( )= − = − = ⇒ =2 2 2 2 2 22 3 3
نسبت�مساحت�های�دو�مثلث�متشابه��FDEو��ABCبرابر�مربع�نسبت�تشابه�است،�پس:

� FDE

ABC

S
DE x

S AB x
( ) ( )

∆

∆
= = =2 23 1

3 3

DB

C

A

O

A

B C

H

1
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راه حل دوم:�مساحت�مثلث�های��EFC�،�BDEو��ADFبا�هم�برابر�و�مساوی�است�با:

�
BDE

S BD BE B x x xˆsin sin∆ = × × = × × =0 21 1 32 60
2 2 2

بنابراین�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:

� DEF

ABC

S x x
x x

S xx

( ) ( )

( )

∆

∆

− ×
−= = =

2 2
2 2

22

3 33 3
9 6 14 2

33 93
4

مطابق�ش��کل�روبه�رو،�دو�مثلث��ABCو��ADBهر�دو�در�رأس��Aمتساوی�الس��اقین�هستند،�  ‌هنیز    4  1
�و�داریم:� B Dˆ ˆ=2 �و� B Ĉˆ =1 پس�

�
B B B C D

B B
BCD B C D

ˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆˆ ˆ:
∆

 = + = +
 ⇒ = ⇒ =
 + + =

1 2
0 0

0
2 180 90

180

بنابراین�مثلث��BCDقائم�الزاویه�است�و�داریم:

� BC BD CD BD ( )+ = ⇒ = − = − = =2 2 2 2 28 28 64 28 36 6

مثلث�های��AOBو��DOCقائم�الزاویه�و�متساوی�الساقین�هستند،�پس:  ‌هنیز    5  4

�

OA AB OA

OD DC OD

AOD OA OD AD AD: ( ) ( )
∆


= ⇒ = =


 = ⇒ = =



+ = ⇒ = + = + =
2 2 2 2 2

22 2
2

142 7 2
2

2 7 2 2 98 10

�و�  ‌هنیز    6 B Ĉˆ =2 مطابق�ش��کل�روبه�رو،�دو�مثلث��ABDو��BDCمتساوی�الس��اقین�هس��تند،�پس�  4

،�پس�طب��ق�قضیه�ي�خطوط�موازی�مورب� AB CD .�ب��ا�توجه�به�ای��ن�که�در�ذوزنقه�ي��ABCDداریم� B Dˆ ˆ=1 1

�Cداریم:� Dˆ ˆ= .�ضمناً�با�توجه�به�این�که� D Dˆ ˆ=1 2 .�بنابراین� B Dˆ ˆ=1 2 داریم�

 CC D D C D D
ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= + ⇒ = ⇒ =1 2 2 22
2

 C CABC B C D C C C
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ:

∆

+ + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ =0 0 0 0
2 2

5180 180 180 72
2 2

 

�است،�پس:�  ‌هنیز    7 0120 در�شش�ضلعی�منتظم�می�دانیم�هر�زاویه�برابر�  1

�
C

ABC C A B C C C

C C C
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ:

ˆ ˆ ˆ

∆

=

+ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =

⇒ + = → =
0

1

0 0 0 0 0
1 1 1

300 0
1 2 2

180 2 120 180 30 120

120 90

بنابراین�مثلث��ACDقائم�الزاویه�است،�اگر�طول�ضلع�شش�ضلعی�را��aبنامیم،�طول�ضلع��ADبرابر��2aاست�و�داریم:

� ACD AD CD AC AC a a a:
∆

= + ⇒ = − =2 2 2 2 24 3

بنابراین�مساحت�مثلث��ACDبرابر�است�با:

�S AC CD a a a= × = × × = 21 1 33
2 2 2

بنابراین�نسبت�مساحت�مثلث�به�مساحت�شش�ضلعی�برابر�است�با:

�
a

S
S a
= = = =
′

× ×

2

2

3 1
4 12 2

6 12 336 44
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مطابق�شکل�روبه�رو�در�مثلث�قائم�الزاویه�و�متساوی�الساقین�داریم:  ‌هنیز    8  2
� x x= ⇒ =2 2 1

بنابراین�ضلع�مربع�برابر�است�با:
� x x+ + = +2 2 2

و�مساحت�مربع�برابر�است�با:
�( )+ = + + = +22 2 2 4 4 6 6 4 2

�هستند،�بنابراین�نسبت�مساحت�ها�یک�به�  ‌هنیز    9 1
2
�متش��ابه�با�نس��بت�تش��ابه� A B M′ ′ ،�دو�مثلث��ABMو� AB A B′ ′

 با�توجه�به�این�که�  2

چهار�است.�ضمناً�با�توجه�به�این�که��AMمیانه�ي�مثلث��ABCاست،�پس�مثلث��ABCرا�به�دو�مثلث�با�مساحت�های�مساوی�تقسیم�می�کند�و�داریم:�

� A B M ABM

ABC ABC

S S

S S

∆ ∆

∆ ∆

′ ′
×

= = × =

1
4 1 1 1

4 2 8

چون�مثلث��OABمتساوی�الاضلاع�است.�پس:  ‌هنیز    10  3
�OA OB AB= = =4 3

پس�ارتفاع�مثلث��OABبرابر�است�با:

� h= × =3 4 3 6
2

.�بدین�ترتیب�خواهیم�داشت:� − +6 4 3 پس�ارتفاع�مثلث��OCDبرابر�است�با�

�
OCD

S ( ) ( ) ( )∆ = × − + = − + =− + = − +1 4 3 6 4 3 2 3 6 4 3 12 3 24 12 3 2
2

.�مثلث�های��BMD�،�ABDو��CMD  ‌هنیز    11 BM MC= =5 با�توجه�به�قضیه�ي�فیثاغورس،�در�مثلث��ABC،�طول��BCبرابر��10اس��ت�و�  2
قائم�الزاویه�هستند�و�می�توان�در�آن�ها�از�قضیه�ي�فیثاغورس�استفاده�کرد:

�

ABD x BD
x MD

BMD MD BD

CMD x MD

x x x x x x x

:

:

:( )

( )

∆

∆

∆


 + = ⇒ + = + + =

 − = +

⇒ + = − ⇒ + = + − ⇒ = ⇒ =

2 2 2
2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

6
36 25

5

8 5
736 8 36 64 16 16 28
4

محیط�ذوزنقه�برابر��11است،�پس:  ‌هنیز    12  1
� MB MN NC BC MB NC+ + + = ⇒ + =11 4

در�ضمن�با�توجه�به�قضیه�ي�تالس�در�مثلث��ABCداریم:

� MN AM AN AM AN AM AN AM AN
BC AB AC AB AC AB AM AC AN MB NC

= = ⇒ = = ⇒ = = ⇒ = =
− − −

3 3 3
4 4 3

� AM MB AN NC AM AN MB NC, ( )⇒ = = ⇒ + = + = × =3 3 3 3 4 12

بنابراین�محیط�مثلث��AMNبرابر�است�با:
� P AM AN MN= + + = + =12 3 15

،�طبق�قضیه�ي�تالس�داریم:�  ‌هنیز    13 BC DE در�مثلث��ABC،�آن�جا�که�  3

� DE AE DE DE
CB AB

= ⇒ = ⇒ =
+ +
2 8

4 2 3 4 9

�
ADE

S AE DE∆ = × = × × =1 1 8 82
2 2 9 9

بنابراین�مساحت�چهار�ضلعی�سایه�زده�شده�برابر�است�با:
�S −= × − = − = =8 8 36 8 282 2 4

9 9 9 9
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در�مثلث�قائم�الزاویه��ABDداریم:  ‌هنیز    14  4

� BD AB AD BD ( / ) ( / ) / /= + ⇒ = + = + =2 2 2 2 29 6 2 8 92 16 7 84 10

ضمناً�در�مثلث��BDHداریم:

� BD BH HD HD= + ⇒ = − = =2 2 2 2 210 8 36 6
همچنین�در�مثلث��CHDداریم:

�CD CH DH CD x= + ⇒ = +2 2 2 2 36
�مشترک�هستند،�پس:� Ĉ دو�مثلث�قائم�الزاویه�ي��ABCو��CDHدر�زاویه�ي�

� DC HD x xABC CDH
BC AB x x/

∆ ∆
+ +⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +



2 236 6 36 10
8 9 6 8 16

�در�معادله�ي�فوق�صدق�می�کند.� x=8 با�امتحان�کردن�گزینه�ها،�تنها�

دو�ضلع��BC�،�MNبر��ABعمود�بوده،�پس�با�هم�موازی�هستند.�بنابراین�طبق�قضیه�ي�تالس�در�مثلث��ABCداریم:�  ‌هنیز    15  4

� AN MN AN AN AN AN
AC BC AN

/= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+

1 2 5 8 2
8 6

�و�در�مثلث�قائم�الزاویه�ي��ABCداریم:� AC=10 ،�پس� AN=2 با�توجه�به�این�که�

� AC BC AB AB= + ⇒ = − =2 2 2 100 36 8
بنابراین�مساحت��ABCبرابر�است�با:

�S AB BC= × × = × × =1 1 8 6 24
2 2

در�شکل�مقابل�مثلث��ABNقائم�الزاویه�است�و�داریم:  ‌هنیز    16  1

� AN BN AB AN ( ) ( )= + ⇒ = + = + = =2 2 2 2 26 6 30 306 6
2 4 4 2

با�توجه�به�عمود�بودن�ضلع��AMبر�خط��AB،�مثلث��AMNنیز�قائم�الزاویه�است،�پس:

� MN AM AN MN ( ) ( )= + ⇒ = + = =2 2 2 2 26 30 36 3
2 2 4

چهار�وجهی�منتظم�یک�هرم�با�قاعده�و�وجوه�مثلث�متساوی�الساقین�است.�پای�عمود��AH،�مرکز�ثقل�)محل�تلاقی�میانه�ها(�مثلث��BCD  ‌هنیز    17  1

�برابر�میانه�)ارتفاع(�مثلث��BCDاست�و�داریم: 2
3
�،�CHمی�باشد.�بنابراین�طول�

���������������������

�CH= × × =2 3 6 2
3 2

بنابراین�در�مثلث�قائم�الزاویه�ي��ACHداریم:

� AC AH CH AH ( ) ( )= + ⇒ = − = =2 2 2 2 26 2 4 2

اگر�شعاع�قاعده�ي�استوانه�را��rدر�نظر�بگیریم،�ارتفاع�استوانه��4rو�ارتفاع�هر�یک�از�دو�مخروط�برابر��2rاست،�پس�حجم�خواسته�شده�  ‌هنیز    18  2
برابر�است�با:

�
r

VV V V r r r r r r r
V r

¾ºH¼TwH# ‡»oh¶

¾ºH¼TwH#

( )
π

= − × =π × − × ×π = π − π = π ⇒ = =
π

3
2 2 3 3 3

3

8
1 4 8 232 4 2 2 4
3 3 3 34
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مطابق�شکل�روبه�رو،�در�مثلث�قائم�الزاویه�ي��OHAداریم:  ‌هنیز    19  1

� hOA OH AH R r R R( )= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 24 3 5
2

بنابراین�شعاع�کره�برابر��5است�و�حجم�آن�برابر�است�با:

� V R π= π = ×π× =3 34 4 5005
3 3 3

سطح�کل�نیم�کره�ای�به�شعاع��Rبرابر�است�با:  ‌هنیز    20  4

��
S

S R R R R R R
= π

= × π +π = π → π = π⇒ = ⇒ =
272 2 2 2 21 4 3 3 27 9 3

2

�برابر�است�با:� R=3 بنابراین�حجم�کره�ای�به�شعاع�

� V R= π = π× = π34 4 27 36
3 3
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آزمون‌های‌جامع



پاسخ تشریحی آزمون های فصل هجدهم

  پاسخ تشریحی آزمون 96  

،�داریم:�  ‌هنیز    1 na a n d( )= + −1 1 با�توجه�به�جمله�ي�عمومی�دنباله�ی�حسابی�  4

� a a a a a d a d a d a d d d( ) ( )+ − = ⇒ + + − + = ⇒ + − − = ⇒− = ⇒ =−1 2 3 1 1 1 1 1
82 3 5 8 2 3 5 2 8 5 3 5 10 8 7 8
7

بنابراین�حاصل�عبارت�خواسته�شده�برابر�است�با:

� a a a a a d a d d d d( ) ( ) ( )− − = − + − + =− − =− =− − =1 2 3 1 1 1
85 3 2 5 3 2 2 3 4 7 7 8
7

�است،�پس�جمله�ي�دهم�  ‌هنیز    2 / / ...=0 25 0 252525 �به�صورت�اعشاری�برابر� 25
99

با�تقس��یم�کردن��25بر��99متوجه�می�ش��ویم�حاصل�کسر�  3

�� ( )× + = × =5 2 5 5 7 35 �که�مجموع�ارقام�آن�برابر�است�با:�� /0 2525252525 دنباله�ي�تقریبات�اعشاری�برابر�است�با�

�و�داریم:�  ‌هنیز    3 ( )−− = + 12 3 2 3 )�پس� )( )− + =2 3 2 3 با�توجه�به�این�که�1  1

� A ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−− −

= − + × = + × + × = + × = + ×
1 1 13 4 3 4 4 3

3 63 6 6 62 3 2 3 3 22 3 2 3 2 2 3 2 3 2 2 3 2 2 3 2

� A( ) ( ) (( ) ) ( )= − × = − = − = − = − ⇒ = −
1 1 1 1 1

326 6 6 6 32 3 2 4 2 3 3 1 3 1 3 1 3 1

k  ‌هنیز    4 , , , , , , ,=1 2 3 4 6 8 12 ،�به�ازای��8مقدار�24
k
24 تابع�به�ازای�مقادیر�صحیح�و�غیر�آن،�دو�مقدار�مختلف�می�دهد.�در�بین�اعداد�به�صورت�  1

ورودی�تابع�عددی�صحیح�است،�پس:�

� f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + = + + + + + + + + − = − =24 24 24 24 12 8 6 4 3 2 1 16 1 60 16 44
1 2 24



زیر�رادیکال�باید�نامنفی�و�مخرج�کسر�نباید�صفر�باشد،�پس:  ‌هنیز    5  2

�
x x x x x

Dx
x

x

( )

[ , ) ( , ]

 − ≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≤ ≤


⇒ = − −> − > ⇒ <− 



2 4 2 2

2

9 0 9 0 3 3
3 1 1 31

1 0 1

�در�دامنه�ي�این�تابع�قرار�دارند.� −3 �و� −2 بنابراین�اعداد�صحیح��2�،3،�

جدول�تعیین�علامت��fبه�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    6  2

�
x
f

−
− + −

1 2
0 0

�همواره�نامنفی�باش��د،�پس�جدول�تعیین�علامت� ax bx f x( ) ( )+ +2 2 �تمام�اعداد�حقیقی�اس��ت،�بایس��تی� y ax bx f x( )( ( ))= + +2 2 چون�دامنه�ی�تابع�

�به�صورت�زیر�خواهد�بود: ax bx+ +2 2 عبارت�

�

x

ax bx c

−

+ + − + −2
1 2
0 0

�و��2ریشه�های�این�عبارت�درجه�ی�دو�باشند�و��aمنفی�باشد،�بنابراین:� پس�باید�1−

�
a b a

a b
a b b
+ + = =−  ⇒ ⇒ + =− − + = =  

4 2 2 0 1
2 12 0 1

�و�داریم:�  ‌هنیز    7 f ( )− =1 3 2 ،�پس� f( )=2 3 چون�  2

� g f g g( ( )) ( ) ( )− − − −− = − = −1 1 1 11 3 1 2 1

� a g a a a a( )−− = − ⇒ − = ⇒ = ⇒ =14 1 4 2 4 2 �و�داریم:�� g a( )− − =1 1 ،�پس� g a( با�توجه�به�این�که�1−=(

فصل هجدهم: آزمون های جامع کنکوری
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�طی�مراحل�زیر�داریم:�  ‌هنیز    8 y f x( )=− −2 1 برای�رسم�نمودار�  4

نمودار�تابع�گزینه�ی�)3(�را�با�طی�مراحل�زیر�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    9  3

سایر�گزینه�ها�به�شکل�زیر�هستند:

�  ‌هنیز    10 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =4 2 2 2
2

ابتدا�دو�مقدار�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:�  4

� b b blog log log= ⇒ = ⇒ =13 3 3 2
2

بنابراین�مقدار�خواسته�شده�برابر�است�با:

�
a

a
b b

log
log log log

log
log log log

−
− −= = = = =3

10 15 10 2 22 25
3 3 3 2 4

ابتدا��xرا�از�معادله�ي�داده�شده�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    11  3

� x x x x x xlog log log log ( ) log log= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ + = = =
1

3 52 2 2 2
1 1 1 15 5 5 5 25 7 32 2 5
6 3 6 2

ابتدا�دامنه�ي�تعریف�لگاریتم�ها�را�مشخص�می�کنیم:  ‌هنیز    12  3

�
x x

xx x
x x

+ > ⇒ >− ⇒ < < −− > ⇒ > ⇒ < <

1 0 1
0 11 11 0 0 0 1

اکنون�به�حل�معادله�می�پردازیم:

� x x x x x x x
x x x x

log ( ) log ( ) log ( )( )+ + − = ⇒ + − = ⇒ − + − = ⇒ = + ⇒ + − = ⇒ =− ±2
2 2 2

1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 0 1 2

)�قرار�دارد.� , )0 1 �است،�زیرا�در�محدوده�ي� x= −2 تنها�جواب�قابل�قبول�معادله�1

طرفین�معادله�ي�داده�شده�را�یک�بار�از�سمت�راست�و�یک�بار�از�سمت�چپ�در��Bضرب�می�کنیم:  ‌هنیز    13  4

�
B

B

AB BA I AB B BA B I B AB BAB B
AB BAB BAB B A B B AB B A B

AB BA I B AB B BA B I BAB B A B

×
+

×

 − = → × − × = × ⇒ − = → − + − = + ⇒ − =
− = → × − × = × ⇒ − =

2
2 2 2 2

2 2
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�برابر�است�با:�  ‌هنیز    14 A B− ماتریس�  1

� A B
−     

− = − =     − −          

1 1 2 1 1 0
0 2 2 3 2 1

با�استفاده�از�دستور�محاسبه�ی�ماتریس�وارون�داریم:

� A B
( )

( )
( )( )( ) ( )

− − − −   
− = =   − − − −− − − × −       

1 1 0 1 01
2 1 2 11 1 0 2

�و�دترمینان�آن�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    15 A B+ با�جمع�کردن�دو�معادله�ی�داده�شده،�ماتریس�  4

�
A B

A B A B A B
A B

| | ( ) ( )+

−  
+ =   − −       → + = ⇒ + = ⇒ + = − × − ×             + =     

2

2 1
3 9 5 1 3 1 31 14 4 1 10 3 121 2 12 10 12 104 43 3 5

� A B| | ( )⇒ + = − − =− =−1 46 2310 36
16 16 8

تمامی�نسبت�های�مثلثاتی�را�با�استفاده�از�زاویه�ي��10درجه�بازنویسی�می�کنیم:  ‌هنیز    16  4

� sin( ) cos( )sin cos cos cos cos cot tan
sin cos sin( ) cos( ) sin sin sin

+ − −− += = = =− =−
− − − − − + −

0 0 0 00 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 90 10 180 102 100 170 2 10 10 3 10 3 10 3 80
3 350 2 260 3 360 10 2 270 10 3 10 2 10 10

�داریم:�  ‌هنیز    17 ABC براساس�قضیه�ي�سینوس�ها�در�مثلث�  2

�
a

Aa b c A B C A B Cb B c C
a b cBA C A B C

ˆsin ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆsin sin sin sin sin sinˆˆsin , sin
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆsinsin sin sin sin sin

= + + + += = → = = ⇒ = =
+ + + +

4 14 4
44 4 4

طبق�قضیه�ي�کسینوس�ها�در�مثلث��BDCمی�دانیم:  ‌هنیز    18  4

�
CD

BD BC CD BC CD C CD CD CD CD CD
CD ¡¡—

ˆcos
== + − × × × ⇒ = + − × × × ⇒ − − = ⇒ = ± ⇒ =−

2 2 2 2 2 612 28 16 2 4 4 12 0 2 16 22

بنابراین�اضلاع�متوازی�الاضلاع��4و��6هستند�و�محیط�متوازی�الاضلاع�برابر�است�با:
� P ( )= × + =2 4 6 20

�است،�پس:�  ‌هنیز    19
n
k

 
  
 

تعداد�زیر�مجموعه�های��kعضوی�یک�مجموعه�ی��nعضوی�برابر�  1

�
n n

n
   

= ⇒ = + =      
   

5 3 83 5

تعداد�زیر�مجموعه�های�دو�عضوی�این�مجموعه�برابر�است�با:

�
  ×= =  
 

8 8 7 282 2

تعداد�حالات�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    20  2

� ! ! !
     

× × × = × × × = ×          
     

4 4 5
6 6 6 10 6 360 62 2 2
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�است،�بنابراین:�  ‌هنیز    1 n
na a q −= 1

1 جمله�ي�عمومی�دنباله�ي�هندسی�به�صورت�  2

�
a a a q a q a q

q
a a q a q q

 × = ⇒ × = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
= ⇒ = ⇒ =

6 20 2 26
7 21 1 1 1 2

14 2 28 2
15 1 1

108 108 108 1 108 144 36
144 108 2712 12 144

جمله�ي�سیزدهم�دنباله،�دو�جمله�قبل�از�جمله�ي�پانزدهم�است،�پس:

�
a

a a q a
q

= × ⇒ = = = =152
15 13 13 2

12 27 9
36 3
27
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�می�باشد.�دنباله�ي�تقریبات�اعشاری�این�کسر�برابر�است�با:  ‌هنیز    2 / / ...=0 53 0 53333 �به�صورت� 8
15

عدد�اعشاری�کسر�  2

� / , / , / , / , / ,...0 5 0 53 0 533 0 5333 0 53333

بنابراین�اختلاف�جمله�ي�پنجم�و�چهارم�برابر�است�با:
� a a / / / −− = − = = × 5

5 4 0 53333 0 5333 0 00003 3 10

�برابر�است�با:�  ‌هنیز    3 A2 اگر�عبارت�مورد�نظر�را��Aبنامیم،�  4

� A ( ) ( ) ( ) ( )= − + + = − + + + − = + × =332 2 22 3 2 3 2 2 2 3 2 3 2 4 3 8 4 2 1 2 12

� A=2 3 �و�با�توجه�به�مثبت�بودن��Aداریم:��� A =2 12 بنابراین�

برای�آن�که��fتابع�باشد،�باید�زوج�مرتب�های�با�مؤلفه�ی�اول�یکسان،�یکی�باشند،�پس:  ‌هنیز    4  4
� a f f a a( , ) , ( , )∈ ∈ ⇒ = ⇒ =±2 21 1 4 4 2

� a b f f a b b a( , ) , ( , )− ∈ ∈ ⇒ − = ⇒ =2 2 2 0 2 0 2

بنابراین�دو�حالت�زیر�ممکن�است:�

��
a

I f
b

) {( , ),( , ),( , ),( , )}
= ⇒ = =

2
1 4 2 0 2 1 4 164 تابع�نیست�

�
a

II f
b

) {( , ),( , ),( , ),( , )}
=− ⇒ = − − − =−

2
1 4 2 0 6 1 4 164 تابع�است

�. f b( )=−16 �و� b=−4 فقط�حالت�دوم�تابع�است،�پس�

�را�پیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    5 y f f x( ( ))= ابتدا�ضابطه�ي�تابع�  3
� f f x f x x x( ( )) ( ) ( )= − = − − = −3 2 3 2 3 2 4 3

�می�باشد،�داریم:� [ , ]−2 2 حال�با�توجه�به�این�که�دامنه�ي�تابع�

� x x x− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤2 2 8 4 8 11 4 3 5
�می�باشد.� [ , ]−11 5 بنابراین�برد�تابع�بازه�ي�

�به�ازای�تمام�مقادیر��xبرقرار�است،�پس:�  ‌هنیز    6 mx x
x
− − <
+

2

2
1 2

1
نامعادله�ی�  3

�
x m m mm x xmx x m x x

x x a m m
 

( )( )
( )

+ > ∆< ⇒ + − < ⇒ < ⇒ <− − − − − − < ⇒ < → − − − < ⇒
+ + < ⇒ − < ⇒ <

222 1 0 2
2 2

230 1 12 2 0 12 232 31 2 0 0 2 3 0 12
1 1 0 2 0 2

�است.� m<23
12

اشتراک�دو�محدوده�ي�به�دست�آمده�همان�

)�یک�به�یک�  ‌هنیز    7 , ]−∞ 2 )،�برای�آن�که�این�تابع�در�بازه�ی� )>4 0 �یک�سهمی�با�دهانه�ای�رو�به�بالاست� f x x kx( )= + −24 4 تابع�درجه�ی�دوم�1  2

باشد،�می�بایست�طول�رأس�سهمی�کوچک�تر�از��2نباشد،�پس:�

� b k k k
a
− −≥ ⇒ ≥ ⇒− ≥ ⇒ ≤−42 2 4 16 4
2 8

نمودار�تابع�را�طی�مراحل�زیر�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    8  4

�S ( ( ))× − − ×= − = − =
2 3 1 1 1 1 74

2 2 2 2
مساحت�خواسته�شده�را�با�کم�کردن�مساحت�دو�مثلث�از�هم�پیدا�می�کنیم:�
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طی�مراحل�زیر�نمودار�تابع�خواسته�شده�را�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    9  2

�  ‌هنیز    10 b a a b( )log ( ) log− + = =2 8 3 ،�بنابراین:�� b=5 �و� a=3 ،�پس� x yx ylog = از�قوانین�لگاریتم�می�دانیم�  3

برای�حل�معادله�ي�مورد�نظر�داریم:  ‌هنیز    11  1

� x x x x x x x x xlog
log log

+ = + ⇒ × = + ⇒ × = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2
2

10

1 12 2 30 2 2 2 30 3 2 30 2 10 10
2 2

ابتدا�از�معادله�ي�داده�شده،��xرا�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    12  2

� x x log log log= ⇒ = = × = = =3

1 7
3 3 2 3 38 22

7
1 738 4 2 4 2 2 2 2
3 3 9

بنابراین�مقدار�خواسته�شده�برابر�است�با:
� xlog ( ) log log+ = = = =1

2

2
3 3

3

29 2 9 3 4
1
2

�  ‌هنیز    13 ×3 3 �اس��ت،�پس�ضرب�این�دو،�یک�ماتریس� ×1 3 �یک�ماتریس�  − 3 1 2 �و�ماتریس� ×3 �یک�ماتریس�1
 
 
 
 
 

1
2
3

ماتری��س�  1

است�و�داریم:�

� A
   −
    = − = −    
   −   

1 3 1 2
2 3 1 2 6 2 4
3 9 3 6

�است.� − − − =−1 2 3 6 جمع�درایه�های�ستون�دوم��Aبرابر�

ابتدا�ماتریس��Xرا�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    14  2

� X X X
−       

= − ⇒ = ⇒ =       − − − − −              

5 3 3 1 2 4 1 2
2 22 0 2 4 4 4 2 2

حال�برای�یافتن�معکوس��3Xداریم:

� X X( )−
 − −− − − − − −         

= ⇒ = × = = =         − − − +                
 

1
1 1

3 6 6 6 2 2 2 21 3 1 3 33 3 1 16 6 6 3 2 1 2 118 36 18 6
3 6

دترمینان�ماتریس��Aبرابر��kاست،�پس:  ‌هنیز    15  2
� k

kk
k k k k k k

k k
≥

=
= ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ → =

=−

02 2
12 1

2 1 2 1 0 111
2

�است�و�داریم:�
 
 
  

2 1
1 1

بنابراین�ماتریس��Aبرابر�

� A− − −   
= =   − −× − ×       

1 1 1 1 11
1 2 1 22 1 1 1

�برابر�است�با:�  ‌هنیز    16 xcos ،�محدوده�ي� x≤ ≤0 0120 225 با�توجه�به�دایره�ي�مثلثاتی�روبه�رو،�وقتی�  4

� xcos− ≤ ≤− 11
2

�
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�برابر�یک�است،�برای�آن�که�مجموع�این�دو�مقدار�برابر��2باشد،�باید�  ‌هنیز    17 cos �و� sin با�توجه�به�این�که�حداکثر�مقدار�نسبت�های�مثلثاتی�  3
هر�دو�برابر�یک�باشند،�پس:�

�
A A A

C A B
B B B

ˆ ˆ ˆsin ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆcos

 = ⇒ = ⇒ = ⇒ = − − =
= ⇒ = ⇒ =

0 0
0 0

0 0
3 1 3 90 30

180 90
6 1 6 360 60

�Cقائم�است.� بنابراین�مثلث�در�رأس�

رابطه�ي�داده�شده�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    18  2
� a b c a b c ab a b c ab a b ab c ab c a b ab(( ) )(( ) ) ( )+ + + − = ⇒ + − = ⇒ + + − = ⇒ = + −2 2 2 2 2 2 2 23 3 2 3

،�پس:� c a b ab Ĉcos= + −2 2 2 2 با�توجه�به�رابطه�ي�کسینوس�ها�در�مثلث�می�دانیم�

� ab C ab C Cˆ ˆ ˆcos cos− =− ⇒ = ⇒ = 012 60
2

�عدد�فاقد�رقم��2اس��ت،�بنابراین�تعداد�اعداد�  ‌هنیز    19 × × =8 9 9 648 �می�باش��د،�از�این�تعداد� × × =9 10 10 تعداد�کل�اعداد�س��ه�رقمی�برابر�900  3
� − =648 252 396 �است.�پس�مقدار�خواسته�شده�برابر�است�با:�� − =900 648 252 شامل��2برابر�

تعداد�اعداد�را�در�دو�حالت�که�رقم�سمت�راست�برابر�صفر�یا�برابر��2باشد،�می�شماریم:  ‌هنیز    20  4

�
oŸ‚ +

 × × × =
 → + =
 × × × =

2

3 2 1 1 6
6 4 10

2 2 1 1 4
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برای�اثبات�درستی�گزینه�ی�)2(�داریم:  ‌هنیز    1  2
� n A B n A B n S n A B n A B n A B n S( ) (( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = − ⇒ + =    

گزینه�ي�)1(�نادرست�است،�زیرا:
�� n A B n A B n S n A B n S n A B n A n B n A B n A n B n S n A B( ) (( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = − = + − − ⇒ + + = +     

� n A B n A B n A( ) ( ) ( )− + = گزینه�ي�)3(�نادرست�است،�زیرا:�
� n A B n B A n A B n A B( ) ( ) ( ) ( )− + − = −  گزینه�ي�)4(�نادرست�است،�زیرا:�

احتمال�خواس��ته�ش��ده�آن�اس��ت�که�یا�به��2سؤال�از��3سؤال�اول�و��2سؤال�از��3سؤال�دوم�جواب�دهیم�یا�به��3سؤال�از��3سؤال�اول�و��1  ‌هنیز    2  4
سؤال�از��3سؤال�دوم�جواب�دهیم:

� P A( )

       
+              

       = = =
 
  
 

3 3 3 3
2 2 3 1 12 4

6 15 5
4

باید�احتمال�هر�دو�سفید�بودن�و�هر�دو�سیاه�بودن�را�حساب�کنیم:  ‌هنیز    3  3

احتمال�سفید�بودن�هر�دو� = × =4 3 1
9 8 6

احتمال�سیاه�بودن�هر�دو� = × =5 4 5
9 8 18

احتمال�هم�رنگ�بودن� = + =1 5 4
6 18 9

چون��Sفقط�دارای��3پیشامد�است�که�ناسازگارند،�داریم:  ‌هنیز    4  1

� P S P A B C P A P B P C P A P A P A P A P B P C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )= = + + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ = = 

1 3 41 3 4 1
8 8 8

حال�داریم:

� P A B P A B P A B P A P B( ) (( ) ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= = − = − − = − − =1 3 11 1 1
8 8 2

  
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�ضرب�می�کنیم�و�داریم:�  ‌هنیز    5 x −2 �طرفین�معادله�را�در�1 x≠±1با�فرض�  2

�
x

x x x x x x x x x x x x x
x

¡¡—

¡¡—

( ) ( ) ( )

 =


− − + + = ⇒ − + − − − + = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
 =−

2 2 3 2 2 3 3 2
0

1 1 4 0 2 1 2 1 4 0 4 4 0 4 1 0 1
1

بنابراین�معادله�یک�جواب�دارد.

نامعادله�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم�و�با�توجه�به�این�که�طرفین�نامعادله�نامنفی�هستند،�طرفین�را�به�توان��2می�رسانیم:  ‌هنیز    6  4

� x x x x x x x x x x x x| | | | ( )− < + ⇒ − < + ⇒ − + < + ⇒ − < ⇒ − < ⇒ < <2 2 2 2 2 22 1 2 4 4 1 2 4 4 8 4 2 4 2 8 0 2 4 0 0 4

�

x
x x( )− + − +

0 4
2 4 0 0

� b a− = − =4 0 4 � �است�داریم:�  ( , )0 4 با�توجه�به�این�که�مجموعه�جواب�بازه�ی�

عبارت�داده�شده�را�بسط�می�دهیم:  ‌هنیز    7  1

� A
sin (cos sin ) cos (cos sin )sin cos sin cos cos cos sin sin

sin cos sin cos cos cos sin sin sin (cos sin ) cos (sin cos )

α β− β − α β− βα β+ β α− α β− α β= =
α β+ β α+ α β+ α β α β+ β + α β+ β

� A
(sin cos )(cos sin ) sin cossin cos ( )
(sin cos )(cos sin ) sin cos sin cos

α− α β− β β− βα− α −= ⇒ =− × =− × =
α+ α β+ β α+ α β+ β

1 33
7 7

با�استفاده�از�قوانین�مثلثات�داریم:  ‌هنیز    8  4

� x x x x x x xx
x x x x x x x x x x x

cos cos cos sin cos( )(cot tan ) ( )( cot )
sin tan sin cos sin sin cos sin sin cos sin

−− − = − = × = × =
2 22 1 1 1 2 22 2

2 2 2
اگر�مخرج�کسر�درجه�ی�اول�باشد،�فقط�یک�عدد�حقیقی�در�دامنه�ي�تابع�نخواهد�بود،�پس�داریم:  ‌هنیز    9  3

� a a− = ⇒ =34 3 0
4
همچنین�اگر�مخرج�درجه�ی�دوم�باشد�و�ریشه�ي�مضاعف�داشته�باشد،�باز�هم�فقط�یک�عدد�حقیقی�در�دامنه�ي�تابع�نخواهد�بود.�پس�داریم:

�
a

a a a a
a

Zoh¶ ( )
=∆ = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =

2 2 1
0 4 4 4 3 0 4 3 0 3

بنابراین��3مقدار�برای��aوجود�دارد.

دامنه�ي��gرا�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    10  1

�

x
x x x x

x
x

x x

( )
≥− ≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≤ ≤

−

− − + − +

3 2

3

24 0 4 0
2 0

2 0 2
4 0 0 0

بنابراین�داریم:

� f f g
g

D D D x g x x x x{ | ( ) } { , , , , , } ([ , ] [ , )) { | } { , , , } { , , } { , }= − = = − − − − +∞ − − = = − − − − = −  

30 3 2 1 0 1 3 2 0 2 4 0 2 1 0 3 0 2 2 1 3

� f ff
g g g

( ) ( )
{( , ),( , )} {( , ),( , )} {( , ),( , )}

( ) ( )

−
= − = − = −

−
1 3 1 5 1 11 3 1 3 1 3
1 3 3 15 3 3

}�است�و�یک�عضو�دارد.� }1
3

�به�صورت� f
g
بنابراین�برد�تابع�

�  ‌هنیز    11 f c( )= =0 0 ،�داریم:�� f x ax bx c( )= + +2 اگر�فرض�کنیم�  3
� f a b b a( )= + =− ⇒ =− −1 1 1

� fof f a b a a b b a b a a a a a a a a a a( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )= + = + + + = ⇒ − − + − − − − = ⇒ − − + − =2 2 22 4 2 4 2 4 2 0 4 2 2 1 4 2 2 0 2 2 1 2 2 0

�
a b

a a a a a a a f x x x f
a ¡¡—

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
= ⇒ =−

⇒ − − − − = ⇒ − − − = ⇒ ⇒ = − ⇒ − = ±=

2 2 2
1 2

2 2 2 2 1 0 2 1 2 3 1 0 2 1 33 17
4
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�  ‌هنیز    12
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
+→ →

= =2
0 0

1 �با�مقادیر�مثبت�به�سمت�صفر�میل�می�کند،�پس:�� x2 وقتی��xبه�سمت�صفر�میل�می�کند،�عبارت�  3

� f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( ( )) −> ⇒− <− ⇒ − < ⇒ − →2 2 2 21 1 1 0 1 0 �تابع��fاز�یک�بیش�تر�است،�پس:�� x +→0 با�توجه�به�نمودار�تابع�وقتی�

�
x x

f f x f xlim ( ( )) lim ( )
−→ →

− = =2
0 0

1 2 بنابراین�حاصل�حد�خواسته�شده�مطابق�شکل�برابر�است�با:�

راه حل اول: با�اضافه�و�کم�کردن��1به�صورت�کسر�داریم:  ‌هنیز    13  2

�
x x x x

x x

x x x x x x
x x x x

x x
x x x x x

lim lim lim lim

lim lim
( )( ) ( )( )

→ → → →

→ →

− − − − − + − − −= = −
− − − −

− −= − = − = − =
+− − + − + +

3 3 3

1 1 1 1
3

33 31 1 2

2 1 2 1 1 1 2 1 1 1
1 1 1 1
2 2 1 2 1 1 21

1 1 3 3 31 2 1 1 1 1

راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:

� Hop

x x

xx x x
x

lim lim
→ →

−
−− − → = − =

−

33 2

1 1

2 1
2 2 12 1 2 1 23

1 1 2 3 3

�داریم:�  ‌هنیز    14 x t−π= راه حل اول: با�تغییر�متغیر�  3

�
x t t t

t
tx t

x t t t

( )
cos( )cos coslim lim lim lim /

( ) ( )→π → → →

+ + π+ −= = = = =
−π +π−π

2

2 2 2 20 0 0

7
1 7 71 7 1 7 492 24 5

2

راه حل دوم:�با�استفاده�از�قضیه�ي�هوپیتال�داریم:

� Hop Hop

x x x

x x x
xx

( )cos sin coslim lim lim /
( )( )→π →π →π

− −+ − −→ → = = =
−π−π 2

49 11 7 7 7 49 7 49 24 5
2 2 2 2

�داریم:�  ‌هنیز    15 x
x
lim
→−∞

=2 �و�0 x
x
lim −
→+∞

=2 0 با�توجه�به�این�که�  3

�
x x x

x x xx x x

kf x
kk k

lim ( ) lim lim
−

−→+∞ →+∞ →+∞

+ ×= = =
× + ×

2 2 2 1
2 2 2

�
x x x

x x xx x x

k kf x k
k

lim ( ) lim lim
− −

− −→−∞ →−∞ →−∞

+ × ×= = =
× +

2 2 2
2 2 2

� k k
k

+ =− ⇒ =−1 2 1 ،�پس:��
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
→+∞ →−∞

+ =−2 با�توجه�به�این�که�

،�بنابراین:�  ‌هنیز    16 xcot −→0 �منفی�است،�یعنی� xcot ،��xدر�ربع�دوم�قرار�دارد،�پس�حاصل� x
+

π→
2

وقتی�  2

�
x

x x

fof x x xlim ( )( ) lim cot(cot ) lim cot
+ + −→π π→ →

= = =−∞
0

2 2
�منفی�است.� xcot ،��xدر�ربع�چهارم�است�و� x −→0 توجه�کنید�وقتی�

�  ‌هنیز    17
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
− +π π→ →

π= =

4 4
4

�پیوسته�باشد،�باید�داشته�باشیم:�� x π=
4
برای�این�که�تابع�در�  1

�
xx

f x a x a alim ( ) lim ( sin ) ( )
−− ππ →→

= + = + = +2 2

44

2 1
2 2

�
x x

f x xlim ( ) lim cos ( )
+ +π π→ →

= = × − =−

4 4

22 3 2 1
2

� f( ) cos ( )π π= = − =−3 22 2 1
4 4 2

� a a+ =− ⇒ =−1 31
2 2

پس�داریم:�
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�برابر�است�با:�  ‌هنیز    18 [ , ]1 1
4

آهنگ�متوسط�تغییر�تابع�در�بازه�ی  2

�
f f( ) ( )− −

= =
−

1 31 2
54 4

1 3 31
4 4

�است،�پس�داریم:� f c( )′ �برابر� x c= آهنگ�تغییر�تابع�در�

� f x f c
x c

( ) ( )′ ′= + ⇒ = +1 11 1
2 2

پس�می�توان�نوشت:

� c c c
c c

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 5 1 2 91 4 3 16 9
3 3 162 2

� f c( )= + = + =9 9 9 3 21
16 16 16 4 16

�استفاده�می�کنیم:�  ‌هنیز    19 x=0 از�تعریف�مشتق�در�  2
� g x f x x( ) ( )sin= 2

�
x x x x

g x g f x x xg f x
x x x

( ) ( ) ( )sin sin( ) lim lim lim lim ( ) ( )
→ → → →

− −′ = = = × = × × − =−
− −0 0 0 0

0 2 0 20 2 1 2 2 4
0 0 2

�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    20 y f x( )= از�طرفین�رابطه�ي�  1

� g x f x
x

( ) ( )′ ′= 1
2

�داریم:� x=1در�

� g f( ) ( )′ ′=11 1
2

� f x x x( )′ + = + −23 3 4 3 2 3 �را�محاسبه�کنیم.�پس�از�طرفین�آن�مشتق�می�گیریم:�� f ( )′ 1 �مقدار� f x x x x( )+ = + −3 23 4 3 بنابراین�باید�از�رابطه�ي�
�در�رابطه�ي�فوق�داریم:� x=−1با�قرار�دادن�

� f f g( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′− + = − − ⇒ =− ⇒ = × − =−2 1 2 13 3 4 3 2 3 1 1
3 2 3 3

  پاسخ تشریحی آزمون 99  

�Sمد�نظر�هس��تند�که�اعضای�مربع�کامل�یعنی،��4�،�1و��9را�ش��امل�ش��وند.�ضمناً�حداقل�یکی�از�  ‌هنیز    1 { , ,..., }= 1 2 10 زیرمجموعه�هایی�از�  1

اعضای��5و��10را�نیز�داشته�باشند.�پس�تعداد�زیرمجموعه�هایی�به�شکل�زیر�مورد�سؤال�هستند:
A :�فقط�شامل��5 A jHk•U{ , , , , , , , , }= ⇒ =    

5
1 11 4 9 5 2

A :�فقط�شامل��10 A jHk•U{ , , , , , , , , }= ⇒ =    

5
2 21 4 9 10 2

A :�شامل��5و��10 A jHk•U{ , , , , , , , , , }= ⇒ = 5
3 31 4 9 5 10 2    

�زیرمجموعه�وجود�دارد.� + + =5 5 52 2 2 96 بنابراین�در�کل�

پیشامد�قبول�شدن�در�ریاضی�را�A،�پیشامد�قبول�شدن�در�فیزیک�را��Bو�پیشامد�قبول�شدن�در�شیمی�را��Cمی�نامیم.�می�خواهیم�احتمال�  ‌هنیز    2  1
این�که�فقط�یکی�از�پیشامدهای��B�،�Aو��Cاتفاق�بیفتد�را�حساب�کنیم.�با�توجه�به�این�که��B�،�Aو��Cمستقل�اند،�داریم:

P :�احتمال�این�که�فقط��Aرخ�دهد� A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( ) / ( / )( / ) /′ ′ ′ ′= × × = − − =0 3 1 0 4 1 0 8 0 036 

P :�احتمال�این�که�فقط��Bرخ�دهد� A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( ) ( / ) / ( / ) /′ ′ ′ ′= × × = − − =1 0 3 0 4 1 0 8 0 056 

P :�احتمال�این�که�فقط��Cرخ�دهد� A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( ) ( / )( / ) / /′ ′ ′ ′= × × = − − =1 0 3 1 0 4 0 8 0 336 

بنابراین�احتمال�مورد�نظر�برابر�است�با:
� / / / /+ + =0 036 0 056 0 336 0 428
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�است.�می�خواهیم�احتمال�پیشامدی�را�حساب�کنیم�که�در�آن�در�پرتاب�اول�  ‌هنیز    3 ×1 1
6 6

احتمال�این�که�در�هر�پرتاب�دو�تاس��6ظاهر�شوند،�  4

و�دوم�هر�دو��6ظاهر�نشود�و�پرتاب�سوم�هر�دو��6ظاهر�شوند.�چون�پرتاب�ها�مستقل�از�یک�دیگرند،�داریم:�

احتمال�این�که�اولین�بار�در�پرتاب�سوم�جفت�تاس�ها��6باشند

�



Ï»H#JIUoQ#nj ³»j#JIUoQ#nj ³¼w#JIUoQ#nj

kÄIÃº#6#SŸ kÄIÃº#6#] ] ]SŸ kÄIÃM#6#SŸ

( ) ( ) ( ) ( )= − × × − × × × = × =
22
3

1 1 1 1 1 1 35 1 351 1
6 6 6 6 6 6 36 36 36

 

�

تمام�عبارت�ها�را�به�یک�طرف�نامعادله�منتقل�کرده�و�تعیین�علامت�می�کنیم:  ‌هنیز    4  2

� x x xx x xx
x x x

( )( )− + − − −− − > ⇒ > ⇒ >
+ + +

22 2 33 3 42 0 0 0
2 2 2

�

x

x x
x xx

x x
x

IÄ

−∞ − −

− − + + − +
⇒ > − < <−+ − + + +

− − − + − +
+

2

2

2 1 4
3 4 0 0

4 2 12 0
3 4 0 0
2

بنابراین�اعداد�طبیعی��3�،2�،1و��4در�نامعادله�صدق�نمی�کنند.

از�بسط�تانژانت�تفاضل�دو�زاویه�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    5  2

� tan( ) tan( )
tan tan(( ) ( ))

tan( )tan( )

−α+β − α−β
β= α+β − α−β = = =−

+ α+β α−β +

1 1
13 22

1 1 71
6

�
( )

tan
tan tan( )

tan ( )

−ββ= × β = = =−
− β − −

2 2

122 2 774 2 2
1 241 2 1
7

�را�به�دست�می�آوریم:�  ‌هنیز    6 xsin ابتدا�مقدار�  1

� x x x x x
x

sin sin sin sin sin
sin

− = ⇒ + = − ⇒ =− ⇒ =−
+
1 34 4 4 1 5 3
1 5

�از�اتحادهای�مختلفی�ممکن�است.�مثلًا�می�توان�نوشت:� xtan
2
اکنون�محاسبه�ی�

�
x x

x x x xx
x x

tan tan
sin tan tan tan tan

tan tan
= ⇒− = ⇒ =− − ⇒ + + =
+ +

2 2
2 2

2 2
32 2 10 3 3 3 10 3 0
5 2 2 2 21 1

2 2

�
x

x x
x

tan
(tan )( tan )

tan

 =−
⇒ + + = ⇒

 =−


3
23 3 1 0 12 2
2 3

�برابر��1است.� xtan
2
پس�حاصل�ضرب�مقادیر�ممکن�برای�

عبارت�داده�شده�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    7  2

� x yy x y y xxA x y
x y x y x y

sin( )sin sin cos sin cossintan tan
cos cos cos cos cos cos

−−
= − = − = =

�داریم:� y x π= −2
2
اگر�قرار�دهیم�

�
x x x

xA
x y x y x y y

sin( ) sin( )
cos

cos cos cos cos cos cos cos

π π− + −
= = = =

2
12 2



318 �فصل�هجدهم:�آزمون�های�جامع�کنکوری�

�نمی�تواند�دو�مقدار�داشته�باشد:�  ‌هنیز    8 f( )1 با�توجه�به�این�که��fتابع�است،�پس�  1

�
f a a x x x

a a a f x
f a a x x x

( )
( )

( ) ( )

 = + × = + + ≤ ⇒ + = − ⇒ = ⇒ = 
= − + × = − − + ≥  

2 2

3 3
1 1 1 1 2 1

1 2 1 2
1 1 2 1 2 1 4 1

� f( ) ( ) ( )− < ⇒ − = − + − =22 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1

ضابطه�ي�توابع��fو��gرا�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    9  3
�� f x x x x x x( ) ( ) | |= + + + = + + = + + = + +25 4 1 1 2 1 2 1 2

� g x x x x x( ) ( ) | |= + − + = + − = + −25 4 1 1 2 1 2

�برقرار�باشد،�باید�داشته�باشیم:� f x g x( ) ( )+ =4 برای�این�که�تساوی�
� x x x x x x| |+ − = − + ⇒ + − ≤ ⇒ + ≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤1 2 2 1 1 2 0 1 2 1 4 3

� x x+ ≥ ⇒ ≥−1 0 1 از�طرفی�برای�این�که�تابع�تعریف�شود،�باید�داشته�باشیم:�
�داریم:� [ , ]−1 3 بنابراین�در�بازه�ي�

�
a

f g x b a
b

( )( )
=−+ = ⇒ ⇒ − = =

1
4 43

تعریف�دامنه�ي��fogبه�صورت�زیر�است:  ‌هنیز    10  2
� fog g fD x x D g x D x x x{ | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = − ≤ ≤ − ≤ − ≤22 4 3 2 3

� x x x x− ≤ − ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 23 2 3 5 1 1 5 5 5

� fog
a

D x x x a b
b

{ | , } [ , ]
=−⇒ = − ≤ ≤ − ≤ ≤ = − ⇒ ⇒ + = + = =

2 22
2 4 5 5 2 5 4 5 9

5

�  ‌هنیز    11 x x x− > ⇒ < ⇒− < <2 24 0 4 2 2 شرایط�دامنه�را�می�نویسیم:�  2

�
x

x x x
x/log ( )

 ≥− ≥ ⇒ − ≤ ⇒ ≥ ⇒
≤−

2 2 2
0 5

3
4 0 4 1 3

3

از�اشتراک�شرایط�فوق�داریم:

� f
a

D ab
b

( , ) ( , )
== − − − ⇒ ⇒ = =

2
2 2 3 3 2 3

3

رابطه�ي�داده�شده�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    12  3
� f x x x f x x| ( ) | ( ) | | ( ) | |− ≤ − ⇒− − ≤ − ≤ −21 3 3 1 3

می�دانیم:
�

x x
x xlim | | lim| |

→ →
− − = − =

3 3
3 3 0

پس�طبق�قضیه�ي�فشردگی�داریم:
�

x x
f x f xlim ( ) lim ( )

→ →
− = ⇒ =

3 3
1 0 1

حال�طبق�قضایای�حد�داریم:

� x
x

x

f xf x
f x f x

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

−− × −= = =
×

3
3

3

3 23 2 3 1 2 1
5 5 5 1 5

�داریم:�  ‌هنیز    13 +∞ در�  1

�
x x x

a b xax bxf x
b x x b x x

( )
lim ( ) lim lim

( ) ( )→+∞ →+∞ →+∞

+ ++ += = =
− + − − + −2 2

11 3
2 1 2 1

چون�مقدار�حد،�عددی�مخالف�صفر�است،�پس�باید�درجه�ی�صورت�برابر�درجه�ي�مخرج�باشد.�پس�هر�دو�باید�درجه�ی�اول�باشند:

�
x

a x
b b f x a a

x
( )

lim ( )
→+∞

+
− = ⇒ = ⇒ = = + = ⇒ =

22 0 2 2 3 1

حال�می�توان�نوشت:
�

x x x x

ax bx x x xf x
x x x

lim ( ) lim lim lim
→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

− + + − += = = =
−

1 2 1
1
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راه حل اول: با�استفاده�از�فرمول�های�مثلثاتی،�تابع�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    14  1

�

x x
x xx
x x x x x

sin cos
tan coscos
cos cos cos cos cos

−
− − −= = =

×

2 2
2 2

2 2
1 2 1

2 2 2

�
x x
lim

cosπ→

− −= =−
23

4

1 1 2
1
2

راه حل دوم:�با�استفاده�از�قاعده�ی�هوپیتال�داریم:

� Hop

x x

x xx
x x

tan ( tan ) ( ) ( )tanlim lim
cos sin ( ) ( )π π→ →

+ − ×− → = =−
− − × −

22

3 3
4 4

2 1 1 21 2
2 2 2 1 1

اولاً�واضح�است�که��aمنفی�است�وگرنه�حاصل�حد�بی�نهایت�می�شود.�به�کمک�اتحاد�مزدوج�داریم:  ‌هنیز    15  2

�
x x x

x a x a x aa x a xx a x a
x x xa x a xa a

x x

( )
lim ( ) lim ( ) lim
→+∞ →+∞ →+∞

+ − ++ ++ = − × = ×
− − −+ +− −

− −

2 2 22 2 2
2 2

11 1 1 1
1 1 11 1

1 1

�
x

a x aa a a a a a a
x a a aa x a

x

( )
lim ( ) ( )

| |→+∞

+ += × = + × = = ⇒ + =− ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =−
− −

−

2 22 2 2 2
2

1 1 1 11 1 1 2 2 1 0 1 0 1
2

،�پس�داریم:�  ‌هنیز    16
x

xlim log
→+∞

=+∞ می�دانیم�  2

�
x x x x

x xx x x xlog log log log
lim (log log ) lim ( ) lim log ( ) lim log ( )

log log log log log log→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

<

−− = − = − = =−∞
×



3 2

0

2 31 1
3 2 3 2 2 3

�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    17 x=1حد�تابع�در�  3
�

x x x

a ax af x
x x x

lim ( ) lim( ) lim( )
→ → →

+ −= − =
− − −2 21 1 1

2 2
1 1 1

حد�مخرج�کسر�فوق�صفر�است،�پس�حد�صورت�باید�صفر�باشد.�در�غیر�این�صورت�حاصل�حد�بی�نهایت�خواهد�بود.�پس�داریم:
�

x
ax a a a alim( )

→
+ − = + − = ⇒ =

1
2 2 0 1

�
x x x

xf x
xx

lim ( ) lim lim
→ → →

−⇒ = = =
+−21 1 1

1 1 1
1 21

�پیوسته�است،�پس�داریم:� x=1تابع�در�
�

x
f x f blim ( ) ( )

→
= ⇒ =

1
11
2

� a b+ = + =1 31
2 2

بنابراین�می�توان�نوشت:�

مساحت�مستطیل�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    18  3
�S xy x x S x x x( ) ( )= = − ⇒ = −2 32 2 4 8 2

آهنگ�تغییر�مساحت�مستطیل�همان�مشتق�آن�است،�پس�داریم:

�S x x S( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − = − =2 21 1 3 138 6 8 6 8
2 2 2 2

از�رابطه�ي�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    19  1

�
h h h h

f h f f h f f h f
f f

h h h hh h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim lim ( ) ( ) ( )

( )→ → → →

+ − + − + − ′ ′= = × = × − ⇒ =
− −−20 0 0 0

2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 4
1 1

)می�توان�از�قاعده�ي�هوپیتال�هم�استفاده�کرد.(

�
x

g x f x g x f x g f f
x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = → = = = − =−
41 1 1 14 4 2 4 1

4 42 2 4
�مشتق�می�گیریم:� g x f x( ) ( )= از�طرفین�رابطه�ي�
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�برابر�صفر�اس��ت،�کافی�اس��ت�از�این�عبارت�مش��تق�بگیریم�و�بقیه�ي�عبارت�را�به�همان�  ‌هنیز    20 x=1در��
x

tan( )π با�توجه�به�این�که�مقدار�  3

صورت�بنویسیم:�
�

x xx
(tan( )) ( tan ( ))π π π′=− + 2

2
1

� y ( ) ( tan ( ))cos( )cos( ) ( )( )( )π π π π× π′ =− + =−π + − =2
2 2

1 11 1 1 0 1
1 3 2 21 1

  پاسخ تشریحی آزمون 100  

احتمال�را�در�دو�حالت�که�مهره�ي�انتقالی�و�خارج�شده�هر�دو�سیاه�رنگ�یا�هر�دو�سفید�رنگ�باشند،�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    1  1

�
 

P

½IÃw#»j#oÀ kÃŸw#»j#oÀ

= × + × = + = =5 5 7 7 25 49 74 37
12 11 12 11 132 132 132 66

�است،�پس:�  ‌هنیز    2 1
2
احتمال�رو�آمدن�  4

� P ( ) ( ) ( ) ( )
   

= × × × + × × = + = =      
   

1 1 1 22 31 2 1 1 2 1 2 1 3 1
1 12 3 3 2 3 3 9 9 9 3

راه حل اول: پیشامد�آن�که�لااقل��2فرزند�پسر�داشته�باشد،�یعنی�تعداد�فرزندان�پسر�می�تواند��2یا��3یا��4تا�باشد.�پس�تعداد�فرزندان�  ‌هنیز    3  2
دختر�می�تواند�از�صفر�تا��2باشد.�پس�حداکثر��2فرزند�دختر�داریم.�یعنی�دو�پیشامد�یکی�هستند،�پس�احتمال�آن�دو�برابر�است.

راه حل دوم:�احتمال�هر�کدام�را�محاسبه�می�کنیم:

�P)لااقل��2پسر( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
     

= + + =          
     

2 2 3 44 4 41 1 1 1 1 11
2 3 42 2 2 2 2 16

�P)حداکثر��2دختر( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
     

= + + =          
     

4 1 3 2 24 4 41 1 1 1 1 11
0 1 22 2 2 2 2 16

بنابراین�دو�احتمال�برابر�است.

�ریش��ه�های�  ‌هنیز    4 ′β �و� ′α �و�αβ=36.�همچنین�اگر� aα+β=− �باش��ند،�داری��م� x ax+ + =2 36 �βریش��ه�های�معادله�ي�0 �αو� اگ��ر�  3

،�پس:� ′β=β 2 �و� ′α=α 2 .�همچنین�می�دانیم� b′ ′α β = �و� ′ ′α +β �باشند،�داریم�1−= x x b+ + =2 0 معادله�ي�

�
a b b a

b ab b

( ) ( ) ,

,( )

 ′ ′ ′ ′ ′ ′α+β=α +β ⇒α+β= α +β − α β ⇒− = − − × = = ⇒  =− =−′ ′ ′ ′αβ=α β ⇒αβ= α β ⇒ = ⇒ =±  

2 2 2 2

2 2 2 2
2 1 2 6 11

6 1336 6

� a b− =− + =−13 6 7 � �جواب�ندارد.�بنابراین:� x x b+ + =2 0 توجه�کنید��bنمی�تواند�برابر��6باشد،�زیرا�در�آن�صورت�معادله�ي�

)(�می�گذرند،�پس:�  ‌هنیز    5 , )−1 0 �روی�محور�طول�ها�)نقطه�ي� هر�دو�تابع�از�نقطه�ای�با�طول�1−  4

�
a

a b
b a

,
− + = ⇒ = = − − =

2 0
2 53 0

� bS
a
−= =− =−

×
2 1

2 2 5 5
�می�باشد�و�طول�رأس�سهمی�برابر�است�با:�� y x x= + −25 2 3 بنابراین�ضابطه�ي�سهمی�به�صورت�

دو�عبارت�رادیکال�و�قدر�مطلق،�هر�دو�نامنفی�هستند،�پس�جمع�آن�ها�تنها�در�حالتی�برابر�صفر�می�شود�که�هر�دو�صفر�باشند:  ‌هنیز    6  1

� x x x x x
x x x

( )

|| | | | |

 − + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
− = ⇒ = ⇒ =±

2 22 1 0 1 0 1 1
1 0 1 1

�است.� x=1پس�تنها�جواب�معادله�

�فقط�  ‌هنیز    7 [ , ]0 2 �عددی�صحیح�است،�تغییر�ضابطه�می�دهند،�پس�در�بازه�ي� x+1
2

�در�نقاطی�که� xy [ ]+= 1
2

تابع�  1

�تغییر�ضابطه�می�دهد�و�داریم:� x=1در�نقطه�ي�

�
x

y
x

≤ ≤= ≤ <

1 1 2
0 0 1

بنابراین�مساحت�خواسته�شده�برابر��1است.
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�داریم:�  ‌هنیز    8 nS( ) �با�استفاده�از�مجموع�جملات� na راه حل اول: برای�یافتن�جمله�ی�  3

� n n n
a S S

a S S a a
a S S

( ) ( )

( ) ( )−
= − = × − − × − == − ⇒ ⇒ − = = − = × − − − =

4 4 3
1 4 2

2 2 1

2 16 12 2 9 9 11
82 4 6 2 3 3

�S2قدر�نسبت�را�پیدا�می�کنیم:� راه حل دوم:�با�استفاده�از��S1و�

�
S a a

d
S a a a a d( )

= ⇒ =− ⇒ = = + ⇒ + + =

1 1 1

2 1 2 1 1

1
42

� a a d d( )− = − = =4 2 4 2 2 8

�باشد،�داریم:  ‌هنیز    9 1
10

�از��2کم�تر�از� na با�صرف�نظر�کردن�از��1در�مخرج�کسر،�عدد�همگرایی�دنباله�برابر��2است.�پس�برای�آن�که�فاصله�ی�  4

� n
n n na n n n

n n n n
| | | | | | | |− − −− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒ + > ⇒ > ⇒ >

+ + + +
1 4 1 2 2 2 1 2 1 2 12 2 1 20 19 361
10 10 10 10 101 1 1 1

�حداقل�برابر��362می�باشد. n0بنابراین

�را�محاسبه�می�کنیم:�  ‌هنیز    10 log 2 12 ابتدا�مقدار�تقریبی�  2
� log log log log log log= = = = =1

2

2
2 2 2 22

2

112 12 12 2 12 12 144
1
2

،�یعنی:� log< <27 144 8 �است،�پس� log log log< <7 8
2 2 22 144 2 �است،�پس� < <128 144 256 از�آن�جایی�که�

� [log ]=2144 7

برای�آن�که��150واحد�کار�توسط�کارگر�انجام�شود،�داریم:  ‌هنیز    11  4

� t t t tf t e e e e t t t/ / / /( ) ln( ) ln( ) / ln / / /− − − −= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒− =− ⇒ = ⇒ = =0 2 0 2 0 2 0 21 1 7150 180 60 150 60 30 0 2 2 0 2 0 7 3 5
2 2 2

�داریم:�  ‌هنیز    12 cos( )α+β با�توجه�به�بسط�  4

� x x x x x xcos( )cos( ) (cos sin )(cos sin )π π+ − =− ⇒ × − × × + × =−1 1 3 1 3 1
3 3 2 2 2 2 2 2

� x x x x x xcos sin cos ( cos ) cos cos− =− ⇒ − − =− ⇒ = ⇒ =
2 2 2 2 2 23 1 13 1 2 4 1 2
4 4 2 2

� x x x k x kcos cos cos( )π π π− =− ⇒ = ⇒ = π± ⇒ = π±2 1 2 22 1 2 2 2
2 3 3 3

�معادله�را�ساده�می�کنیم:�  ‌هنیز    13 x k( )π≠ π+
2

با�توجه�به�محدوده�ی�تعریف�تانژانت�  2

� x xx x x x x x k x k
x

sin costan cos sin cos sin
cos

π π= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = π+
22 22 1 1 2 1 2 1 2 2

2 4
تمامی�جواب�های�به�دست�آمده�قابل�قبول�هستند.

،�پس�داریم:�  ‌هنیز    14 f( )=3 1
3 2

،�بنابراین� f ( )− =1 1 3
2 3

چون�  2

� a a a
a

= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =
+

3
1 1 2 3 1 43 1
2 3 3 3 33

9

�و�با�توجه�به�ضابطه�ی�تابع��fداریم:�  ‌هنیز    15 fog x
f x

( )
( )

− =1 1 با�توجه�به�این�که�  3

� xg x g x
x xg x

x

( ) ( )
( )

− −
−

−= ⇒ + = ⇒ =
+ ++

+

1 1
1
1 1 11

1 1 11
1

�را�پیدا�می�کنیم:� g x( )−1 ،�معکوس�تابع� g x( ) حال�برای�یافتن�تابع�

� gyx xy yx y x x y y x g x
x y x

( )( ) ( )
− −−− −= ⇒ + =− ⇒ + =− ⇒ = → =

+ + +

1 1
1

1 1 1
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�نوشته،�سپس�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    16 x=3 ضابطه�ي�تابع�را�در�سمت�چپ�و�راست�  1

�
x x x x x f

f x f x f x
x x x x x f

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
+

−

− × ≤ < − ≤ < ≤ <   ′  ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =−  − − × ≤ < − + ≤ < − ≤ < ′ −    

3 3 3 4 3 9 3 4 3 3 4 3 3 3
3 2 2 3 2 6 2 3 2 2 3 3 2 2

مشتق�تابع��fبرابر�است�با:  ‌هنیز    17  3

� f x f x
x x x x

( ) tan ( ) tan ( tan )( )π π π π′= ⇒ = + −2 2
2

2 1

� f ( ) tan ( tan )( ) ( )π π π π π′⇒ = + − = × × × − =−2
2

4 2 1 2 1 2
4 4 16 44

�است�و�برابر�است�با:�  ‌هنیز    18 [ , ]2 3 �با�نمو�یک�به�معنای�آهنگ�متوسط�تغییر�در�بازه�ي� x=2 آهنگ�متوسط�تغییر�در�  3

� f f( ) ( ) ( ) ( )− + − +
= =

−
3 2 9 3 4 2 6
3 2 1

�برابر�مشتق�تابع�در�آن�نقطه�است:� x=2 ضمناً�آهنگ�لحظه�ای�تغییر�در�
� f x( )′ = + =2 2 1 5

�است.� − =6 5 بنابراین�اختلاف�این�دو�عدد�برابر�1

خط�مماس�در�نقطه�ای�افقی�است�که�مشتق�در�آن�نقطه�به�صفر�میل�می�کند:  ‌هنیز    19  3

�
yx

y

F x yy x y y x
F x y

′=′ −′=− =− → − = ⇒ =
′ − + +

02 2 0 2
2 1

نقطه�ي�مورد�نظر�در�معادله�ي�منحنی�صدق�می�کند،�پس:

�
y x

x xy y y x x x x x x x x x( ) ( )
=

− + + = → − + + = ⇒ − + + =
22 2 2 2 2 2 20 2 2 2 0 2 4 2 0

�
x y

x x x x
x y

( )
= = 

 ⇒ + = ⇒ + = ⇒ ⇒ 
=− =−  

2
0 0

3 2 0 3 2 0 2 4
3 3

�است.� − 4
3
بنابراین�مجموع�عرض�این�نقاط�برابر�

با�استفاده�از�قوانین�مشتق�گیری�داریم:  ‌هنیز    20  2

� x x xf x e f x e f e e
x

ln lnln(sin ) ln(sin ) cos( ) ( ) ( )
sin

×
π′ ′= ⇒ = × ⇒ = × = × = × =

3 322 2 2 4

12
2 2 3 2 32

3 4 23 3 3
2

  پاسخ تشریحی آزمون 101  

تعداد�موش�های�جعبه�ي��Aرا��nمی�نامیم.�احتمال�سیاه�بودن�موش�برابر�است�با:  ‌هنیز    1  2

�
P

P n
n n n

= −= × + × → + = ⇒ = ⇒ =
2
31 4 1 5 2 1 2 2 4 3 12

2 2 5 2 3 6
با�استفاده�از�فرمول�احتمال�شرطی�داریم:  ‌هنیز    2  1

� P A B P A B
P A B P A B

P B
( ) ( )

( | ) ( )
( )

′ ′
′ ′= ⇒ = ⇒ =

′ −

 



1 1
3 4 151

5

� P B A
P B A P A

P A P A
( )

( | ) ( )
( ) ( )

′
′ = ⇒ = ⇒ = =



1 1
2 115 15
5 2 6

5
احتمال�آن�که�هیچ�کدام�خطا�نداشته�باشند�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    3  3

� P A P A P A( ) ( / ) / ( ) ( ) /′ ′= = ⇒ = − =30 8 0 512 1 0 488



323

=�Sو�  ‌هنیز    4 =4 2
2

می�باش��د�که�جمع�و�ضرب�ریش��ه�ها�در�آن�به�ترتیب�برابر� x x− + =22 4 1 0 راه ح��ل اول: معادل��ه�ي�مورد�نظر�به�صورت�  1

�است.�پس�جمع�و�ضرب�ریشه�های�معادله�ي�جدید�برابر�است�با: P=1
2

� S P
S

P S P

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

α +β + − +β + + α +′= + = = =
α + β + α + β + αβ + α +β + + − +

2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 22 1 2 11 1

2 1 2 1 2 1 2 1 4 2 1 4 2 2 1
× += = =
+ × +
2 3 2 8 1
1 2 3 1 8

� P
P S P

( )( )
( )

′= = =
α + β + + − +2 2 2 2
1 1 1 1

82 1 2 1 4 2 2 1
بنابراین�معادله�ي�مورد�نظر�به�صورت�زیر�است:

� x S x P x x x x′ ′− + = ⇒ − + = ⇒ − + =2 2 210 0 8 8 1 0
8

�صدق�می�کنند،�داریم:� x x− + =22 4 1 0 �βدر�معادله�ي� �αو� راه حل دوم:�با�توجه�به�این�که�

�� ,α + = α β + = β2 22 1 4 2 1 4

�باشند:
β
1
4

�و�
α
1
4

بنابراین�باید�معادله�ای�از�درجه�دوم�بیابیم�که�ریشه�های�آن�

�
SS
P x x x x

P

β+α ′= + = = = = α β αβ ⇒ − + = ⇒ − + =
 ′= × = =
 α β αβ

2 2
1 1 2 1

14 4 4 4 2 0 8 8 1 0
1 1 1 1 8
4 4 16 8

)�گذش��ته�و�این�نقطه�رأس�تابع�  ‌هنیز    5 , )2 0 .�ضمناً�تابع�از�نقطه�ي� c=−1قطع�می�کند،�پس��( , )−0 1 راه حل اول: تابع�محور�عرض�ها�را�در�  3

است،�بنابراین:�

�
b b a

a a a b a ba
a b

− = ⇒ =− ⇒ − − = ⇒ =− ⇒ = ⇒ − =−
+ − =

2 4 14 8 1 0 1 4 22
44 2 1 0

)�می�گذرد،�بنابراین:� , )−0 1 �است،�ضمناً�از�نقطه�ي� y a x( )= − 22 �بر�محور�xها�مماس�است،�پس�به�صورت� x=2 راه حل دوم:�تابع�در�

� a a( )− = − ⇒ =−2 11 0 2
4

�است�و�داریم:� y x( )=− − 21 2
4

بنابراین�تابع�به�صورت�

� y x x y x x a b a b( ) ,=− − + ⇒ =− + − ⇒ =− = ⇒ − =−2 21 1 14 4 1 1 4 2
4 4 4

،�نمودار�دو�تابع�مورد�نظر�را�روی�یک�دستگاه�رسم�می�کنیم:�  ‌هنیز    6 f x x( ) | |= راه حل اول: با�استفاده�از�قوانین�رسم�نمودار�و�با�توجه�به�نمودار�تابع�  1

� − + =1 3 2 �محل�برخورد�این�دو�منحنی�هستند�و�داریم:�� با�استفاده�از�شکل�و�عددگذاری،�نقاط�با�طول�های��3و�1−
�می�پردازیم:� x x| | | |− = −4 2 راه حل دوم:�به�صورت�جبری�به�حل�معادله�ي�

� x x x x x≥ ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =2 4 2 2 6 3 

� x x x≤ < ⇒ − = − ⇒ =0 2 4 2 4 2 غ�ق�ق�
� x x x x x< ⇒ + = − ⇒ =− ⇒ =−0 4 2 2 2 1 

بنابراین�مجموع�دو�ریشه�برابر��2است.
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�  ‌هنیز    7 f x x x( ) [log ] [ log ]= ⇒ + − =2 20 0 ،�پس:�� x
x

log log=−2 2
1 با�توجه�به�قوانین�لگاریتم�داریم�  3

.�از�بین�اعداد�یک�رقمی،�فقط�اعداد��4�،2و��8چنین�هستند. kx=2 ،�یعنی� x k klog ,= ∈2 ،�پس�
x

x x
x

[ ] [ ]
− ∉+ − = ∈





1
0 از�آن�جا�که�

�در�نظر�بگیریم،�دنباله�ي�هندسی�جدید�به�صورت�زیر�است:�  ‌هنیز    8 a aq aq aq, , , ,...2 3 اگر�دنباله�ي�هندسی�اولیه�را�  2

� n n na q aq q aq q aq q a q q a q q a q q a q, , ,..., ,... , ( ), ( ), , ( ),...− −− − − − ⇒ − − − −2 2 3 1 2 1


�و�قدر�نسبت��qمی�باشد�و�داریم:� a q− بنابراین�دنباله�ي�به�دست�آمده�یک�دنباله�ي�هندسی�با�جمله�ي�اولیه�ي�

� a qS
q

( )

( )
∞

− −−
= = = =

− − −

1 103
53 3

1 1 4 21
3 3

)�  ‌هنیز    9 )+1 �همواره�عدد� n n( ) −−
2

1 �همواره�زوج�و�حاصل� n n−2 و��nحتماً�یکی�زوج�است،�پس�حاصل� n−1از�بین�دو�عدد�متوالی�طبیعی�  2
�و�برای�nهای�زوج�برابر�یک�است،�پس:� �برای�nهای�فرد�برابر�1− ncos π است.�اما�

� n
n

n
a

n
joÎ

Z»p

( )
= + − =


0
1 1 2

�واگراست�ولی�کراندارست.� na بنابراین�دنباله�ي�

)�می�گذرد،�پس:�  ‌هنیز    10 , )−1 1 )�و� , )−1 0 بنابر�اطلاعات�مسأله،�تابع�از�نقاط�  4

�

a b a b

b b a
a b a b

log ( )

log ( ) ( )−

− + = ⇒− + =
 ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ =− ⇒ + = =


1
2

1
1
2

0 1
3 12 31 2 21 2

2

�است�و�برای�یافتن�وارون�تابع�خواسته�شده�داریم:� y xlog ( )= +1
2

1 3
2 2

بنابراین�ضابطه�ي�تابع�به�صورت�

� yy f x y x y x x( ) log ( ( ) ) log ( ) ( ) −= + + ⇒ = + + + ⇒ − = + ⇒ = +1
1 1
2 2

1 3 1 5 1 1 52 1 2 1 1
2 2 2 2 2 2 2

fy y xx x y( ) ( )
−− − −⇒ − = ⇒ = − → = −
11 1 21 5 1 52 2 2 5

2 2 2 2
اگر�پایه�ي�لگاریتمی�نوشته�نشود،�آن�را��10در�نظر�می�گیریم�و�با�استفاده�از�قوانین�لگاریتم�داریم:  ‌هنیز    11  3

�
xx x y
yy y y y x x y

x yx y x y

log

log ( )

 == =  ⇒ ⇒ ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ + =   − =  − = − = 

1

3
3

101 10
10 27 3 30 33273 3

با�استفاده�از�قضایای�مثلثات،�ابتدا�معادله�را�ساده�کرده،�سپس�آن�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    12  1
kx x x x x x x x x x x x k xcos sin( ) sin cos( ) cos cos sin sin cos sin( ) sinπ ππ− − π+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = π⇒ =33 3 3 3 3 0 3 0 4 0 4

2 4
راه حل اول: با�نوشتن�تانژانت�بر�حسب�سینوس�و�کسینوس،�عبارت�را�به�ضرب�تبدیل�می�کنیم:  ‌هنیز    13  1

��
x x x x

x

x x x x x x

sin( ) sin( ) sin( )
sin

cos( ) cos( ) cos( )cos( ) cos sin

π π π π+ − + + −
+ = ⇒ = ⇒ =

π π π π+ − + − × − ×2 2
24 4 4 42 3 2 3 2 3

1 1
4 4 4 4 2 2

� x kx x x k x
x

sin tan tan tan
cos

π π π π⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = +2 2 3 2 3 2 2
1 3 3 2 62
2

راه حل دوم:�از�فرمول�بسط�تانژانت�کمک�می�گیریم:

� x xx xx x
x x x

(tan ) (tan )tan tantan( ) tan( )
tan tan tan

+ − −π π + −+ + − = ⇒ + = ⇒ =
− + −

2 2

2
1 11 12 3 2 3 2 3

4 4 1 1 1

� x kx x x k x
x

tan tan tan
tan

π π π⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = +
− 2
4 2 3 2 2 2 3 2 3 2

3 2 61
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.�تابع��fدو�  ‌هنیز    14 f a( )=−2 ،�بنابراین�با�توجه�به�تابع��gداریم� f a g( ) ( )= 3 ،�پس�می�توان�نتیجه�گرفت� g f a( ( ))− =1 3 با�توجه�به�این�که�  1
�ش��ود،�باید� −2 ضابطه�دارد�که�حاصل�ضابطه�ي�اول�اعداد�مثبت�یا�صفر�و�حاصل�ضابطه�ي�دوم�فقط�اعداد�منفی�اس��ت،�پس�برای�آن�که�خروجی�تابع��fبرابر�

داشته�باشیم:
� a a a a− − =− ⇒ − = ⇒− = ⇒ =−2 2 4 4

تابع��fرا�به�صورت�چند�ضابطه�ای�می�نویسیم:  ‌هنیز    15  1

�
x x
xf x

x x
x

( )

 ≥ +=
 <
 −

0
1

0
1

وارون�هر�ضابطه�را�در�محدوده�ي�خود�به�دست�می�آوریم:

� yx xx y y xy x x y y x f x
x y x

: ( ) ( )−≥ = ⇒ + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
+ − −

10 1
1 1 1

� yx xx y y xy x x y y x f x
x y x

: ( ) ( )−< = ⇒ − = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
− + +

10 1
1 1 1

بنابراین�با�اجتماع�دو�ضابطه�داریم:

�
x x x x x xxf x f x f x
x x x x xx
x

( ) ( ) ( )
| | | | | | | |

− − −
 ≤ < − −−= ⇒ = ⇒ − = = =

− − − − − < <
 +

1 1 1
0 1

1
1 1 1 11 0

1

�میل�می�کند�و�داریم:�  ‌هنیز    16 −3 �به�سمت�
x
−9 در�سمت�راست�عدد�3،�  2

� x
x x x x x

[ ]+− − −> ⇒ < ⇒ > ⇒ >− ⇒− →− ⇒ − =−1 1 9 9 9 9 93 3 3 3
3 3

�است�و�داریم:� y a x=− −3 بنابراین�ضابطه�ي�تابع�در�سمت�راست��3به�صورت�

� y a a
a x a

( )− −′= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
− −

3 1 3 3 3 1 4
22 2 3

تابع��fدر�تمام�نقاط�با�طول�غیر�صحیح�پیوسته�و�مشتق�پذیر�است،�اما�در�نقاط�با�طول�صحیح�که�عامل�صفر�کننده�در�آن�ها�ضرب�شود،�  ‌هنیز    17  3
پیوسته�می�شوند�و�به�شرطی�در�آن�نقاط�مشتق�پذیرند�که�دو�بار�عامل�صفر�کننده�در�آن�ها�ضرب�شود�)ریشه�ی�مضاعف�یا�مکرر�داشته�باشد(.�با�توجه�به�این�

�پیوسته�و�مشتق�ناپذیر�است. ،�دارای��3عامل�صفر�کننده�ي�ساده�است،�پس�تابع�در�نقاط�صحیح�صفر،��1و�1− f x x x x x( ) ( )( )[ ]= − +1 1 که�

�نوشته�و�ساده�می�کنیم:�  ‌هنیز    18 y x y
x

( )= −2 22 1 راه حل اول: تابع�را�به�صورت�  4

� y x y x y y x y x y x x y x y y x
x
= − + ⇒ = − + ⇒ − − + =4 2 2 5 2 3 5 2 34 4 1 4 4 4 4 0

حال�با�توجه�به�فرمول�مشتق�ضمنی�داریم:

� x

y

Fdy x y x y dy
dx F dxx y x

( , )′ − + − +=− =− → =− =− =−
′ − −− −

4 2 2 1 1
5 3

20 12 1 20 12 1 9 3
8 4 1 38 4 1

�

�نوشته�و�از�فرمول�مشتق�ضمنی�استفاده�می�کنیم: y x y
x
− + =22 1 راه حل دوم:�تابع�را�به�صورت�0

� x

y

y

x xy
y

Fdy dyx
dx F dx

x x
y
x

( , )

−
−

− − −′
=− =− → =− =− =−

′ − −
−

2

1 1

2

4
1 942
2 2 3

1 1 32
2 22

2

�
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)�پیدا�می�کنیم:�  ‌هنیز    19 , )1 1 با�استفاده�از�فرمول�مشتق�ضمنی،�مشتق�را�در�نقطه�ي�  2

� x

y

Fdy x y x dy
dx F dx

x y

( , )
+ +′ +

=− =− → =− =− =−
′ +

+

1 1
1 2 1 2 5

2 3 2 54 2 4
3 3 3 30

4 42 3
بنابراین�شیب�خط�قائم�بر�نمودار�در�این�نقطه�برابر�است�با:

� m y x y x y x( )−= = ⇒ − = − ⇒ = − + ⇒ = +
−

1 3 3 3 3 3 21 1 1
5 5 5 5 5 5 5
3

،�از�تابع�مورد�نظر�دو�بار�مشتق�می�گیریم:�  ‌هنیز    20 uu
u

(ln ) ′′= با�توجه�به�این�که�  1

� x xf x x x f x f x f x f x f
x x xxx x

( ) ln ln ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

′ ′ ′ ′′ ′′= + ⇒ = + × ⇒ = + ⇒ = ⇒ =− ⇒ =− =−2
2 2 2

1
2 2 1 3 3 1 322 2 12

2 1
2

  پاسخ تشریحی آزمون 102  

�مثبت�)بالای�محور�طول�ها(�باشد،�تابع�  ‌هنیز    1 f ′ �صعودی�است.�ضمناً�هرگاه� f ′ �تابع� b d( , ) �و� a( , )−∞ ،�در�بازه�های� f ′ با�توجه�به�نمودار�  4

�می�باشد.� c d( , ) �صعودی�است.�اشتراک�این�بازه�ها،�بازه�ی� c e( , ) �fصعودی�است.�پس��fدر�بازه�ی�

�دارای�دو�ریشه�باشد�تا�مطابق�  ‌هنیز    2 y x ax= − +2 2 4 برای�آن�که�تابع��fسه�نقطه�ی�بحرانی�داشته�باشد،�باید�  2

شکل�روبه�رو،�در�دو�نقطه�مشتق�نداشته�باشد�و�مشتق�یک�نقطه�برابر�صفر�باشد،�پس:�

� a a a( ) | |′∆ > ⇒ − − × > ⇒ > ⇒ ≥2 20 4 1 0 4 2

ریشه�های�مشتق�دوم�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    3  1

� x x x x x xy x e y e xe x e x y e x x e x( ) ( ) ( )( ) ( )− − − − − −′ ′′= × ⇒ = × + − = − ⇒ = − − + −
2 2 2 2 2 21 1 1 1 2 1 2 11 2 1 2 2 1 2 4

�
yx x x

e x x x e x x x x
x

( ) ( ) ( )
′′ =− − == − + − = − → − = ⇒ =±

2 2 01 3 1 3 2 0
2 4 4 4 6 2 3 0

3

�موجود�است،�پس�هر�سه�عدد�طول�نقاط�عطف�هستند.� y′ �تغییر�علامت�می�دهد�و� y′′ در�هر�سه�عدد�به�دست�آمده�

�منفی�باشد،�پس:�  ‌هنیز    4 f ′′ برای�آن�که�تقعر�تابع�رو�به�پایین�باشد�می�بایست�علامت�  3

� f x
f x x f x x f x

x x x x x

( )
( ) ( ) ( ) ′′< +′ ′′= + ⇒ = − ⇒ = + → + < ⇒ <

3
02

2 3 3 3
2 11 1 2 22 2 2 0 0

� x⇒− < <1 0

ابتدا�نقاط�بحرانی�تابع�را�در�بازه�ی�مورد�نظر�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    5  1

�
y x

y x x x x x x
x

( ) ( )( )
′ = =−′= − − → − − = ⇒ + − = ⇒ =

02 2 1
3 6 9 3 2 3 0 3 1 3 0 3

�در�بازه�ي�مورد�نظر�است.�برای�یافتن�ماکزیمم�مطلق�تابع،�مقادیر�ابتدا�و�انتهای�بازه�و�نقاط�بحرانی�را�با�هم�مقایسه�می�کنیم:� x=−1فقط�
�� f( )− =− − + + =2 8 12 18 5 3
� f( )− =− − + + =1 1 3 9 5 10
� f( )= − − + =−2 8 12 18 5 17

سراسری - 92 )�ماکزیمم�مطلق�تابع�در�این�بازه�است.�� , )−1 10 بنابراین�
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ابتدا�ریشه�های�مشتق�تابع�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    6  3

�
y xx x x x x xy x x x x

xx x

( )
( )

( ) ( )

′ = =− − × −′= = → − = ⇒ − = ⇒ =±− − 

2 2 3 4 2 0 4 2 2 2
2 2 2 2

03 3 2 9 9 0 9 0 33 3
�اکسترمم�های�نسبی� −3 �در�صفر�تغییر�علامت�نمی�دهد�و�در�دو�نقطه�با�طول�های��3و� y′ �دارای�ریشه�ي�مضاعف�است،�پس� x=0 �در� y′ با�توجه�به�این�که�

�است.� ( )− − =3 3 6 تابع�هستند�و�اختلاف�آن�ها�برابر�

صورت�را�بر�مخرج�تقسیم�می�کنیم:  ‌هنیز    7  1
x−1

ax bx+ +2 2
ax ax− +2 ax a b( )+ +

a b x( )+ +2

a b x a b( )− + + +

a b+ +2
�مجانب�مایل�تابع�باشد،�داریم:� y x= +2 3 برای�آن�که�

�
a a

a b
a b b
= =  ⇒ ⇒ − = + = =  

2 2
13 1

�افقی�اس��ت،�پس�  ‌هنیز    8 x=2 �ضمناً�با�توجه�به�این�که�خط�مماس�در� a a− = ⇒ =
−

2 6
3

نقط��ه�ای�به�طول��2نقطه�ي�عطف�تابع�اس��ت،�پ��س�  3

�
x

y x x b b b
=

′=− + + → =− + + ⇒ =−
223 12 0 12 24 12 ،�یعنی:�� f ( )′ =2 0

�برابر�است�با:� x=2 �است�و�مقدار�تابع�در�نقطه�ي�عطف� y x x x=− + − +3 26 12 12 بنابراین�تابع�به�صورت�
� y=− + × − × + =8 6 4 12 2 12 4

�اکسترمم�نسبی�تابع�است�و�  ‌هنیز    9 x=−4 .�ضمناً� b=0 �تنها�مجانب�قائم�تابع�و�در�نتیجه�تنها�ریشه�ی�مخرج�کسر�است،�پس� x=0 نقطه�ی  1
مشتق�تابع�در�این�نقطه�برابر�صفر�است:�

�
xx x x ax a x ax ay y y a

x x x

( )

( )

= −− ++ − − − +′= ⇒ = ⇒ = → = ⇒ =
−

2 2 4
2 4 4 4

2 2 16 80 2
4

راه حل اول: معادله�ي�خط�با�طول�از�مبدأ��pو�عرض�از�مبدأ��qبرابر�است�با:  ‌هنیز    10  4
�

p

q
y yx x x y

p q
=

= −
+ = → + = ⇒ − =

−

4
21 1 2 4

4 2
برای�یافتن�محل�تلاقی�این�خط�با�نیمساز�ربع�اول�و�سوم،��xو��yرا�برابر�قرار�می�دهیم:

�
x

x x
y
=−− = ⇒ =−

4
2 4 4

)�می�گذرد،�پس:� , )4 0 )�و� , )−0 2 �در�نظر�می�گیریم.�این�خط�از�دو�نقطه�ي� y ax b= + راه حل دوم:�معادله�ي�خط�مفروض�را�

�
a b b

aba b a

− = × + ⇒ =−
 ⇒ =
= × + ⇒ =−

2 0 2
1

0 4 2
4

�قطع�می�کند.� A( , )− −4 4 �را�در�نقطه�ي� y x= �است�که�خط� y x= −1 2
2

بنابراین�معادله�ي�خط�به�صورت�

�می�باشد،�با�جایگذاری�سه�نقطه�ي�داده�شده�و�حل�دستگاه�معادلات،�مقدار�  ‌هنیز    11 x y ax by c+ + + + =2 2 0 فرم�گسترده�ی�دایره�به�صورت�  3

�b�،�aو��cرا�می�یابیم:

�
c

c

c

a b c a b a b c

a b c a b

( , ):

( , ): , ,

( , ):

=

=

 =

 + + + + = → + =− ⇒ =− = =


− + + − + = → − =−

0

0

0 0 0

1 1 1 1 0 2 3 1 0

2 2 4 4 2 2 0 4

بنابراین�معادله�ي�دایره�برابر�است�با:

� x y x y x y R( ) ( )+ − + = ⇒ − + + = + ⇒ = =2 2 2 23 1 9 1 10 103 0
2 2 4 4 4 2
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ابتدا�با�استاندارد�کردن�معادله�ي�دو�دایره،�مرکز�و�شعاع�آن�ها�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    12  3
� x y y b x y b O R b( ) ( , ) ,+ + + = ⇒ + + = − ⇒ − = −2 2 2 24 6 0 2 6 24 0 2 6 24

� x y x x y O R( ) ( , ),′+ − = ⇒ − + = ⇒ =2 2 2 22 3 1 4 1 0 2

OO،�پس:� R R′ ′= + برای�آن�که�دو�دایره�مماس�خارج�باشند،�باید�داشته�باشیم�

� b b b b b( ) ( )− + + = − + ⇒ + = − + ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =2 21 0 0 2 6 24 2 24 1 24 2 24 3 24 9 15

�معادله�ی�خط�هادی�سهمی�است.�  ‌هنیز    13 x=0 با�توجه�به�شکل�واضح�است�که�  1

راه حل اول: ابتدا�معادله�ي�بیضی�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    14  2

� x y
x y x y x y x y

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

− −
+ − − = ⇒ − + − = + + ⇒ − + − = ⇒ + =

2 2
2 2 2 2 2 2 1 29 4 18 16 119 3 3 2 4 119 9 16 9 1 4 2 144 1

16 36
�می�باشد.� b=2 .�بنابراین�فاصله�ي�دو�رأس�کانونی�بیضی�که�در�آن�ها�خط�مماس�افقی�است،�برابر�12 b=6 �و� a=4است�و��( , )1 2 بنابراین�بیضی�قائم�به�مرکز�

راه حل دوم:�برای�یافتن�نقاطی�که�مماس�در�آن�ها�افقی�است،�مشتق�ضمنی�تابع�را�برابر�صفر�قرار�می�دهیم:

�
yx

y

F xy x x
F y

′ =′ −′=− =− → − = ⇒ =
′ −

018 18 18 18 0 1
8 16

�در�معادله�ي�بیضی�داریم:� x=1با�جایگذاری�

�
y

y y y y y y y y
y

( )( )
=+ − − = ⇒ − − = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =−

2 2 2 8
9 4 18 16 119 4 16 128 0 4 32 0 8 4 0 4

اختلاف�دو�مقدار�به�دست�آمده�برابر��12است.

،�داریم:�  ‌هنیز    15 b=4 �و� a=3 با�توجه�به�ابعاد�مستطیل�داده�شده،�  1
� c a b c= + ⇒ = + =2 2 2 9 16 5

�. e=5
3
�است،�بنابراین� c

a
خروج�از�مرکز�هذلولی�برابر�

برای�محاسبه�ي�انتگرال�مورد�نظر،�ابتدا�تابع�را�ساده�می�کنیم�و�سپس�از�آن�انتگرال�می�گیریم:  ‌هنیز    16  3

� x x x xx x x x x x x
x x x x

cos ( sin ) cos ( sin )cos sin cos sin cos cos sin
sin sin sin cos

− −−× = = = − = −
+ − −

3 33

2 2
1 11 1 2

1 1 21

� x dx x x dx x x c
x

cos (cos sin ) sin cos
sin

= − = + +
+∫ ∫

3 1 12 2
1 2 4

با�توجه�به�فرمول�مشتق�ضرب�توابع�داریم:  ‌هنیز    17  4

� x x x xdt x x x x xf x x f x f
t x x x x x

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ − − + + + − + +′ ′′ ′′= × + − × ⇒ = + = = ⇒ = =
+ + + + + +

∫
2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 2 11 1 4 4 2 2 2 8 10 21 1 1

25 54 4 4 4 4 4

ابتدا�معادله�ي�خط�مماس�بر�سهمی�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    18  1
� m f y x y x( ) ( )′= = × = ⇒ − = − ⇒ = −1 2 1 2 1 2 1 2 1

�قطع�می�کند،�پس�مساحت�سایه�زده�برابر�است�با:� 1
2
�محور�طول�ها�را�در�نقطه�ای�با�طول� y x= −2 خط�1

� xx dx x dx x x( ) ( ) ( )− − = − − = − − + = − =∫ ∫
1 1311 2 2

1 10 02 2

1 1 1 1 1 12 1 0
3 4 2 3 4 123
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انتگرال�نامعین�مورد�نظر�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    19  1

� x xx xdx dx x dx x x dx c
x x x

( ) ( )
( ) ( ( ) ( ) )

− − −− += = − + = − + − = + +
− − −

∫ ∫ ∫ ∫

3 1
1 1 2 2
2 2 6 2 12 26 6 12 12 126 2 6 2 12 2

3 12 2 2
2 2

� x x c x x c x x c( ) ( ( ) ) ( )= − + − + = − × − + + = − + +34 2 24 2 2 4 2 24 2 4 16

�می�باشد.� x+4 16 �به�صورت� f x( ) بنابراین�

ابتدا�تابع�مورد�نظر�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    20  3

� x x x x x x x x x( ) ( ) | |+ − = + + − = + − = − = −2 21 4 1 2 4 1 2 1 1

�و�داریم:� x x| |− = −1 1 با�توجه�به�این�که�در�فاصله�ي��1تا�4،�عبارت�داخل�قدر�مطلق�منفی�است،�پس�

� x dx x x( ) ( ) ( ) ( )− = − = × − − − = − =∫
3 44 2

11
2 2 2 14 51 8 4 1 3
3 3 3 3 3

  پاسخ تشریحی آزمون 103  

�نامنفی�باشد:�  ‌هنیز    1 f x( )′ �،�xصعودی�اکید�باشد�باید�به�ازای�همه�ي�مقادیر��fبرای�آن�که�تابع�  2

� f a a
f x ax ax a

a a
( ) ′≥

> ⇒ >′ = + + → ⇒ ≤ ≤ ′∆ ≤ ⇒ − ≤

02
2

3 0 0 93 4 3 0
0 4 9 0 4

a≤ ≤90
4
� �که�اکیداً�صعودی�است،�پس�داریم:� f x x( )= −3 ،�داریم�1 a=0 )�است.�همچنین�اگر� , )90

4
بنابراین�اشتراک�دو�محدوده�ي�به�دست�آمده�بازه�ي�

تابع��fفاقد�نقطه�ي�بحرانی�است،�پس�مشتق�تابع�ریشه�ندارد:  ‌هنیز    2  1

� x m x x mx x mx x m x mx x x mf x
x x x

( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

+ − − + + + − − − − − − − −′ = = =
− − −

2 2 2 2

2 2 2
2 1 3 2 2 3 2 3

1 1 1

�ریشه�نداشته�باشد،�باید�داشته�باشیم:� x x m− − − =2 2 3 برای�آن�که�معادله�ي�0
� m m′∆ < ⇒ + + < ⇒ <−0 1 3 0 4

�را�تعیین�می�کنیم:�  ‌هنیز    3 f ′′ علامت�  1

� x
x xf x x x f x

xx x
ln ln ( )′ ′′= × + × = + ⇒ = =

1 1
1 12 21
2 2

�همواره�مثبت�است�و�تقعر�تابع�همواره�رو�به�بالا�می�باشد. f ′′ )�تعریف�شده�است،� , )+∞0 با�توجه�به�این�که�تابع�فقط�در�بازه�ی�

(�و�داریم:�  ‌هنیز    4 x π=
4
�عطف�است�)مثلًا� y xtan( )π= −

4
می�دانیم�نقاط�برخورد�با�محور�طول�ها�برای�تابع�  2

� y x m y( tan ( )) ( ) ( )π π′ ′=− × + − ⇒ = =− + =−21 1 1 0 1
4 4

�هر�دو�اکیداً�نزولی�هستند،�پس�تابع��fنیز�اکیداً�نزولی�است�و�ماکزیمم�و�مینیمم�  ‌هنیز    5 y x=− �و�1+ y x= −2 8 با�توجه�به�این�که�تابع�  2

آن�در�ابتدا�و�انتهای�بازه�ي�دامنه�اتفاق�می�افتد،�پس:�
� x x x x D, [ , ]− ≥ ⇒ ≤ + ≥ ⇒ ≥− ⇒ = −8 0 8 1 0 1 1 8

�
f

f

( ) ( ) : max
( )

( ) : min

 − = − − = ⇒ − − =
=− + =−

1 2 8 1 6
6 3 9

8 8 1 3
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�برابر�صفر�باشد:�  ‌هنیز    6 x=1اکسترمم�نسبی�تابع�باشد،�می�بایست�در�تابع�صدق�کند�و�مشتق�تابع�در��Aبرای�آن�که�نقطه�ي�  3

� a x b x ax ax abf x
x b x b

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − − +′ = =
+ +

2 2

2 2 2 2
2

�
f a ab a b b b

ba a af a b
b

#IÄ

¡¡—

( ) ( )
( )

( ) ( )

′ = ⇒− + = ⇒ − = = =−   ⇒ − = ⇒  = == ⇒ = ⇒ = +     +

2
1 0 0 1 0 1 1

4 1 0 8 01 4 4 4 1
1

�است�و�داریم:� xy
x

=
+2

8
1
�تابع��fثابت�و�برابر�صفر�است�و�این�غیر�قابل�قبول�است،�پس�تابع�به�صورت� a=0 توجه�کنید�در�حالت�

� x x xy
x x

( )

( ) ( )

+ − − +′= =
+ +

2 2 2

2 2 2 2
8 1 16 8 8

1 1

�

x
y
y

min max

−
′ − + −

−
  

1 1
0 0
4 4

�ماکزیمم�نسبی�تابع�است.� A( , )1 4 بنابراین�نقطه�ي�

با�استفاده�از�هم�ارزی�رادیکال�ها�در�بی�نهایت�می�دانیم:  ‌هنیز    7  1

�
x y x x x

x x x
x y x x x

: ( )
| |

: ( )

→+∞ − − =− −− − ⇒ →−∞ − − =− +







2 1 2 1
2 1 1 2 3 1

�دو�مجانب�مایل�این�تابع�هستند.�برای�یافتن�نقطه�ي�برخورد�آن�ها�دستگاه�معادلات�زیر�را�حل�می�کنیم:� y x=− +3 �و�1 y x=− بنابراین�دو�خط�1−

�
y x x

x x
y x y
=− + =  ⇒− + =− − ⇒ =− − =−  

3 1 1
3 1 11 2

�و�داریم:�  ‌هنیز    8 f ( )′ =0 0 �است،�پس� y f x( )= نقطه�ای�با�طول�صفر،�اکسترمم�نسبی�تابع�  1

�
f

y x ax b b
( )′ =

′= + + → =
0 023 2 0

�می�پردازیم:� y′ حال�به�محاسبه�ي�ریشه�ي�دیگر�

�
x

y x ax x x a ax
( )

=
′= ⇒ + = ⇒ + = ⇒

=−

2
0

0 3 2 0 3 2 0 2
3

با�توجه�به�این�که�عرض�اکسترمم�دیگر�تابع�برابر��2می�باشد،�داریم:
a a a a af a a a( ) ( )− = ⇒− + + = ⇒− + =− ⇒ =− × ⇒ =−

3 2 3 3 32 8 4 8 122 6 2 4 4 4 27 3
3 27 9 27 27

 

�و�داریم:�  ‌هنیز    9 f ( )′′ =0 0 نقطه�ای�به�طول�صفر،�نقطه�ی�عطف�تابع�است،�پس�  4

�
f

f x x ax bx f x x ax b b
( )

( ) ( )
′′ =

′ ′′= + + ⇒ = + + → =
0 03 2 23 2 3 6 2 0

�: f ( )′ =3 0 ضمناً�خط�مماس�بر�تابع�در�نقطه�ای�با�طول��3افقی�است،�پس�

�
f

f x x ax a a
( )

( )
′ =

′ = + → + = ⇒ =−
3 03 23 27 27 0 1

نقطه�ي�عطف�تابع�هستند:� f ′′=0 �است.�ریشه�های�معادله�ي� f x x x( )′′ = −23 6 بنابراین�مشتق�دوم�تابع�به�صورت�

�
x

x x
x
=− = ⇒ =

2 0
3 6 0 2

�است،�پس�شیب�خط�عمود�بر�آن�  ‌هنیز    10 ( )− −
=−

−
3 3 3
0 2

�وسط�پاره�خط��BCاست،�از�طرفی�شیب�خط��BCبرابر� M( , )+ − +0 2 3 3
2 2

نقطه�ي�  2

� y x y x x y( )− = − ⇒ = − ⇒ − − =10 1 3 1 3 1 0
3

�می�باشد.�بنابراین�معادله�ي�عمود�منصف��BCعبارت�است�از:� 1
3
برابر�

�از�این�خط�برابر�است�با:� A( , )1 2 فاصله�ي�نقطه�ي�

� d | |− −
= =

+

1 6 1 6
1 9 10
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برای�یافتن�معادله�ي�وتر�مشترک�دو�دایره�کافی�است�دو�معادله�ی�دایره�را�از�هم�کم�کنیم�تا�عبارات�درجه�دوم�حذف�شده�و�معادله�ي�  ‌هنیز    11  2
یک�خط�به�دست�آید:

��
x y y

y x x y
x y x

/
 + − = ⇒− − = ⇒ + =−

+ + =

2 2

2 2
2 3

2 2 3 1 5
2 0

ابتدا�معادله�ي�دایره�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    12  1
� x y x y x y O R( ) ( ) ( , ) ,+ − − + = ⇒ − + − = ⇒ =2 2 2 28 4 11 0 4 2 9 4 2 3

�OAاست،�پس:� R+ بیش�ترین�فاصله�ي��Aاز�دایره�برابر�

�OA R ( ) ( )+ = − + − + = + =2 28 4 2 2 3 16 3 7

معادله�ي�بیضی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    13  2

� yxx y y x y
( )

( )
+

+ + = ⇒ + + = ⇒ + =
222 2 2 2 13 4 8 44 3 4 1 48 1

16 12
،�بنابراین�داریم:� b=2 3 �و� a=4 پس�بیضی�افقی�است�و�

� a b c c= + ⇒ = − =2 2 2 16 12 2
فاصله�ي�کانون�از�رأس�دورتر�برابر�است�با:

� A F OF OA c a′ ′= + = + = + =2 4 6

طول��ABوتر�کانونی�سهمی�است�که�اندازه�ي�آن�برابر��4pمی�باشد،�پس:  ‌هنیز    14  1
� p p= − ⇒ =4 9 5 1

فاصله�ي�رأس�از�خط�هادی�برابر��pیعنی�یک�است.

ابتدا�معادله�ي�هذلولی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    15  3

� x y
x y x y x y

( ) ( )
( ) ( )

− +
− − − = ⇒ − − + = + − ⇒ − =

2 2
2 2 2 2 1 19 4 18 8 31 9 1 4 1 31 9 4 1

4 9
�است.� a=2 4 ،�پس�اختلاف�فواصل�هر�نقطه�ی�دلخواه�از�دو�کانون�برابر� b=3 �و� a=2 بنابراین�

�انتگرال�بگیریم:  ‌هنیز    16
x( )− 2
1
4

مقدار�نقاط�جدا�از�هم��2�،�1�،�0و��3در�انتگرال�تأثیری�ندارد�و�برای�محاسبه�ي�انتگرال�کافی�است�ازتابع�  2

� f x dx dx
xx

( ) ( )
( )

−= =− = − =
−−−

∫ ∫
33 3

0 0 2 0

1 1 1 31
1 4 444

�داریم:�  ‌هنیز    17 x t x
dt

t x

ln( ) ln( )
( )

+ +′=∫2 2 2
2 2 با�توجه�به�این�که�  3

� x t x t
f x dt x f dt

t x t

 

 

ln( ) ln( ) ln( ) ln( ) ln ln ln( ) ( ) ln
+ + + +′ ′= × + × ⇒ = + = + = = =∫ ∫

22
2 22 2 2

2 2 2 2 2 4 2 2 21 2 0 2
2 2 2 2

ابتدا�نقطه�ي�ماکزیمم�تابع�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    18  1

��
f x

f x x x x x
x

( ) ( )
′ = =′ = − = ⇒ − = → =

02 0
6 3 0 3 2 0 2

)�ماکزیمم�تابع�است�و�مساحت�خواسته�شده�برابر�است�با:� , )2 4 بنابراین�نقطه�ي�

� xS x x dx x( ) ( ( ))= × − − = − = − − =−∫
242 2 3 3

0 0

162 4 3 8 8 8 4
44

تابع�مورد�نظر�را�ساده�کرده�و�انتگرال�می�گیریم:  ‌هنیز    19  1

� x x x x x xdx dx dx dx x dx x c x x c x x c
x x x x

( )
( ) ( ) ( )

−+ − + + − += = = + = + = + + = + + = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫
112 221 1 1 2 1 2 2 21 1 2 4 4

1
2

�. f x x( )= +4 بنابراین�
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با�بازه�بندی�انتگرال�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    20  4

� x x x x xdx dx dx dx dx dx dx x x x
x x x x x

[ ]
( ) ( ln( ))

+ + + + −= + = + × = − + = − + +
+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 1 2 1 2 1 2 1 2
0 0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 1 11 1 1
1 1 1 1 1

� ( ln ) ( ln ) ln ln= − − − + − = − + = −1 2 0 1 2 1 1 2 1 2 2

  پاسخ تشریحی آزمون 104  

،�  ‌هنیز    1 x C=2 �برقرار�باشد.�پس�با�فرض� B A C= +2 �جملات�متوالی�یک�دنباله�ی�عددی�باشند�بایستی�شرط� A B C   , , , برای�آن�که�  2
B A C x x x x x x= + ⇒ + = − + ⇒ + = − ⇒ =−( )2 2 4 2 5 1 2 8 4 7 1 5 �داریم:� x A− =5 1 �و� x B+ =4 2

،�بنابراین:  ‌هنیز    2 AA I− =1 می�دانیم�  3



I
A A AA− −= = = =|( )( )| | ( )| /1 1

3 01 3 923 2 2532 2 40
2

�می�باشد.�با�توجه�به�فرض�مسأله�داریم:  ‌هنیز    3 bx
a

=−
2

�خط� y ax bx c= + +2 محور�تقارن�سهمی�  3

S
b a ax a
a

−=− =− = = ⇒ =
( )

1 4
2 2 2 4

y x x x= − − = ⇒ =− ,22 4 6 0 1 3 �را�حل�می�کنیم�و�داریم:� y=0ها�معادله�ی� x برای�یافتن�نقطه�ی�تلاقی�منحنی�با�محور�

�جواب�می�باشد.� x=3 ها�است،�پس� x چون�نقطه�ی�تلاقی�در�سمت�راست�محور�

ابتدا�معادلات�داده�شده�را�به�یک�دستگاه�دو�معادله�و�دو�مجهول�تبدیل�می�کنیم:  ‌هنیز    4  1
x y x y x y x y y x y x

x y
x y x y x y x yx y x y x y

+ − + = ⇒ + = − + = + − =   ⇒ ⇒ ⇒ = =  − + = + ⇒ + = + =   = + − ⇒ − + = + −


2 1 2 4 3 3 3 7 3 7 3 13 2
1 3 3 3 1 1 22 1 1 4 2 2

2

)�جواب�دستگاه�می�باشد،�بنابراین�دستگاه�یک�جواب�دارد. , )1 1
2 2

پس�نقطه�ی�

�13داده�داریم�و�داده�ی�هفتم�داده�ی�وسطی�است،�پس�داده�ی�هفتم�میانه�است�یعنی��21میانه�است.�اکنون�میانگین�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    5  3

x + + + + + + + + + + + += = =12 13 15 16 17 21 21 24 28 30 37 39 39 312 24
13 13

پس�میانه��3واحد�کم�تر�از�میانگین�است.

ابتدا�میانگین�نمرات�هر�یک�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    6  2
x

x

− − + − = + =
⇒ − − − − = + =



1

2

0 1 2 2 417 16
5

1 1 3 2 017 16
5

میانگین�دو�نفر�با�هم�برابر�است.�

چون�میانگین�ها�با�هم�برابر�است،�پس�واریانس�ها�را�حساب�می�کنیم.�هرکدام�واریانس�کم�تری�داشته�باشد�دقت�بالاتری�دارد.
+ + + +σ = =

⇒ + + + +σ = =


2
1

2
2

1 0 1 9 9 4
5

4 0 4 1 1 2
5

دقت�نفر�دوم�بیش�تر�است.�

،�از�طرفی�فقط�فرزند�سوم�پسر�است،�پس��2فرزند�اول�باید�دختر�باشند�یعنی�حالت�»پسر�,�دختر�,�دختر«�تنها�حالت�  ‌هنیز    7 n S =( ) 8 می�دانیم�  1
n A

P A
n S

= =
( )

( )
( )

1
8

قابل�قبول�است،�پس�داریم:�

،�پس:  ‌هنیز    8 u usin �، u→0می�رسیم.�برای�رفع�ابهام�می�دانیم�وقتی�� 00 با�قرار�دادن�صفر�به�حالت�  4

x x x x

x xx x xx x xx
x x x x x x

ÁpnH´À

→ → → →

×− −
= = → =

×

sin sin ( sin ) ( )sin sin ( cos )coslim lim lim lim
cos cos

22

3 3 3 30 0 0 0

2 21 12 4
21
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�برابر�قرار�می�دهیم:  ‌هنیز    9 x=2 �در� f g+ �پیدا�می�کنیم�و�با�مقدار� x=2 �را�در� g f+ حد�چپ�و�حد�راست�تابع�  3

x

x

g f x a a

a a a a
g f x ag af

−

+

→

→

 + = + × + = + − ⇒ + = + ⇒ = − = ⇒ =
 + = + = +

+
+ =

lim ( )( )

lim ( )( ) (( ))( )

2

2

2

1 2 2 5
2 1 2 2 13 135 4 3 52 2 3 3 3 92 4

2 1 3
2

،�پس�می�توانیم�از�قاعده�ی�پرتوان�استفاده�کنیم.�داریم:  ‌هنیز    10 x→∞ چون�  2
n

mx

mx x
x x

−

+→∞

+ + =
+ −

lim
1

2 2
1 3
2

.�بدین�ترتیب�خواهیم�داشت:
n

mx

mx m
x

−

+→∞
= =lim

1

2
3 �و�چون�حاصل�حد�برابر��3می�باشد،�پس� n m− = +1 2 برای�برقراری�این�رابطه�بایستی�داشته�باشیم�

mn n
n

− = ⇒ = ⇒ = = = /3 11 5 6 0 5
6 2

البته�باید�دقت�کنید�که�اگر�درجه�ی�مخرج��2می�شد�به�تناقض�می�رسیدیم.

�است،�پس:  ‌هنیز    11 d x y= +2 2 �تا�مبدأ�برابر� M x y ( , ) می�دانیم�فاصله�ی�نقطه�ی�  2

d x y x x x= + = + + = +2 2 2 2 27 2 7

xxd d
x

=+ ×′ ′= → = = =
+

( ) /3
2

4 0 2 3 63 1 2
5252 2 7

�است،�پس:� x=3 �همان�مقدار�مشتق��dبه�ازای� x=3 آهنگ�لحظه�ای�تغییر��dدر�

�تابع��fرا�ساده�می�کنیم،�سپس�مشتق�مورد�نظررا�حساب�می�کنیم:�  ‌هنیز    12 x<1است.�پس�ابتدا�با�فرض�� x=1در��fمطلوب�سؤال�مقدار�مشتق�چپ�  3
mx f x x x f x f

x
 

=
−′ ′< = − + ⇒ =− + → =− + =−: ( ) ( ) ( )11 1 11 1 1 1 1

22 2 1
�مشتق�پذیر�باشد،�خواهیم�داشت: x=α نکتز:�به��طور�کلی�اگر�تابع��fدر�

n

f
mf

n→

α+ − α ′= α
( mn) f( )

lim ( )
0

�  ‌هنیز    13 3
4
�می�باش��د،�لذا�مطابق�پیش��امد�مکمل�احتمال�بروز�ژن�رنگ�چشم�غالب� 1

4
احتمال�بروز�ژن�رنگ�چش��م�مغلوب�برای�هر�فرزند�برابر�  2

.�بنابر�احتمال�دو�جمله�ای�)شکست�و�پیروزی(�داریم: p=( )3
4

خواهد�شد�

P X
 

= = =  
 

( ) ( ) ( )2 13 3 1 272 2 4 4 64

بنابر�احتمال�پیشامد�مکمل�داریم:  ‌هنیز    14  3

P P X
 

≤ < = − = = − = −  
 

( X ) ( ) ( ) ( ) ( )9 0 99 1 1 10 9 1 9 1 19 2 2 2

یک�خط�به�شرطی�بر�یک�تابع�مماس�است�که�معادله�ی�حاصل�از�تلاقی�آن�ها�ریشه�ی�مضاعف�داشته�باشد:  ‌هنیز    15  2

y x x a x x a a a a∆== − + =− ⇒ − + + = → − + = ⇒ + = ⇒ = − =−( ) ( )( )02 2 9 9 152 3 3 2 3 3 0 9 4 2 3 0 3 3
8 8 8

�هستند،�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    16 q=1
3
�را�با�توجه�به�این�که�مجموع�جملات�یک�دنباله�ی�هندسی�با�قدر�نسبت� na{ } ابتدا�جملات�دنباله�ی�  2

n
n n

n na a
× −

= = − ⇒ = −
−

( ( ) )
( ( ) ) ( ( ) )

11 1
3 1 3 13 1 1

1 2 3 2 31
3

�صعودی�است.�از�طرفی�داریم: na �نیز�افزایش�می�یابند،�لذا�دنباله�ی� na �افزایش�می�یابد،�در�نتیجه�جملات� n−( )1
3

�خواهد�شد�پس� n( )1
3

افزایش��nموجب�کاهش�

n
nx x

a
→∞ →∞

= − =lim lim ( ( ) )3 1 31
2 3 2

�یک�دنباله�ی�صعودی�و�همگراست،�بنابراین�کران�دار�است.�زیرا�هر�دنباله�ی�همگرا،�کراندار�است.� na پس
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ابتدا�معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    17  3
x x x x x x x+ = ⇒ + − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±cos sin sin sin sin sin sin2 2 2 2 22 2 2 1 2 3 3 1 1

�هم�همان�جواب�را�نشان�می�دهد. x k π= π+
2
�جواب�کلی�معادله�است�که�البته� x k π= π±2

2
پس�

در�ابتدا�تابع��fرا�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    18  2
xx x xfog x f x f x f x

x x x x
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

− + += ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
− − − − −

3 2 23 3 23 2 3 2
6 5 6 5 2 3 2 1 2 1

�� xf x
x

− +=
−

( )1 2
2 1 ،�پس:� dx bf x

cx a
− − +=

−
( )1 ،�آن�گاه� ax bf x

cx d
+=
+

( ) اگر�

ابتدا�تابع�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    19  4

x xf x e lnx e lnx( )
−

− −= + = −
1

1 12 1
2

سپس�مشتق�اول�و�دوم�تابع�را�به�دست�می�آوریم:
x xf x e f x e f e

x x
               ( ) , ( ) ( )− −′ ′′ ′′= − × = + ⇒ = + =1 1 0

2
1 1 1 1 31
2 2 22

�ریشه�ی�ساده�نداشته�باشد.  ‌هنیز    20 f ′=0 برای�آن�که�تابع�اکسترمم�نسبی�نداشته�باشد�باید�معادله�ی�  4

y x ax a a a ajnHkº ½jIw Á¾zÄn′= + + →∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ∈ −( ) ( )( ) | | [ , ]2 2 23 2 2 0 2 4 3 2 0 6 0 6 6 6

،�لذا�  ‌هنیز    21 f x x x= − +( ) 3 23 8 �و�در�نتیجه� x>0 چون�طول�نقطه�ی�بحرانی�مثبت�می�باشد�در�ابتدا�فرض�می�کنیم�  1
x

f x x x
x

   

 

¡.¡.—=′ = − =  =
( ) 2 0

3 6 0 2 �را�به�دست�می�آوریم:� f x′ =( ) 0 برای�یافتن�نقطه�ی�بحرانی�ریشه�های�

�طول�مینیمم�نسبی��fاست. x=2 �مشخص�می�کنیم.�پس�نقطه�ی x=2 بخشی�از�جدول�تغییرات�را�در�همسایگی�

�ریشه�ی�صورت�نیز�باشد،�یعنی:�  ‌هنیز    22 x=1وجود�دارد.�پس�بایستی�� x=1با�توجه�به�شکل�حد�تابع�در�  3
xx a a a=+ = → + = ⇒ =−13 0 1 0 1

�است،�پس�داریم: x=1برابر�حد�تابع�در��Aعرض�نقطه�ی�

x x

x x xx
x x→ →

− + +− = = + + =
− −

( )( )
lim lim

( )

23

1 1

1 11 1 1 1 3
1 1

ابتدا�معادله�ی�بیضی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    23  4
ax y

x x y y x y c a b
b

=− − − + − = ⇒ − + − = + + × = ⇒ + = ⇒ = − =

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 2
2 2 2 2 2 2 242 24 2 4 4 2 2 2 4 4 2 4 16 1

816 8

c c⇒ = − = ⇒ =2 16 8 8 8

�می�باشد.� +4 2 2 �است.�پس�در�این�بیضی�جواب�برابر� a c+ �می�باشد�که�برابر� AF′ �یا� A F′ در�یک�بیضی�فاصله�ی�کانون�از�دورترین�رأس�برابر�طول�

در�هر�هذلولی�قدرمطلق�تفاضل�فواصل�نقطه�ی�دلخواه��Mروی�هذلولی�از�دو�کانون�آن�برابر��2aمی�باشد.�داریم:  ‌هنیز    24  3

� yx a− = ⇒ =
22

1 2
4 2
MF MF a′− = = × =| | 2 2 2 4

مطابق�قضیه�ی�بنیادی�اول�داریم:  ‌هنیز    25  3
x
a

g x f t dt g x f x′= ⇒ =∫( ) ( ) ( ) ( )

سپس�مشتق�تابع��fرا�به�دست�می�آوریم:
x xdt dt dtf x x f x x f

t t t t x x t t
( ) ( ) ( )′ ′= × ⇒ = + × ⇒ = + = + =

++ + + +
∫ ∫ ∫

1
1 1 12 2 2 2

1 1 1 11 0
1 2 3 32 2 2 2
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ابتدا�محل�تقاطع�منحنی�و�محور�xها�را�می�یابیم:  ‌هنیز    26  1x
x x x x

x
=− = ⇒ − = ⇒ =

( )2 0
2 0 2 0 2

،�بنابراین: y>0داریم�� [ , ]0 2 با�توجه�به�شکل�مقابل،�در�فاصله�ی�

xS x x dx x S= − = − = − = ⇒ =∫ ( ) ( )
32 22 2

0 0
8 4 42 4

3 3 3 3
�

�است،�پس:  ‌هنیز    27 n n−( )3
2

تعداد�قطر�های�یک��nضلعی�محدب�برابر�  1
n n nn n

− −= ⇒ = ⇒ =
( )3 3 1 5
2 2

nn
n

=− ×→ =
( ) 0 05 02 180 3 180 108

5
در�یک�چند�ضلعی�منتظم�زاویه�ی�هر�رأس�برابر�است�با:�

با�توجه�به�شکل�روبه�رو،�در�مثلث��ABOداریم:

O A B= − − = − × − × = − =ˆ ˆ ˆ0 0 0 0 0 0 02 1180 180 108 108 180 108 72
3 3

طول�ضلع��6ضلعی�را��aمی�نامیم.  ‌هنیز    28  3
�داریم: AMA′ با�توجه�به�شکل�روبه�رو�در�مثلث�

aMA AM AA AM a             ,′ ′= = = =1 3 3
2 4 2 4

AMNB
aS AA AB MN a a a a a a′= × × + = × × + + × = × =( ) ( ) 21 1 3 3 5 5 32

2 2 4 4 8 2 16

�است،�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با: a26 3
4

چون�مساحت�شش�ضلعی�منتظم�برابر�

a

a

×= =
×

2

2

5 3
4 5 516
6 16 246 3

4

با�توجه�به�قضیه�ی�موازی�مورب،�زوایای�مثلث��AMCو��BMDبرابر�هستند،�پس�دو�  ‌هنیز    29  1
مثلث�متشابهند�و�داریم:

MB BD
AM AC

+ += = =3 2 1 2
3

هر��4وجه�یک�چهار�وجهی�منتظم�مثلث�های�متس��اوی�الاضلاع�هس��تند.�پای�ارتفاع�در�  ‌هنیز    30  1
چه��ار�وجهی�منتظم�همان�مرکز�ثقل�)محل�تلاقی�میانه�ها�یا�ارتفاع�های(�مثلث�اس��ت.�پس�اگر�طول�هر�یال�را�

برابر��aبنامیم�داریم:
BHBH H a a a a=′= = × = → = ⇒ =B 32 2 3 3 3 3 3

3 3 2 3 3

ABH AB BH AH AH AH
∆

= + ⇒ = + ⇒ =: ( )2 2 2 2 2 23 3 6

BCDV AH S⇒ = × = × × × = = ×( ) /21 1 3 9 26 3 2 25 2
3 3 4 4

  پاسخ تشریحی آزمون 105  

�داریم:  ‌هنیز    1 a x= +4 5 2 �و� a x= −2 2 1�، a x= +1 ،�پس�با�فرض�1 m na a m n d( )− = − در�دنباله�ی�حسابی�می�دانیم�  2

�
a a x x x d

x x x a a a
a a x x x d
− = + − − = + = ⇒ + = − ⇒ =− ⇒ =− =− =− − = − − + = − =

( )
( ) , ,

( )
4 2

1 2 4
2 1

5 2 2 1 3 3 2
3 3 2 2 7 6 15 33

2 1 1 2
a a

a a
+ − −= ⇒ = =−4 2

3 3
33 15 24

2 2
بنابراین�جمله�ی�سوم�برابر�است�با:�
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،�بنابراین:  ‌هنیز    2 y≤−4 �داریم� a b[ , ] با�توجه�به�فرض�مسأله�در�بازه�ی�  1
� x x x x x x x b a− + ≤− ⇒ − + ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − = − =( )( )2 2 5 5 5 32 7 1 4 2 7 5 0 2 1 0 1 1

2 2 2 2
ابتدا�کسینوس�زاویه�ی��Cرا�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    3  4C C= ⇒ =−ˆ ˆsin cos3 4

5 5 �
� c a b ab C2 2 2 2 2 42 4 5 2 4 5 16 25 32 73

5
= + − = + − − = + + =ˆcos ( )( )( ) مطابق�رابطه�ی�کسینوس�ها�داریم:��

�قابل�قبول�است. C=−ˆcos 4
5
�را�منفرجه�در�نظر�می�گیریم�و�در�نتیجه� Ĉ توجه :�چون��cاندازه�ی�ضلع�بزرگ�تر�است،�

ابتدا��4واحد�را�از�بین��10واحد�انتخاب�می�کنیم،�در�هرکدام�از�این�واحدها��2انتخاب�داریم�)زن�یا�شوهر(.�بنابراین�تعداد�انتخاب�شورای�  ‌هنیز    4  3

�
         

× = × =                  
         

10 2 2 2 2
210 16 33604 1 1 1 1 �4نفری�با�شرایط�مسأله�برابر�است�با:�

�داده�ها(�قرار�می�گیرد.�بنابراین�میانگین�کل�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    5 1
2
�داده�ها(�و�درون�جعبه��10داده�) 1

4
در�هر�یک�از�دو�طرف�جعبه��5داده�)  2

x × + × + ×= =/ /13 5 16 5 10 19 5 16 25
20

�

همچنین�می�توان�میانگین�را�به�صورت�زیر�نیز�به�دست�آورد:

� x ( ) ( / ) ( ) /+ += + + = = =1 1 1 13 33 19 6513 16 5 19 16 25
4 2 4 4 4

می�دانیم�جمع�انحراف�از�میانگین�داده�های�آماری�همیش��ه�صفر�اس��ت�و�با�توجه�به�این�که�انحراف�از�میانگین��7داده،�اعداد�زوج�متوالی�  ‌هنیز    6  3

� ix x : , , , , , ,− − − −6 4 2 0 2 4 6 هستند،�آن�ها�به�صورت�روبه�رو�می�باشد:�

� 2 36 16 4 0 4 16 36 16
7

+ + + + + +σ = =

�را�انحراف�از�میانگین�می�نامیم. ix x− تذکر:�مقدار�

،�فرض�کنیم��Aپیشامد�آن�باشد�که�ضرب�دو�عدد�ظاهر�شده�مضرب��6باشد.�در�این�صورت�داریم:  ‌هنیز    7 n S( )= =26 36 می�دانیم�  2

� A P A                

  = = = 
  

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )
,( , ) ( )

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )

2 3 1 6 2 6 4 3 6 3 6 4 6 5 15 56 6
3 2 6 1 6 2 3 4 3 6 4 6 5 6 36 12

�

�می�باشند.�  ‌هنیز    8 ax bx c+ + =2 0 �ریش��ه�های�معادله�ی� x �و�1−= x =3 با�توجه�به�فرضیات�مس��أله�  3

بنابراین:
�

y
y

y ax bx c y a x x
( )

( )
( )( )

=

− =
= + + → = − +

3 02
1 0 3 1

y a a a y x x( ) ( )( ) ( )( )= − =− = ⇒ =− ⇒ =− − +1 2 2 4 4 1 3 1 �پس:� y =( )1 4 از�طرفی�
�است. y( )=0 3 عرض�محل�برخورد�با�محور�yها�برابر�با�

�Aرأس�سهمی�می�باشد.  ( , )1 4 �وسط��2ریشه�است،�پس�نقطه�ی� x تذکر:�چون�1=

ابتدا�دامنه�ی�توابع��fو��gرا�پیدا�می�کنیم،�دقت�کنید�که��fو��gتوابع�کس��ری�هس��تند�و�برای�یافتن�دامنه�بایس��تی�ریشه�های�مخرج�را�  ‌هنیز    9  2

به�دس��ت�آوریم:
f f

g g

D x x D

D x x x x x D

: { }

: ( )( ) { }

− = ⇒ =± ⇒ = − ±

− = ⇒ − + + = ⇒ = ⇒ = −

2

3 2
1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 1





� f f g
g

D D D x g x= − = = − ± − − = − ±    ( ) { | ( ) } (( { }) ( { })) { } { , }0 1 1 3 1 3

�نیست.� �شامل��3نقطه�از� f
g
پس�دامنه�ی�تابع�
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،�با�توجه�به�این�نکته�داریم:  ‌هنیز    10 x→0 �وقتی� m max a xcos− 2 21
2

 �و�در�حالت�کلی� x→0 �وقتی� x xcos− 211
2
 می�دانیم�  4

�
x x

x
x

x x x

ÁpnH´À

→ →

×
− → =coslim lim

tan

3 2
2

20 0

3 1
1 32 2

4

�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    11
x

f xlim ( )
→1

�ابتدا�  1

�
x x x x x x

x x xx x x xf x
x x x x x x x x x x x x x→ → → → → →

+ − ++ + − + −= − = = = = = =
− − − + + − + + − + + + +

( )( ) ( )
lim ( ) lim( ) lim lim lim lim

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

3 2 2 2 21 1 1 1 1 1

2 1 21 3 1 3 2 3 1
1 31 1 1 1 1 1 1 1

. a �بنابراین�1=
x

f xlim ( ) f( )
→

=
1

1 �لازم�است�که� x پس�برای�پیوستگی�تابع��fدر�1=

�ریشه�ی�مخرج�باشد.�از�طرفی�داریم:  ‌هنیز    12 −2 شده�است،�لازم�است� −∞ در�ابتدا�دقت�کنید�چون�حاصل�حد�برابر�  3

�
x

x
b ax ax b

lim
→−

− −= =−∞
+ −+ +22

2 4
4 2

�
x

ax x
x bx

lim
→±∞

+ +
−

2

2
1

2
.�حال� b=4 �و� a=4 �یعنی�مخرج�ریشه�ی�مضاعف�دارد.�در�نتیجه� x ax b x( )+ + = +2 22 �باشد،�بنابراین� +0 پس�مخرج�باید�

� a
b
=− =−

−
4 1
4

�و�داریم:� a
b
− مطابق�قاعده�ی�پرتوان�برابر�است�با�

کافی�است�مشتق�تابع�را�به�دست�آوریم:  ‌هنیز    13  4

�
x

y x x y
x

( )( sin )cos ( )( )
( )

π= −′ ′= − → = − =
π π

2

2 291 3 3 1 9 33
2 2 162 2

3

�است.  ‌هنیز    14 f ( )′ α �برابر� x =α �می�باشد�و�آهنگ�آنی�آن�در�نقطه�ی� f b f a
b a

( ) ( )−
−

�برابر� a b[ , ] �آهنگ�متوسط�تابع��fبر�بازه�ی�  2

�
xdyy x x y

dx x
( )

( )

=
′= − ⇒ = − → = − =

1
41 1 11 1 0

4 12 2
2

#[ , ]1 4 آهنگ�متوسط�در�فاصله�ی f fy
x

− − −∆ = = =
∆ −

=
( ) ( ) ( )4 1 4 2 0 2
4 1 3 3

�است.  [ , ]1 4 �کم�تر�از�آهنگ�متوسط�در�بازه�ی� 2
3
،�به�میزان� x = 1

4
پس�آهنگ�لحظه�ای�در�نقطه�ی�

�مطابق�قضایای�احتمال�داریم:  ‌هنیز    15  3
� P A B P A P B P A B 1 1 4 15 10 24 1

2 3 5 30 30
+ −= + − = + − = = ( ) ( ) ( ) ( )

� P B A P B P A BP B A
P A P A
( ) ( ) ( )

( | )
( ) ( )

−′ −′ = = = = =
′ − −

 

1 1 9
33 30 30

1 1 1 51
2 2

.�  ‌هنیز    16 p=( / )0 7 �می�باشد�همان�احتمال�پیروزی�در�توزیع�دوجمله�ای�است� 7
10

�احتمال�جوانه�زدن�بذر�که�برابر�  4

� P X P X
 

≤ = − = = − = − =  
 

( ) ( ) ( / ) ( / ) / /3 03
2 1 3 1 0 7 0 3 1 0 343 0 6573
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�به�دست�آمده،�یک�ریشه�ي�مثبت�داشته�باشد.�پس�دو�حالت�داریم:�  ‌هنیز    17 x t=2 �که�با�جایگزینی� t m t m( )+ − + − =2 2 4 باید�معادله�ي�0  1

الف(�معادله�ی�فوق�یک�ریشه�ي�مثبت�و�یک�ریشه�ي�منفی�دارد:
� c m m
a
< ⇒ − < ⇒ <0 4 0 4

ب(�معادله�ی�فوق�یک�ریشه�ي�مضاعف�مثبت�دارد:
� b m m m m m m m

a
jnHkº#¾ n     zÄ, ( ) ( )∆= − ≥ ⇒ − − − = − + − + = − + =2 2 20 0 2 4 4 4 4 4 16 8 20 0

2

�تنها�جواب�قابل�قبول�است. m<4بنابراین�

�می�باشد�که�  ‌هنیز    18 n , , , ..., −1 3 5 2 �را�به�فرم�س��اده�تری�می�نویس��یم،�صورت�کس��ر�مجموع�جملات�دنباله�ی�حس��ابی�1 na ابتدا�جملات�  2

�می�باشد،�بنابراین�مجموع�آن�ها�برابر�است�با: n−2 جمله�ی�اول�آن�برابر��1و�جمله�ی�nامُ�برابر�1
nn n n+ + + + − = + − = ( ) 21 3 5 2 1 1 2 1
2

لذا�خواهیم�داشت:

n nn
n na a

nn n
lim
→∞

= = ⇒ =
++

2

2
1

1
پس�این�دنباله�یک�دنباله�ی�همگرا�به��1می�باشد.�از�طرفی�داریم:

n n n n n n
n n n n n na a a a a a
n n n n n n( )( ) ( )( )+ + +
+ + + − −− = − = = > ⇒ − > ⇒ >
+ + + + + +

2 2
1 1 1

1 2 1 2 1 0 0
2 1 1 2 1 2

�یک�دنباله�ی�صعودی�است. na بنابراین�

��  ‌هنیز    19 �در�معادله�ی�تابع�صدق�می�کند.�داریم: A  ( , )1 2 �نقطه�ای�به�طول��1هم�روی�تابع�است�هم�روی�خط�مماس�پس�نقطه�ی�  1

� x y
y x

y
( )

( )
= = − == − → ′ =

1 1 3 1 2
3 1

1 3
� � �

. y ( )′ =1 3 �می�باشد،�پس� y ( )′ 1 از�طرفی�شیب�خط�مماس�همان�

�
y a b

y ax bx a b
y a b
( )

( )

= + == + ⇒ ⇒ = = ′ = + =

2 1 2
1

1 2 3

ابتدا�نقاط�بحرانی��fرا�پیدا�می�کنیم.�با�توجه�به�پیوستگی�تابع�می�توانیم�مقادیر�اکسترمم�مطلق�را�بیابیم.  ‌هنیز    20  3

� y x x y x x x x x x xcos sin ( sin )cos cos cos ( sin ) cos sin′= − ⇒ = − − = − − = ⇒ = =−IÄ
2 12 2 1 0 0

2

�
x x y

y
x x y max

cos sin ( )

sin cos ( )

 = ⇒ =± ⇒ = − ± = ⇒ =
=− ⇒ = ⇒ = − − =

2

2

0 1 0 1 1 5
1 3 3 1 5 4
2 4 4 2 4



�بررسی�کنیم.  ‌هنیز    21 x �را�در�مجاورت�1= y′ می�توانیم�به�کمک�جدول،�تغییر�علامت�  2

y x x y x, ,′ ′= − + = ⇒ =2 13 4 1 0 1
3

نقاط�بحرانی�

�

x

y
y Max Min

−∞ +∞

′ + − +

1
13

0 0




 �
�مینیمم�نسبی�دارد. x=1پس�تابع�در�

�عمود�باشد.�لذا:�  ‌هنیز    22 x y+ =3 2 �است�و�باید�بر�خط�1 km
k

( )− +
=

−1
1

2
شیب�این�خط�برابر�  3

� km m k k k
k
+=− ⇒ = = ⇒ = + ⇒ =2 1

3 2 1 4 3 3 3
2 3 2

�است.� − 3
2
�یا� − 9

6
�است�که�عرض�از�مبدأ�آن� x y− =4 6 9 پس�خط�مورد�نظر�
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�اندازه�ی�ضلع�کوچک�تر�مستطیل�مطابق�شکل��2bو�اندازه�ی�ضلع�بزرگ�تر��2aمی�باشد،�پس:  ‌هنیز    23  1

�
b b

c a b c
a a

tIµ¶ Í±ò Ï¼Š

 

tIµ¶ oÃü Í±ò Ï¼Š

= = ⇒ = ⇒ = + = + = ⇒ =
= = ⇒ =

( )2 2 2 2 2

32 3
2 3 25 52

2 4 22 4 2

FF AA c a c a( ) ( )′ ′− = − = − = − =52 2 2 2 2 1
2

�AAفاصله�ی�دو�رأس�است.�بنابراین:� a′ =2 ��فاصله�ی�کانونی�و� FF c′ =2

با�توجه�به�تقارن�سهمی�طول�رأس�سهمی�برابر��3می�باشد.�بنابر�تعریف�سهمی�واضح�است�  ‌هنیز    24  2

)�از�خط�هادی�به�فاصله�ي��2هس��تند�و�از�نقطه�ی� , )5 0 )�و� , )1 0 �کانون�خواهد�بود،�زیرا�نقاط� F( , )3 0 که�
�نیز��2واحد�فاصله�دارند.�چون�رأس�س��همی�از�کانون�و�خط�هادی�به�یک�فاصله�می�باش��د،�پس� F( , )3 0

)�Sمی�باشد. , )3 1 مختصات�رأس�

�و�داریم:  ‌هنیز    25 f x g x′ =( ) ( ) ،�آن�گاه� x
a

f x g t dt( ) ( )=∫ مطابق�قضیه�ی�بنیادی�اگر�  1

f x
x

′ =
+

( )
2
1

3
�����,����� f =( )1 0 ����,���� f ′ =( ) 11

2
xy xf x y x f x xf x y=′ ′ ′ ′= ⇒ = + → = + = + =( ) ( ) ( ) ( ) ( ) f( ) f ( )1 1 11 1 1 0

2 2
از�طرفی:�

3   ‌هنیز    26

�
x

x
x x dx x dx x dx x dx x x x c x x c( ) | | ( ) ( )

< <

<
− + = − = − → − = − + = − +∫ ∫ ∫ ∫

0 12
1

2 22 1 1 1 1 1
3 3

مثلث��ABCمتساوی�الساقین�است،�پس:�  ‌هنیز    27  4

AC −= = =
ˆ0 0 0

1
180 150 75

2 2

ضمناً�با�استفاده�از�قضیه�ی�موازی�مورب�در�مثلث��ACDمطابق�شکل�داریم:

A D C C x x+ + = ⇒ + = − − ⇒ = − =ˆ ˆˆ 0 0 0 0
1180 180 30 35 115 75 40

با�توجه�به�این�که��ABCDمتس��اوی�الساقین�است،�اگر�مثلث��CHDرا�از�ذوزنقه�جدا�کرده�  ‌هنیز    28  4
و�به�ش��کل�مقابل�کنار�ش��کل�باقی�مانده�قرار�دهیم.�ش��کل�حاصل�یک�مستطیل�اس��ت�که�مساحت�آن�با�مساحت�

ذوزنق��ه�ی�اصلی�برابر�اس��ت.�واضح�اس��ت�که�مس��احت�مس��تطیل�حاصل�دو�برابر�مس��احت�مثل��ث��ACHیعنی�
�است.� × =2 12 24

با�توجه�به�برابری�دو�زاویه�ی��MNCو��ABCو�مشترک�بودن�زاویه�ی��Cدر�هر�دو�مثلث�داریم:  ‌هنیز    29  3

AN NCAC BC AN NC NCABC MNC NC
MC NC NC NC

∆ ∆
=+ +⇒ = ⇒ = → = ⇒ =~ 3 4 2 7 21

3 3 2
می�دانیم�نسبت�مساحت�های�دو�مثلث�متشابه�برابر�مجذور�نسبت�تشابه�دو�مثلث�است.�پس:

S BC
S NC

= = = =( ) ( )1 2 2

2

7 49 14
21 321
22

�است،�پس:  ‌هنیز    30 ab bc ca+ +( )2 �و�مساحت�کل�آن�برابر� a b c+ +2 2 2 اگر�طول�یال�ها�را��b�،cو��aبنامیم�طول�قطر�برابر�  3

a b c a b c ab bc ca a b c+ + = + + + + + = + = ⇒ + + =( )2 2 2 2 22 2 2 7 32 81 9

a b c+ + = × =( )4 4 9 36 هر�مکعب�مستطیل��12یال�دارد�که��4تا�برابر�a،��4تا�برابر��bو��4تا�برابر��cهستند،�پس�مقدار�خواسته�شده�برابر�است�با:�
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  پاسخ تشریحی آزمون 106  

،�پس:�  ‌هنیز    1 na a n d( )= + −1 1 در�دنباله�ي�عددی�داریم�  2

�

a a d
a a a d

a a
a
d

a a d
a d a d

a a d

= + ⇒ + = + = = = ⇒  = = + ⇒ + = ⇒ + = = +

4 1
1 4 1

1 1
1

2 1
1 1

6 1

3
2 3 11

1
3

2 6 20 3 105

،�پس:� n
nS a n d( ( ) )= + −12 1
2

از�طرفی�در�دنباله�ي�عددی�

�S S( ) ( )= × + × ⇒ = = × =9 9
9 92 1 8 3 26 9 13 117
2 2

�و��Xرا�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    2 A2 ابتدا�ماتریس�های�  1

A
     

= =     
          

2 1 2 1 2 1 8
0 3 0 3 0 9

� X A X
−       

= − = − ⇒ =       −              

23 0 3 0 1 8 2 8
1 0 1 0 0 9 1 9

�داریم:� ad bc− ≠0 ،�با�شرط�
a b

X
c d
 

= 
  

از�طرفی�می�دانیم�اگر�

�
d b

X
c aad bc

− − 
=  −−   

1 1

� X X X ÁIÀ#¾ÄHnj ” ]# µ

/ /

/ /
− −− − − −       

= ⇒ = =− = ⇒ =       − − − −− +              

1 12 8 9 8 9 8 0 9 0 81 1 01 9 1 2 1 2 0 1 0 218 8 10

با�توجه�به�ویژگی�های�تابع�نمایی�داریم:  ‌هنیز    3  2

� a a a( )− − −= =1 3 1 3 38 2 2 ����,����� = × =
1 5

2 2 24 2 2 2 2

� a a a a a− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ + = + =
5

3 3 2 5 1 1 5 1 52 2 3 3 3 3 3
2 2 6 2 2 2

بنابراین:�

� alog ( ) log log log⇒ + = = = =3 3 2
3

39 9
3

5 3 33 3 3 3
2 2 2

�را�به�فرم�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    4 x x( )− =2 3 در�ابتدا�معادله�ي�  4

� x x− − =2 2 3 0
�و��3می�باشند،�پس:� اگر�دقت�کنید�ریشه�ها�1−

�
 α=− ⇒α=− =− α ⇒ β= ⇒β=  =
β 

1 11 1
2 2

1 1 13
3 2 6

�باشند،�پس�کافی�است�جمع�و�ضرب�آن�ها�را�به�دست�آوریم:� β
2
�و� α

2
معادله�ای�می�خواهیم�که�ریشه�های�آن�

�
S

x Sx P x x x x
P

β α= + =− + =−
⇒ − + = ⇒ + − = ⇒ + − = βα = × =− × =−



2 2 2
1 1 1

1 12 2 2 6 3 0 0 12 4 1 0
1 1 1 3 12

2 2 2 6 12

معادله�ي�مورد�نظر:
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�است،�پس:�  ‌هنیز    5 y=−2 نمودار�تابع�از�مبدأ�عبور�می�کند�و�دارای�مجانب�افقی�  4

���
bx

x x

f a
b b

f x a b a

( )

lim ( ) lim
< <−

→+∞ →+∞

 = ⇒ + = ⇒ =
=− ⇒ + =− → =−



0 11

10 0 0
1
22 2 2

. x
x

blim −
→+∞

=+∞1 ،�آن�گاه� b>1 ،�زیرا�اگر� b< <0 دقت�کنید�که�1

��  ‌هنیز    6 x x x x x| | | | | |− = × − <2 2 2 ابتدا�مسأله�را�در�دو�حالت�بررسی�می�کنیم:�  2

� x x x x| |> ⇒ − < ⇒− < − < ⇒ < <0 2 1 1 2 1 1 3

�� x x x x x| | | |< ⇒− − < ⇒− − >0 2 2 غ�ق�ق1

�. b a− =2 )�می�باشد،�پس� , )1 3 جواب�نهایی�بازه�ي�

�Sداریم:�  ‌هنیز    7 bc Âsin=1
2

با�توجه�به�رابطه�ي�  3

��S A A Aˆ ˆ ˆsin sin cos= × × × = ⇒ = ⇒ =1 3 3 12 3
2 2 2 2

اکنون�بنابر�قضیه�ی�کسینوس�ها�داریم:

� BC AB AC AB AC A BC BC BCˆ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( )= + − × × ⇒ = + − × ⇒ = − ⇒ = −2 2 2 2 212 3 4 4 3 7 2 3 7 2 3
2

ابتدا�معادله�را�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    8  3

��
kx k x x

x x x x
x k x x k

cos cos cos cos( )
π π = π+π− ⇒ = +=− ⇒ = π− ⇒

= π+ −π⇒ = π−π

22 2
2 2 3 3

2 2 2

اگ��ر�جواب�ه��ا�را�بر�روی�دایره�ی�مثلثاتی�نمایش�دهیم،�آن�گاه�ش��کل�مقابل�را�خواهیم�داش��ت.�به�عبارت��ی�جواب�ها�رئوس�مثلث�

�روی�دایره�ي�مثلثاتی�جدا�شده�است.� π2
3

متساوی�الاضلاع�می�باشند،�زیرا�سه�کمان�مساوی�با�طول�

�قرار�می�دهیم�و�داریم:�  ‌هنیز    9 x+4 برای�راحتی�در�کار�ابتدا�به�جای�متغیر��xعبارت�  3
f x x x f x x x f x x x x f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − ⇒ + − = + − + ⇒ + = + + − − ⇒ + = +2 2 2 22 4 4 2 4 4 4 2 8 16 4 16 2 4

�در�این�معادله�صدق�می�کند. A( , )− −1 3 �و�تنها�نقطه�ی� y x x= +2 4 بنابراین�

اگر�از�رسم�نمودار�کمک�بگیریم،�سؤال�راحت�تر�حل�می�شود:  ‌هنیز    10  4

� x f x x: ( )> = − 20 1 ربع�دایره

� x f x x: ( )< =− − 20 1 ربع�دایره

. f x f x( ) ( )− =1 �نسبت�به�نیمساز�ناحیه�ي�اول�و�سوم�قرینه�ي�هم�می�باشند،�پس� f چون�نمودار��fو�1−

�اس��ت.�اما�دو�حرف��Aو�دو�حرف��Rیکس��ان�داری��م،�بنابراین�  ‌هنیز    11 !5 اولاً�کلم��ه�ي�داده�ش��ده�پن��ج�حرفی�اس��ت،�پس�تعداد�کل�حالات�  3

.�حالتی�که�حروف�یکس��ان�کنار�هم�می�باش��ند�را�در�نظر�می�گیریم:�)�RR�،�Dو�AA(.�در�این�حالت�جابه�جایی��Rبا��Rیا��Aبا��Aاثری�ندارد.� n S !( )
! !

=
×
5

2 2
�است.�بنابراین�احتمال�مطلوب�برابر�است�با: !3 پس�در�واقع�باید�جایگشت�سه�حرف�را�حساب�کنیم�که�تعداد�آن�برابر�

�� P A !( )
!

! !

= =

×

3 1
5 5

2 2
،�عدد�به�دس��ت�آمده�فراوانی�نس��بی�دسته�ی�سوم�است.�با�توجه�به�رابطه�ي�  ‌هنیز    12 / / /− =0 36 0 21 0 15 ابتدا�اختلاف�دو�عدد�را�می�یابیم،�یعنی�  2

زیر�داریم:�

�


i i

f
f

f f
³¼w Á¾Twj ÂLvº ÂºH»HoÎ

θ = × ⇒θ = × = × =
∑ ∑

0 3 0 0 0
3 3 3

360 15360 360 54
100

�است.� 054 یعنی�در�نمودار�دایره�ای�زاویه�ي�دسته�ي�سوم�
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CV.�وقتی�تمام�داده�ها�با�عدد�ثابتی�جمع�می�ش��وند،�انحراف�معیار�عوض�نمی�ش��ود،�اما�  ‌هنیز    13
x
σ= می�دانیم�ضریب�تغییرات�برابر�اس��ت�با�  2

میانگین�با�همان�عدد�جمع�می�شود،�بنابراین:�

�
CV CV

CVCV

σσ =
⇒ = = σ σ =



1 2

12

1287
4

28 7

�می�رسیم�و�صورت�و�مخرج�هر�دو�مشتق�پذیر�می�باشند،�از�قاعده�ی�هوپیتال�استفاده�می�کنیم:�  ‌هنیز    14 0
0
�به�ابهام�

x
f xlim ( )

→2
چون�در�محاسبه�ی�  3

� HOP
x x x

x xf x
x

x

sin coslim ( ) lim lim
→ → →

π π π π= → = =− π
− − −2 2 2

2
2 12 2

22 2

�

�در�نظر�گرفته�شود:� a=− π2 �کافی�است� x=2 پس�برای�پیوستگی�در�
�

x
f f x a( ) lim ( )

→
= ⇒ =− π

2
2 2

∞−∞�ابتدا�عبارت�را�ساده�می�کنیم:�  ‌هنیز    15 برای�رفع�ابهام�  4

��
x x x x

x x xx
x x x x x x x

( ) ( )
lim lim lim lim

( )( ) ( )( ) ( )( )→ → → →

+ − + − −− + −= = = =−
− + − + − + +2 2 2 2

12 2 5 22 1 1
2 5 2 5 2 5 5 7

تابع�یک�مجانب�مایل�و�یک�مجانب�قائم�دارد�و�محل�تلاقی��آن�ها�همان�نقطه�ي��Aاست:  ‌هنیز    16  1
چون�صورت�و�مخرج�کس��ر�چندجمله�ای�هس��تند�و�درجه�ی�صورت�یک�واحد�از�درجه�ی�مخرج�بزرگ�تر�است،�

مجانب�مایل�همان�خارج�قسمت�تقسیم�می�باشد،�بنابراین:

.�اکنون�محل�تقاطع� x=1است.�از�طرفی�مجانب�قائم�ریشه�ی�مخرج�می�باشد�یعنی�� y x= +5 پس�مجانب�مایل�
دو�مجانب�را�می�یابیم:

�
y x
x

®ÄI¶ KºI\¶

´GI¤ KºI\¶

:

:

= + ⇒ =

5
1 �نقطه�ي�تلاقی�مجانب�ها�� A: ( , )1 6

�است.�پس�فاصله�ی�نقطه�ی��Aاز�این�خط�برابر�است�با: y x− =0 معادله�ی�نیمساز�ناحیه�ی�اول�و�سوم�به�صورت�

d
| |−

= =
6 1 5 2

22

�است.
ax by c

a b

| |+ +

+

0 0
2 2

�برابر�با� ax by c+ + =0 �از�خط� A x y( , )0 0 تذکر:�فاصله�ي�نقطه�ی�

�را�بررسی�کنیم:�  ‌هنیز    17 x=1پیوستگی�در�این�نقطه�است،�لذا�ابتدا�پیوستگی�در��، x=1شرط�لازم�برای�مشتق�پذیری�تابع�در�  3
�

x x
f f x f x( ) lim ( ) lim ( )

− +→ →
= =

1 1
1

پس�به�این�ترتیب�داریم:
:�شرط�پیوستگی a b ( )= +2 1

�مشتق�پذیر�خواهد�بود:� �مشتق�پذیر�باشد،�آن�گاه�در�تمام� x=1از�طرفی�اگر�تابع�در�

� f fx
f x a bx x

ax b x

  ( ) ( )
( ) ( )+ −′ ′=

− >′ = →− = +
 + <

1 1

2

1 1
1 3 2

3 1

�
aa b

a b
a b b

 =−+ =  ⇒ ⇒ − =− =− + =−  =


3
2 102 53 1 7 2

2

با�توجه�به�روابط�)1(�و�)2(�داریم:�

�
x x− +2 2 1

x x+3 23
x x x− + −3 22 x+5

x x−25
x x− + −25 10 5

� x−9 5
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ابتدا�ضابطه�ی�تابع��fرا�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    18  4

� x x x x xf x e e e e x eln ln( )= × = × =
22 2

بنابراین:�
� x x xf x xe e x xe x x( ) ( )′ = + = + >22 2 0

� f e( )′ = 22 8

. ue uln = �داریم� x>0 تذکر:�به�شرط�

،�پس:�  ‌هنیز    19 f ( )′ α ،�یعنی� x=α �و�آهنگ�لحظه�ای��fدر� f b f a
b a

( ) ( )−
−

�برابر�است�با� a b[ , ] آهنگ�متوسط�تابع��fبر�بازه�ی�  2

���

f f
f

f f
f x f

x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

− + − +
= = = − − ′⇒ − = − − =
′ ′ = − ⇒ =−

 2

2 1 2 1 1 2 0
2 1 2 1 1 0 1 121 1 1

�صدق�کند:�  ‌هنیز    20 f ′′<0 �و� f ′<0 آنچه�لازم�است�بدانیم�این�است�که�باید�تابع�در�دو�شرط�  1

� xf x x
x

( )
( )

−′ = < ⇒ >
+2 2
2 0 0
3

� x x x x x x xf x x x
x x x

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

− + − × + − − + + −′′ = = = < ⇒ < ⇒− < <
+ + +

2 2 2 2 2 2 2
2 4 2 3 2 3

2 3 2 2 3 2 2 3 8 6 6 0 1 1 1
3 3 3

�
f x

x b a
f x

¥Ho {T H
′< ⇒ > → < < ⇒ − = ′′< ⇒− < <

0 0
0 1 10 1 1

�را�دارد،�پس�درجه�ي�صورت�کم�تر�از�درجه�ي�مخرج�است،�پس:  ‌هنیز    21 y=0اولاً�تابع�مجانب�افقی�  3

�
x x

axf x a
x

lim ( ) lim
→∞ →∞

= ⇒ = ⇒ =
2

2
0 0 0

ثانیاً�تابع�فقط�یک�مجانب�قائم�دارد،�پس�مخرج�ریشه�ی�مضاعف�دارد.�بنابراین�خواهیم�داشت:�
c x

x cx c
c x

   ´GI¤#KºI\¶

Zoh¶: 

    ´GI¤#KºI\¶

∆= = ⇒ =−+ + = → − = ⇒ =− ⇒ =

02 2 2 1
1 0 4 0 2 1

�قابل�قبول�است. c=2 با�توجه�به�شکل�طول�مجانب�قائم�منفی�است،�لذا�فقط�
،�بنابراین:� f ( )′ =0 0 ثالثاً�تابع�یک�اکسترمم�روی�محور�عرض�ها�دارد،�پس�

� fb x x bxbxf x f x b b
x x

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

′ =+ − + −− ′= ⇒ = → + = ⇒ =−
+ +

2 0 0
2 2

1 2 1 22 4 0 4
1 1

ابتدا�معادله�ی�دو�دایره�را�استاندارد�می�کنیم:  ‌هنیز    22  4

� x x y x y O R( ) ( , ) ,− + = ⇒ − + = ⇒ =2 2 2 2
1 12 0 1 1 1 0 1

� x x y a x y a O R a( ) ( , ),+ + = ⇒ + + = + ⇒ − = +2 2 2 2
2 22 1 1 1 0 1

دو�دایره�بر�هم�مماس�می�باشند.�پس�دو�حالت�رخ�می�دهد:
O،�بنابراین: O R R= +1 2 1 2 حالت اول:�دو�دایره�مماس�خارج�باشند.�در�این�حالت�بایستی�

O O a a a= ⇒ = + + ⇒ + = ⇒ =1 2 2 2 1 1 1 1 0

حالت دوم:�دو�دایره�مماس�داخل�باشند.�در�این�حالت�خواهیم�داشت:

�
a a a

O O R R a
a a ¡¡ù

| | | |
 + = ⇒ + = ⇒ == − ⇒ = + − ⇒
− + = ⇒ + =−

1 2 2 1
1 3 1 9 8

2 1 1
1 1 2 1 1

�. a=8 �یا� a=0 پس�
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اگر�معادله�ی��هذلولی�را�به�صورت�استاندارد�بنویسیم،�آن�گاه�داریم:  ‌هنیز    23  3

�
ay x

y y x x y x
b

( ) ( )
( ) ( )

 =+ + + + − − − − + = ⇒ + − + = ⇒ − = ⇒
 =

22 2
2 2 2 2

2

11 2 44 8 4 4 4 4 4 1 4 1 2 1 1
1 1 1
4

� c a b be e
a a a

+= = = + ⇒ = + =
2 2 2

2 2
11 1 5
1
4

ابت��دا�فاصله�ی�نقطه�ی��Aتا�خط�داده�ش��ده�را�پیدا�می�کنی��م.�این�مقدار�نصف�اندازه�ی�قطر�مربع�  ‌هنیز    24  2
است.�برای�این�منظور�داریم:

y x− − =3 4 7 0

d
| |

( )

− −
= = =

+ −2 2

6 4 7 5 1
53 4

�.S
”Mo¶

=2 پس�اندازه�ی�قطر�مربع��2است.�چون�مساحت�مربع�نصف�مربع�اندازه�ی�قطر�است،�پس�

�می�باشد. k2

2
�و�مساحت�مربع� k 2

2
نکتز:�اگر�اندازه�ی�قطر�مربع�برابر��kباشد،�طول�ضلع�مربع�

ابتدا�با�توجه�به�توابع�جزء�صحیح�و�قدرمطلق�انتگرال�را�به�صورت�مجموع�چند�انتگرال�می�نویسیم:  ‌هنیز    25  2

� x xx x dx x dx dx x dx x dx x dx x x| |[ ] ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( () )− − −
−

− = − − − + + − × = − + − = + =− + =−− −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
0 22 22 0 1 2 0 2

1 1 0 1 1 1 1 1

3 11 1 1 0 1 1 1 1 1
2 22 2

�می�باش��د،�بنابراین�طول�نقط��ه�ی�برخورد�این�خط�و�منحنی�  ‌هنیز    26 x y+ =2 �عبور�می�کند،� B( , )0 2 �و� A( , )2 0 معادل��ه�ي�خطی�که�از�نقاط�  4

�برابر�است�با: y x= 2

� y x
x x x x x

y x

 = ⇒ = − ⇒ + − = ⇒ =
= −

2
2 22 2 0 1

2

� xS x dx x dx xx( ) ( )= + − = = + =+ −∫ ∫
21 21 22 3

0 1 0 1

1 1 512 2
3 2 63 2

،�پس�س��ه�زاویه�ی�  ‌هنیز    27 AB BC= با�توجه�به�این�که�ذوزنقه�ی�روبه�رو�متس��اوی�الس��اقین�اس��ت�و�  3
�Cبرابرند،�در�مثلث���ABCداریم:� B A »   »  

ˆ ˆˆ
1 1 1

ABC A B C A Aˆ ˆ ˆ ˆˆ:
∆

+ + + = ⇒ = ⇒ =0 0 0
1 1 1 1 190 180 3 90 30

OAB A B O O Oˆ ˆ ˆ ˆˆ:
∆

+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0 0
1 1 180 30 30 180 120

مجموع�مساحت��3مثلث��OBC�،�OACو�OAB،�برابر�مساحت�مثلث��ABCاست،�پس:  ‌هنیز    28  2

ABC AOC BOC AOB
OHS S S S /( ) × × ×= + + ⇒ = + +23 1 3 3 1 5 3 3 3 33 3

4 2 2 2
OH OH OH/( ) / / /⇒ × = + + ⇒ + = ⇒ = − =3 1 1 5 927 3 3 2 5 4 5 2 5 2

4 2 2 2 2
با�طرفین�وسطین�کردن�رابطه�ی�داده�شده�داریم:  ‌هنیز    29  3

a b a b a b b a b a
a b
+ = ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =
−
2 74 2 8 4 6 7

2 6

از�طرفی�داریم:

a ma m
a mb m m m m m
ma b ma a m

+ +
+ − −= ⇒ = ⇒ = ⇒ + = − ⇒ =− − ⇒ = ⇒ =
− − −

7 71
1 1 1 7 7 4 7 4 19 196 6 2 2
2 7 2 7 2 3 6 3 6 3 6 8

6 6
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�  ‌هنیز    30 a3
2

�و�ارتفاع�آن�برابر� a
2
طول�هر�ضلع�مثلث��ABCرا��aمی�نامیم.�شعاع�قاعده�ی�مخروط�برابر�  4

است�پس�حجم�مخروط�برابر�است�با:
a aV r h a π= π = ×π × =( )

32 21 1 3 3
3 3 2 2 24

از�طرفی�با�توجه�به�تقارن،�نقطه�ی��Oمرکز�کره،�محل�تلاقی�ارتفاع�ها�و�در�نتیجه�میانه�های�مثلث��ABCاست،�پس�داریم:

OH AH a a= × = × =1 1 3 3
3 3 2 6

و�حجم�کره�برابر�است�با:
aV r a( ) ( ) π′ ′= π = π× =
33 34 4 3 3

3 3 6 54

پس�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:
a

V
V a

π
′= = =

π

3

3

3
24 454
54 93

24

  پاسخ تشریحی آزمون 107  

.�اکنون�توجه�کنید�که�در�دنباله�ي�  ‌هنیز    1
a

q
a

= =2

1
3 ،�پس�می�توان�نتیجه�گرفت� a =2 6 �و� a =1 ،�داریم�2 n

na −= × 12 3 در�دنباله�ي�هندسی�  3

�است،�پس�می�توان�نوشت:� q2 ،�مقدار�قدرنسبت�برابر� a a a, , ,...1 3 5

�
a q

a a a a
q

¾± ]µ

( ( ) ) ( )− − −+ + + + = = =
−−

2 50 100 1001
1 3 5 99 2

50

1 21 3 3 1
1 9 41





ابتدا�از�تساوی�داده�شده�ماتریس��Xرا�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    2  3

� X X
− − −         

= − = ⇒ = =         − − −                  

4 0 0 2 4 2 4 2 2 112 0 4 2 0 2 4 2 4 1 22

حال�می�توان�وارون�ماتریس��Xرا�محاسبه�کرد:

� X−
 

   
= =   −     

 

1
2 1

2 11 3 3
1 2 1 24 1

3 3
�. 4
81

�برابر�است�با� X−1پس�حاصل�ضرب�درایه�های�ماتریس�

ابتدا�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    3  1

�
a a

bb b

log log log log

log log log


 = = = ⇒ =

 = ⇒ = ⇒ =

2

1
229 3 33

3 33

12 2 2 4
4

5 2 5 5
2

�)
log

log
log

= 3
2

3

5
5

2
اکنون�می�توان�نوشت:�)توجه�کنید�که�

�
b

b
a a

log
log log log ( )

log
= = = = =2

3
324 22
3

53 3 3 32125 5 5
4 4 2 4 4 32
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�را�به�دست�می�آوریم:�  ‌هنیز    4 y fog x( )( )= در�ابتدا�ضابطه�ي�  4

� y fog x f g x g x g x x x x x x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )= = = − = − − − = − + − + = − +2 2 2 21 1 1 1 1 31 1 1 1 2
2 2 4 2 4 2

�را�حل�می�کنیم:� x x− + <21 3 2 0
4 2

حال�نامعادله�ي�
� x x x x x( )( )− + < ⇒ − − < ⇒ < <2 6 8 0 2 4 0 2 4

با�توجه�به�این�که�تابع��fتابعی�ثابت�است�می�توان�فهمید�عرض�همه�ي�نقاط�واقع�بر�تابع��fبرابر��2است.�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    5  1

�
x y
x y
+ =

 − =

2
3 2

)}�خواهد�ش��د�که�تابعی�همانی� , )}1 1 .�اکنون�با�جای�گذاری�این�مقادیر�در�گزینه�ها،�تنها�گزینه�ي�)1(�به�صورت� x y= از�حل�دس��تگاه�بالا�خواهیم�داش��ت�1=

�هستند(.� a a( , ) است�)توجه�کنید�که�در�تابع�همانی�همه�ي�زوج�مرتب�ها�به�صورت�

.�از�طرفی�عرض�از�مبدأ�نمودار�منفی�اس��ت،�بنابراین�  ‌هنیز    6 a>0 با�توجه�به�ش��کل�داده�ش��ده�می�توان�فهمید�س��همی�رو�به�بالاس��ت،�پس�  3
�که�در�نتیجه� ،�پس�گزینه�ي�)1(�درس��ت�اس��ت.�در�ضمن�نمودار�تابع�در�دو�نقطه�محور�xها�را�قطع�کرده�اس��ت،�پس�0<∆ ac<0در�نتیجه��. f c( )= <0 0

�)توجه�کنید�که�با� a b c+ + <4 2 0 �باید�منفی�باشد،�پس� f( )2 �که�با�توجه�به�نمودار�داده�شده�مقدار� f a b c( )= + +2 4 2 .�اکنون�توجه�کنید�که� b ac− >2 4 0
�.) a b c+ + >16 4 ،�پس�0 f( )>4 0 توجه�به�نمودار�

(:�  ‌هنیز    7 sin sin cosα= α α2 2 �را�به�توان��2می�رسانیم�)توجه�کنید�که� x xsin cos− = 2
2 2 2

ابتدا�طرفین�تساوی�  4

�

x

x x x x x x x x

sin

(sin cos ) ( ) sin cos sin cos sin sin− = ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ =2 2 2 2

1

2 1 1 12 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

 

می�دانیم�در�مثلث��ABCروابط�زیر�برقرار�است:�)روابط�تصویر(  ‌هنیز    8  2
� a b C c Bˆ ˆcos cos= +
� b a C c Aˆ ˆcos cos= +
� c a B b Âˆcos cos= +

اکنون�می�توان�نتیجه�گرفت:
�

c

a B b A a B b A cˆ ˆˆ ˆcos cos cos cos= − ⇒ + = ⇒ =7 7 7


پس�طول�ضلع��ABبرابر��7می�باشد.

�)پس��xتنها�متعلق�به�ناحیه�ي�اول�  ‌هنیز    9 xcos �و�0< xsin ابتدا�دقت�کنید�که�با�توجه�به�دامنه�ی�تابع�لگاریتم�بایس��تی�داش��ته�باش��یم�0<  1
دایره�ي�مثلثاتی�است(.�اکنون�می�توان�نوشت:�

� x x x x x klog sin log cos log log tan log tan π− = ⇒ = ⇒ = ⇒ = π+2 2 2 2 23 3 3
3

�قابل�قبول�هستند.�پس:� x π= π+2 2
3
�و� x π=1 3

،�جواب�های� x≤ ≤ π0 3 با�توجه�به�این�که��xدر�ناحیه�ي�اول�است�و�

� x x π π π+ = + π+ =1 2
82

3 3 3
در�کیسه��5مهره�ي�قرمز�و��4مهره�ي�سیاه�قرار�دارد.�پس�تعداد�کل�حالت�هایی�که�می�توان��3مهره�از�این�کیسه�برداشت�برابر�است�با�  ‌هنیز    10  2

.�اکنون�برای�آن�که�تعداد�مهره�های�س��یاه��2برابر�تعداد�مهره�های�قرمز�باش��د�باید��2مهره�ي�س��یاه�و��1مهره�ي�قرمز�برداریم.�پس�تعداد�اعضای� n S( )
 

=  
 

9
3

پیشامد�مورد�نظر�برابر�است�با:

� n A( )
   

=      
   

4 5
2 1

� P A( )

   
      
    ×= = =
 
  
 

4 5
2 1 56 5
9 84 14
3

بنابراین�احتمال�پیشامد�مطلوب�برابر�است�با:�



347

�به�معنای�احتمال�آن�اس��ت�که�در��5بار�پرتاب�تاس،��4بار�عدد�زوج�ظاهر�ش��ود�که�این�احتمال�برابر�  ‌هنیز    11 P X( )=4 ابتدا�توجه�کنید�که�  2

�است.(� =3 1
6 2

است�با:�)توجه�کنید�که�در�هر�پرتاب�تاس،�احتمال�آمدن�عدد�زوج�برابر�

� ( ) ( ) /
 

= = × = = =  
 

5 64 1
5 5 5 5

5 1 1 5 5 5 5 15625 0 156254 2 2 32 2 5 10 10

ابتدا�توجه�کنید�که�در�یک�بررس��ی�آماری�مجموع�فراوانی�های�نس��بی�برابر��1اس��ت،�پس�اگر�فراوانی�نس��بی�دسته�ي��Dرا�با��xنمایش�  ‌هنیز    12  3
دهیم،�خواهیم�داشت:

� x x+ + + = ⇒ =1 1 1 51
3 6 12 12

پس�زاویه�ي�مربوط�به�دسته�ي��Dدر�نمودار�دایره�ای�برابر�است�با:

θ= �Dفراوانی�نسبی�دسته�ي��× = × =0 0 05360 360 150
12

ابت��دا�توج��ه�کنید�که�اگر�از�همه�ي�داده�ه��ا�مقداری�ثابت�را�کم�کنیم�)یا�اضافه�کنیم(،�واریانس�داده�ها�تغییری�نمی�کند.�اکنون�با�توجه�به�  ‌هنیز    13  3
�را�کم�کنیم.�در�این�صورت�کافی�است�واریانس�داده�های�ساده�شده�ي�صفر،��4�،2و��6را�بیابیم:� x+ 21395 این�مطلب،�می�توانیم�از�همه�ي�داده�ها�عبارت�

� ix x
x

n
( )−+ + + + + += = ⇒σ = = =∑ 2

20 2 4 6 9 1 1 93 5
4 4

�می�توان�نتیجه�گرفت:�  ‌هنیز    14
n

x

a x x

x x

( )
lim
→∞

+ + −
=

− +

2

3
1 3 1 3
2 5

ابتدا�از�تساوی�  4

� an a a, += = ⇒ + = ⇒ =13 3 1 6 5
2

اکنون�با�جای�گذاری�مقادیر��nو��aمی�توان�نوشت:

�
x x x

n
x a x x

lim lim lim
( ) ( ) ( ) +→ → →

− − − −= = = =−∞
− − −2 2 25 5 5
2 2 3 1 1

5 5 0

�پیوسته�باشد�باید�مقدار�تابع�با�حد�تابع�در�این�نقطه�برابر�باشد،�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    15 x=0 برای�آن�که�تابع��fدر�نقطه�ي�  2
� f( )= − − =−0 0 0 1 1

�
x x x

x

x x

ax axf x a
x x

f x bx bf x x
x

sinlim ( ) lim lim

lim ( )
tanlim ( ) lim([ ] )

+ + +

− −

→ → →

→

→ →

 = = =
=

= + =− +


0 0 0

0
0 0

1
2 2

اکنون�می�توان�نوشت:

�
a

a bb b

=−
 ⇒ + =−
− + =− ⇒ =

1
1

1 1 0
2

ابتدا�شیب�خط�مماس�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    16  1
�� x yy e e yln( )− − − + + =2 1 2 0

�
x x

y y

e ey y
e e

y y

{tIµ¶ #‰i KÃ  : ( , )−′ ′=− = ⇒ = =−
−− − − −

+ +

1 10 0
2 2 2 21 1

2 1 2 1

� y x y x( )− =− − ⇒ + =10 0 2 0
2

)�به�صورت�مقابل�می�باشد:�� , )0 0 پس�معادله�ي�خط�مماس�در�نقطه�ي�

در�ش��کل�مقابل�نمودار�تابع��fرس��م�شده�است.�با�توجه�به�این�شکل،�مساحت�مستطیل��OAMBبرابر�  ‌هنیز    17  2
است�با:

�S OA OB x x x= × = × =3 4

پس�آهنگ�تغییر�مساحت�مستطیل�نسبت�به��xبرابر�است�با:
�S x′= 34
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�می�باشد.�برای�یافتن�نقاط�بحرانی،�مشتق�تابع��fرا�به�دست�می�آوریم:�  ‌هنیز    18 دامنه�ي�تعریف�تابع�  2

� f x x x f x x x( ) ( )
−

′= − ⇒ = −
4 1 1 2
3 3 3 34 1

3 3

�
x

x xf x
xx x

( )
=

−′ = − = ⇒
=

3

3 32 2

0
4 1 4 1

13 3 3 4
نقاط�بحرانی�

�را�تعیین�علامت�کنیم.�اکنون�می��توان�نوشت:  ‌هنیز    19 f ′′ می�دانیم�برای�تعیین�نقاط�عطف�تابع�باید�  2
� x x x x xf x x x e f x x e x x e e x x x e x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′= − + ⇒ = − + − + = − + − + = − +2 2 2 27 14 2 7 7 14 2 7 7 14 5 7

� x x x xf x x e x x e e x x x e x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )′′⇒ = − + − + = − + − + = − +2 2 22 5 5 7 2 5 5 7 3 2
�است�که�می�توان�نوشت:� f x( )′′ =0 اکنون�واضح�است�که�طول�نقاط�عطف،�ریشه�های�معادله�ي�

� x
A Bx x e x x x x( ) ,− + = ⇒ − + = ⇒ = =2 23 2 0 3 2 0 1 2

. A Bx x+ =3 پس�

.�پس�این�تابع�ش��رط�  ‌هنیز    20 y→∞ �داریم� x→∞ �می�باش��د.�از�طرفی�در�این�تابع�وقتی� x=1این�تابع�دارای�یک�مجانب�قائم�به�معادله�ي�  2
لازم�برای�مجانب�مایل�را�دارد.�اکنون�با�تقسیم�صورت�بر�مخرج،�مجانب�مایل�را�می�یابیم:�

�⇒ y :�مجانب�مایل x= +2 1

�است�که�در�نتیجه�ي�فاصله�ي�نقطه�ي� A( , )1 3 ،�نقطه�ي� y x= +2 �و�1 x=1اکنون�می�توان�فهمید�نقطه�ي�تقاطع�دو�خط�

�OA x y= + = + =2 2 1 9 10 �Aتا�مبدأ�مختصات�برابر�است�با:��

ابتدا�توجه�کنید�که�طبق�ش��کل،�طول�نقطه�ي�عطف�برابر�صفر�اس��ت�و�ش��یب�تابع�در�نقطه�ي�عطف�نیز�صفر�است.�پس�می�توان�نوشت  ‌هنیز    21  2
.�اکنون�خواهیم�داشت:� f f( ) ( )′ ′′= =0 0 0

� f x x ax b f b( ) ( )′ ′= + + ⇒ = ⇒ =26 2 0 0 0
� f x x a f a( ) ( )′′ ′′= + ⇒ = ⇒ =12 2 0 0 0

. a b+ =0 پس�

.�اکنون�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    22 a b c
a b c
= =
′ ′ ′

�دارای�بی�شمار�جواب�باشد�آن�است�که�
ax by c
a x b y c
+ =

 ′ ′ ′+ =
می�دانیم�شرط�آن�که�دستگاه�  2

�
a

a a aa b a ab
b a b a b=

− = ⇒ − = ⇒ =− −= = ⇒ ⇒ = −−  = ⇒ − =− → =
 −

8

2 2 2 6 82 2 27215 5
2 3415 3 5 55 5 6

3 5 5
�در�نظر�بگیریم،�طبق�صورت�سؤال�می�توان�نوشت:�  ‌هنیز    23 A X Y( , ) اگر�نقطه�ای�از�مکان�هندسی�مورد�نظر�را�به�صورت�  3

� Y y y Y= ⇒ =4 5
5 4

�جای�گذاری�کنیم:�� x y+ =2 2 25 �را�در�معادله�ی� y Y=5
4

اکنون�کافی�است�تساوی�

� x Yx Y+ = ⇒ + =
2 22 225 25 1

16 25 16
.�پس�طول�قطر�بزرگ�این�بیضی�برابر��10است. a=5 پس�مکان�هندسی�مورد�نظر�یک�بیضی�افقی�است�که�در�آن�

ابتدا�معادله�ي�هذلولی�را�به�شکل�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    24  1
� x x y y x y x y( ) ( ) (( ) ) (( ) ) ( ) ( )− − − + = ⇒ − − − − − + = ⇒ − − − − + + =2 2 2 2 2 24 4 5 2 31 0 4 2 4 5 1 1 31 0 4 2 16 5 1 5 31 0

�
ay x

x y c a b
b

´GI¤#Â²¼²mÀ( ) ( )
( ) ( )

 =− − ⇒ − − − =− ⇒ − = → ⇒ = + =
=

22 2
2 2 2 2 2

2
41 24 2 5 1 20 1 9

4 5 5

� ce
a

= =3
2

پس�خروج�از�مرکز�هذلولی�برابر�است�با:�

x−1x x− −22 3
x x   − +22 2 x+2 1

x   −3
� x− +1

−2
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ابتدا�عبارت�جلوی�انتگرال�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    25  3

� x x x x x x x x x xx x x x
x x x x x x

(sin cos )(sin sin cos cos ) (sin cos )( sin cos )sin cos sin cos
sin cos sin cos sin cos

+ − + + −+ = = = +
− − −

2 23 3 1
1 1 1

اکنون�می�توان�نوشت:

� f x x x dx x x c f f c c( ) (sin cos ) cos sin ( ) ( ) ( ) ( )π= + =− + + ⇒ − = − + + − − + + =∫ 2 20 1 0 1
4 2 2

با�توجه�به�شکل�مقابل�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    26  4

� M My x x x= ⇒ + = ⇒ =± ⇒ =26 2 6 2 2

اکنون�می�توان�مساحت�قسمت�هاشورخورده�را�محاسبه�کرد:

� xS OAMB x dx x
½jn¼in IÀ{¼ #

®Ã‰Tv¶#SeIv¶ ( ) ( (( ) ( )))= − + = × − = − + − + =+∫
232 2

0 0
8 162 6 2 12 4 0 02 3 33

در�مثلث��ABCمی�دانیم:  ‌هنیز    27  3

A B C B C B Cˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ + − = −0 0 0 0 0
1 3 1 1180 50 2 180 2 180 2 180 50

B C C Bˆ ˆˆ ˆ( )⇒ − =− ⇒ − =0 0
1 1 1 12 50 25

�زاویه�ی�خارجی�است،�پس: Ĉ1 �،BCDضمناً�در�مثلث�

C D B D C Bˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= + ⇒ = − = 0
1 1 1 1 25

،�از�جایی�که�ضلع�مربع�برابر��6است،�داریم:  ‌هنیز    28 a x= 2 با�توجه�به�شکل�روبه�رو�می�دانیم�  2

x x x x x
( )

( )
−−+ + = ⇒ + = ⇒ = × = = −

+ −

6 2 26 2 22 6 2 2 6 6 3 2
22 2 2 2

بنابراین�مساحت��8ضلعی�برابر�است�با:

xS ( ) ( ) ( )= − × = − − = − + − =− − + = −
22 26 4 36 2 6 3 2 36 2 36 18 36 2 36 36 72 2 72 2 1
2

�Sبه�دست�می�آید،�پس:  ‌هنیز    29 ab sin= α1
2

�αبین�آن�ها�از�رابطه�ی� مساحت�مثلث�با�اضلاع��aو��bو�زاویه�ی�  3

S
S

/ sin

// sin

× × × α
= = = =

×× × × α

1

2

1 2 2 5
5 1 22

1 3 5 5 7 73 5 5
2 2

اگر�طول�هر�یال�مکعب�را��aبنامیم،�در�مثلث��MNPقاعده�ی��NPبرابر��aاس��ت.�ضمناً�با�توجه�به�  ‌هنیز    30  4
این�که�چهارضلعی��MHPAیک�مستطیل�است،�ارتفاع��MHبرابر��APاست.�در�مثلث�قائم�الزاویه�ی��ABPداریم:�

aABP B AP BP AB AP a AP a: ( )
∆

= ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =0 2 2 2 2 2 2 590
2 2

مساحت�مثلث��MNPبرابر�است�با:

MNP
S MH NP a a a∆ = × = × × = 21 1 5 5

2 2 2 4

بنابراین�نسبت�خواسته�شده�برابر�است�با:

a

a
=

2

2

5
54

246
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  پاسخ تشریحی آزمون 108  

�پس:  ‌هنیز    1 b a c= +2 �جملات�متوالی�دنباله�ی�حسابی�باشند،�داریم� c �و� b �، a اگر�  3
x x x x x x x x x a a d( ) ,− + − +× = + − ⇒ × − − =− ⇒ − − =− ⇒ = ⇒ = ⇒ = = ⇒ =3 1 3 1

1 2
12 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 8 3 1 8 7
8

x
na a n n(n )d (n ) (n ) (n )+= + − ⇒ = + − × ⇒ = + − ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =3

1 1 2 1 1 7 64 1 7 1 7 1 63 1 9 10

�تبدیل�خواهد�شد�و�اگر�این�نمودار�را��4واحد�به�سمت�  ‌هنیز    2 y x= − −1 ها�قرینه�کنیم،�به� y �را�نسبت�به�محور� y x= اگر�نمودار�1−  1

�خواهیم�رسید.�پس�داریم: y x( )= − − −4 1 های�مثبت�ببریم،�به� x

x x x x x x x y( )− − − = − ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =4 1 1 3 1 3 1 2 1

�فرض�کنیم،�داریم:  ‌هنیز    3 x2 �و� x1 اگر�ریشه�ها�را�  2

x x= +2 12 3

bx x x x x x
a

,−+ = = ⇒ + + = ⇒ = =1 2 1 1 1 2
1 114 2 3 4
3 3

�� cx x m m m
a

= = ⇒ = ⇒ =1 2
11 112 2
9 18

،�واضح�است�که�نامعادله�جواب�ندارد.�پس�دو�حالت�زیر�را�در�نظر�می��گیریم:  ‌هنیز    4 x<0اگر�  3

x x x x x x x x x xIÄ( )≤ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≥2 20 4 4 3 0 3 0 0 3

. x [ , ] { }∈ 3 4 0 �،�خواهیم�داشت� x≤ ≤0 4 که�با�اشتراک�با�شرط�

x x x x x x x x x( )> ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤2 24 4 5 0 5 0 0 5

.�بنابراین�مجموعه�جواب�نامعادله�شامل��4عدد�صحیح��4�،�3�،�0و��5خواهد�بود. x ( , ]∈ 4 5 در�این�حالت�نیز�با�اشتراک�با�شرط�مربوطه،�داریم�

عبارت�را�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    5  2

A n n n[ ] [ (n ) ]= + + − = + −3 33 2 36 12 90 2 98

�داریم:� n≥10به�ازای�

n A n A n[ ( ) ] [ ( ) ]+ < < + ⇒ = +3 33 31 2 1

یا�به��2سؤال�از��5سؤال�اول�پاسخ�می�دهیم�و�به��2سؤال�از��5سؤال�دوم�پاسخ�می�دهیم:  ‌هنیز    6  2

�
   

×      
   

5 5
2 2

�

یا�به��3سؤال�از��5سؤال�اول�پاسخ�می�دهیم�و�به��1سؤال�از��5سؤال�دوم�پاسخ�می�دهیم:

�
   

×      
   

5 5
3 1 �

یا�به��4سؤال�از��5سؤال�اول�پاسخ�می�دهیم:
 
  
 

5
4

IÀ#S²Ie#®¨#jHk•U

         
= × + × + = × + × + =                  
         

5 5 5 5 5
10 10 10 5 5 1552 2 3 1 4

�عدد�ظاهر�شده�  ‌هنیز    7 y �عدد�ظاهر�شده�روی�تاس�سفید�و� x �هس��تند.�اگر� x y( , ) �عضو�می�باش��د�که�به�صورت� ×6 6 فضای�نمونه�دارای�  2

روی�تاس�مشکی�باشد،�پیشامد�مورد�نظر�دارای�عضوهای�زیر�است:

{ } n A
A P A

n S
( )

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) ( )
( )

= ⇒ = = =14 71 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 2 2 2 4 2 6 3 3 3 6 4 4 5 5 6 6
36 18
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ابتدا�احتمال�بیمار�بودن�نوزاد�را�حساب�می�کنیم:  ‌هنیز    8  4

P jHp¼º#·j¼M#nIµÃM( )= × + × = + =60 20 40 70 12 28 4
100 100 100 100 100 100 10

حال�در�توزیع�دوجمله�ای�اگر�بخواهیم�از�بین��3نوزاد�انتخابی�فقط�یکی�بیمار�باشد،�داریم:

������

P X( ) ( )( ) /
 

= = = × × = =  
 

23 4 6 4 36 4321 3 0 4321 10 10 10 100 1000

�فرض�کنیم،�داریم:  ‌هنیز    9 if اگر�فراوانی�مطلق�داده�را�  4

فراوانی�نسبی i
i

f
n f

n
= = ⇒ =2 5

10

پس�از��5برابر�کردن�فراوانی�داده�داریم:

i i

i i i

f f
n f f f

kÄk #ÂLvº#Â »] ºH HoÎ= = =
+ +

5 5 5
4 5 4 9

�ضرب�شده�اند،�  ‌هنیز    10 9
10

�خواهند�بود.�بنابراین�داده�ها�در� i i ix x x− =10 9
100 10

�نمایش�دهیم،�داده�های�جدید�به�صورت� ix اگر�داده�ها�را�با�  3

�ضرب�خواهد�شد. 81
100

در�نتیجه�واریانس�آن�ها�در�

kÄk #uº] IÄnH» /= × =81 10 8 1
100

از�اتحاد�مزدوج�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    11  4

sin cos (sin cos )(sin cos ) sin cos cos sin ( ) ( )α− α= α+ α α− α = α− α=− α= α− = − − = + − − = −

1

4 4 2 2 2 2 2 2 2 22 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 5 4 2


�است.�با�توجه�به�قضیه�ی�کسینوس�ها�داریم:  ‌هنیز    12 0108 اندازه�ی�زوایای�داخلی�یک�پنج�ضلعی�منتظم�برابر�  4

x x x x

x

cos cos ( cos ) sin sin

sin

= + − × × × ⇒ = − = − ⇒ = × ⇒ =

⇒ =

02 2 2 0 2 0 0 2 2 2 2 0

0

1081 1 2 1 1 108 2 2 108 21 108 2 2 4 54
2

2 54

�می�باشد. n
n

( )− 02 180 تذکر:�اندازه�ی�زوایای�داخلی�یک��nضلعی�منتظم�برابر�

4   ‌هنیز    13
xx x x x x x x x x x x x x ksinsin ( cos )( cos ) ( cos ) sin sin sin cos sin cos sin tan≠ π= + − = − ⇒ = ⇒ = → = ⇒ = ⇒ = π+02 2 22 1 2 2 21 2 2 2 2 1

4

نقاط�پایانی�جواب�های�معادله�بر�روی�دایره�ی�مثلثاتی�تشکیل�یک�پاره�خط�می�دهند.

�هم�مخالف�صفر�است. xsin ،�بنابراین�نتیجه�می�گیریم�که� xsin ≠2 0 �در�مخرج�قرار�گرفته�است�پس� xsin2 توجه�کنیم�که�چون�در�صورت�سؤال�

برای�محاسبه�ی�حد�مخرج�مشترک�می�گیریم:  ‌هنیز    14  4

x x x x

x x x x x xx x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x

( )( ) ( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )( )+ + + +→ → → →

+ + + − −+ − + + + + − − ++ = = =
− + − + − −2 20 0 0 0

1 11 1 4

x x

x
x x x

lim lim
( )+ +→ →

= = =−
− −0 0

4 4 4
1 1
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�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    15 x=4 مقادیر�حد�چپ�و�راست�و�مقدار�تابع�در�  4

x x
f a a f x a a f x( ) , lim ( ) , lim ( )

+ −→ →
= + − = − = + − = − = + − =−

4 4
4 2 4 2 2 4 2 1 0 4 3

�پیوسته�گردد: x=4 مقادیر�فوق�باید�یکسان�باشند�تا�تابع�در�
a a− =− ⇒ =−2 3 1

�  ‌هنیز    16
x x

f f x f x a b a b( ) lim ( ) lim ( )
+ −→ →

= = ⇒ − = + ⇒ − =
1 1

1 6 3 3 �بررسی�می�کنیم:�� x=1ابتدا�شرط�پیوستگی�تابع�را�در�  4

f f
ax bx x

f x a b
x

x

( ) ( )
( ) + −′ ′=

 − ≥′ = → − =
< +

2
1 1

3 2 1
3 2 13 1

6 3

�. b=−8 �و� a=−5 �خواهیم�داشت�
a b
a b
− =

 − =

3
3 2 از�حل�دستگاه�1

ابتدا�در�ضابطه�ی��fog،�ضابطه�ی��gرا�قرار�می�دهیم:  ‌هنیز    17  2
f x x x x( )+ = + −3 22 4 3

اکنون�از�طرفین�رابطه�ی�فوق�مشتق�می�گیریم،�داریم:
xx f x x x f f( ) ( ) ( ) ( )=′ ′ ′+ + = + → = ⇒ =12 33 1 4 4 4 2 8 2 2

آهنگ�متوسط�و�آهنگ�لحظه�ای�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    18  2

f
f x

x
ˆw¼T¶#ª¹ÀA ÁH¾Êd²#ª¹ÀA

( ) f( )
, ( )

−
− ′= = =− = =−

−
2

11
1 4 14 4

1 31
4 4

�آهنگ�لحظه�ای (= ×9
4

آهنگ�متوسط x
x

) ( )−⇒ = × − ⇒ =±
2
1 9 14

4 3
�در�گزینه�ها�آمده�است.� x=1

3
تنها�

�مشتق�می�گیریم:  ‌هنیز    19 x از�طرفین�رابطه�نسبت�به�  3

x y
x y xyy xy x y y y yÁnHm¬ÁI  IM]

  

  

,= = −
′ ′ ′ ′ ′+ + − − = → + − + − = ⇒ =2 2 2

1 1
43 3 6 6 3 0 3 3 6 6 3 0
3

�است�و�داریم: 4
3
بنابراین�شیب�خط�مماس�برابر�

y x y xtIµ¶#ˆi#Á¾²jI•¶: ( )+ = − ⇒ = −4 4 71 1
3 3 3

پس�خط�مماس�از�ناحیه�ی�دوم�عبور�نمی�کند.

اولاً�نقطه�ی�عطف�در�معادله�ی�تابع�صدق�می�کند�پس:  ‌هنیز    20  3



f a b ln a( )= ⇒ + = ⇒ =
0

1 1 1 1 1

�پس: y ( )′′ =1 0 از�طرفی�
y ab by x y b b a b

x x

( )′′ = =′ ′′= + ⇒ = − → − = ⇒ = → + =
1 0 1

2
2 2 2 0 2 3

ها�مماس�است،�پس�تابع�دارای�ریشه�ی�مضاعف�است.  ‌هنیز    21 x نمودار�بر�محور�  2
a x

x ax a
a x

¡#¡#—∆= = ⇒ =−+ + = → − = ⇒ =− ⇒ =

02 2 4 2
4 0 16 0 4 2

�نمودار�تابع�را�قطع�کرده�است: 1
2
�است�که�در�نقطه�ای�به�طول� y

b
= 1 تابع�دارای�مجانب�افقی�به�معادله�ی�

xx x b b b
b b bbx

=− + = → = ⇒ = + ⇒ =
+ +

12 2
2

9
4 4 1 1 14 9 4

21 1
4
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�خواهیم�داشت:  ‌هنیز    22 a x y( )+ − − =1 1 0 �که�با�جای�گذاری�آن�در�معادله�ی� y ax= �داریم� y ax− =0 از�معادله�ی�  1
ax x y ax x ax x+ − − = ⇒ + − − = ⇒ =1 0 1 0 1

xy x y y A( , )=+ − = → + − = ⇒ = ⇒13 7 0 3 1 7 0 2 1 2

�،��3خط�در�نقطه�ی��Aیک�دیگر�را�قطع�می�کنند�و� a=2 �به�دس��ت�می�آید.�بنابراین�با�ش��رط� a=2 �،� y ax= �در�معادله�ی�خط� A( , )1 با�جایگزینی�نقطه�ی� 2
در�اصطلاح�می�گوییم��3خط�همرسند.

دو�دایره�را�تلاقی�می�دهیم�تا�معادله�ی�وتر�مشترک�به�دست�آید:  ‌هنیز    23  1
x y x y

x y x y x y x y
x y x y

 + − − = ⇒ − − − = + ⇒ + + = ⇒ + + =
+ + + =

2 2

2 2
4 6 14

4 6 14 6 8 10 14 14 0 5 7 7 0
6 8 0

. R R O O R R| |− < < +1 2 1 2 1 البته�شرط�لازم�برای�آن�که�دو�دایره�وتر�مشترک�داشته�باشند�آن�است�که�دو�دایره�متقاطع�باشند�یعنی�2

اگر�معادله�را�به�فرم�استاندارد�بنویسیم،�داریم:  ‌هنیز    24  2
x yx x y x y

( )
( )

−
− − = ⇒ − − = ⇒ − =

2 2
2 2 2 2 13 6 4 9 3 1 4 12 1

4 3
. b= 3 �پس� b =2 3 �می�باشد�پس�در�این�جا�چون� b در�هر�هذلولی�فاصله�ی�هر�کانون�تا�خط�مجانب�برابر�

y  ‌هنیز    25 f( ) ( )′ ′=1 1 با�توجه�به�قاعده�ی�مشتق�گیری�داریم:�  2
x t tf x dt f dt

t t
( ) ( )= ⇒ = =

+ +
∫ ∫

1
1 12 2

1 0
3 3

xf x f
x

( ) ( )′ ′= ⇒ =
+2

11
23

ابتدا�عبارت�جلوی�انتگرال�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    26  4

x x x x x x x( ) ( ) | | ,+ − = − = − ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤4 4 4 4 4 42 21 4 1 1 1 16 1 2 1 0

x dx x dx x x x| | ( ) ( ) ( ) ( ) /− −− = − = − = × × − − − = − = = =∫ ∫
1616 164 4 4

1 1 1

4 4 4 128 4 124 75 491 1 16 2 16 1 15 9 8
5 5 5 5 5 5

�اس��ت،�  ‌هنیز    27 070 �اس��ت،�پس�زاویه�ی��Cنیز� 0180 با�توجه�به�این�که�مجموع�زوایای�داخلی�مثلث�برابر�  2
پس�مثلث��ABCمتساوی�الساقین�است.

� BHC B BHC C C C
C

CD C C CpIvµÃº

ˆ ˆ ˆˆ ˆ:

ˆ ˆ ˆ

∆
 + + = ⇒ = − − ⇒ =

⇒ = − =
 ⇒ + = = × =


0 0 0 0 0
0 0 01 1 1

2
0 0

1 2

180 180 90 70 20 35 20 15
1 1 70 35
2 2

�

اگر�اندازه�ی�هر�قس��مت�کوچک�را��aبنامیم،�با�توجه�به�این�که�مس��احت�مثلث�رنگ�ش��ده�برابر��6  ‌هنیز    28  3
است،�داریم:

� a a a a× = ⇒ = ⇒ =2 23 6 3 12 4
2

�

ضمناً�با�توجه�به�قضیه�ی�فیثاغورس�در�مثلث�رنگ�شده،�طول�ضلع�مربع�کوچک�تر�برابر�است�با:

� x a a a( )= + = = × =2 2 23 10 10 4 40 �

�است. x =2 بنابراین�مساحت�مربع�برابر�40

�و��ABCمتشابه�هستند،�پس:  ‌هنیز    29 AH B1 دو�مثلث�  2

�
AH AB AH AC AB AH AH
AB AC

= ⇒ × = ⇒ × + = ⇒ =1 2 2 2 2
1 1 1

255 12 5
13

�

ضمناً�با�توجه�به�قضیه�ی�تالس�در�مثلث��ABCداریم:

�
H H CH H H H H

H H AB H H
AB AC

||
−

⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 2 1 1 2 1 2
1 2 1 2

2513
144 72013

5 13 5 169 169
�
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ارتفاع�و�شعاع�قاعده�ی�مخروط�هر�دو،�برابر�شعاع�نیم�کره�هستند،�پس�حجم�مخروط�  ‌هنیز    30  4
برابر�است�با:

� V r h π= π = π× × =2 21 1 82 2
3 3 3

�

ضمناً�حجم�نیم�کره،�نصف�حجم�کره�است،�پس:
� V r π′= × π = π× =3 31 4 2 162

2 3 3 3
�

�است. V V π′− =8
3

بنابراین�اختلاف�این�دو�مقدار�برابر�

  پاسخ تشریحی آزمون 109  

�پس:  ‌هنیز    1 b ac=2 �جملات�متوالی�یک�دنباله�ی�هندسی�باشند،�آن�گاه� a b c, , , اگر�  2

x
x x

x ¡#¡#—#(.SwH#Â²»qº#Âwk¹À#Á¾²ILºj)

 =
= × ⇒ = ⇒

 =−


2 2
1

3 1 1 2
12 6 4
2

a
q

bq
a

R°µ #“¼µ\¶#ke R°µ #“¼µ\¶ e] #] k= = = ⇒ =
−

=
−

= = ⇒

3 3
92 2

1

1
12

3 3
2

1 2 41
3 3

y  ‌هنیز    2 b c c b c b( )− = ⇒− − + = ⇒ − = ⇒ = +1 0 1 0 1 1 �قطع�کرده�است،�پس:� x=−1ها�را�در� x چون�نمودار�محور�  2

،�پس:
a
∆− =9
4

از�طرفی�مقدار�اکسترمم�نسبی�برابر�با��9می�باشد�یعنی�

b c
b c b c b b b b b b

a
 

( )
, ( )( )

− +−∆∆= + = = ⇒ + = ⇒ + + − = ⇒ + − = ⇒ + − =
−

2
2 2 2 244 9 4 36 4 4 36 0 4 32 0 8 4 0

4 4
c fb c

b c
¡#¡#— ( ( ) )= >=− ⇒ =−

=


 ⇒

⇒
=

8
4 5

7 0 0

�برابر��9خواهد�بود.� b c+ بنابراین�مقدار�

،�  ‌هنیز    3 gof( )( )=2 ،�آن�گاه�4 x=1معنی�می�شود�که�همان�ترکیب�توابع�است.�اگر�قرار�دهیم�� gof x x( )( )=2 4 دستگاه�داده�شده�به�صورت�  1
�. f( )=2 �پس�1 g( )=1 4 �چون� g(f( ))=2 4 یعنی�

با�توجه�به�ویژگی�های�لگاریتم،�معادله�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    4  1
x x x x

x x x x
´TÄnI«²

SwH#¦Ä#¾M#¦Ä Â•MIU

log( ) log( ) log( )( )
( )( )

log log log

− + + = − + → − + = ⇒ + − = − =

22 1 3 2 1 3
2 1 3 15 2 5 18 030 2 15

x

x ¡#¡#—  (.j¼ ïÂ¶ Âÿ¹¶ ´TÄnI«² { ] Á¼± RnIL–)

=
⇒

=−

2
9
2

xlog log log log= = = =
32

2
8 8 2

2 22 4 2 2
3 3

�خواهیم�داشت:� x=2 با�جای�گذاری�

�می�باشد.�  ‌هنیز    5 !
! !×
7

2 2
در�بین�هفت�رقم�داده�شده،�دو�رقم��4و�دو�رقم��3یکسان�می�باشند.�بنابراین�تعداد�جایگشت�های�این�هفت�رقم�برابر�  3

حال�برای�این�که�ارقام�مش��ابه�کنار�هم�قرار�بگیرند�آن�ها�را�یکی�فرض�کرده�و�به�صورت��2،�5�،�33،�44و�1در�نظر�می�گیریم.�در�نتیجه�تعداد�حالات�مطلوب�
�می�باشد.�پس:� n A( ) !=5 مسأله�برابر�

n A
P A

n S
( ) ! ! !( )
( ) !

! !

×= = = = =
×

×

5 2 2 4 2
7 7 6 42 21

2 2
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�و�در�حالتی�که�افراد��5نفر�باش��ند�و�بخواهیم�حداکثر�یک�پیروزی�داش��ته�  ‌هنیز    6 p=1
4
�را�پیروزی�فرض�کنیم،�آن�گاه� AB اگر�گروه�خونی�  4

باشیم،�آن�گاه:
P X P X( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   
= + = = + = × + = + = = =      

   

0 5 4 5 4 4 45 51 3 1 3 3 5 3 3 3 5 3 162 810 1 1 20 14 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 256 128

ابتدا�ریشه�های�تابع�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    7  1
x x

f x x x
x x

( ) | | | |
− = ⇒ == ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ − =− ⇒ =−

2 1 5 3
0 2 1 5 0 2 1 5 2 1 5 2

�می�باش��د،�پس�اگر�نمودار�تابع�را�حداقل��2واحد�به�سمت�راست�انتقال�دهیم،�آن�گاه�تابع�دیگر�ریشه�ی�منفی�نخواهد�داشت.� x=−2 چون�ریش��ه�ي�منفی�برابر�
آن�گاه�ریشه�ی�منفی�برابر�صفر�خواهد�شد.�)یا�به�عبارت�دیگر�نمودار�قسمت�منفی�محور�xها�را�قطع�نخواهد�کرد.(

ابتدا�تابع�را�به�صورت�دوضابطه�ای�می�نویسیم:  ‌هنیز    8  2x x x
f x

x x x x
( )

− − + = >= − + − = − ≤

3 1 3 6 5 2
3 1 3 6 6 7 2

�داریم: x≤2تابع�ثابت�است�و�معکوس�پذیر�نمی�باشد�اما�وقتی�� x>2 بدیهی�است�در�حالتی�که�
y xf x x y x x f x x x x y( ) ( ) ,−+ += − ⇒ = − ⇒ = ⇒ = ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤17 76 7 6 7 2 6 12 6 7 5 5
6 6

. xf x( )− +=1 7
6

� , � x≤5 پس�

�را�حل�کنیم.  ‌هنیز    9 f x( )=0 ها�را�قطع�می�کند�باید�معادله�ی� x برای�آن�که�بدانیم�نمودار�تابع��fچندبار�محور  2

f x x x x x x x x x( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) cos( ) cos( ) cos( )π π π π π π π π π= ⇒ − − + = ⇒ − = + ⇒ − = − − ⇒ − = −0 3 0 3 3 3
4 4 4 4 4 2 4 4 4

x
x

x x x k x k
x

( , )cos( ) cos( ) ∈ −π π
π =π π π π π− = ⇒ − = ⇒ − = π+ ⇒ = π+ → π =−



3
3 42 0 0

4 4 4 2 4
4

� x پس:� xcos( ) cos( )π π− = −
4 4

اما�

)،�دو�ریشه�دارد.� , )−π π پس�تابع�در�بازه�ی�

با�توجه�به�ویژگی�های�مقدماتی�در�مثلثات�داریم:  ‌هنیز    10  3
x x xtan( ) tan( ) cot( )π π π π+ = − + =− −

3 6 2 6

� �پس:� cotα= 1
2 2

.�بنابراین�مطابق�مثلث�مقابل�داریم� cosα=1
3
،�بنابر�فرض�مسأله�خواهیم�داشت� x π− =α

6
اگر�فرض�کنیم�

xtan( )π+ =− =−1 2
3 42 2

�

� xtan( )π+ = 2
3 4

�و�در�این�صورت� cot −α= 1
2 2

�αمنفرجه�باشد،�خواهیم�داشت� �αرا�حاده�در�نظر�گرفتیم.�در�صورتی�که� دقت�کنید�که�در�راه�حل�بالا�

که�در�گزینه�ها�نمی�باشد.

�باشد�پس:  ‌هنیز    11 if �تا�در�دسته�ی�پنجم�قرار�بگیرد�و�فراوانی�مطلق�قبلی�آن� x فرض�کنیم�از�این��30داده�ی�جدید�  3

i if f x
yÄHqÎH#pH#®L¤#ÂLvº#ÂºH»HoÎ yÄHqÎH#pH#k•M#ÂLvº#ÂºH»HoÎ,

+
= =

+80 80 30
i i

i i i
i

f f x xf f x f x
f

+
= ⇒ == + ⇒ = ⇒ =311 8 8 3 8

80 110 8

در�محاسبه�ی�واریانس��2فرمول�داریم:  ‌هنیز    12  4
i ix x x

x
n n

( )
, ( )

−
σ = σ = −∑ ∑2 2
2 2 2

� ix x,= = =∑ 2100 4 625
25

� که�هرکدام�به�تنهایی�با�توجه�به�شرایط�مسأله�قابل�استفاده�است.�در�این�سؤال�داریم:�

( ) −σ = − = = =2 2625 625 400 2254 9
25 25 25

� با�توجه�به�فرمول�دوم،�واریانس�را�محاسبه�می�کنیم:�

CV
x

/σ= = =3 0 75
4

بنابراین�ضریب�تغییرات�برابر�است�با:�
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∞−∞�می�باشد.�برای�رفع�ابهام�مخرج�مشترک�می�گیریم�و�آن�را�ساده�می�کنیم:  ‌هنیز    13 نوع�ابهام�  3

x x x x x

x x x x x xx x x x x x x
x x x x x x x x x x x x x x x x

( )( ) ( )( ) ( )
lim lim lim lim lim

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )→ → → → →

− + − + − −− + − − − + − −− = = = = = =
− + + − + − + − + − −

2 2 2

0 0 0 0 0

3 4 1 2 2 2 13 4 2 3 4 4 2 1 1
2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2

�پس:  ‌هنیز    14
x

f x
x

( )
∈=− ∉

0
1





با�توجه�به�ویژگی�های�تابع�جزء�صحیح�می�دانیم�  2

a x
g x

a x
( )

+ ∈=− − ∉

0
1





� a a a=− − ⇒ =− 11
2

�پیوسته�باشد�باید�داشته�باشیم:� �روی� g برای�آن�که�

�همگرا�به��1می�باشد�زیرا:  ‌هنیز    15 na{ } اولاً�می�دانیم�  2
n nn

a n nlim lim ( )
→+∞→+∞

= − − =1 1

� n
n

a llim
→∞

=2 � ،�آن�گاه:� n
n

a llim
→∞

= ثانیاً�اگر�

n n n n nnn nn
b a a a alim lim ( ) lim lim

→∞→∞ →∞→∞
= − = − = − × =−2 22 2 1 2 1 1

. bn bn n( )+ +2
2

 �، n→+∞ تذکر:�وقتی�

ضابطه�ی�مشتق�تابع�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    16  1
a x

f x x
x x

( )
 − ≥′ =
 + <

2
1 1

2 1 1

a b a b a a bÂ«Tw¼ÃQ#‡o ÁoÄmQ#¢Tz¶#‡o{ {: , :+ = + + ⇒ = + − = + ⇒ =− ⇒ =−1 1 1 1 1 2 1 2 3

f
( )

( )
−

+ = + − = + − = + + − = −
−+

21 221 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 3 2
1 21 2

g  ‌هنیز    17 x f x f x f x( ) ( ( )) ( ( ))′ ′ ′= − −2 2 �را�به�دست�می�آوریم:� g x f x f x( ) ( ( ))= −2 ابتدا�مشتق�تابع�  2
�را�جایگزین�می�کنیم: x=1حالا�

 

g f f f g f( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

−

′ ′ ′ ′ ′= − − ⇒ = =−
2 1

1 2 1 2 1 1 4 1 8

�پس:  ‌هنیز    18 f ff
x

( ) ( )−∆ =
∆ −

4 1
4 1

�یعنی� [ , ]1 4 �بر�بازه�ی� y x x= +2 آهنگ�متوسط�تابع�  4

ˆw¼T¶#ª¹ÀA

( ) ( )+ − +
= =

8 2 2 1 7
3 3

f x f
x

( ) ( )′ ′= + ⇒ =1 52 1
22

�پس:� f ( )′ 1 �یعنی� x=1در�� f از�طرفی�آهنگ�لحظه�ای�

�از�آهنگ�لحظه�ی�بیش�تر�است. −− = =−7 5 14 15 1
3 2 6 6

�به�مقدار� f x( ) بنابراین�آهنگ�متوسط�

�پس:  ‌هنیز    19 f x( )′ ≤0 برای�آن�که�تابعی�نزولی�باشد�باید�  3

ff x x x x x D( ) ( ) , [ , )= − = − = +∞
1 3 1
2 2 23 3 0

xf x x x x x
x x

 ( ) ( ) ( ) ( , ]
− −′ = − = − = ≤ ⇒ ∈

1 1
2 23 3 3 1 3 1 0 0 1

2 2 2 2
�پس: f x( )′′ >0 برای�آن�که�تقعر�تابع�رو�به�بالا�باشد�باید�

f x x x
x x x

( ) ( )
− −

′′ = + = + >
1 3
2 23 3 3 1 1 0

4 4 4

)�نیز�دارای�ویژگی�بیان�شده�می�باشد. , )0 1 )�نزولی�با�تقعر�رو�به�بالاست،�در�نتیجه�در�زیرمجموعه�ای�از�این�بازه�یعنی� , ]0 1 �در�بازه�ی� f بنابراین�تابع�
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برای�آن�که�اکسترمم�نسبی�تابع�را�پیدا�کنیم�داریم:  ‌هنیز    20  4
x x x

fD y xe e x y x x e x, ( ) ,− − −′ ′= = − ⇒ = − = ⇒ =2 22 2 0 0 2

�A(�.تا�مبدأ�مختصات�صفر�می�باش��د� A �،�نقطه�ی�مینیمم�نس��بی�تابع�می�باش��د.�بنابراین�فاصله�ی�نقطه�ی� A( , )0 0 حال�با�توجه�به�جدول�تعیین�علامت�نقطه�ی�
دقیقاً�روی�مبدأ�قرار�گرفته�است.(

.�با�توجه�به�آن�که�مجانب�مایل�هم�از�  ‌هنیز    21 d=−2ریش��ه�ی�مخرج�است�یعنی�� x=2 �مجانب�قائم�تابع�اس��ت�پس� x=2 با�توجه�به�ش��کل�  1
�می�باشد.�بنابراین�طبق�تقسیم� y x= �مجانب�مایل�است.�یعنی�خارج�قسمت�تقسیم�صورت�بر�مخرج�خط� y x= �و�هم�از�مبدأ�عبور�کرده�پس� A( , )2 2 نقطه�ی�

روبه�رو�داریم:
ax bx c x

ax ax ax b a
a

b a x c
b a b

b a x b a
c b a

( )

( ) ( )

( )

+ + −

− + + +
=+ +  + = ⇒ =−− + + +

+ +

2

2

2

2 2 1
2 2 0 2
2 2 2

2 2

�برابر� b ac∆= −2 4 ها�مماس�اس��ت�پس�صورت�کسر�ریشه�ی�مضاعف�دارد،�یعنی�در�عبارت�صورت�مقدار� x اما�در�انتها�با�توجه�به�ش��کل،�نمودار�بر�محور�
صفر�است.

b ac c c− = ⇒ − × × = ⇒ =2 4 0 4 4 1 0 1
x xf x f

x
( ) ( )− += ⇒ − = =−

− −

2 2 1 4 41
2 3 3

�پس:  ‌هنیز    22 MA MB( ) ( )=2 2 �نقطه�ی�مورد�نظر�باشد،�باید� M( , )α α فرض�کنیم�  2

M OM( ) ( ) ( ) ( ) ( , )α− + α− = α− + α− ⇒α =α − α+ ⇒α= ⇒ ⇒ =2 2 2 2 2 20 4 4 2 4 4 1 1 1 2

ابتدا�معادله�ی�دو�دایره�را�به�فرم�استاندارد�تبدیل�می�کنیم:  ‌هنیز    23  3
x x y x y x y y x y( ) , ( )− + = ⇒ − + = + − = ⇒ + − =2 2 2 2 2 2 2 24 0 2 4 4 0 2 4

x y O R
O O

x y O R

( ) ( , ) ,

( ) ( , ) ,

− + = ⇒ =
⇒ = =

+ − = ⇒ =

2 2
1 1

1 22 2
2 2

2 4 2 0 2
8 2 2

2 4 0 2 2

�برقرار�است�بنابراین�دو�دایره�متقاطع�می�باشند. R R O O R R| |− < < +1 2 1 2 1 2 با�توجه�به�این�که�رابطه�ی�

ابتدا�معادله�ی�سهمی�را�به�فرم�استاندارد�تبدیل�می�کنیم:  ‌هنیز    24  3
a a ay y x y x x( ) ( )− =− − ⇒ − =− − + =− − +2 24 2 2 2 4 2 2
2 2 4

�می�باشد.بنابراین�داریم: a( , )−2 2
4

این�سهمی�افقی�است�و�دهانه�ی�آن�به�سمت�چپ�باز�می�شود�و�رأس�آن�نقطه�ی�

F S
S

F

x x
p p x

x

 + == ⇒ = ⇒ ⇒ =
=

1
1 54 2 2
2 22

�. a=−2 ،�پس� a− =52
4 2

در�نتیجه�

ابتدا�عبارت�داخل�انتگرال�را�تفکیک�می�کنیم�و�جداگانه�انتگرال�ها�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    25  2

x x
x x xdx x x dx x x c c c
x x x x x

( ) ( )
− −

− = − = × − × + = − + = +∫ ∫
22 1 5 2 2

3 3 3 3
3 3 3 3 3

6 9
2 3 3 3 6 9 5 22 3 2 3

5 2 5 2

�به�دست�می�آید. f x x x( )= −26 9
5 2

با�مقایسه�ی�جواب�انتگرال�با�صورت�سؤال،�
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ابتدا�نقطه�ي�تلاقی�دو�تابع�را�پیدا�می�کنیم:  ‌هنیز    26  4

x x
x

= ⇒ =
2
1 1

مساحت�ناحیه�ی�مورد�نظر�با�مقدار�انتگرال�زیر�برابر�است:

S xdx dx x
xx

( ) ( )= + = − = − + − + = + =∫ ∫
3 1 21 2 2

0 1 2 10

1 2 1 2 1 2 1 70 1
3 3 2 3 2 6

�Mمحل�تلاقی�عمود�منصف�های�مثلث��ABCاس��ت.�چون�مثلث��ABCمتس��اوی�الاضلاع�  ‌هنیز    27  4
است،��Mمحل�تلاقی�میانه�ها�نیز�می�باشد،�می�دانیم�میانه�ها�یک�دیگر�را�به�نسبت��1به��2قطع�می�کنند،�پس:

� AM AM AH AB
AH

= ⇒ = × = × = × × =2 2 2 3 2 3 6 3 6
3 3 3 2 3 2

�

�C1برابر�است�با:  ‌هنیز    28 اندازه�ی�زاویه�ی�  1

� ( )− × + =0 0 0 0360 2 90 60 120 �

طبق�قضیه�ی�مساحت�در�مثلث��ECDداریم:

�S EC CD sin= × × = × × × =01 1 3120 4 4 4 3
2 2 2

�

اگر�طول�ضلع�لوزی�را��aبنامیم،�با�توجه�به�قضیه�ی�تالس�داریم:  ‌هنیز    29  2

� MN CM a aMN AP MN AB a a a a
AB AC

|| || /−⇒ ⇒ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =4 4 24 6 10 24 2 4
6 4

�

طول�تمامی�یال�ها�با�هم�برابر�است،�پس�آن�را��aمی�نامیم.�مثلث��OHCیک�مثلث�قائم�الزاویه�  ‌هنیز    30  2

�است،�پس: a2
2

است�که�در�آن��HCبرابر�نصف�قطر�مربع��ABCDیعنی�

aOC OH HC a OH OH a= + ⇒ = + ⇒ =
22 2 2 2 2 2
2 2

�

بنابراین�حجم�هرم�برابر�است�با:

�
V

ABCDV OH S a a a a a a a a/ /
=

= × = × × = → = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
16

2 3 3 3 3 4 5 1 531 1 2 2 2 16 16 2 2 2 2 2
3 3 2 6 6 3

�

  پاسخ تشریحی آزمون 110  

�از�یک�دنباله�ی�هندسی�داده�شده�است�پس�می�توانیم�بنویسیم:  ‌هنیز    1 a a a, ,1 2 3 چون�سه�جمله�ی�متوالی�به�صورت�  4

� xa a a x x x x x x x x x x x x x( ) ( )+ ± −= ⇒ − = ⇒ − + = + ⇒ − + = + ⇒ − + = ⇒ =2 2 2 2 2 2 2
2 1 3

7 1 7 15 225 562 1 4 4 1 8 8 2 7 7 15 2 0
2 2 2 14

�

�
a

x
x

a ax ÂÄHkTMH#R°µ ¾±µ] ¾w#”µ] :

¡#¡#—   (SwH#Áj¼•‚#¾²ILºj)

]: , , = ⇒ ⇒ =±⇒ = ⇒



+

 =

+1 2 3
9 192 2 315 13 2 2

114
7

�

�می�باش��د.�اگر�آن�را��2واحد�به�سمت�راست�انتقال�دهیم،�  ‌هنیز    2 y f x( )= +2 نمودار�داده�ش��ده�  1

�تبدیل�کنیم�نمودار��fبه�شکل�مقابل�مشخص�خواهد�شد�و�داریم: x−2 یعنی��xرا�به�

��� y
x f x x

xf x D
x f x x

( ) [ , ]
( ) [ , ] [ , ]

( ) [ , ]

≥ ⇒ ≤ ⇒ ∈− ≥ ⇒ ⇒ = − ≤ ⇒ ≥ ⇒ ∈ −

0 0 1 4
0 1 0 1 40 0 1 0  �
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�را�به�دست�  ‌هنیز    3 A I− �برقرار�باشد،�پس�وارون� B A I I( )− = �و��Bوارون�یک�دیگر�باشند�تا� A I− با�توجه�به�فرض�مسأله�باید�دو�ماتریس�  3
می�آوریم:

��� A I B A I( )−
− −         

− = − = ⇒ = − = =         − −− ×                  

12 3 1 0 1 3 6 3 6 31 1
4 7 0 1 4 6 4 1 4 16 4 3 6

i  ‌هنیز    4
i

x
x

∑
= ⇒∑ =6 60

10
با�توجه�به�آن�که�میانگین�ده�داده�برابر��6می�باشد،�داریم:�  1

�خواهد�شد.�از�طرفی�داریم: iy∑ =48 پس�وقتی�داده�های��10و��2را�حذف�می�کنیم�جمع�داده�های�جدید�

� i i
i i

x x
x x y( ) ( )σ=∑ ∑

σ = − → = − ⇒∑ = ⇒∑ = − + =
2 2

22 2 2 24 36 400 400 100 4 296
10 10

i :واریانس��8داده��
y y

y
y( ) ( )

∑ −σ = − = − = − = ⇒σ = =
2

2 2 2 2296 48 296 296 288 836 1
8 8 8 8 8 8

 

در�واقع�ابتدا�مجموع�ده�داده�و�مجموع�مربع�آن�ها�را�پیدا�کردیم�و�از�بین�آن�ها�داده�های��2و��10را�حذف�می�کنیم،�سپس�جمع��8داده�و�مجموع�مربع��8داده�
باقی�مانده�را�یافته�و�واریانس�را�به�دست�می�آوریم.

میانگین�محیط�مربع�ها�برابر��42است،�پس�میانگین�اضلاع��10/5می�شود.�از�طرفی�میانگین�مساحت�ها��122/5می�شود،�پس�داریم:  ‌هنیز    5  1

� i
x x

x
x

n
( ) / ( / ) / /

∑
σ = − = − = ⇒σ =

2
2 2 2122 5 10 5 12 25 3 5 �

ابتدا�ضابطه�ی�تابع��gرا�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    6  1

� x x xgof x g
x

( )( ) ( )= ⇒ =
−2 2 2

�

��� x t t xt x t xt x g t g x
x t t x

( ) ( )= ⇒ = − ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− + + +

22
2 1 1 1

�داریم:� x t
x
=

−2
اکنون�با�فرض�

. xg x
x

( )− −=
−

1
1
،�بدین�ترتیب� dx by

cx a
− − +=

−
1 �که�آن�را�هموگرافیک�می�نامیم،�آن�گاه� ax by

cx d
+=
+

اما�می�دانیم�اگر�

،�پس:  ‌هنیز    7 a a=9 52 چون�دنباله�عددی�است�و�  4

� a d a d a d a d        ( ) ( )+ = + ⇒ + = ⇒ =−1 1 1 12 8 4 12 0 12 1

�برابر�صفر�است،�در�این�صورت�خواهیم�داشت: na a, ,…1 طبق�فرض�مسأله�مجموع�

��� n n n
n dnS a a a a a n d a        

( )
( ) ( ) ( )

−
= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ =1 1 1 1

10 0 0 2 1 0 2
2 2

dn d
d n n

( )
( )≠−

− = → = − ⇒ =0112 24 1 25
2

با�مقایسه�ی�روابط�)1(�و�)2(�داریم:�

پس�جمع��25جمله�ی�ابتدایی�این�دنباله�برابر�صفر�است.

�می�باش��د.�مقدار�تابع�در�این�دو�نقطه�را�محاس��به�می�کنیم.�  ‌هنیز    8 x=1
2
�و� x=1لذا�نقاط�بحرانی�آن��،

x
f xlim ( )

→∞
=+∞ با�توجه�به�آن�که�  3

مقدار�کوچک�تر�برابر�حداقل�تابع�است.

� f

f
R m

f

( )
[ , ) inf

( )

=
 ⇒ = +∞ ⇒ =

=

1 2
1 1

1 1 2 2
2 2

�

جمع�اعداد�ظاهر�شده�کم�تر�از��8می�باشد،�پس�تعداد�کل�حالات�برابر�است�با:  ‌هنیز    9  2
� n S

{ ] { ] { ] { ] {k IM#2”µ k IM# ”µ k I ]M# ”µ k IM# ”µ k IM# ”µ k IM# ]µ{ ”

( )
↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

= + + + + + =

3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 21�

اگر�بخواهیم�هر�دو�تاس�فرد�باشد،�آن�گاه:
� A n A    {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )} ( )= ⇒ =1 1 1 3 1 5 3 1 5 1 3 3 6 �

� n A
P A

n S
( )

( )
( )

= = =6 2
21 7

پس�احتمال�مورد�نظر�برابر�است�با:�
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با�توجه�به�آن�که�بحث�حد�در�بی�نهایت�است�می�توانیم�از�هم�ارز�تابع�در�بی�نهایت�کمک�بگیریم:  ‌هنیز    10  2

�
x x x

ax ax x x a x a x
a a

lim lim ( ( )) lim (( ) )
→−∞ →−∞ →−∞

+ + + = − + = − −2 6 32 6 1 2 2
2

�شده�است،�پس�بایستی�ضریب��xصفر�باشد: b
2
چون�مقدار�حد�بالا�برابر�

x

ba a x ax x blim
→−∞

×− = ⇒ = ⇒ + + + =− =− = ⇒ =−2 3 2 32 0 4 2 6 1 3
4 2 2

�است�و�داریم: c=−10 با�توجه�به�این�که�در�گزینه�ها�بینهایت�نداریم�و�حد�مخرج�کسر�صفر�است�باید�حد�صورت�آن�نیز�صفر�باشد�پس�

� HOP
x x

x x c x
xx

lim lim
→ →

− + −→ =
−

2

22 2
4 3 8 3 13

2 44
�

�می�باشد،�پس�تابع�در�  ‌هنیز    11 xsin π =0
2

�به�لحاظ�پیوستگی�مشکل�دارد�که�آن�هم�ریشه�ی� x=2 �در�بازه�ی�داده�شده�فقط�در� xy [ ]=
2

تابع�  1

�پیوسته�است. این�بازه�و�همین�طور�در�تمام�

�ریشه�ی�مخرج�نیز�باشد،�بنابراین:�  ‌هنیز    12 x=2 �صفر�می�ش��ود�و�مقدار�حد�کسر�وجود�دارد،�پس�بایس��تی� x=2 چون�صورت�کس��ر�به�ازای�  2
�اکنون�با�توجه�به�قاعده�ی�هوپیتال�داریم: f f( ) ( )− = ⇒ =2 2 0 2 2

� HOP
x x

x x f
f x f x f

lim lim ( )
( ) ( ) ( )→ →

− ′→ = =− ⇒ =−
′ ′−

2

2 2
4 2 4 2 2 2
2 2

�

داریم: x=2 �در�نقطه�ی y fof x( )( )= برای�محاسبه�ی�مشتق�
� y f x f f x y f f f( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= × ⇒ = × = − × − =2 2 2 2 2 4 �

با�کمک�ویژگی�های�لگاریتم�داریم:  ‌هنیز    13  4
� a b ab ablog log log+ = ⇒ = ⇒ =2 2 26 6 64 �

چون�ضرب�دو�عدد�مثبت��aو��bمقدار�ثابت��64است،�پس�جمع�آن�ها�هنگامی�حداقل�است�که��aو��bبا�هم�برابر�باشند،�پس:
a b a b a b a b ab a b a b( )+ ≥ + ⇒ + ≥ ⇒ + ≥ ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥ − ⇒ + ≥2 2 2 2 2 2 28 8 16 256 2 256 256 128 128 �

�را�با�توجه�به�فرض�مسأله�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    14 tanα ابتدا�مقدار  3

� tantan( ) tan tan tan
tan

π α−α+ = = ⇒ α− = α+ ⇒ α=−
+ α

3 1 2 1 2 2 3
4 1

�

�را�محاسبه�می�کنیم: cos α2 اکنون�به�کمک�اتحادهای�مثلثاتی�مقدار�

� tancos
tan

− α − −α= = = =−
++ α

2

2
1 1 9 8 42

1 9 10 51
�

،�آن�گاه�داریم:  ‌هنیز    15 x x Asin cos+ = اگر�فرض�کنیم�  2

Ax x A x x A x x(sin cos ) sin cos sin cos −+ = ⇒ + = ⇒ =
22 2 2 11 2
2

�

AA A A A A A x x x xcos sin sin( ) sin( )− π π+ + = ⇒ + − + = ⇒ + + = ⇒ =− ⇒ + =− ⇒ + =− ⇒ + =−
2 2 21 21 0 2 1 2 0 2 1 0 1 1 2 1
2 4 4 2

�

�
x x

x
x x

IÀ¾zÄn# ]”µ( , )

π π + = ⇒ =π π∈ π ⇒ ⇒ = π π π + = ⇒ =


5
54 40 2 7 3 2

4 4 2

�

خانواده�ی��4فرزندی��16حالت�دارد.�وقتی�قرار�اس��ت�اختلاف�فرزندان�دختر�و�پس��رکم�تر�از��2نباش��د�بهتر�است�از�متمم�استفاده�کنیم.�  ‌هنیز    16  2
یعنی�حالاتی�را�در�نظر�بگیریم�که�اختلاف�صفر�یا�یک�باشد.

� P A
X
X {

{

k¹ IM#oMHoM#·HovQ#»#·HoTij#jHk•U S²Ie#6       

k IM#¦Ä#ovQ#»#oTij#jHk•U#›°TiH jnHkº#·I§¶H

( )
= ⇒

⇒ = − =
⇒

= ⇒ ⇒
6 511 16

0
8
�

�می�باشد،�داریم:�  ‌هنیز    17 ktf t A e( )= × با�توجه�به�آن�که�ضابطه�ی�قیمت�محصول�بر�حسب�زمان�به�صورت�  3

�� tA A e t t tln // ln /ln /
/ /

=−= × ⇒ =− ⇒ = → = =3 1 20 2
0

1 1 3 1 20 2 6
3 3 0 2 0 2

�
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چون�شیب�خط�مماس��2است،�پس�باید�نقطه�ای�را�بیابیم�که�مقدار�مشتق�تابع��fدر�آن�نقطه��2باشد:  ‌هنیز    18  1
� x xf x e e x A  ( ) ( , )′ = + = ⇒ = ⇒ = ⇒1 2 1 0 0 1 �
�معادله�ی�خط�مماس y x y x: ( )− = − ⇒ = +1 2 0 2 1 با�توجه�به�معادله�ی�خط�مماس،�عرض�از�مبدأ�یک�است.�

�است،�پس:  ‌هنیز    19 b
a
−
3

�طول�نقطه�ی�عطف� f x ax bx cx d( )= + + +3 2 در�تابع�درجه�ی��3با�ضابطه�ی�  1

m m−− < < ⇒− < <11 1 2 4
3

وضعیت�یکنوایی�تابع�به�کمک�علامت�مشتق�تابع�مشخص�می�شود،�پس:
� yf x x m x m( ) ( ) ( )′′ = − − + ⇒∆ = − −2 23 2 1 3 1 9 �

�همواره�مثبت�است،�پس�تابع�صعودی�اکید�است. f ′ ،�پس�دلتای�مشتق�همواره�منفی�است�و� m− < <2 4 با�توجه�به�آن�که�

،�لذا:  ‌هنیز    20 f( )=0 2 ،�از�طرفی� a=0 �می�باشد،�پس� y=0تابع�دارای�مجانب�افقی�  2
c c= ⇒ =2 8
4

�بدین�ترتیب: f ( )′ =0 0 چون�اکسترمم�تابع�روی�محور�عرض�ها�واقع�شده�است،�پس�

� fb x x bxbxf x f x b
x x

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

′ =+ − ++ ′= ⇒ = → =
+ +

2 0 0
2 2 2

4 2 88 0
4 4

�

. b=0 �فاقد�ریشه�است،�لذا� f x( )=0 البته�به�این�صورت�نیز�می�توان�گفت�که�چون�تابع�محور�xها�را�قطع�نکرده�است،�پس�

ابتدا�مشتق�تابع�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    21  3
� f x x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = + − = + − = − +3 2 24 4 8 4 2 4 1 2 �

�می�باشند،�پس�داریم: y′=0 �می�باشد�زیرا�ریشه�ی�ساده�ی� x=−2 �و� x=1�،� x=0 طول�نقاط�اکسترمم�نسبی�

���⇒      :�شکل�تقریبی�

چون�دو�ضلع�مقابل�یکدیگر�می�باشند،�پس�با�هم�موازی�اند�و�داریم:  ‌هنیز    22  4

�
ax y

a
x y c
− + = ⇒ = − + =

3 2 0
44 3 3 0 �

�پس: c| |−

+

3 2
16 9

چون�مساحت�مربع�برابر��4است،�پس�فاصله�ی��2ضلع�یا�دو�خط�موازی�برابر��2می�باشد.�فاصله�ی�دو�خط�موازی�فوق�برابر�است�با�

�
c c a cc

c
c c a c

| |
| |

− = ⇒ = − = − = −  = ⇒ − = ⇒ ⇒ −− =− ⇒ = − = + =  

3 2 10 4 4 4 03 2 2 3 2 10 8 8 203 2 10 45
3 3 3

�

�خط�هادی�سهمی�است،�پس�سهمی�افقی�و�به�سمت�چپ�باز�می�شود�به�طوری�که�  ‌هنیز    23 x=9
4
مشخصاً�نقطه�ی�داده�شده�کانون�سهمی�است�و�  1

)�Sرأس�آن�می�باشد.�پس: , )−1 2
2

نقطه�ی

��� p p y x( ) ( )= + = ⇒ = ⇒ + =− −29 5 14 14 14 12 2
4 4 4 8 2 2

� y x − −= ⇒ = + =4 1 10
7 2 14

�

�که��dفاصله�ی�دو�مرکز�است:  ‌هنیز    24 d R R= +1 2 چون�دو�دایره�مماس�خارج�می�باشند،�پس�  1

�
x y k R k O

O O
R Ox y

        

                                            

( ) ( ) , ( , )

, ( , )( )

 − + + =− + + = − − ⇒ ⇒ = + =  = −+ + =  

2 2
1 1

1 22 2
2 2

1 4 1 16 17 1 4
9 16 5

2 2 02 4
�

� d R R k k k= + ⇒ = + − ⇒ = − ⇒ =1 2 5 2 17 9 17 8 �و�خواهیم�داشت:� d O O= =1 2 5 پس�
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ابتدا�انتگرال�را�به�دو�قسمت�تفکیک�می�کنیم�و�داریم:  ‌هنیز    25  3

���
x x

dx dx dx dx dx dx x e e
x xx x[ ] [ ]

ln ln ln ln ln ln ln+ = + = + = + = + − = + = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
21 2 1 2 1 2

0 1 0 1 0 1 1 0

1 1 1 2 1 1 2 2 2
1

�

�را�به�دست�می�آوریم،�داریم:  ‌هنیز    26 y x= �و� y=1مساحت�قسمت�رنگی�از�دو�بخش�تشکیل�شده�است.�ابتدا�نقطه�ی�تلاقی�  4

� x x= ⇒ =1 1�

�������S x dx x dx x x x x x x  ( ) ( ) ( ) ( ( ))= − + − = − + − = − + − − − = + + = =∫ ∫
1 41 4

0 1 0 1

2 2 2 16 2 1 4 1 61 1 1 4 1 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3

�

در�ابتدا�فرض�می�کنیم�اندازه�ی�زاویه�ی��Mبرابر��xباشد،�پس:  ‌هنیز    27  2
D M x A xˆˆ ˆ= = ⇒ = −01 1 1 180 2

�متساوی�الساقین�است،�پس: ABC �و�چون�مثلث� A xˆ = −0200 2 از�طرفی�

� A xB C x
ˆˆˆ − − += = = = −

0 0 0 0180 180 200 2 10
2 2

�

�داریم: M1 در�مثلث���MDCبرای�زاویه�ی�خارجی�

� M D C x D x Dˆˆ ˆ ˆ ˆ= + ⇒ = + − ⇒ =0 0
1 10 10 �

چون�مس��احت�مربع�بزرگ�تر��29می�باش��د،�پس�مطابق�قضی��ه�ی�فیثاغورس�در�مثلث�  ‌هنیز    28  3
�ABCداریم:

� x x( ) ( )+ + = ⇒ + =2 22 4 29 2 25 �

� x x S
¦a¼¨#”Mo¶

 ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 5 3 9 �

،�آن�گاه:  ‌هنیز    29 AC EC x= = دو�مثلث��ABCو��ADEمتشابهند،�پس�اگر�فرض�کنیم�  2

� AB AC x x x
AE AD x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =21 3 3
2 6

�

در�واق��ع�زاویه�ی��ACBمورد�نظر�اس��ت.�مثلث��ABCقائم�الزاویه�اس��ت�به�طوری�که�  ‌هنیز    30  1

�ABاندازه�ی�دو�ضلع��ABCپس�در�مثلث��. AB=5 ،�از�طرفی�با�استفاده�از�قضیه�ی�فیثاغورس�داریم� B̂= 090

. ACBˆ = 045 و��BCبرابر�است.�بنابراین��ABCیک�مثلث�قائم�الزاویه�و�متساوی�الساقین�است،�در�نتیجه�

  پاسخ تشریحی آزمون 111  

با�توجه�به�این�که�سه�عدد�داده�شده،�جملات�متوالی�یک�دنباله�ی�هندسی�هستند،�نتیجه�می�گیریم:  ‌هنیز    1  4

x x x x x x x x x( ) ( )( ) ( )( )= + − ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =±2 2 2 4 2 2 2 22 4 2 2 8 0 4 2 0 4 0 2
�,��8هستند�که�چون�دنباله�نزولی�است،�حالت��8�,�4�,�2قابل�قبول�است.� −4 با�جای�گذاری�مقادیر�بالا�نتیجه�می�گیریم�سه�جمله�ی�اول�دنباله��8�,�4�,�2یا��2,�

�است�و�مجموع�هفت�جمله�ی�اول�آن�برابر�است�با: 1
2
پس�قدر�نسبت�دنباله�

qS a
q

( )
( )

−− −= = × = =
− −

77 7
7 1 7

111 2 1 12728 16
1 1 821

2
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نمودار�اولیه�و�نمودار�انتقال�یافته�را�در�یک�دس��تگاه�مختصات�رسم�  ‌هنیز    2  2
می�کنیم.

�است. x=−3 با�توجه�به�شکل�واضح�است�که�طول�نقطه�ی�برخورد�دو�نمودار�نقطه�ی�

�را�حل�کنید. x x| ( )| | |+ − + = −1 14 2 1 2
2 2

تذکر:�می�توانید�برای�اطمینان�بیش�تر�معادله�ی�

.�همچنین�دوره�ی�تناوب�تابع�با�توجه�به�شکل�برابر�  ‌هنیز    3 a=3 �برابر��3است،�پس� x=0با�توجه�به�شکل�داده�شده،�مقدار�تابع�در�نقطه�ی�  2

�قابل�قبول�اس��ت�)زیرا�جهت�صعود�و�نزول�نمودار�تابع�برعکس�جهت� b=− 1
2
�که�با�توجه�به�ش��کل� b=± 1

2
،�بنابراین�

b| |
π =
π

2 �اس��ت،�پس�4 − =5 1 4

�است(.�بنابراین: y xsin= xصعود�و�نزول�تابع�
y x ysin( ) sin( ) sin( ) /

=π π π= + − → = + − = − π+ = − =
25
3 25 13 3 3 4 3 2 5

2 6 6 2
.�بنابراین:  ‌هنیز    4 B A−= ،�نتیجه�می�گیریم�1 A B I× = با�توجه�به�  3

B B
− −   

= = ⇒   − −× − ×       

7 3 7 31 1
4 2 4 22 7 3 4 2

مجموع�درایه�های�سطر�اول� ( )= − =1 7 3 2
2

�به�دست�می�آید:  ‌هنیز    5 0360 اندازه�ی�زاویه�ی�مربوط�به�کارکنان�ارشد،�از�حاصل�ضرب�فراوانی�نسبی�آن�دسته�در�  3

α= × = × =
+ + + +

0 0 0120 120360 360 96
30 90 180 120 30 450

است،�بنابراین�می��توان�نوشت:  ‌هنیز    6 =28 64 در��25داده�ی�اول،�واریانس�برابر�  4

x x(x x ) x (x x )σ = + + − ⇒ = + + − ⇒ + + = ×2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 25 1 25 1 25

1 164 30 964 25
25 25

  

از�طرفی�می�دانیم:
x x(x x ) (x x ) x= + + ⇒ = + + ⇒ + + = ×1 25 1 25 1 25

1 130 25 30
25 25

  

حال�در��21داده�ی�باقی�مانده،�پس�از�حذف��4داده�ی�ناجور��45�،15�،10و�50،�میانگین�و�واریانس�را�به�دست�می�آوریم:
x x

x x ( ) x
+ +

+ + = × − + + + = ⇒ = =1 21
1 21 25 30 50 45 15 10 630 30

21




x x ( ) ( )+ + = × − + + + = − − − − = ×2 2 2 2 2 2
1 21 964 25 50 45 15 10 25 964 100 81 9 4 25 770

(x x ) x /×σ = + + − = − =2 2 2 2 2
1 21

1 25 770 30 16 66
21 21



�است،�پس�طبق�قانون�احتمال�کل�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    7 1
3
احتمال�انتخاب�هر�ظرف�  1

P

       
× × × ×        × + × ×        × + × +       = × + × = = = =

× × × × × ×    ×    × × ×   
   

4 5 6 3
4 3 5 4 6 5 3 222 2 2 21 2 6 10 30 3 10 15 252 2 2 2

3 9 3 9 9 8 7 6 9 7 6 9 7 633
4 3 2 14 4

�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    8 cos( )α+β با�استفاده�از�بسط�  2
x xπ π π+ + − = = → =ÏH¼w ƒoÎ

ácos(x ) cos(x ) cosxcos cos cos 22
3 3 3 3

بنابراین�می�توان�نوشت:
x xcos cos ( )= − = × − =−2 22 12 2 1 2 1

3 9
با�استفاده�از�مخرج�مشترک�گیری�عامل�ابهام�را�حذف�می�کنیم:  ‌هنیز    9  2

x x x

x x x
x x x x x x x x x x

( ) ( ) ( )
lim ( ) lim lim

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )→− →− →−

− − + − + −− = = = =−
+ + + − + + − + + − − × −2 2 2

3 2 4 2 1 5 23 4 5 5
2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 3 4 12
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�باید�با�مقدار�تابع�در�این�نقطه�برابر�باشند:  ‌هنیز    10 x π=
4
حد�چپ�و�حد�راست�تابع�در�نقطه�ی�  1

x x x

x x
x xf

x x x x( ) ( ) ( )

cos sin
tan coslim (x) lim lim

cos cos sin cos− − −π π π→ → →

−
−= = = =

−

2 2
2 2

2 2 2
4 4 4

1 1 2
2

x x

af f a x
( ) ( )

( ) lim (x) lim cos
+ +π π→ →

π = = =−

4 4

23
4 2

. a=−2 2 ،�در�نتیجه� a− =2 2
2

بنابراین�باید�

�برابر�است�با:  ‌هنیز    11 x=12 �تا� x=4 آهنگ�متوسط�تغییر�تابع�از�  2

f( ) f( )
− − −− −= = =− =−

− ×

1 1
2 2

1 1
12 4 25 9 1 15 3
12 4 8 8 15 4 60

.�پس�اختلاف�مورد�نظر�س��ؤال� f ( )
−

′ =− =−
3
2 14 9

27
�برابر�اس��ت�با� x=4 ،�آهنگ�لحظه�ای�تغییر�تابع�در� f x x( ) ( )

−
′ =− +

3
22 1 از�طرفی�با�توجه�به�

می�شود. ( )− − − =1 1 11
60 27 540

با�استفاده�از�قاعده�ی�زنجیره�ی�مشتق�تابع�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    12  3

x x xf x f x( ) sin ( ) ( ) sin( )cos( )π π π −′= − ⇒ = − − ×2 12 4
6 4 6 4 6 4 4

xf x fsin sin cos ( ) sin( ) ( ) sin( )α= α α π π π′ ′→ =− − ⇒ =− =−2 2 1 1 1
2 3 2 3 2 6 4

�است،�بنابراین�احتمال�موردنظر�برابر�است�با:  ‌هنیز    13 8
10

�و�احتمال�انتقال�نیافتن�آن� 2
10

احتمال�انتقال�یافتن�بیماری�  2

( ) ( ) /
  ×× × = × = =  
 

3 2
5 4

5 2 8 8 64 51210 0 0512
3 10 10 10 10

.�حال�داریم:�  ‌هنیز    14 x x
m

=1 2
5 �و� mx x

m
++ =1 2
3 �بنامیم،�از�معادله�نتیجه�می�گیریم� x2 �و� x1 اگر�دو�ریشه�را�  1

mx x x x x x m m m m
m m

( ) ( ) ,++ = ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ + − = ⇒ = =−2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

3 10 96 2 6 6 5 4 9 0 1
5

�قابل�قبول�است. m=− 9
5
=∆،�پس�ریشه�های�معادله�غیرحقیقی�خواهند�بود.�بنابراین� − <16 20 0 ،�داریم� m=1به�ازای�

�را�به�دست�می�آوریم.  ‌هنیز    15 b �و� a با�استفاده�از�فرض�های�سؤال�مقادیر�  3

f ab ab a
b b b ba a b bf

b b

( )

( )

 = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
⇒ = ⇒ = ⇒ =

− = ⇒ − = ⇒ =


121 11 1 11 12 12 3 8 41 1 1 3 21
2 2 2 2

. f( )− =− 11
4
،�بنابراین� xf x( )= × −3 4 �و�1 a=3 �، b=4 پس�

معادله�ی�صورت�سؤال�را�می�توان�به�صورت�زیر�نوشت:  ‌هنیز    16  4

x xx x x x x x x xlog ( ) log ( ) ( )( ) ,+ = ⇒ + = ⇒ − − = ⇒ = =2 2
1 24 5 4 5 4 1 0 1 4

. xlog =2 2 �و�در�نتیجه� x=4 �غیر�قابل�قبول�است،�پس� x=1می�دانیم�
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،�معادله�به�صورت�زیر�قابل�نوشتن�است:  ‌هنیز    17 x x xcos cos sin= −2 22 با�استفاده�از�اتحاد�  2

x x x x xsin (sin cos ) (cos sin )(cosx sinx)+ − − − =2 22 0

x x x x x(sin cos )(sin (cos sin ) )⇒ + − − =22 0

x x x x x x x(sin cos )(sin ( sin )) (sin cos )( sin )⇒ + − − = ⇒ + − =2 1 2 0 2 2 1 0

x

x

x x x

x x x x x

[ , ]

[ , ]

sin cos

sin , ,

∈ π

∈ π

π =− → =
⇒ π π π π = → = =π− ⇒ = =



0
1

0 2
2 3 2 3

3
4

1 52 2 2
2 6 6 12 12

�است. π π π π+ + =3 5 5
4 12 12 4

بنابراین�مجموع�ریشه�های�موردنظر�برابر�

برای�به�دست�آوردن�شیب�خط�مماس�از�مشتق�گیری�ضمنی�استفاده�می�کنیم.  ‌هنیز    18  4

F x y xy x
y

( , )= + − −14 2 1

x yx
x

y

y
F xy m
F x

y y

( , ) ( , )=
− −′

′ =− =− → =− =
′ −−

41

2

4 42 2
12 4

8 34 1 1
22

بنابراین�معادله�ی�خط�مماس�بر�منحنی�عبارت�است�از:
y x y x( )− = − ⇒ − =−11 4 3 1

3
�پیوسته�است.�بنابراین:  ‌هنیز    19 x π=

4
از�فرض�سؤال�نتیجه�می�گیریم�تابع�در�  1

x x
f x f x a b a b

( ) ( )

lim ( ) lim ( ) tan sin sin ( ) cos
+ −π π→ →

π π π π= ⇒ + = − ⇒ + =2

4 4

1
4 2 4 2 2

�می�توان�نوشت: x π=
4
حال�با�فرض�پیوستگی�تابع�در�

x x x
f x

a x b x x

sin sin
( )

( tan ) cos

π + < <′ = π π + + < <


2

2 2 2 0
4

1 2 2
4 2

�باید�داشته�باشیم: x π=
4
�در� f که�برای�مشتق�پذیری�

a b
a b a a bsin ( tan ( )) cos

+ =π π π= + + ⇒ = ⇒ = → =−
1

2 233 1 2 3 2 1
2 4 2 2

.�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    20 f x( )′′ >0 �و� f x( )′ <0 باید�بازه�ای�را�بیابیم�که�در�آن�  1

f x x x x x x x x x( ) ( ) ( )′ =− + − =− − + =− −3 2 2 24 24 36 4 6 9 4 3

f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′′ =− + − =− − + =− − −2 212 48 36 12 4 3 12 3 1
x
f x
f x
( )

( )

′ + − −
′′ − + −



0 1 3
0 0

0 0

جواب
)�جواب�مسأله�است.� , )1 3 بنابراین�بازه�ی�
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�است،�پس�مخرج�کسر�ریشه�ی�  ‌هنیز    21 با�توجه�به�آن�که�نمودار�تابع�فقط�یک�مجانب�قائم�داردکه�در�اطراف�آن�نمودار�به�صورت�  4
مضاعف�دارد.�بنابراین:

b b− = ⇒ =±2 16 0 4

ها�را�با�عرض�مثبت�قطع�می�کند،�پس� y .�از�طرفی�نمودار�تابع�محور� b=−4 ها�قرار�دارد،�پس� y با�توجه�به�آن�که�مجانب�نمودار�در�سمت�راست�محور�

. a>0 ،�بنابراین� a >0
4
برای�آن�که�دستگاه�معادلات�مورد�نظر�بی�شمار�جواب�داشته�باشد،�باید�داشته�باشیم:�  ‌هنیز    22  2

m m
m m

−= =
− −
1 1

3 2 4 2

m m m m m m( ) ( )( ) ,− = ⇒ − + = ⇒ = =−1 22 3 3 1 0 3 1 �نتیجه�می�گیریم:�� m
m

=
−
1

3 2
از�معادله�ی�

�صدق�می�کند. m m
m
−=

−
1

3 4 2
�در�معادله�ی�دیگر� m=−1از�دو�مقدار�بالا�فقط�

با�توجه�به�ش��کل�روبه�رو�که�س��ه�نقطه�در�آن�مشخص�شده�اند،�مثلث��ABC  ‌هنیز    23  1
،�پس�مرکز�دایره�ای�که�از�این�سه�نقطه� AB ACm m( )× =−1 قائم�الزاویه�ی�متساوی�الساقین�است�

می�گذرد�وسط�وتر�مثلث�خواهد�بود.�در�نتیجه�شعاع�دایره�نصف�طول�وتر�است.�

BC R BC( ) ( ( ))= − + − − = ⇒ = =2 2 1 12 1 1 2 10 10
2 2

ابتدا�معادله�ی�هذلولی�را�به�صورت�استاندارد�بیان�می�کنیم�تا�مقادیر��aو��bبه�دست�آیند:  ‌هنیز    24  3

x yx y x x x y ( )
( )

−
− − − = ⇒ − + − = ⇒ − =

2 2
2 2 2 2 13 4 6 9 0 3 2 1 4 12 1

4 3

�است.� b
a

×= =
22 2 3 3

2
.�حال�می�دانیم�طول�وتر�کانونی�هذلولی�برابر� b =2 3 �و� a =2 4 پس�

حوزه�ی�انتگرال�گیری�را�به�صورتی�تفکیک�می�کنیم�که�مقدار�جزء�صحیح�در�هر�بازه�عددی�ثابت�شود:  ‌هنیز    25  3

x x dx xdx dx dx dx x x x x
− − − −−

+ = + − + + = − + +

= − − + + − + − =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫( [ ]) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 2 333 3 0 2 3 2
1 1 1 1 2 1 11 2

11 2 2
2

1 9 1 0 1 2 1 2 3 2 6
2

کسر�را�تفکیک�می�کنیم:�  ‌هنیز    26  4

f x

x x x x xdx dx dx dx xdx
x x x

x x x c x x x c

( )

( )

( )

+ − + += = + +

= + + + = + + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
3

3
2

1 1 3 3 3 3

2 26 3 3 2
3 9



�و�  ‌هنیز    27 A E2 = =βˆ ˆ �ACنتیجه�می�گیریم� CE= �و� AB DB= با�توجه�ب��ه�  3

�. A D1= =αˆ ˆ

برای�به�دست�آوردن�کوچک�ترین�زاویه�ی�خارجی�مثلث�ADE،�باید�بزرگ�ترین�زاویه�ی�داخلی�آن،�
�را�به�دست�آوریم.�در�مثلث��ADEمی�توان�نوشت:� DAEˆ یعنی�

مجموع�زاویه�های�داخلی 0 0 0 0180 2 2 108 180 36= ⇒ α+ β+ = ⇒α+β=

DAEˆ �زاویه�ی�خارجی�متناظر� D Eˆ ˆ= + =α+β⇒ کوچک�ترین�زاویه�ی�خارجی� = 036
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اگر�طول�ضلع�هشت�ضلعی��xباشد�و�طول�ضلع�مربع�a،�داریم:�  ‌هنیز    28  4

xa x x( )= + = +2 1 2
2

،�بنابراین:� ( )× + = +2 2 2 2 2 2 1 2 از�طرفی�طول�ضلع�مربع�طبق�سؤال�برابر�است�با�

x x( ) ( )+ = + ⇒ =2 2 1 2 1 2 2 2

حال�مساحت�هشت�ضلعی�را�از�کم�کردن�مساحت�چهار�مثلث�قائم�الزاویه�ی�متساوی�الساقین�از�مساحت�مربع�به�دست�می�آوریم:�

مساحت�هشت�ضلعی x2 2 2 2 2 214 2 2 4 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 8 2 2 2 16 16 2
2 2

= + − × × = + − = + − = + = +( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) (( ) ) ( )

�هس��تند.�کوچک�ترین�ارتفاع�مثلث�نظیر�بزرگ�ترین�ضلع�آن،�یعنی�همان�ارتفاع�وارد�بر�وتر�اس��ت.�  ‌هنیز    29 090 �و� 075 �، 015 زاویه�های�مثلث�  1

�وتر�است.� 1
4
،�ارتفاع�وارد�بر�وتر� 015 می�دانیم�در�مثلث�قائم�الزاویه�با�زاویه�ی�

قطر�مکعب�و�قطر�کره�بر�هم�منطبق�اند،�بنابراین:�  ‌هنیز    30  3

S RR R S ( )= π= ⇒ = → = π× = π
24 22 2 3 3 4 3 12

  پاسخ تشریحی آزمون 112  

β.�پس:  ‌هنیز    1 =αγ2 �تشکیل�دنباله�ي�هندسی�دهند،�باید�داشته�باشیم� γ �βو� �،�α برای�آن�که�سه�عدد�  4

x x x x x x x x x x( )( ) ( )( )+ − = ⇒− − + = ⇒ + − = ⇒ − + =2 2 2 212 8 4 96 2 48 0 6 8 0
x
x

¡#¡#—#uQ#,SvÃº#Â²»qº#¾²ILºj

¡#¡#uQ#,SwH#Â²»qº#¾²ILºj

, ,

, ,

=− ⇒ −
 = ⇒

8 4 8 16
6 18 6 2

.�برای�محاسبه�ي�حد�مجموع�داریم: q = =6 1
18 3

پس�
a

S
q

= = = =
− −

1 18 18 27
1 1 21

3 3
�را�حل�می�کنیم.�داریم:�  ‌هنیز    2 x x− − =2 3 10 0 ابتدا�معادله�ی�  3

x x x x,− − = ⇒ =− =2 3 10 0 2 5
ها�را�قطع�نمی�کند.�به�شکل�های�زیر�دقت�کنید: x �می�باشد.�پس�اگر�حداقل�نمودار�را��2واحد�به�سمت�راست�انتقال�دهیم�جهت�منفی�محور� x ریشه�ی�منفی�2−=

� �

�است.  ‌هنیز    3 π2 �همان� x =6 �به�ازای� b xπ �دومین�ریشه�ی�مثبت�تابع�است.�پس� x =6 .�اما� f( )=6 0 با�توجه�به�نمودار،�  3
b bπ= π⇒ = 16 2

3

� a b+ = + =1 72
3 3

.�بدین�ترتیب� a =2 از�طرفی�بیش�ترین�مقدار�تابع��2می�باشد.�پس�
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�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    4 BA ابتدا�ماتریس�  2
BA

− − −     
= =     −          

3 4 2 1 10 9
2 1 4 3 0 1

،�آن�گاه: X| |≠0 اما�می�دانیم�
a b d b

X X BA
c d c a

/ /
( )

|X|
− −− − −       

= ⇒ = ⇒ = =       − −−              

1 1 1 9 0 1 0 91 1
0 10 0 110

�پس�می�توانستیم�وارون�ماتریس��Aرا�نیز�از�سمت�چپ�در�وارون�ماتریس��Bضرب�کنیم. BA A B( )− − −=1 1 چون�1

تعداد�کل�داده�ها��20می�باشد�به�طوری�که�حداقل�آن�ها��60و�حداکثر�آن�ها��95است.  ‌هنیز    5  1

¾Twj#Ï¼Š
−= =95 60 7
5

برای�آن�که�داده�ها�در��5دسته�تقسیم�شوند����

جدول�دسته�بندی�داده�ها�به�شرح�زیر�است:
¾Twj#j»ke

ÂºH»HoÎ

ÂLvº#ÂºH»HoÎ

[ , ) [ , ) [ , ) [ , ) [ , ]60 67 67 74 74 81 81 88 88 95
3 5 2 4 6
3 5 2 4 6
20 20 20 20 20

]�نشان�دسته�یا�مرکز�آن��77/5می�باشد�که�بلندی�میله�ي�آن��0/1خواهد�بود. , )74 81 در�دسته�ی�

ابتدا�میانگین�داده�های�جدید�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    6  3
y y× + + += ⇒ =

+
18 25 20 27 28 25

18 3

اما�در�محاسبه�ی�واریانس�از�فرمول�زیرکمک�می�گیریم.�در�داده�هاي�قبلی�داریم:
i ix x

n
(x)σ = − ⇒ = −∑ ∑2 2

2 2 9 625
18

�مجموع�مربعات�داده�های�قبلی ix = × = ⇒∑ 2 18 634 11412 �مجموع�مربعات�داده�های�جدید = + + + =2 2 211412 20 27 28 13325

iy
( ) /σ = − = −∑ 2

2 2 1332525 625 9 52
21 21



��  ‌هنیز    7 P(A)

         
+ +                   × + × +         = = = =
 
  
 

4 5 4 5 4
1 2 2 1 3 4 10 6 5 4 74 37

84 84 429
3

راه حل اول: تعداد�کل�مهره�ها��9عدد�می�باشد.�پس�  2

راه حل دوم: با�استفاده�از�احتمال�پیشامد�مکمل،��احتمال�آن�را�که�مهره�ي�آبی�خارج�نشود�حساب�می�کنیم:

P(A)

 
  
 = − = − = =
 
  
 

5
3 10 74 371 1

84 84 429
3

�را�به�دست�می�آوریم:  ‌هنیز    8 tan α2 راه حل اول:�ابتدا�  1

tan tantantan tan( ) tan( )
tan tantan

− − −α− βα ×α= = =− ⇒ α−β = ⇒ α−β = = =−
− + α β −− α + ×

2

4 1 5
22 2 2 4 3 3 32 2 2 3

1 4 3 1 2 4 1 51 1
3 3 9

�رابه�دست�می�آوریم: tan( )α−β راه حل دوم:�ابتدا�

tan tan
tan( )

tan tan

−α− βα−β = = = =
+ α β +

1 52
3 3 1

1 2 51
3 3

tan tan( )
tan( )

tan tan( )

α+ α−β +⇒ α−β = = = =−
− α α−β − × −

2 1 32 3
1 1 2 1 1



369

�منجر�می�شود،�پس�می�توانیم�به�کمک�قاعده�ی�هوپیتال�عبارت�را�رفع�ابهام�کنیم:  ‌هنیز    9 00 چون�حد�گیری�به�ابهام�  2

x x x

xx x
x x

( )
lim lim lim

| |+ + +→ → →

−
+− + − += = =−

− −

3 23 3

2 2 2

1
3 62 6 2 6 1

2 2 1 12
تذکر:�می�توانستیم�صورت�و�مخرج�را�در�عبارت�چاق�صورت�ضرب�و�تقسیم�کنیم�تا�رفع�ابهام�شود.

�برابری�حد�چپ�و�حد�راست�تابع�در�این�نقطه�با�مقدار�تابع�در�این�نقطه�می�باشد.�پس:  ‌هنیز    10 x =π شرط�پیوستگی�در�نقطه�ی�  2

x x x x x

x x

x x x
xf x

x x x a
x af a

cos cos sin
coslim ( ) lim lim lim lim

lim (x) lim cos

+ + + + +

− −

→π →π →π →π →π

→π →π

 − += = = = =
 −π −π −π ⇒ =−


= =−


2 22 2
1 22 2 2 2

1 2 2
2
3 2

�قابل�قبول�است. a =− 2 البته�مقدار�تابع�هم�با�حد�تابع�در�این�نقطه�برابر�است.�پس�

]�برابر�است�با:  ‌هنیز    11 , / ]4 6 25 �بر� f آهنگ�متوسط�تغییر�  1

ff
x

/ /
/ /

∆ − −= = = = =
∆ −

1
6 25 4 2 5 2 22
6 25 4 2 25 9 9

4
�می�باشد. f ( )′ 4 �برابر� x =4 اما�آهنگ�لحظه�ای�تابع�در�

f f
x

(x) ( )′ ′= ⇒ =1 14
42

®‚Ie
−= − = =1 2 9 8 1

4 9 36 36
مطابق�قاعده�ی�زنجیره�ای�داریم:  ‌هنیز    12  3

� y u y u u usin sin . cos .′ ′= ⇒ =3 23 �

y x y x x
x

sin sin cos′⇒ = ⇒ = × ×3 2 22 3 2 2
2 2

y ( ) sin cosπ π π′⇒ = × × = × × × =
π π π

2 2 1 3 1 3 273 3
18 3 3 4 2 8

3
اگر�نمودار�درختی�را�برای�این�مسأله�رسم�کنیم،�داریم:  ‌هنیز    13  1

پس�احتمال�آن�که�فردی�تحصیلات�دانشگاهی�داشته�باشد،�مطابق�احتمال�شرطی�برابر�است�با:

P ÂÀI«zºHj#R°Ã~dU( ) += × + × = =60 20 40 45 1200 1800 3
100 100 100 100 10000 10

�پس�مطابق�توزیع�دو�جمله�ای�داریم: X �و�2= n =3 �،� P = 3
10

بنابراین�احتمال�پیروزی�

P X P P P X( ) ( ) ( ) ( ) /
       = = × × − ⇒ = = = × × = =                 

2
2 13 3 3 7 9 7 1892 1 2 3 0 189

2 2 10 10 100 10 1000

شرط�آن�که�یک�تابع�بر�یک�خط�مماس�باشد�آن�است�که�معادله�ی�حاصل�از�تلاقی�آن�ها�ریشه�ی�مضاعف�داشته�باشد.�پس:  ‌هنیز    14  1

y x m x m
x m x m x x mx m

y x
( )

( )
 = + + + + ⇒ + + + + = ⇒ + + + =

=

2
2 22 1 6 2 1 6 2 6 0

m m m m m m m m( ) ( )( ) ,∆= ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 20 8 6 0 8 48 0 12 4 0 12 4

m x x x x x

m x x x x x

¡#¡#—
 = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ =−


=− ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =

2 2

2 2
12 2 12 18 0 6 9 0 3
4 2 4 2 0 2 1 0 1

�قابل�قبول�است. m=−4 �و�در�نتیجه� x چون�نمودار�تابع�بر�نیمساز�ناحیه�ی�اول�مماس�است،�پس�باید�طول�نقطه�ی�تماس�مثبت�باشد.�پس�1=
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ابتدا�دو�منحنی�را�در�یک�دستگاه�قطع�می�دهیم.  ‌هنیز    15  4

x

x x x x

y

y A( ) ( ) , ( )+ +

 =


= + ⇒ = + =
1 1

2
2 4 2 2 4 2

A A A A A + + += + ⇒ − − = ⇒ = = =2 2 2 2 16 2 3 22 4 2 4 0 2 2
2 2

x x MÂ¤°U#Á#¾‰£º( ) ( ) ( , )= = ⇒ = ⇒32 2 2 2 3 3 8

� AM = + =9 16 5 �می�باشد�و�داریم:� M �و� A �فاصله�ي�دو�نقطه�ی� AM پس�

).�حال�مطابق�ویژگی�های�لگاریتم�داریم:  ‌هنیز    16 , )∞6 دامنه�ی�معادله�عبارت�است�از�  3

x x x x xx x x x x xlog ( ) log ( ) log ( ) log ( ) log ( )( )+ = − − ⇒ + + − = ⇒ + − =3 8 2 6 3 8 6 2 3 8 6 2

x x x x x( )(x )⇒ + − = ⇒ − − =2 2 23 8 6 3 10 48

x
x x x

x ¡#¡#—

( )(x )
=− − = ⇒ − + = ⇒ =−

2 8
5 24 0 8 3 0

3

log x log log= = =2
3

4 4 2
38 2
2

کافی�است�صورت�و�مخرج�برابر�باشند�به�شرطی�که�مخرج�صفر�نباشد.  ‌هنیز    17  4

x x xsin cos( x) sin sinπ= + ⇒ =33 3
2

k
kx

x k x x k

k x x

¡#¡#— , ∈
π π=

= π+ ⇒ =

π+π− ⇒

π

 =




+

3

3 2
2 4

2 

�است. kx π π= +
2 4

�مخرج�کسر�صفر�می�شود�پس�این�جواب�غیرقابل�قبول�است�و�جواب� x k= π به�ازای��

.�برای�به�دست�  ‌هنیز    18 A( , )2 2 �و� y( ) e= =02 2 �به�دست�می�آوریم.�چون�نقطه��روی�تابع�است�پس�2 x ابتدا�مقدار�تابع�را�در�نقطه�ی�2=  4

�به�دست�می�آوریم: x آوردن�شیب�خط�قائم�بر�منحنی،�مقدار�مشتق�تابع�را�در�نقطه�ی�2=

x xy e x e y ( )− −′ ′= + ⇒ = + =
2 24 2 42 2 1 8 9

m m y xtIµ¶ ´GI¤ ´GI¤#ˆi( )= ⇒ =− ⇒ − =− −1 19 2 2
9 9

�و�داریم: y=0 ها�قرار�می�دهیم� x برای�یافتن�محل�تلاقی�خط�قائم�با�محور�

� x x( )− =− − ⇒ =10 2 2 20
9

�

�مش��تق�پذیر�باش��د،�ابتدا�لازم�است�در�این�نقطه�پیوسته�باشد�و�در�ضمن،�مشتقات�چپ�و�راست�تابع�در�این�  ‌هنیز    19 x برای�آن�که�تابع�در�1=  2

نقطه�برابر�باشند.

a b a b{:Â«Tw¼ÃQ#‡o − = + + ⇒ + =−3 5 1 3

x f
f x a a bx f ax a x

( )
( )

( )
+

−

 ′− > =− ′ = ⇒ ⇒ + =− ⇒ =− ⇒ =  ′ = + + <

2
3 1 1 3

2 3 5 2
1 22 1
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برای�آن�که�تابع�صعودی�و�تقعر�آن�رو�به�پایین�باشد�کافی�است:  ‌هنیز    20  1
f
f
′≥

 ′′<

0
0

f x x x x x x

f x x x x x x x x x x

( )

( ) ( )

 ′′ = + − < ⇒ + − < ⇒− < <

 − ±

− ± ′ = + − ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ + − = ⇒∆= + = ⇒ = =

2 2

3 2 2 2

3 3 6 0 2 0 2 1
3 105

3 3 3 9 105 3 1052 26 0 6 0 6 0 24
2 2 2 4 4 2 4

f x f x x( ) , ( )′ ′′⇒ > < ⇒− < ≤0 0 2 0

x

x

x x

f x
¡#¡ ¡#¡

( )

− − − +

+− − +

+ − + − − +

− + − +′

2

3 105 3 1050
4 4

0
3 6 0 0
2

0 0 0

.�از�طرفی:  ‌هنیز    21 b=0 �مجانب�قائم�تابع�است.��پس� x با�توجه�به�نمودار،�0=  4

x axy y x a y x a
x x

+ −= ⇒ = + − ⇒ = +
2 2 2 مجانب�مایل�است.�

. a پس�با�توجه�به�آن�که�عرض�از�مبدأ�مجانب�مایل�منفی�است،�داریم�0>

�تا�ضلع�مربع�را�به�دست�آوریم،�حاصل�نصف�ضلع�است.�پس�:  ‌هنیز    22 A اگر�فاصله�ی�  4

”±†#œ~º

| |− − −
= = =

+

3 2 5 10 2 5
1 4 5

�S= × =16 5 80 �است.�پس� 4 5 لذا�ضلع�مربع�

ابتدا�دایره�ی�داده�شده�را�به�صورت�استاندارد�تبدیل�می�کنیم�و�داریم:  ‌هنیز    23  2

x y x y O R( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,− + + =− + + ⇒ − + + = ⇒ − =2 2 2 2
1 11 2 1 1 4 1 2 4 1 2 2

�Oطول�خط�المرکزین�می�باشد(. O1 2 (�O O = + =1 2 9 16 5 O.�از�طرفی:� O R R= +1 2 1 2 چون�دو�دایره�مماس�خارج�می�باشند،�پس�

R R
R

R
+ = ⇒ = =

1 2
2

1

5
32

با�توجه�به�تعریف�هذلولی،�مکان�هندس��ی�نقطه�ی��Mیک�هذلولی�اس��ت�به�طوری�که�دو�نقطه�ي�ثابت�داده�ش��ده�کانون�ها�و�مقدار�ثابت�  ‌هنیز    24  1
�می�باشد�پس: a2

F F O( , ) , ( , ) ( , )′ − ⇒2 6 2 4 2 1

c c
FF c b a b

a a
= ⇒ =′= ⇒ ⇒ = + ⇒ = = ⇒ =

2 2 2 22 10 5
10 16

2 6 3

چون�در�کانون�ها�طول�ها�برابرند،�پس�هذلولی�قائم�است�و�ضابطه�ی�آن�به�صورت�زیر�می�باشد:

y x y x

a b

( ) ( ) ( ) ( )−β −α − −
− = ⇒ − =

2 2 2 2

2 2
1 21 1
9 16

،�داریم: x =5 اگر�قرار�دهیم�

yy y y
y

( )
( )

× − =− ×= + ⇒ − = ⇒ ⇒ = ± − × − =


2
2

5 311 9 25 9 1541 1 1
5 39 16 16 41
4



372 �فصل�هجدهم:�آزمون�های�جامع�کنکوری�

با�توجه�به�وجود�جزء�صحیح،�انتگرال�را�به�قسمت�های�کوچک�تر�تقسیم�می�کنیم�و�داریم:  ‌هنیز    25  4

x x dx x dx x dx x dx(| | [ ]) ( ) ( ) ( )
−

− − −
− = − + + − + + −∫ ∫ ∫ ∫

1 1 0 1
2 2 1 02 1 0

�تابعی�خطی�باشد،�داریم: f bنکته�ای�داریم�که�در�این�حالت�بسیار�مفید�است.�به�شرطی�که�
a

f

a bmx n dx b a f( ) ( ) ( )++ = −∫ 2

x dx( ) ( )
−
−

− + = × + =∫
1
2

3 72 1 2
2 2

x dx x x dx( ) ( ) (| | [ ]) /
− −

− + = × + = ⇒ − = + + =∫ ∫
0 1
1 2

1 3 7 3 11 1 1 5 5
2 2 2 2 2

xdx = × =∫
1
0

1 11
2 2

ابتدا�انتگرال�را�تفکیک�می�کنیم:  ‌هنیز    26  3

x x xx dx x dx x x C C f x x x x
x x xxx

( ) ( ) ( )− −− = + − = − − + = + ⇒ = − −∫ ∫
32 2 3

2
1 1 2 1 1 2 84 8 2

2 2
با�توجه�به�این�که�دو�مثلث��ABDو��ACEبه�حالت�دو�ضلع�و�زاویه�ی�بین�برابر�هستند،�پس�  ‌هنیز    27  3

�برابر� A1زاویه�ی�خارجی��ADEدر�مثلث��. D Eˆ ˆ= �بنابراین�مثلث��ADEمتساوی�الساقین�است�و�داریم:� AD AE=

است�با:
A D E A Dˆ ˆˆ ˆ ˆ= + ⇒ =1 1 2

بنابراین�کوچک�ترین�زاویه�ی�خارجی��2برابر�کوچک�ترین�زاویه�ی�داخلی�می�باشد.

�S3و�مساحت�  ‌هنیز    28 �S2و� اگر�مساحت�نیم�دایره�ی�بزرگ�را��S1و�مساحت�دو�نیم�دایره�ی�کوچک�را�  2

�S4بنامیم،�مساحت�ناحیه�ی�سایه�زده�برابر�است�با: مثلث�را�

S S S S / /(S ) ( / ) ( / ) π+ π+ − π= + + − = ×π× + ×π× + × × − ×π× = = =2 2 2
2 3 4 1

1 1 1 1 2 25 4 12 6 25 121 5 2 3 4 2 5 6
2 2 2 2 2 2

اگر�طول�وتر�را�برابر��xو�ارتفاع�وارد�بر�وتر�را��hبنامیم،�داریم:  ‌هنیز    29  1
S x xS x h x xh h

  =
= × → = ⇒ =

21
281 1 1

2 8 2 4

�هستند. 075 �و� 015 �وتر�باشد،�زوایای�مثلث� 1
4
اگر�در�یک�مثلث�قائم�الزاویه�ارتفاع�وارد�بر�وتر�

مطابق�ش��کل�روبه�رو�ارتفاع�کوچک�ترین�استوانه�برابر�شعاع�نیم�کره�است،�پس�حجم�محدود�به�  ‌هنیز    30  4
نیم�کره�و�استوانه�برابر�است�با:

V V V
¾ºH¼TwH ½o¨´Ãº#

= − =π× × − × π× =π× − π× = ×π= π
32 3 3 31 4 2 66 6 6 6 6 72

2 3 3 3

  پاسخ تشریحی آزمون 113
�تعداد�جملات�تا�دسته�ی�29ام  ‌هنیز    1 ... ×= + + + + = = × =29 301 2 3 29 29 15 435

2
ابتدا�می�توان�نوشت:�  3

)�امین�عدد�فرد�می�باش��د.�از�طرف��ی�جمله�ی�عمومی�اعداد�فرد�به�صورت )+436 29 پ��س�جمله�ی�اول�دس��ته�ی��30ام،��436امین�عدد�فرد�و�جمله�ی�آخر�آن
a a ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )+ = − + − = + − = =465 436 2 465 1 2 436 1 2 465 436 1 2 900 1800 �است،�پس�می�توان�نوشت:� na n= −2 1

x  ‌هنیز    2 f x x f x( ) ( )− −− ≥ ⇒ ≥1 10 �به�صورت�روبه�رو�تعیین�می�شود:� x f x( )−− 1 دامنه�ی�تابع�  4

قرینه�می�کنیم. y x= �را�رسم�می�کنیم.�برای�این�منظور�نمودار��fرا�نسبت�به�خط f نمودار�تابع1−

�است.� f �بالاتر�از�نمودار�تابع1− y x= ،�نمودار�خط [ , ]3 8 همان�طور�که�در�شکل�ملاحظه�می�کنید�در�بازه�ی

A

3

5

4

B C

6
6
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می�توان�نوشت:  ‌هنیز    3  1
cos( ) sin( ) sin cos tan / /

/ /sin( ) sin( ) sin cos tan

+ − − + + + − −= = = = = =
− −− − + − −

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
270 15 270 15 15 15 15 1 0 28 1 1 28 128 16

0 28 1 0 72 72 9540 15 90 15 15 15 15 1

�را�محاسبه�کرده،�سپس�آن�را�معکوس�می�کنیم:  ‌هنیز    4 A B− ابتدا�ماتریس�  4

A B A B
/ /

( )
/ /(( ) )

−− − −           
− = − = ⇒ − = = =           − − −× − − ×                      

112 8 10 6 2 2 2 2 2 2 0 2 0 21 1
10 5 7 3 3 2 3 2 3 2 0 3 0 22 2 2 3 10

ابتدا�توجه�کنید�که�از�تعداد�کل�داده�ها��3تا�کم�می�شود�پس�تعداد�کل�داده�ها�برابر�است�با:  ‌هنیز    5  3
( )+ + + − =9 13 17 21 3 57
�است�که�بیش�ترین�فراوانی�را�دارد.�پس�زاویه�ی� − =21 2 اکنون�توجه�کنید�که�دو�تا�از�داده�های�دس��ته�ی�دوم�کم�می�ش��ود،�پس�تعداد�داده�های�این�دس��ته19

× = =
00 019 360360 120

57 3
مرکزی�مربوط�به�این�دسته�برابر�است�با:�

Q.�بنابراین�داده�های�بین�چارک�اول�و�چارک�سوم�عبارتند�از:  ‌هنیز    6 =3 �Qو71 =2 62 �،Q =1 تعداد�داده�ها��25می�باشد�پس55  1

       , , , , , , , , , , , ,56 57 59 59 60 60 62 63 63 65 65 66 71
میانه�ی�این�داده�ها�برابر��62است،�اکنون�میانگین�آن�ها�را�به�کمک�روش�سریع،�محاسبه�می�کنیم:

 :�میانگین

−

− − − − − − + + + + + + ++ = + =

21 21

6 5 3 3 2 2 0 1 1 3 3 4 9 062 62 62
13 13

 

 

پس�اختلاف�میانگین�و�میانه�داده�های�داخل�جعبه�برابر�صفر�است.�

�احتمال�همرنگ�نبودن�دو�مهره�باشد،�احتمال�آن�که�دو�مهره�همرنگ�باشند،�برابر�است�با:  ‌هنیز    7 P A( ) با�فرض�این�که�  3

P A

kÃŸw#»j#oÀ #½IÃw »j#oÀ q¶o¤##»j#oÀ

( )

     
+ +          

+ +     ′ = = =
 
  
 

3 2 5
2 2 2 3 1 10 14

10 45 45
2

بنابراین�احتمال�همرنگ�نبودن�مهره�ها�برابر�است�با:
P A P A( ) ( ) −′= − = − = =14 45 14 311 1

45 45 45
�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    8 tanα ابتدا�مقدار  2

tan( ) tan

tan

tan( ) tan
tan tan ( )

tan( )tan

πα−β = =

β=

+α−β + β
α= α−β +β = → = =   − α−β β −

1
4

1
2

1 31
2 2 3

1 1 11
2 2

( )tansin /
tan

αα= = = =
++ α2
2 32 62 0 6
1 9 101

اکنون�می�توان�نوشت:�

ابتدا�دامنه�ی�تابع��fو��gرا�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    9  4

f gD x x D x x x xIÄ: :− ≥ ⇒ ≤ + > ⇒ > <−23 0 3 2 0 0 2

fog g fD x D g x D x xIÄ{ , ( ) } {= ∈ ∈ = > <−0 2�,� x xlog ( ) }+ ≤2
2 2 3 از�طرفی�می�دانیم:�

x x x x x x xlog ( ) ( )( )+ ≤ ⇒ + ≤ ⇒ + − ≤ ⇒− ≤ ≤2 2
2 2 3 2 8 4 2 0 4 2 حال�می�توان�نوشت:�

fogD x x xIÄ{ | } [ , ) ( , ]= > <− − ≤ ≤ = − −0 2 4 2 4 2 0 2 بنابراین�داریم:�

ابتدا�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    10  1
n n n

x x x

aax ax ax
nx x xx x x

lim lim lim
| |→−∞ →−∞ →−∞

=−+ = = =− ⇒ =− − +2

515 1 13 2 53 4 15

x x x

x x x x xx
x xx x xx x x

( )( ) ( )( )
lim lim lim

( )→ → →

− − + + − −− + = = =−
−− −− +

2

2 223 3 3

5 3 3 4 15 5 3 185 15 6
5 39 4 153 4 15

بنابراین�داریم:�
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�که�تغییر�ضابطه�می�دهد�پیوسته�باشد،�پس�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    11 x=6 تابع��fباید�در�نقطه�ی  2

x x
f x f f x a a alim ( ) ( ) lim ( ) sin cos

− +→ →

π π= = ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =−2

6 6

1 3 16
6 6 2 4 4

�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    12  [ , / ]1 1 21 �را�در f x x( )= آهنگ�متوسط�تابع  1
/ / /
/ / /

− −= = =
−

1 21 1 1 1 1 0 1 10
1 21 1 0 21 0 21 21

xf x f
x

( ) ( )=′ ′= → =11 11
22

�محاسبه�می�کنیم:� x=1را�در�fاکنون�آهنگ�لحظه�ای�

−− = =1 10 21 20 1
2 21 42 42

بنابراین�اختلاف�آهنگ�متوسط�و�آهنگ�لحظه�ای�برابر�است�با:�

�است،�بنابراین�احتمال�اصابت��2تیر�برابر�است�با:  ‌هنیز    13 3
6
احتمال�آن�که�در�پرتاب�یک�تاس�عدد�زوج�ظاهر�شود،�برابر�  2

P

#Z»p#tIU joÎ#tIU

oÃU#4#pH#oÃU#2#SMI‚H oÃU#3#pH#oÃU#2#SMI‚H##

( ) ( ) ( ) ( )
   

= × + = × × × + × × × = + =      
   

2 2 24 33 2 1 3 2 1 1 4 1 1 4 1 4 6 106 32 26 3 3 6 3 3 2 9 9 2 9 3 27 27 27
 

�در�نظر�می�گیریم�و�داریم:  ‌هنیز    14 y2 �و y1 ریشه�های�معادله�ی�جدید�را  4

x x
y y y

x x x

y x xx y y
x x x x x x x x


+ = − + = − = − =−  −⇒ 

 = − +  = − − + = − + =− + + =


1 2
1 1 2

1 1 2

2 1 22 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

3
1 21 2 2 5

1
21 1

1 1 1 11 1 2 3 1 2

�است. x x+ + =2 5 2 0 بنابراین�معادله�ی�موردنظر�

ابتدا�نمودار�تابع��fرا�رسم�می�کنیم:  ‌هنیز    15  3x x x
y x x

x x x
( )

| |
( )

− ≥= − =− − ≤

2 2
2 2 2

�اکیداً�نزولی�است.�پس�داریم:  ( , )1 2 همان�طور�که�مشاهده�می�کنید�تابع��fدر

x

y x x x x x x y

x y x y x y

( ) ( ) ( ) ( )

| | − >

=− − =− − =− − + ⇒ − = −

⇒ − = − → − = − ⇒ = + −

2 2 2

1 0
2 2 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

f x x x( ) ,− = + − < <1 1 1 0 1 بنابراین�تابع�معکوس�در�بازه�ی�موردنظر�برابر�است�با:�

  ‌هنیز    16
n n

n nn n
lim lim

− −

→∞ →∞

+ = =
+

1 17 4 4 1
42 4 4

حد�دنباله�را�در�بینهایت�محاسبه�می�کنیم:�  4

�همگراست،�پس�کران�دار�است.�اکنون�با�توجه�به�گزینه�ها�چون�دنباله�یا�نزولی�و�یا�صعودی�است،�از�طریق�مقایسه�ی�جمله�ی�اول� na با�توجه�به�این�که�دنباله�ی

a += = > ⇒
+1
7 1 4 1
2 4 3 4

دنباله�نزولی�است� و�مقدار�همگرایی�می�توان�وضعیت�یکنوایی�را�تعیین�کرد:�

،��tرا�به�دست�آوریم:  ‌هنیز    17 f t( )=70 باید�از�معادله�ی�  2

t t tf t e e e t t t tln // / /( ) / ln / ln / /=− − −= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒− = ⇒− =− →− =− ⇒ = =2 0 680 02 0 02 0 02 1 1 6870 90 40 70 40 20 0 02 0 02 2 0 02 0 68 34
2 2 2

معادله�را�به�این�صورت�می�توان�نوشت:  ‌هنیز    18  1
x kx x x x x x x k xcos( cos ) sin cos cos sin tan÷ π π π− + = ⇒ + = → =− ⇒ = π− ⇒ = −222 1 2 0 2 2 0 2 1 2

4 2 8
ابتدا�ضابطه�های��fو��gرا�به�صورت�زیر�می�نویسیم:  ‌هنیز    19  2

x xx x
f x g x

x xx x
( ) , ( )

 ≥≥ = =  ≤≤ 

3 5 00
5 3 00

حال�می�توان�نوشت:
f x x x x

fog x f g x fog x
f x x x x
( )

( )( ) ( ( )) ( ) ( )
( )

≥ ≥   ′= = = ⇒ = ≤ ≤  

5 0 3 0
33 0 3 0
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x  ‌هنیز    20 y= ⇒ = ⇒2 2 )�نقطه�ی�مورد�نظر� , )2 2 ابتدا�نقطه�ی�مورد�نظر�را�مشخص�می�کنیم:�  3

x xy e e x
x

− −′= − ⇒2 22 2
2 2

�شیب�مماس� y ( )′= = − =−1 32 2
2 2

اکنون�با�محاسبه�ی�مشتق�تابع�در�این�نقطه�داریم:�

xy :�معادله�ی�خط�مماس x y y( ) =− =− − → − = ⇒ =032 2 2 3 5
2

ابتدا�شرط�صعودی�بودن�تابع�را�بررسی�می�کنیم:  ‌هنیز    21  3
f x x m x m m m( ) ( ) ( )∆≤′ = − + + → + − ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤02 23 2 2 3 4 2 36 0 3 2 3 5 1

mf x x m x( ) ( ) +′′ = − + = ⇒ = 26 2 2 0
3

اکنون�طول�نقطه�ی�عطف�را�محاسبه�می�کنیم:�

. m+− ≤ ≤21 1
3

�خواهیم�داشت� m− ≤ ≤5 حال�از�شرط1

�است�لذا�داریم:  ‌هنیز    22 y=2می�گذرد�پس�مجانب�افقی�تابع،�خط�( , )0 2 باتوجه�به�ضابطه�ی�داده�شده�می�توان�نتیجه�گرفت�که�تابع�از�نقطه�ی  2

x
f x a alim ( )

→∞
= = ⇒ =2 2

f x x bx b b( ) ∆== ⇒ + + = → − = ⇒ =±02 20 2 8 0 64 0 8 �بر�محور�xها�مماس�است،�پس�داریم:� x bxf x
x

( ) + +=
+

2

2
2 8

4
همچنین�تابع

. a b+ =−6 �قابل�قبول�است،�لذا b=−8 �پس�مقدار b<0هاست،�می�توان�نتیجه�گرفت� y با�توجه�به�شکل�چون�نقطه�ی�مماسی�سمت�راست�محور�

�بر�سهمی�بتابد�در�  ‌هنیز    23 F( , )− −5 2
4

با�توجه�به�این�که�خط�هادی�س��همی�عمودی�اس��ت،�پس�س��همی�افقی�اس��ت.�هر�پرتوای�که�از�نقطه�ی�  3

امتداد�محور�تقارن�سهمی�بازتاب�می�یابد،�پس��Fکانون�سهمی�می�باشد.�بنابراین�داریم:

P P( )= − − = ⇒ =13 5 9 92
4 4 2 4

پس�مختصات�رأس�سهمی�برابر�است�با:

S S( , ) ( , )− + − = −5 9 2 1 2
4 4

پس�معادله�ی�این�سهمی�افقی�رو�به�چپ�به�صورت�روبه�رو�است:
y P x y x( ) ( ) ( ) ( )−β =− −α ⇒ + =− −2 24 2 9 1

برای�یافتن�محل�تلاقی�این�سهمی�با�محور�xها،��yرا�برابر�صفر�قرار�می�دهیم:

y x x x( ) −= ⇒ =− − ⇒ − = ⇒ =4 50 4 9 1 1
9 9

ابتدا�معادله�ی�هذلولی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:  ‌هنیز    24  1
y xy y x y x

( )
( )

−
− − = ⇒ − − = ⇒ − =

2 22 2 2 2 25 20 4 0 5 2 4 20 1
4 5

)�Oاست�و�داریم: , )0 2 بنابراین�هذلولی�مورد�نظر�قائم�است�که�مختصات�مرکز�آن�

a b c a b,= = ⇒ = + =2 22 5 3

�OA=2پس�در�مورد�بیضی�داریم: �OF=3و� بنابراین�مطابق�شکل�روبه�رو�
b c a, ,′ ′ ′= = =5 2 3

پس�معادله�ی�بیضی�به�صورت�زیر�است:
x y

x y y x y y
( ) ( )

( )
− −

+ = ⇒ + − + = ⇒ + − =
2 2

2 2 2 20 2 1 9 5 4 4 45 9 5 20 25
5 9

می�توان�نوشت:  ‌هنیز    25  2

dx dx xdx xdx x x
x

x

|cosx|dx cos cos sin sin ( ) ( )
tan

|cos |

ππ π π π
π

π π
= = = − = − = − − − =π

+
∫ ∫ ∫ ∫ ∫2
0 0 0 02

2

1 0 0 1 22
1 01 2
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با�انتگرال�گیری�از�سمت�چپ�تساوی�داریم:  ‌هنیز    26  3

x x x xdx x x dx c x x x x x c
x

( ) ( )− = − = − + = − = − +∫ ∫
7 44 1 7 42 3 3 3 23 3 3 3

3 2
7 4 7 4 7 4 3 3 3

7 4
3 3

. f x x x( )= −2 در�نتیجه�

با�توجه�به�شکل�روبه�رو،�داریم:  ‌هنیز    27  1

ADC D C
D M

D M AMD AD AM
M MMHC M C

C C

SwH#¸Ã¤Iv²H#Á»Iv T¶

ˆˆ: ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆˆˆ:
ˆ ˆ

∆

∆
∆


 + =

 = ⇒ ⇒ = ⇒ ⇒ =  =+ =  
 =

0
2

2
10 1 22 1

1 2

90

90

،�بنابراین�  ‌هنیز    28 A Dˆ ˆ=1 در�ش��کل�مقابل�با�توجه�به�این�که�مثلث��ACDمتساوی�الساقین�است،�  4

�می�باشد.�پس: Â12 �از�مثلث��ACDبرابر� Ĉ1 زاویه�ی�خارجی�

A AA C
ABC A A

C A A A

A A

ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ: ( )ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

∆  + =+ = ⇒ ⇒ + − = 
= + = − =  

⇒ = ⇒ =

00
2 1 0 02 1

2 20 0 0
1 1 1 2

0 0
2 2

4 1802 180
4 78 180

2 180 102 78
3 132 44

�هس��تند.�کوچک�ترین�زاویه�ی�مثلث،� − =
0 0 0180 44 68
2

ب��ا�توجه�ب��ه�این�که�دو�زاویه�ی�دیگر�مثلث��ABCبرابر�

�است. Â = 0
2 44 همان�

محل�تلاقی�امتداد�ساق�های�ذوزنقه�ی��ABCDرا��Mمی�نامیم،�با�توجه�به�قضیه�ی�تالس�در�  ‌هنیز    29  4
مثلث��MDCداریم:

x x x x
AM MB xAB CD yMD MC y y y

y
/

 = ⇒ = + ⇒ = +⇒ = = ⇒
 = ⇒ = + ⇒ =
 +

4 9 4 20 4
4 5 9

49 9 24 4 4 8
6 9



بنابراین�محیط�مثلث��AMBبرابر�است�با:
P x y / /= + + = + + =4 4 4 8 4 12 8

برای�آن�که�اس��توانه�بیش�ترین�حجم�را�داشته�باشد،�می�بایست�مطابق�شکل�روبه�رو،�استوانه�در�  ‌هنیز    30  4
وسط�نیم�کره�قرار�گیرد.�با�توجه�به�قضیه�ی�فیثاغورس�در�مثلث��OABداریم:

OB OA AB OA OA= + ⇒ = + ⇒ = − =2 2 2 2 2 29 6 81 36 45
بنابراین�حجم�این�استوانه�برابر�است�با:

V r h=π =π× × = π2 45 6 270

  پاسخ تشریحی آزمون 114

در�نوزده�دسته�ی�ابتدایی�از�اعداد��1تا��190استفاده�شده�است،�زیرا:�  ‌هنیز    1  1

... ×+ + + = =19 201 2 19 190
2

)�و�مجموع�بیست�جمله�ی�آن�برابر�است�با: , ,..., )191 192 210 پس�دسته�ی�بیستم�عبارت�است�از�

( ... ) ( ... ) × ×+ + + − + + + = − = − = =210 211 190 191 44310 36290 80201 2 210 1 2 190 4010
2 2 2 2 2
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�برس��یم،�کافی�است�آن�را�  ‌هنیز    2 y f x( )= �به�نمودار� y f x( )= −2 برای�این�که�از�نمودار�  4

مطابق�شکل�دو�واحد�به�چپ�منتقل�کنیم:�

�را�تعیین�علامت�می�کنیم.� xf x( ) ،�عبارت� y xf x( )= حال�برای�به�دست�آوردن�دامنه�ی�تابع�

�می�نویسیم:  ‌هنیز    3 020 عبارت�را�بر�حسب�نسبت�های�مثلثاتی�  3

A
sin( ) sin( ) cos sin

cos( ) cos( ) cos sin

− + − − −= =
+ − + − +

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
270 20 720 20 20 20
540 20 90 20 20 20

�تقسیم�می�کنیم: cos 020 سپس�صورت�و�مخرج�را�بر�

A

cos sin
tancos

cos sin tan

cos

− − −− −
− −= = = = =

−− + − + − +

0 0

00

0 0 0

0

20 20 2 71
1 20 720 5 5

2 3 320 20 1 20 1
5 520

�را�محاسبه�کرده�سپس�آن�را�معکوس�می�کنیم:  ‌هنیز    4 A B× ابتدا�ماتریس�  1

A B A B( )
/ /

−−         
× = × = ⇒ × = =         − − × −                  

12 1 3 2 1 0 2 0 1 01
3 2 5 4 1 2 1 1 0 5 0 51 2 0

+α  ‌هنیز    5 + + + = ⇒α= 070 10 80 65 360 135 �αبه�دست�می�آید:� �است،� 0360 با�توجه�به�این�که�مجموع�زوایا�  4
فراوانی�این�دسته��37/5درصد�جامعه�است،�زیرا:�

/× = × =135 3100 100 37 5
360 8

درصد

�نمایش�می�دهیم.�اگر��nتعداد�این�مربع�ها�باشد�داریم:�  ‌هنیز    6 ix2 �و�مساحت�های�آن�ها��را�با� ix اضلاع�مربع�ها�را�با�  2

i
i

i

x
x xn x C

x n x
n

// / / V /

/

∑
= = ∑ σ⇒σ = − = − = ⇒σ= ⇒ = = =

∑ =

2
2 2

2

8
1 265 44 64 1 44 1 2 0 15
8

65 44

یا�باید�یک�مهره�قرمز�و��3مهره�سفید�باشد�یا�یک�مهره�قرمز�و��2مهره�سفید�و�یک�مهره�سیاه،�پس�احتمال�خواسته�شده�برابر�است�با:  ‌هنیز    7  3

P

         
× × ×+          × + × ×         

+ +         = = = = =
× × × × × × 

  × × 
 

2 7 2 7 5
7 6 5 7 62 2 51 3 1 2 1 70 210 10 30 406 2

14 14 13 12 11 7 13 11 13 11 143
4 3 24

�،�استفاده�می�کنیم:  ‌هنیز    8 cot tan cotα− α= α2 2 ابتدا�از�رابطه�ی�  3
x x x x x xtan cot cot cot cot tan−− =− ⇒ =− ⇒ = ⇒ =−12 1 2 2
2 2 2

�را�به�دست�می�آوریم: xtan2 �،� xtan در�مرحله�ی�بعد�با�داشتن�مقدار�
xx
x

( )tantan
tan

× − −= = = =
− −− 2

2 22 4 42
1 4 3 31

�در�دامنه�ی��fقرار�بگیرد.�پس:  ‌هنیز    9 g x( ) ،�دامنه�ی��fogبرابر�است�با�مجموعه�مقادیری�از��xکه� gD = با�توجه�به�این�که�  1

fD x x x x x x x{ | } { |( )( ) }= − + + > = + − < ⇒− < <2 2 0 1 2 0 1 2

x x x
fg x x x( ) D ( ) ( ) − −∈ ⇒− < < ⇒ < ⇒ < ⇒− < ⇒ >2 11 1 11 2 2 2 2 2 1

4 4 2

.( , )− +∞1
2

پس�دامنه�ی��fogبرابر�است�با�
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�داریم:�  ‌هنیز    10 +∞ با�توجه�به�حد�تابع�در�  2

n nx x x

x x x x x xf x n a f x
xax ax

lim ( ) lim lim , ( )
→+∞ →+∞ →+∞

+ − + −= = = ⇒ = =− ⇒ =
− −

2 22 3 1 2 31 6
2 6 6

�را�محاسبه�می�کنیم: x=−1حال�حد�تابع�در�

x x x x

x xx x x x x x x x xf x
x x xx x x

( )
lim ( ) lim lim lim

( ) ( ) ( )→− →− →− →−

++ − − − − + −= × = = =
− + + +− −

2 2 2 2

21 1 1 1

3 12 3 2 3 4 3 1
6 1 24 1 24 1 82 3

�با�هم�برابر�باشند،�پس�داریم:  ‌هنیز    11 x π=
2
باید�حد�چپ�و�راست�و�مقدار�تابع�در�  4

x x t t

x x

t
x tf x
x tt a a

f f x x a a

( ) ( )

( ) ( )

cos ( )
cos sinlim ( ) lim lim lim
cos sincos( )

( ) lim ( ) lim (sin )

− −

+ +

π π→ → → →

π π→ →

π +
= = = =− π − + ⇒ − =− ⇒ =

 π = = − = −



0 02 2

2 2

3
3 32 3

1 3 42
5 1

2

�برابر�است�با:  ‌هنیز    12 [ , / ]+1 1 0 44 آهنگ�متوسط�تغییرات��fدر�فاصله�ی�  4

f f
/

( / ) ( ) /
/ /

−−
= =

−

0 44 01 44 1 51 2
1 44 1 0 44 6

�نیز�برابر�است�با: x=1آهنگ�لحظه�ای�تغییر�تابع�در�

f x x f
x x x x

( ) ( ) ( )′ ′ ′= − = + ⇒ = + =1 1 1 1 11 1
2 22 2

�است. 1
6
اختلاف�این�دو�مقدار�

احتمال�اصابت�فقط�یک�تیر�برابر�است�با:  ‌هنیز    13  2

P

¾§w#·k¶A#»n ¾§w#·k¶A#SzQ#

##
oÃU#5#pH#oÃU#¦Ä#SMI‚H oÃU 3#pH#oÃU#¦Ä#SMI‚H

( ) ( ) ( ) ( )

↓ ↓

    + × += × + × = × × × + × × × = = =      
   

1 4 1 25 31 3 2 1 3 2 1 3 16 1 3 4 24 18 5 24 90 1145 31 12 5 5 2 5 5 2 5 625 2 5 25 625 625 625

�یکی�از�سه�ریشه�ی�حقیقی�متمایز�مثبت�است:�  ‌هنیز    14 x=1�،با�توجه�به�این�که�جمع�ضرایب�برابر�صفر�است  1
� x a x a x x x ax( ) ( ) ( )( )+ − + − − = ⇒ − + + =3 2 21 4 4 0 1 4 0

�دارای�دو�ریشه�ی�مثبت�باشد:� x ax+ + =2 4 0 برای�این�که�معادله�ی�داده�شده�سه�ریشه�ی�حقیقی�متمایز�مثبت�داشته�باشد�باید�معادله�ی�

�
a a a

aa a
IÄ

IÀ¾zÄn#”µ

IÀ¾zÄn#Jo†

]

∆= − > ⇒ > <−
 ⇒ <−=−

=
> ⇒ <


 >

2 16 0 4 4
40

4 0
0

�باید�از�مجموعه� a=−5است�که�این�ریشه�تکراری�است.�به�همین�علت�� x=1همان�� x ax+ + =2 4 0 ،�یکی�از�ریشه�های�مثبت�معادله�ی� a=−5البته�به�ازای�
جواب�حذف�می�شد.�

نمودار�تابع��fبا�توجه�به�ضابطه�ی�آن�به�صورت�روبه�رو�است:  ‌هنیز    15  3
x x

f x x x
x x

( )

 − >


= − + − ≤ ≤
− + <−

7 3
3 5 1 3

7 1

)�صعودی�و�وارون�پذیر�است: , )+∞3 این�تابع�در�فاصله�ی�
fy x x y y x x,
−

= − → = + ⇒ = + >−
1

7 7 7 4

�این�دنباله�نزولی�نخواهد�بود.�پس�با�  ‌هنیز    16 a =1
2
3
این�دنباله�همگرا�به��3اس��ت،�پس�کران�دار�اس��ت.�در�ضمن�با�توجه�به�جمله�ی�اول�یعنی�  2

توجه�به�گزینه�ها�این�دنباله�کران�دار�و�صعودی�است.�
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�است،�برای�یافتن�مدت�زمان�رسیدن�به�جمعیت��60000نفر�باید�معادله�ی�  ‌هنیز    17 i /=2 5
100

�و�نرخ�رشد�برابر� A=50000 جمعیت�ابتدایی�برابر�  4

�را�حل�کنیم: f t( )=60000
t tf t e e t t t  ln / // /( ) / / ln / / / /== ⇒ = ⇒ = ⇒ = → = ⇒ = =12 0180 025 0 025 18060000 50000 60000 1 2 0 025 1 2 0 025 0 18 7 2

25
�نوشته�و�حل�می�کنیم:  ‌هنیز    18 x x xcos cos cos( )=− = π−3 معادله�را�به�صورت�  1

kx k xx k x
x k x x k x k

π π = π+π⇒ = += π+π−  ⇒ = π−π+ π  = π−π⇒ = π−


4 23 2 2 4
3 2 2 2

2

�است.� kπ π+
2 4

�غیرقابل�قبول�است.�پس�جواب�کلی� x k π= π−
2
�،�جواب� xcos ≠0 با�توجه�به�

�پیوسته�نیست�و�فقط�پیوستگی�راست�دارد،�  ‌هنیز    19 x= 2 �بازنویسی�می�کنیم.�این�تابع�در�
x x x

f x
x x x

( )
 − ≥=

− <

3

3
4 2
3 2

تابع�را�به�صورت�  2

بنابراین�صحبت�کردن�در�مورد�مشتق�چپ�بی�معنی�است.�اما�احتمالاً�موردنظر�سؤال�این�بوده�است�که�از�تابع�بالا�به�صورت�زیر�مشتق�بگیریم:�
x x

f x f f
x x

( ) ( ) ( )+ −

 − > ′ ′= ⇒ − = − =−
− <

2

2
3 4 2

2 2 2 3 1
3 3 2

،�به�مشتق�تابع�در�این�  ‌هنیز    20 x=2 )�می�گذرد.�برای�نوشتن�معادله�ی�خط�مماس�در� , )2 0 �از�نقطه�ی� xf x
x x

( ) ln +=
− +2
4 1
2 3

تابع�با�ضابطه�ی�  2

نقطه�نیاز�داریم:
xf x ln x ln x x f x f

x x x
( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −′ ′= + − − + ⇒ = − ⇒ =

+ − +
2

2
1 2 2 2 44 1 2 3 2
2 4 1 92 3

�را�می�نویسیم: m −= 4
9

)�با�شیب� , )2 0 معادله�ی�خط�گذرنده�از�نقطه�ی�

y x y x( )− −− = − ⇒ = +4 4 80 2
9 9 9

�است. 8
9
با�توجه�به�معادله�ی�به�دست�آمده�عرض�از�مبدأ�

تابع�مشتق�که�تابعی�از�درجه�ی�دوم�است�باید�دارای�دو�ریشه�ی�منفی�باشد:  ‌هنیز    21  3

m m m m
cf x x m x m
a

b m m
a

IÀ#½pIM#¥HoT{H

IÄ: ( ) ( )

( ) ( ) :

:


∆> − − > ⇒ − > ⇒ > <−

′ = − − + ⇒ > > → <−

− < − < ⇒ <

2 2

2

0 4 1 64 0 1 16 5 3

2 2 1 8 0 4 0 3

0 1 0 1

.�بنابراین�داریم: bx
a

=−
3

�برابر�است�با� f x ax bx cx d( )= + + +3 2 از�طرفی�طول�نقطه�ی�عطف�در�

mb m mx x
a

<−− − −= = → <− ⇒ <−31 1 2 2
3 2 2

با�توجه�به�این�که�نمودار�تابع�نس��بت�به�مبدأ�مختصات�تقارن�دارد،�تابع�فرد�اس��ت�یعنی�باید�ضریب��xدر�مخرج�کسر�برابر�صفر�باشد.�  ‌هنیز    22  1
،�لذا:� b=0 پس�

xf x
ax

( )=
+2 1

از�طرفی�مخرج�کسر�باید�دارای�دو�ریشه�باشد،�پس��aعددی�منفی�است.

)�کانون�سهمی�است.�بنابراین�سهمی�افقی�و�رو�به�راست�است�و�داریم:�  ‌هنیز    23 / , )−0 9 1 بنابر�اطلاعات�داده�شده�نقطه�ی�  2
� p / ( / ) /= − − =0 9 1 6 2 5

پس�معادله�ی�سهمی�به�صورت�زیر�است:�
� y p x y x y x( ) ( ) ( ) / ( / ) ( )−β = −α ⇒ + = × + ⇒ + = +2 2 24 1 4 2 5 1 6 1 10 16

� x y y y( )= ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ =20 1 16 1 4 3 �یا� y=−5 � برای�یافتن�محل�تلاقی�سهمی�با�محور�yها�کافی�است��xرا�برابر�صفر�قرار�دهیم:��



380 �فصل�هجدهم:�آزمون�های�جامع�کنکوری�

)�افقی�است،�پس�مشتق�در�این�نقطه�برابر�صفر�است،�با�استفاده�از�مشتق�گیری�ضمنی�داریم:�  ‌هنیز    24 , )3 0 خط�مماس�در�نقطه�ی�  3

� x

y

Fdy dy x b b b b
dx F dx y a a

( , )′ + +=− ⇒ =− → =− ⇒ + = ⇒ =−
′ +

3 02 60 6 0 6
8

)�روی�بیضی�قرار�دارند:� , )− −1 2 )�و� , )3 0 ضمناً�دو�نقطه�ی�

� bb c c( , ): =−+ + = → =63 0 9 3 0 9

� b
c

a b c a a( , ): =−
=

− − + × − − + = → − + + = ⇒ =6
91 2 1 4 4 2 0 17 2 6 9 0 16

با�توجه�به�مقادیر��b�،�aو��cمعادله�ی�بیضی�را�به�صورت�استاندارد�می�نویسیم:
� x y y x x y( ) ( )+ + − + = ⇒ − + + =− + +2 2 2 24 16 6 9 0 3 4 2 9 9 16

� x y
a b c a b

( ) ( )
,

− + ′ ′ ′ ′ ′⇒ + = ⇒ = = ⇒ = − = − =
2 2

2 23 2 1 4 2 16 4 12
16 4

خروج�از�مرکز�این�بیضی�برابر�است�با:�

� ce
a
′= = = =
′

12 2 3 3
4 4 2

�داریم:  ‌هنیز    25 cos sin α− α= 21 2
2
با�استفاده�از�اتحاد�  4

x x x xx dx dx dx dx( cos ) sin |sin | sin cos ( )
ππ π π π

− = = = =− = − − =∫ ∫ ∫ ∫
22 2 2 22

0 0 0 0 0
2 1 4 2 2 4 4 4 8

2 2 2 2

ابتدا�انتگرال�نامعین�را�محاسبه�می�کنیم:  ‌هنیز    26  3

x dx x x dx x x c x x c f x x
x

( ) ( ) ( )
−

− = − = − + = − + ⇒ = −∫ ∫
5 1 8 2 22 2 23 3 3 3 3

3
4 1 3 3 34 1 1

2 2 2

با�توجه�به�شکل�روبه�رو�در�مثلث�متساوی�الساقین��BCDداریم:�  ‌هنیز    27  1
� B D C+ + = ⇒α+α+ + = ⇒ α= ⇒α=0 0 0 0 0 0180 24 90 180 2 66 33

با�توجه�به�ش��کل�روبه�رو،�مثلث�های��ACD�،�ABCو��BCDمتساوی�الساقین�هستند.�  ‌هنیز    28  4
�زاویه�ی�خارجی�است،�پس:� B1 �،BCDدر�مثلث�

�
C D B C

B C D B D C D
ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= =
= + → = → =2 1 1

1 2 1 12 2
ضمناً�در�مثلث��ACDداریم:�

�
A D

ACD A C C D A D D D A A
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ:
=

+ + + = ⇒ + + + = → = ⇒ =0 0 0 0
1 2 180 2 180 5 180 36

طبق�قضیه�ی�تالس�در�دو�مثلث��OBDو��ODEداریم:�  ‌هنیز    29  1

��
OA OCAC BD OA OBOB OD OE OE BE BE
OB OC OB OE OEBC DE
OE OD

 ⇒ = +⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ + = ⇒ = =
+ ⇒ =



3 3 5 64 64 40 13 64 8 13
3 5 3 3 3 3





قطر�مکعب�مستطیل�محاط�با�قطر�کره�برابر�است،�پس�داریم:�  ‌هنیز    30  4

r r S r ( )= + + ⇒ = = ⇒ = π = π× = π× = π2 2 2 2 250 5 2 5 2 252 3 4 5 4 4 4 50
2 2 2 2


