
)1(

عبارت مورد نظر را A می نامیم. در این صورت 2061  4
A a b ab a b ab a b a b

a b a b

( ) ( ) (( ) ) (( ) )

((( )( )) )

= + − + + = − +

= − +

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
 

 A a b a a b b(( ) ) ( )= − = − +2 2 2 2 4 2 2 4 22 از اتحاد مزدوج استفاده می کنیم. 
اکنون توجه کنید که

a b

a b

     ( ) , ( )

( ) ( )

( )( )

= − = − = + = +

= − × + = − × +

= − + = − =

4 44 4 4 4

4 42 2 2 2

6 2 6 2 6 2 6 2

6 2 6 2 6 2 6 2

6 2 6 2 6 4 2

 

Aبنابراین a a b b( ) ( )

( ) ( ) ( )

= − + = − − + +

= − = − = + −

4 2 2 4 2 2

2 2

2 6 2 2 2 6 2

2 6 2 2 4 6 2 4 6 2 2 12
 

A ( ) ( )= − = −4 8 4 3 16 2 3 ، پس  =12 2 3 چون 

. در این ص�ورت معادلۀ مورد نظر به ش�کل  2062 x t=3 ف�رض می کنی�م   4
t tt t t t t

t t
( )( ) ( )( )+ ++ + − = ⇒ − =

4 22 2 2
2 2
1 11 1 2 1 2 مقابل در می آید: 

t2 ضرب می کنیم برای اینکه معادله را ساده کنیم، دو طرف آن را در 

t t t t( )( )+ + − =4 2 2 31 1 2  
اکن�ون توج�ه کنید که می توانیم س�مت چپ معادله را به کمک اتحاد چاق و لاغر س�اده 

t t t t( ) ( ) ( )− = ⇒ − − = ∗2 3 3 3 3 2 31 2 2 1 0 کنیم 

، که  x x− − =2 2 1 0 ) می ش�ود  )∗ ، در نتیج�ه معادل�ۀ  x t= 3 ، پ�س  x t=3 چ�ون 

. ( )−
− =

2 2
1

مجموع جواب های آن برابر است با 

x2 جواب ه�ای معادل�ۀ  2063 x1 و  روش اول: توج�ه کنی�د ک�ه چ�ون   1

اکن�ون می توانی�م   . x x =−1 2 5 و   x x+ =−1 2 1 x هس�تند، پ�س  x+ − =2 5 0

مجموع جواب های معادلۀ  جدید را به صورت زیر حساب کنیم:
x x

S S
x x x x

¥oTz¶ Zoh¶ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

+ + +
= + → =

+ + + +

3 3
1 2

3 3 3 3
1 2 1 2

1 11 1
1 1 1 1

a اس�تفاده می کنی�م و ص�ورت کس�ر را  b a b ab a b( ) ( )+ = + − +3 3 3 3 از اتح�اد 
به صورت زیر می نویسیم:

 

x x x x x x
S

x x

x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )( )

(( )( ))

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

+ + + − + + + + +
=

+ +

+ + − + + + + +
=

+ + +

− + − − − + − + − −
= = =−

− − + −

3
1 2 1 2 1 2

3
1 2

3
1 2 1 2 1 2 1 2

3
1 2 1 2

3

3 3

1 1 3 1 1 1 1
1 1

2 3 1 2
1

1 2 3 1 5 1 1 2 1 3 5 1 16
1251 5 1 5

  

همچنین حاصل ضرب جواب های معادلۀ جدید به صورت زیر به دست می آید:

P
x x x x

x x x x

( ) ( ) (( )( ))

( ) ( )

= × =
+ + + +

= = =−
+ + + − − +

3 3 3
1 2 1 2

3 3
1 2 1 2

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
1251 1 5 1

 

x است، که اگر دو طرف آن  x  + − =2 16 1 0
125 125

بنابراین معادلۀ  مورد نظر به صورت 

. x x+ − =2125 16 1 0 را در 125 ضرب کنیم، می شود 
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روش دوم: توجه کنید که

  x x x x
S

x xx x
( ) ( )

( ) ( )

+
= + = + = + =

+ ++ +

3 3 3 3
3 3 1 2 1 2

3 3 1 21 2

1 1 1 1
1 1 125 125 1251 1

چ�ون  می کنی�م.  اس�تفاده   a b a b ab a b( ) ( )+ = + − +3 3 3 3 اتح�اد  از  اکن�ون 

، پس x x =−1 2 5 x و  x+ =−1 2 1

x x x x x x
S

( ) ( ) ( ) ( )( )+ − + − − − −
= = =−

3 3
1 2 1 2 1 23 1 3 5 1 16

125 125 125
 

از طرف دیگر، 

 x x x x
P

x xx x

( )
( ) ( )

( ) ( )
= × = × = × =

+ ++ + ×

3 3 3
3 3 1 2 1 2

3 3 3 3 3 31 21 2

1 1 1 1
1 11 1 5 5 5 5

. در نتیج�ه معادلۀ مورد  P=− 1
125

، یعنی  P ( )−
=

×

3

3 3
5

5 5
، پ�س  x x =−1 2 5 چ�ون 

x اس�ت، که اگر دو ط�رف آن را در 125 ضرب  x+ − =2 16 1 0
125 125

نظ�ر به صورت 

. x x+ − =2125 16 1 0 کنیم، می شود 

روش اول: ابتدا توجه کنید که 2064  4

f( ) cos cos cos cos

cos cos cos cos

cos ( ) ( ) ( ) cos

π π π π π=

π π π π=

π π= − =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 6 12 2416
36 36 36 36 36

216
12 6 3 3

3 1 1 316
12 2 2 2 4 12

 

مثلثات�ی  اتح�اد  از  کنی�م،  حس�اب  را   cos π2
12

مق�دار  اینک�ه  ب�رای  اکن�ون 

cos استفاده می کنیم. بنابراین ( cos )α= + α2 1 1 2
2

f( ) ( cos ) ( ) ( )π π + += × + = + = =3 1 2 3 3 3 2 3 6 3 31 1
36 4 2 12 8 2 8 2 16

 

روش دوم: عبارت داده شده را به صورت زیر می نویسیم:
f x x x x x( ) (cos cos cos cos )= 216 3 6 12 24  

xsin ضرب و تقسیم می کنیم 3 اکنون عبارت داخل پرانتز را در 
x x x x xf x

x
sin cos cos cos cos( ) ( )

sin
= 23 3 6 12 2416

3
 

می آی�د  به دس�ت   sin cos sinα α= α1 2
2

مثلثات�ی  اتح�اد  از 

، در نتیجه x x xsin cos sin=13 3 6
2

x x x x
f x

x

sin cos cos cos
( ) ( )

sin
= 2

1 6 6 12 24
216

3
 

، پس x x xsin cos sin=16 6 12
2

به طور مشابه 

x x x
f x

x

sin cos cos
( ) ( )

sin

×
= 2

1 1 12 12 24
2 216

3
 

به طور مشابه با انجام دو مرحلۀ دیگر عبارت را به ساده ترین صورت می نویسیم.

 

x x
f x

x

x
x

x x

sin cos
( ) ( )

sin

sin
sin( )

sin sin

× ×
=

× × ×
= =

2

22
2

1 1 1 24 24
2 2 216

3
1 1 1 1 48 482 2 2 216

3 16 3
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)2(

بنابراین 

   
                  

   

f

f

 

sin( ) sin

sin cos

sin sin sin ( )
( )

sin sin sin

( sin ) sin ( )
( )

( )( cos ) ( cos ) ( )

π+α = − α

α = − α

π π ππ+
π = = = →

π π π

π π−
π = = = =

π π −− − −

2

2 2 2

2 1 22 2 2

2 2 2

48 4
36 3 3

36 316 16 16
36 12 12

3 3
3 3 2 4

36 2 3 4 2 38 1 8 1 8 112 6 2

 

2+ ضرب می کنیم 3 ، یعنی  −2 3 در نهایت صورت و مخرج را در مزدوج 

f ( )
( )

( )( )

+π + += × = =
−− +

3 2 33 2 3 6 3 3
36 16 4 3 1616 2 3 2 3

 

f را به شکل زیر ساده می کنیم: x( ) روش سوم: عبارت 

  f x x x x x

x x x x

( ) ( cos )( cos )( cos )( cos )

( cos )( cos )( cos )( cos )

=

= + + + +

2 2 2 22 3 2 6 2 12 2 24

1 6 1 12 1 24 1 48
 

بنابراین 

f

  

( ) ( cos )( cos )( cos )( cos )

( cos )( cos )( cos )( cos )

( )( )( )( )

π π π π π= + + + +

π π π π= + + + +

+ += + + − − = × × × =

6 12 24 481 1 1 1
36 36 36 36 36

2 41 1 1 1
6 3 3 3

3 1 1 1 2 3 3 1 1 6 3 31 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 16

روش اول:  2065  2

     cos( ) sin , cos( ) cosπα− = α α+π =− α2 2
2

توجه کنید که  

cosα و  .اکن�ون مقادیر  sin cos
cot
α− α

α
2

2
بنابرای�ن عبارت مورد نظر برابر اس�ت با 

sin را حساب می کنیم. می توان نوشت  α2
tan

tan cos
cos cos

α=
+ α= → + = ⇒ α=

α α

3
2 24

2 2
1 9 1 161 1

16 25
، یعن�ی  cosα<0 α در ناحی�ۀ س�وم مثلثات�ی اس�ت، پ�س  چ�ون انته�ای کم�ان 

. از طرف دیگر، cosα=− 4
5

 
 

  

( )
tansin
tan

tan coscos , cot
sintan

αα= = =
+ α +

−
− α αα= = = α= = =

α+ α +

2

2

2

322 2442
9 251 1
16
9 711 7 2 716 252 2
9 25 2 24 241 1
16 25

sin cos
cot

+
α− α = =

α

24 4
2 105625 5

2 7 175
24

در نتیجه، عبارت مورد نظر برابر است با 

tan
sin tantantan
cos tan tan

tan

α
α α+ αα= = =
α − α − α

+ α

2

2 2

2

2
2 212
2 1 1

1

روش دوم: ابتدا توجه کنید که 

بنابراین عبارت داده شده را می توان این طور نوشت

cos( ) cos( )
sin cos

cot cot
tan ( sin cos cos )

sin ( sin )tan cos ( sin )
tan tan

πα− + α+π
α− α=

α α
= α α α− α

α α−α= × α α− =
− α − α2 2

2 22
2 2

2 2

2 2 12 2 1
1 1

sinα را به دست می آوریم اکنون مقدار 

 

  

  

tan sin
sin tan

+ α= ⇒ α= − = −
− α + α +

= − = − =

2 2
2 2

1 1 11 1 1
91 1 1
16

1 16 91 1
25 25 25
16

 

. در نتیجه  sinα=− 3
5

α در ناحیۀ س�وم مثلثاتی اس�ت، پ�س  چ�ون انته�ای کمان 

عبارت مورد نظر می شود

( )( ( ) ) ( )− − − − − − ×
= = =

−

3 3 6 6 6 112 2 1 1 10565 5 5 5 5 5
9 7 7 1751
16 16 16

می توان نوشت 2066  3

x x x  x x x

x x x x x

x x x k k

kx x k x k

  

  

cos sin cos cos sin cos

sin sin cos sin ( cos )

sin sin ,

( )
cos ( ) ,

− = ⇒ − + =

+ = ⇒ + =

 = ⇒ = ⇒ = π ∈

 + π
 =− ⇒ = + π⇒ = ∈






2 2 2 2

2 2 2

2

3 1 1 3 0

3 0 1 3 0

0 0

2 13 1 3 2 1
3

 

] را پیدا کنیم، جدول زیر را تشکیل می دهیم: , ]π0 2 برای اینکه جواب های در بازۀ 

3210k

π3π2π0kπ

π7
3

π5
3

ππ
3

k( )+ π2 1
3

π2 هس�تند،  π5 و 
3

 ، π  ، π
3

از این جدول معلوم می ش�ود که جواب های مورد نظر 0، 

که تعداد آن ها پنج تاست.

روش اول:  2067  1

و   g x x x( ) log ( )= − −2
4 2 آن  در  ک�ه   g xf x

h x
( )

( )
( )

= ک�ه  کنی�د  توج�ه 

. برای پیدا کردن دامنۀ تابع f ، دامنۀ تابع های g و h را به دس�ت  h x x( )= − +2 1 1

h را از آن  x( )=0 می آوری�م، از آن ه�ا اش�تراک می گیری�م و در آخر جواب های معادل�ۀ 
حذف می کنیم، یعنی

f g h hD D D x  x D h x( ) { | , ( ) }= − ∈ = 0  

x را حل کنیم: x− − >2 2 0 برای پیدا کردن دامنۀ  تابع g باید نامعادلۀ 

x x x x x x¥oTz¶ ¾â ±µ] jIdUH

 IÄ ( )( )− − > → − + > ⇒ <− >2 2 0 2 1 0 1 2

. از ط�رف دیگ�ر، برای پیدا ک�ردن دامنۀ تاب�ع h باید  gD ( , ) ( , )= −∞ − +∞1 2 پ�س 

x x x x IÄ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ≤−2 21 0 1 1 1 x را حل کنیم:  − ≥2 1 نامعادلۀ 0
h جواب ندارد، زیرا  x( )=0 . توجه کنید که معادلۀ  hD  ( , ] [ , )= −∞ − +∞1 1 پس 

x همواره مثبت است. بنابراین − +2 1 1

fD  (( , ) ( , )) (( , ] [ , ))

( , ) ( , )

= −∞ − +∞ −∞ − +∞

= −∞ − +∞

  



1 2 1 1

1 2
 



)3(

روش دوم: توجه کنید که عدد 3 در دامنۀ تابع f است، زیرا

f
log ( ) log

( )
− −

= = =
− + + +

4 49 3 2 4 13
9 1 1 8 1 2 2 1

 

پس گزینه های )2( و )4( حذف می شوند، زیرا عدد 3 عضو آن ها نیست. از طرف دیگر، 
چون عدد 2 عضو مجموعۀ گزینۀ )1( نیس�ت، ولی عضو مجموعۀ گزینۀ )3( است، پس 

کافی است ببینیم 2 در دامنۀ  تابع f هست یا خیر. توجه کنید که 

f
log ( ) log

( )
− −

= =
− + +

4 44 2 2 0
2

4 1 1 3 1
 

log4 تعریف نش�ده است، پس عدد 2 در دامنۀ تابع f نیست، یعنی گزینۀ  )3(  0 چون 

نیز حذف می شود. بنابراین گزینۀ  )1( دامنۀ تابع f است. 

روش اول: توجه کنید که   2068  2

x x×− ≤ < →− ≤ <31 1 3 33
2 2 2 2

 

بنابراین

x
x f x

x

x
x f x

x

x
x f x

x

x
x f x

x

[ ]
( ) | |

[ ]
( ) | |

[ ]
( ) | |

[ ]
( ) | |

 =−
− ≤ <− ⇒ ⇒ = − − =
− ≤ <−

 =−
− ≤ < ⇒ ⇒ = − − =
− ≤ <

 =
≤ < ⇒ ⇒ = − =−
≤ <

 =
≤ < ⇒ ⇒ = − =

≤ <

3 2
3 3 1 2 2 1 31 12

2 3
3 1

1 3 0 2 1 1 11 0
3

3 0
0 3 1 2 0 1 110

3
3 1

31 3 21 1 11 12
3 2

 

در نتیجه نمودار تابع f به صورت زیر است:

. در نتیجه x[ ]=−3 ، پس 1 x −→3 0 ، آن گاه  x −→0 روش دوم: توجه کنید که اگر 

x  x  
f x xlim ( ) lim ( |[ ]| ) | |

− −→ →
= − = − − =

0 0
2 3 1 2 1 1 1  

. در نتیجه x[ ]=3 0 ، پس  x +→3 0 ، آن گاه  x +→0 همچنین اگر 

x  x  
f x xlim ( ) lim ( |[ ]| ) | |

+ +→ →
= − = − =−

0 0
2 3 1 2 0 1 1

فقط گزینۀ  )2( این شرایط را دارد.

روش اول: 2069  4
y x

x y y

 =


= + − −

22

3 3
نقطۀ برخورد منحنی ها جواب دستگاه مقابل است:

 : y2 x2 قرار می دهیم  دو طرف معادلۀ دوم را به توان دو می رسانیم و به جای 
x y y y y y y y

y y y y y y

( ) ( )( )= + − − ⇒ = + + − − + −

= − − ⇒− − = ⇒ − = ⇒ =±

2 2

2 2 2

3 3 2 3 3 2 3 3

2 2 2 9 2 9 0 9 0 3

y=3 قبول است. در نتیجه  ، پس فقط  y x= ≥22 0 توجه کنید که چون 
x y y= + − − = − =3 3 6 0 6

) است، که فاصله اش از مبدأ برابر است با , )6 3 بنابراین نقطۀ برخورد منحنی ها 

( ) + = + =2 26 3 6 9 15  

، متوجه می ش�ویم که  x y y= + − −3 3 روش دوم: ب�ا توج�ه به ضابطۀ منحنی 

، برای هر دو به دست می آید  y=3 . اکنون اگر در ضابطه های داده شده قرار دهیم  y≥3

) نقطۀ تلاقی دو منحنی اس�ت که فاصلۀ آن از مبدأ مختصات  , )6 3 ، یعنی  x= 6

. ( ) + =2 26 3 15 برابر است با 

x−22 فاکتور می گیریم: 2070 x3 و در مخرج از  در صورت از   2
x x

x x

x x x
x x

x x

( )

( )

( ) ( )

− −

− −
−

− −

+ + + + + ×= ⇒ =
+ + + + + ×

× × × = ⇒ = ⇒ = =
× ×

− = ⇒ =

2 3 4 5

2 2 3 4 5 2

2 2 2 0
2 2

3 1 3 3 3 3 3 3 36452 52
2 1 2 2 2 2 2 2 63
3 9 52 7 3 3 352 1 1

2 22 9 7 2
2 0 2

 

توجه کنید که 2071  3

 x    x y y
SwHn ¾M |sin( )||sin |

π π−
= → =2 22 2  

، پس x  xsin( ) cosπ− =−
2

توجه کنید که 

   x  x  x y y
¸ÃÄIQ ¾M 

| cos | |cos | |cos |−= = → = −
3
2 32 2 2

2
 

، باید تعداد  [ , ]π0 برای پیدا کردن تعداد نقاط برخورد نمودار تابع بالا با محور x در فاصلۀ 

x |cos  را در این فاصل�ه پیدا کنیم. اکنون با اس�تفاده از  |− =32 0
2

جواب ه�ای معادل�ۀ 

تعریف تابع لگاریتم داریم 

 x  x    x  |cos | |cos | |cos | log− = ⇒ = ⇒ = 2
3 3 32 0 2
2 2 2

 

. اکنون تعداد نقاط  log< <2
30 1
2

، پس  log log log< <2 2 2
31 2
2

توج�ه کنید که 

] از روی شکل  , ]π0 y را روی بازۀ    x|cos |= y و نمودار تابع  log= 2
3
2

برخورد خط 

زیر پیدا می کنیم، که دوتاست.

. بنابرای�ن از  2072 y x
a

log=1 ، آن گاه  xa ylog= اگ�ر ف�رض کنی�م   1

تساوی داده شده به دست می آید
aa a a a a

a
( ) ×− = → − = ⇒ − − =2 212 1 2 2 0  

به کمک اتحاد جملۀ مشترک عبارت بالا را تجزیه می کنیم
 a a a  a( )( ) ,+ − = ⇒ =− =1 2 0 1 2  

a=2 قابل قبول است، پس ، در نتیجه فقط  xa ylog= >0 ، پس  x y, >1 چون 

x y y xlog = ⇒ = 22  
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)4(

x را در پرانتز ضرب می کنیم و حد می گیریم. 2073 عبارت   4

x  

x  

x     
x x x x

x x x x    
x x x x

lim ( )

lim ( )

→+∞

→+∞

+ − −
+ +

= + − − = + − − =
+ +

2 2

2 2

1 1 1 1
1 1

1 1 0 0 2
1 1

 

روش اول:  2074  1

پ�س   ، xsin −→2 1 نتیج�ه  در  و   xsin
−

→1
2

آن گاه   ، x
−

π→
6

اگ�ر 

x  

xlim [ sin ]
−π→

− =−

6

2 1 1 ، یعنی   x[ sin ]− =−2 1 1 . بنابراین  xsin −− →2 1 0

روش دوم: 
 ، k چ�ون ب�ه ازای ه�ر x  و ه�ر ع�دد صحیح 
پ�س   ، x k x k[ ] [ ]+ = +

ب�ه  اکن�ون   . x x[ sin ] [ sin ]− = −2 1 2 1

y در شکل مقابل توجه  xsin=2 نمودار تابع 
کنید. از روی این نمودار معلوم می شود که 

x x xsin [ sin ]
−

π→ ⇒ < < ⇒ =0 2 1 2 0
6

x  x  

xlim ([ sin ] ) lim ( )
− −π π→ →

− = − =−

6 6

2 1 0 1 1 بنابراین 

روش اول:  2075  3
ابتدا توجه کنید که برای به دست آوردن ضابطۀ تابع وارون، x را برحسب y به دست می آوریم

f x y x y x

y x x y

»j ·H¼U ¾M( )

( ) ( )

= = + − ⇒ − = − →

− = − ⇒ = − +2 2

2 1 2 1

2 1 2 1
 

. اگر این نمودار را 2 واحد در جهت مثبت محور x و سپس  f x x( ) ( )− = − +1 22 بنابراین 1

g به دست  x f x( ) ( )−= − −1 2 3 3 واحد در جهت منفی محور y انتقال دهیم، نمودار تابع 

g f f( ) ( ) ( ) ( )− −= − − = − = − + − =−1 1 24 4 2 3 2 3 2 2 1 3 2 می آید. بنابراین 

y نمودار تابع  x= f نسبت به خط  x x( )= + −2 1 روش دوم:  قرینۀ نمودار تابع 
g و از تعریف  a( )=4 . قرار می دهیم  g x f x( ) ( )−= − −1 2 3 f اس�ت. بنابراین  −1

تابع معکوس استفاده می کنیم. در نتیجه 

g f a f a

f a

·»nH» ÍMIU þÄo÷U

( ) ( ) ( )

( )

− −= − = ⇒ = + →

+ =

1 14 2 3 2 3

3 2
 

a a a+ + − = ⇒ + = ⇒ =−2 3 1 2 2 0 2 پس 

2076  3
f x

gof x g f x f x

f x

( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )

 >
= = =

− <

1 0

0 0

1 0

توجه کنید که 

به صورت زیر است: f x( ) از طرف دیگر، جدول تعیین علامت 
x

x

−∞ − +∞

− − + −2

1 1

1 0 0

x  

gof x x

x  

( , )

( )( )

( , ) ( , )

 ∈ −
= =±

− ∈ −∞ − +∞ 

1 1 1

0 1

1 1 1

بنابراین 

x=±1 ناپیوسته است. پس نمودار تابع gof به صورت زیر است، که در نقاط 

توجه کنید که 2077  2
x x x

xf x
x x x x

x
    

( )

( )
( )

,

 −
≥

 −=
− − ≤ ≠± −

2 2
2

2

2 2
2

2

4 4
1

4 4 1
1

 

، آن گاه x x x xg x
x x

( )
( )

− −= =
− −

2 2 4 2

2 2
4 4

1 1
از طرف دیگر، اگر 

x x x x x x x xg x
x x

( )( ) ( )( ) (( ) )
( )

( ) ( )

− − − − − +′ = =
− −

3 2 4 2 2 2

2 2 2 2
4 8 1 2 4 2 1 3

1 1

g x x x
f x

g x x x

 IÄ 

     

( )
( )

( ) ,

′ > <−′ =
′− − < < ≠±

2 2

2 2 1
بنابراین  

2− مشتق پذیر نیست، زیرا این عددها ریشه های  توجه کنید که تابع f در نقطه های 2 و 
سادۀ عبارت داخل قدرمطلق هستند. همچنین، 

f x g x x( ) ( )′ ′= ⇒ = ⇒ =0 0 0

2− و صفر هس�تند، که مطابق جدول زیر هر س�ه  پس نقاط بحرانی تابع f نقطه های 2، 
: x( )≠±1 طول نقاط اکسترمم نسبی تابع f هستند 

x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + − +

2 0 2

0

2078  x x( , )2 f به صورت  x x( )= 2 اگر مختصات نقطۀ A واقع بر سهمی   3
، یعنی قرینۀ A نسبت به نیمساز نواحی اول و سوم، به صورت  A′ باشد، مختصات نقطۀ 

x است. بنابراین x( , )2

AA x x x x x x x x

x

( ) ( ) ( ) | |

|( ) |

′= − + − = − = −

= − −

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

1 12
2 4

 

از ط�رف دیگ�ر، چون ط�ول نقطۀ A بین دو ط�ول متوالی از محل برخ�ورد تابع f با خط 
)  قرار دارد، پس باید  , )1 1 )  و  , )0 0 (، یعنی نقاط  y x= نیمساز نواحی اول و سوم )خط 
)  پی�دا کنی�م. ب�رای پی�دا ک�ردن ماکزیم�م تاب�ع  , )0 1 ′AA را در ب�ازۀ  ماکزیم�م 

) از روش رسم نمودار تابع استفاده می کنیم. , )01 y در بازۀ   x x| |= −2

x=1 به دس�ت می آید، که برابر 
2

) به ازای  , )01 ′AA در بازۀ  بنابراین بیش�ترین مق�دار 

AA  | |′= − = × =1 1 1 22 2
4 2 4 4

می شود با  

ابتدا توجه کنید که 2079  4

fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′=3 3 3
8 8 8

 



)5(

 g f( ) ( )′ ′3 2
8

. پس باید مقدار  g( )
( )

= = =
− −2 33

3 1 1 2
8 3 91 1

88

توجه کنید که 

g را به سادگی می توان حساب کرد ( )′ 3
8

را حساب کنیم. مقدار 

   

 

 

g x x g x x x

x x

g

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )

( ) ( )( )

− − −

−

−

′= − ⇒ = − −

=− −

′ =− − =−

1 1 12 23 3

4
2 3

4
3

11 2 1
3

2 1
3

3 2 3 9 1 8 2
3 88 8

 

x=2 پیدا می کنیم.  f ابتدا ضابطۀ تابع f را در یک همسایگی نقطۀ  ( )′ 2 برای پیدا کردن مقدار 

x x x x[ ]→ ⇒ → ⇒ < + < ⇒ + =2 2 21 12 4 4 5 4
2 2

توجه کنید که

f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′= + = + ⇒ = ⇒ =2 24 1 16 1 32 2 64 در نتیجه 

fog( ) ( ) ( )( ) ( )′ = − = −3 8 2 64 4 128 2
8

بنابراین  

. از طرف دیگر، 2080 g x a( )′′ =2 g و  x ax b( )′ = +2 توجه کنید که   3

g x x k g x x k
f x f x

g x x k g x x k

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′≥ ≥  ′= ⇒ = 
′ ′′< <  

 

x مشتق پذیر است، پس k= چون تابع f در نقطۀ 
g k g k ak bk c ak b

g k g k ak b a b a ak

( ) ( )

( ) ( )

′= ⇒ + + = +

′ ′′= ⇒ + = ⇒ = −

2 2

2 2 2 2
 

b می توان نتیجه گرفت    c a+ = b و شرط  a ak= −2 2 اکنون از تساوی 

a

aak bk a b a ak a ak k a ak a

a k k k k a k k

k k k k k k¥oTz¶ â¾±µ] jIdUH

 

( ) ( )

( )

( )( ) ,

≠

+ + − = ⇒ + − + − − =

+ − + − + = →− + − =

− + = → − − = ⇒ = =

2 2

02 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 4 1 2

4 3 0 1 3 0 1 3

پس بیشترین مقدار k برابر با 3 است.

ش�کل  مقاب�ل را ببینی�د. مس�احت  2081  2
. از طرف  S rh= π2 جانبی اس�توانه برابر اس�ت ب�ا 

دیگر، بنابر قضیۀ  فیثاغورس،

h hr r

hr

( ) ( )+ = ⇒ = −

= −

22 2 2 2

2

4 2 32
2 4

32
4

 

h hhS h h h( )−
= π − × = π =π − +

2 22 4 21282 32 2 128
4 4

 

h ماکزیمم باشد. توجه کنید که  h− +4 2128 برای اینکه S ماکزیمم باشد، باید 

y h h y h h

y h h h( )

′=− + ⇒ =− +

′= ⇒− − = ⇒ =

4 2 3

2 2

128 4 256

0 4 64 0 64
 

h به دست می آید، که برابر است با  =2 64 بنابراین ماکزیمم S به ازای 

S=π − + × = π264 128 64 64  

فرض می کنیم A پیش�امد این باشد که دانش آموز در امتحان اول قبول  2082  3
ش�ود و B پیش�امد این باش�د که دانش آموز در امتحان دوم قبول ش�ود. در این صورت 
حس�اب  را   P A B( | ) می خواهی�م   . P A B( ) /= 0 85 و   P A P B( ) ( ) /= =0 9

کنیم. توجه کنید که طبق فرمول احتمال شرطی می توان نوشت
P A BP A B

P B
( ) /( | )

( ) /
= = = =

 0 85 85 17
0 9 90 18

 

پ�س 2083 هس�تند،  مثب�ت   c و   b  ، a چ�ون  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   3
، بنابرای�ن معادل�ۀ مورد نظر هم�واره جواب دارد.  b a c b ac( )∆= − − = + >2 24 4 0

اکن�ون توجه کنید که چ�ون مجموع جواب های هر معادله از حاصل ضرب آن ها دو واحد 
بیشتر است، پس

ab c b c a c b a
a a

 nj ¸ÃÎoö Joò− =− + →− =− + ⇒ − =2 2 2  

a2 عددی زوج اس�ت، پس b و c یا هر دو زوج هس�تند یا هر دو فرد.  همچنین  چون 
،  اعداد   { , , , }1 2 9 . توج�ه کنید که در مجموعۀ  c b> ، پس  c b a− = >2 0 چ�ون 

 طریق می توانیم انتخاب کنیم 
 
 
 
 

4

2
، 6 و 8 زوج هس�تند. پس دو عدد زوج را به  4  ،2

)ک�ه ع�دد بزرگ تر را c و عدد کوچک ت�ر را b در نظر می گیری�م(. همین طور،  در مجموعۀ 

 
 
 
 
 

5

2
، 7 و 9 فرد هس�تند. پ�س دو عدد فرد را به  5  ، 3  ،1 }  عدده�ای  , , , }1 2 9

طری�ق می توانی�م انتخاب کنیم )که باز هم عدد بزرگ ت�ر را c و عدد کوچک تر را b در نظر 
می گیریم(. با معلوم شدن b و c ، عدد a  نیز به طور خودکار معلوم می شود. بنابراین طبق 
   
   + = + =
   
   

4 5
6 10 16

2 2
اصل جمع، پاسخ مسئله برابر است با  

روش اول: دانش آموزان باید یکی در میان بنش�ینند.ابتدا، مثلًا، چهار  2084  1
) حالت  )!− =4 1 6 دانش آم�وز پای�ۀ یازده�م را دور می�ز  گرد می نش�انیم. این کار ب�ه 
امکان پذی�ر اس�ت. اکنون چه�ار صندلی خالی بی�ن آن ها داریم که چه�ار دانش آموز پایۀ 
4! حالت می توانند روی آن ها بنش�ینند. بنابراین طبق اصل ضرب، پاس�خ  دوازدهم به 

. !× =6 4 144 مسئله برابر است با 
روش دوم: ابت�دا ف�رض کنی�د این دانش آم�وزان بخواهن�د در یک ردی�ف کنار هم و 
به صورت یکی در میان بنش�ینند. در این صورت طبق تعمیم اصل ضرب، تعداد راه های 
. اکنون اگر این دانش آموزان دور یک میز گرد  ! !× ×2 4 4 قرار گرفتن آن ها برابر است با 
ق�رار بگیرن�د، چون نفرات ابت�دا و انتها برای آن ه�ا معنی ندارد، پس تع�داد راه های قرار 

1 برابر حالت قبل خواهد بود. در نتیجه پاسخ مسئله برابر است با  
8

گرفتن آن ها 

! !× × × =1 2 4 4 144
8

تع�داد کل عضوه�ای زیرمجموع�ۀ مورد نظ�ر، یعنی S ب�ه این صورت   2085  1
به دس�ت می آید. واضح اس�ت که تعداد اعداد طبیعی یک رقمی که با ارقام 1 تا 5 می توان 
ساخت، 5 تاست. برای به دست آوردن تعداد اعداد دورقمی )بدون تکرار ارقام( دو جایگاه 
 در نظ�ر می گیریم. برای جای�گاه دهگان 5 انتخاب 

·I«Àj ·I§Ä

  ی�کان و ده�گان به صورت 

)هری�ک از ارق�ام 1 تا 5( و برای جایگاه یکان 4 انتخاب وجود دارد. توجه کنید رقمی را که 
برای دهگان انتخاب ش�د، برای یکان نمی توان انتخاب کرد. در نتیجه بنابر اصل ضرب، 
5× اس�ت. برای به دس�ت آوردن تعداد  4 تعداد اعداد دورقمی با ش�رایط مورد نظر برابر 
 را در نظر می گیریم که برای جایگاه اول 5 انتخاب،  اعداد س�ه رقمی س�ه جایگاه 
ب�رای جای�گاه دوم 4 انتخاب )عدد جایگاه اول را نمی توانی�م انتخاب کنیم( و برای جایگاه 
س�وم 3 انتخاب )عددهای جایگاه های اول و دوم را نمی توانیم انتخاب کنیم( وجود دارد. 
پ�س بناب�ر تعمیم اصل ضرب، تعداد اعداد س�ه رقمی با ش�رایط مورد نظر برابر اس�ت با 
 × × ×5 4 3 2 . به طور مش�ابه تعداد اعداد چهاررقمی و پنج رقمی به ترتیب برابر  × ×5 4 3

× است. خلاصۀ توضیح بالا در جدول زیر آمده است:  × × ×5 4 3 2 و 1
تعداد رقم ها54321

× × × ×5 4 3 2 1× × ×5 4 3 2× ×5 4 3×5 تعداد عددها45

n S( )= + + + + =5 20 60 120 120 325 بنابراین طبق تعمیم اصل جمع، 



کنکور سراسری 1400
)6(

اکن�ون اگر A این پیش�امد باش�د که عضو انتخاب�ی بر 4 بخش پذیر باش�د، آن گاه تعداد 
اعضای A  به  این صورت به دس�ت می آید. از میان اعداد یک رقمی 1 تا 5 ، فقط عدد 4 
24، 32 و 52   ،12 بر 4 بخش پذیر اس�ت. از میان اعداد دورقمی عضو S، فقط اعداد 
بر 4 بخش پذیرند. توجه کنید که یک عدد زمانی بر 4 بخش پذیر است که عدد حاصل 
از دو رقم س�مت راس�ت آن بر 4 بخش پذیر باشد، پس برای به دست آوردن تعداد اعداد 
س�ه رقمی، چهاررقمی و پنج رقمی عضو S و بخش پذیر بر 4 دو رقم س�مت راست را اعداد 
24، 32 و 52 در نظ�ر می گیری�م، س�پس تعداد انتخاب ه�ای جایگاه های دیگر را   ،12
می شماریم. مثلًا برای به دست آوردن تعداد اعداد چهاررقمی بخش پذیر بر 4 که دو رقم 
12 سمت راست آن 12 است، باید تعداد انتخاب های دو جایگاه را به دست آوریم:   

ب�رای جایگاه اول 3 انتخاب وجود دارد چون رقم ه�ای 1 و 2 را نمی توانیم انتخاب کنیم. 
برای جایگاه دوم 2 انتخاب وجود دارد چون رقم های 1 و 2 و رقمی را که برای جایگاه اول 
انتخ�اب ش�د، نمی توانی�م انتخ�اب کنی�م. در نتیج�ه بنابر اص�ل ضرب، تع�داد اعداد 
3× است.  2 چهاررقمی بخش پذیر بر 4 که دو رقم س�مت راس�ت آن ها 12 است، برابر 

توضیح بالا در جدول زیر جمع بندی شده است:

تعداد رقم ها54321
12121212

شکل کلی 4
عدد

24242424
32323232
52525252
× × ×4 3 2 1× ×4 3 2×4 تعداد عددها341

n A( )= + + + + =1 4 12 24 24 65 بنابراین طبق تعمیم اصل جمع، 

. n AP A
n S
( )

( )
( )

= = =65 1
325 5

در نتیجه 

روش اول:  2086  3
ابتدا معادلۀ خطی را که ضلع AB روی آن 

است، می نویسیم 
y x x y( )− = − ⇒ − − =4 3 2 3 2 0

فاصل�ۀ نقطۀ C از خط به دس�ت آمده برابر 

CB | ( ) ( ) |

( )

− − − −
= = =

+ −2 2
3 3 1 2 10 10

103 1
است با  

AC ( ) ( )= + + + =2 22 3 4 1 50 از طرف دیگر، 
اکنون با استفاده از قضیۀ فیثاغورس در مثلث ABC ، طول AB را به دست می آوریم

AB BC AC AB AB+ = ⇒ + = ⇒ = =2 2 2 2 10 50 40 2 10  
. ( )+ =2 10 2 10 6 10 پس محیط مستطیل برابر است با 

روش دوم: ابتدا معادلات اضلاع AB و BC را می نویسیم

BC
AB

AB x y

BC AB m y x
m

BC x y

:

( ) ( ( ))

:

− − =

⊥ ⇒ =− =− ⇒ − − =− − −

+ + =

3 2 0

1 1 11 3
3 3

3 6 0

 

محل تلاقی اضلاع AB و BC همان نقطۀ B است.
x y

B
x y

( , )
− − = ⇒ −
+ + =

3 2 0
0 2

3 6 0

اکن�ون طول پاره خط های AB و BC را به دس�ت می آوریم و س�پس محیط مس�تطیل را 
ABمحاسبه می کنیم.

BC

( ) ( )

( ) ( )

= − + + = + = =

= + + − + = + =

2 2

2 2

2 0 4 2 4 36 40 2 10

0 3 2 1 9 1 10

AB BC®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( ) ( )= + = + =2 2 2 10 10 6 10 در نتیجه 

، پس  2087 a h=3
2

توج�ه کنی�د ک�ه   2

 ، ha h×= =3 23 2 3
3

نتیج�ه  در   ، a h= 2
3

. از طرف دیگر،  a hW±X¶ ôÃd¶= =3 2 3 یعن�ی 
270 است، پس  چون محیط مثلث برابر 

h h= ⇒ = =270 32 3 270 10
22 3

a باشد، آن گاه  b( , ) اگر مختصات نقطۀ A به صورت 

a b a bh AH

a b  

| | | |

( )

| | ( )

− − − −
= = = =

+ −

− − = × = ∗

2 2
3 5 3 5 3 10

2103 1
33 5 10 10 15
2

 

از طرف دیگر، ش�یب خطی که ضلع BC روی آن اس�ت، برابر 3 است. پس شیب خطی 

− است. به این ترتیب، 1
3

که ارتفاع AH روی آن است، برابر 

b b a a b
a
− =− ⇒ − = − ⇒ = −
−
1 1 3 3 2 5 3
2 3

 

، به دست می آید b−5 3 ) به جای a  قرار دهیم  )∗ بنابراین اگر در تساوی 

b b  

b ab
b  

b b a

| ( ) |

| |

− − − =

 =− ⇒ =− =  − = ⇒ ⇒ 
− =−  = ⇒ =−

3 5 3 5 15

1 13
10 10 15 2 210 10 15
10 10 15 5 5

2 2

 

) باشد. , )− 5 5
2 2

) و  , )−13 1
2 2

در نتیجه A  می تواند یکی از نقطه های 

2088  1
توجه کنید که

 x y y

x y x

y x y x y x

´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ Ï»H ¾â ²jI÷¶ pH Hn ³»j ¾â ²jI÷¶

( )

 + + − = →
+ + − =

− − − = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2 2

2 3 0

2 3 0

2 3 2 3 0 2 2 0

2089  1
بنابر تعمیم قضیۀ تالس،

x x x x
y y x y y

Zoh¶ nj ®ÃñÿU+ += → = ⇒ = + ⇒ =
+ + +
4 1 4 1 4 1 3

4 1

xy y y y
y x y

== → = ⇒ = ⇒ =
− −

2 2
3 34 4 8 2

5 5 3
همچنین، بنابر قضیۀ  تالس،

. y x− = − =−2 2 6 4 بنابراین 

روش اول:  2090  4
ABC متساوی الس�اقین  ابتدا توج�ه کنید که چون مثلث 
ACB ، در نتیج�ه در مثلث  ABCˆ ˆ= = 075 اس�ت، پس 

، AHC قائم الزاویۀ
HAC

HC HC
AC

ˆ

sin sin

= − =

= ⇒ =

0 0 0

0 0

90 75 15

15 6 15
 



)7(

. در نتیج�ه در مثل�ث  OCBˆ = − =0 0 090 75 15 ، پ�س  B̂= 075 همین ط�ور، چ�ون 
OH OH HC
HC

tan tan= ⇒ = ×0 015 15 قائم الزاویۀ OHC می توان نوشت 

اکنون توجه کنید که 

cos cossin sin

sin

cos sin cos

−
− α − −α= ⇒ = = =

−=

− + += − = − = ⇒ =

02 2 0

0

2 0 2 0 0

311 2 1 30 2 3215
2 2 2 4

2 315
2

2 3 2 3 2 315 1 15 1 15
4 4 2

sintan
cos

−= =
+

00
0

15 2 315
2 315

در نتیجه  

2− ضرب  3 ، یعن�ی  +2 3 ص�ورت و مخ�رج کس�ر زی�ر رادی�کال را در م�زدوج 

 
( )

tan
−

= = −
−

2
0 2 315 2 3

4 3
می کنیم، به دست می آید 

بنابراین

HC

OH HC

sin

tan ( )

−= = × = −

= × = − × −

0

0

2 36 15 6 3 2 3
2

15 3 2 3 2 3
 

در نتیجه

OHCS HC OH ( )

( ) ( )

= × = × − × − −

= − = −2

1 1 3 2 3 3 2 3 2 3
2 2
9 92 3 7 4 3
2 2

 

ع�دد به دس�ت آم�ده ب�ه ای�ن ص�ورت در گزینه ه�ا نیس�ت، بنابرای�ن آن را در مزدوج 
7+ ضرب و تقسیم می کنیم. پس 4 3 ،  یعنی  −7 4 3

OHCS ( )

( ) ( )

−
= =

+ +

9 49 48 9
2 7 4 3 2 7 4 3

 

روش دوم: مثلث های OHC و  CHA به حالت )زز( متشابه هستند و نسبت تشابه آن ها برابر 
. بنابراین tan = −015 2 3 . می دانیم  OH

CH
tan= 015 OH است. از طرف دیگر، 

CH

 
OHC OH
CHA CH

SeIv¶

SeIv¶

( )
( ) ( )

( )
= = −2 22 3    

اما مساحت مثلث CHA برابر است با

 CH AHCHA SeIv¶
sin cos( ) sin× ×= = = =

0 0 06 15 6 15 99 30
2 2 2

بنابراین مساحت مثلث OHC برابر است با

 OHC CHASeIv¶ SeIv¶( ) ( ) ( ) ( )= × − = −2 92 3 7 4 3
2

 

ع�دد به دس�ت آم�ده ب�ه ای�ن ص�ورت در گزینه ه�ا نیس�ت، بنابرای�ن آن را در مزدوج 
7+ ضرب و تقسیم می کنیم. پس 4 3 ،  یعنی  −7 4 3

 OHC  SeIv¶

( )
( )

( ) ( )

−
= =

+ +

9 49 48 9
2 7 4 3 2 7 4 3

 

روش اول: با استفاده از اتحاد مزدوج می توان نوشت 2091  2

a a a
a a a

a a a
a a a

( ) ( ) (( ) ( ) )

( ) ( )

+ + + − = + −

= + + − = + = + +

2 2 2 2 2

2 2 2 2 4
2 2 4

1 1 12 2 2

1 1 12 2 2

a a= − ⇒ = −4 47 4 3 7 4 3 اکنون توجه کنید که  

a
+ += × = = +

−− +4
1 1 7 4 3 7 4 3 7 4 3

49 487 4 3 7 4 3

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با

a
a

( ) ( )+ + = − + + + =4
4
1 2 7 4 3 7 4 3 2 16

روش دوم: ابتدا توجه کنید که
a a

a

( )= − = − = − ⇒ = −

+ += × = = +
−− +

4 4 2 2

2

7 4 3 2 3 2 3 2 3

1 1 2 3 2 3 2 3
4 32 3 2 3

بنابراین

a a a a
a a a a

a
a

( ) ( ) (( ) ( ) ) ( )

( ) ( )

+ + + − = + − = + + −

= + = − + + =

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2
2

1 1 1 12 2 2 2 2

1 2 3 2 3 16

فرض می کنیم پول اولیۀ علی x و پول اولیۀ اکرم y باشد. در این صورت 2092  3
x y

x y( )( )

+ =


− + =

100

10 10 475

x و در نتیجه معادلۀ دوم را می توان این طور نوشت y= −100 از معادلۀ اول به دست می آید 
y y y y

y y y y

( )( ) ( ( ))( )

( ) ( ) ( ) ( )

− − + = ⇒ − + + =

+ − + = ⇒ + − + + =2 2

100 10 10 475 100 10 10 475

100 10 10 475 10 100 10 475 0

، معادله به صورت زیر درمی آید: y A+ =10 اگر فرض کنیم 

A A− + =2 100 475 0
از اتحاد جملۀ مشترک استفاده و سمت چپ معادله را تجزیه می کنیم.

A y y  
A A

A y y

(.¡.¡.ù)

 ·I¶¼U

( )( )
= ⇒ + = ⇒ =−− − = 
= ⇒ + = ⇒ =

5 10 5 5
5 95 0

95 10 95 85

x2 جواب ه�ای معادل�ۀ  2093 x1 و  روش اول: توج�ه کنی�د ک�ه چ�ون   1

. اکنون می توانیم مجموع  x x =−1 2 4 x و  x+ =1 2 1 x هس�تند، پس  x− − =2 4 0

جواب های معادلۀ جدید را به صورت زیر حساب کنیم:

S x x x x
x x x x

( ) ( )= + + + = + + +3 3 3 3
1 2 1 2

2 1 1 2

1 1 1 1

a و نیز مخرج مشترک گرفتن،  b a b ab a b( ) ( )+ = + − +3 3 3 3 با اس�تفاده از اتحاد 
عبارت را به صورت زیر می نویسیم: 

 x x
S x x x x x x  

x x
( ) ( ) ( )( )

+
= + − + + = − − + =

−
3 1 2

1 2 1 2 1 2
1 2

1 513 1 3 4 1
4 4

 

همچنین حاصل ضرب جواب های معادلۀ جدید به صورت زیر به دست می آید:

P x x x x x x
x x x x

x x x x x x
x x

 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

= + + = + + +

= + + − +

= − + − − + =−
−

3 3 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

2 1 1 2

3 2
1 2 1 2 1 2

1 2

3

1 1 1

12

1 2214 1 2 4
4 4

x است، که اگر دو طرف آن   x  − − =2 51 221 0
4 4

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت 

. x x− − =24 51 221 0 را در 4 ضرب کنیم، می شود 
روش دوم: توجه کنید که

 x x x x= − ⇒ = +2 24 4 x×→ x x x x x x( )= + = + + = +3 2 4 4 4 5 4

. از طرف دیگر، x x= +3
2 25 4 x و  x= +3

1 15 4 بنابراین 

x x
x x       

x x
,=− ⇒ =− =−2 1

1 2
1 2

1 14
4 4



کنکور سراسری 1400
)8(

بنابراین 
x x

S x x x  x  
x x

x x

x x
P x x x  x  

x x

x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

= + + + = + − + + −

= + + = + =

= + + = + − + −

= + + = + + +

=− + + =−

3 3 1 2
1 2 1 2

2 1

1 2

3 3 1 2
1 2 1 2

2 1

2
1 2 1 2 1 2

2

1 1 5 4 5 4
4 4

19 19 518 1 8
4 4 4

1 1 5 4 5 4
4 4

19 19 194 4 19 16
4 4 4
19 22119 16
4 4

بنابراین معادلۀ مورد نظر به صورت زیر است:

x  x x x− − = ⇒ − − =2 251 221 0 4 51 221 0
4 4

روش اول: می توان نوشت 2094  1

f( ) cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos

cos ( ) ( ) ( ) ( ) cos

π π π π π π=

π π π π π=

π π= − − =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 4 8 1632
12 12 12 12 12 12

2 432
12 6 3 3 3

3 1 1 1 332
12 2 2 2 2 8 12

 cos ( cos )α= + α2 1 1 2
2

cos را حس�اب کنی�م، از اتحاد  π2
12

اکن�ون ب�رای اینکه 

استفاده می کنیم. بنابراین

f( ) cos ( ( cos )) ( )π π π= = + = +

+ += =

23 3 1 3 31 1
12 8 12 8 2 6 16 2

6 3 3 6 27
32 32

f x x x x x x( ) (cos cos cos cos cos )= 232 2 4 8 16 روش دوم: 
xsin ضرب و تقسیم می کنیم اکنون عبارت داخل پرانتز را در 

x x x x x xf x
x

sin cos cos cos cos cos( ) ( )
sin

= 22 4 8 1632

x به دست می آید x xsin cos sin=1 2
2

از اتحاد مثلثاتی 

x x x x x
f x

x

sin cos cos cos cos
( ) ( )

sin
= 2

1 2 2 4 8 16
232

، پس x x xsin cos sin=12 2 4
2

به طور مشابه 

x x x x
f x

x

sin cos cos cos
( ) ( )

sin
= 2

1 4 4 8 16
432

به طور مشابه با انجام سه مرحلۀ دیگر عبارت را به ساده ترین صورت می نویسیم.

x xx x x
f x

x x

x
x

x x

sin cossin cos cos
( ) ( ) ( )

sin sin

sin
sin( )

sin sin

= =

= =

2 2

22
2

11 16 168 8 16
16832 32

1 32 323232
32

بنابراین

f
sin sin ( ) sin

( )
sin sin ( cos )

( )
( )( )( )

π π ππ−
π = = =

π π π× −

+ += = = =
−−−

2 2 2

2 2

32 43
12 12 3

12 1 232 32 32 1
12 12 2 12

3
3 2 33 6 274
32 4 3 323 32 2 316 1

2

توجه کنید که 2095  3

 ,     sin( ) cos sin( ) sinπα+ = α α−π =− α
2

 

 sin cosα= − α= − =2 2 4 51 1
9 9

از طرف دیگر،  

، یعن�ی  sinα<0 α در ناحی�ۀ چه�ارم مثلثات�ی اس�ت، پ�س  چ�ون انته�ای کم�ان 

sintan
cos

−
αα= = =−
α

5
53

2 2
3

. در نتیجه   sinα=− 5
3

بنابراین مقدار عبارت مورد نظر برابر است با

( )cos sin

|tan | | |

−− −α+ α = = =
α− −

2

2 5 2 5
4 2 53 3 3

5 1 31 1
4 4

معادله را به صورت زیر می نویسیم:  2096  2

x x x x

x xx x

sin cos sin (cos )

sin ( cos ) sin cos

+ + = ⇒ + + =

+ = ⇒ + =

2 2

2 2 2 2

5 2 3 2 0 5 2 3 1 0

3 35 2 2 0 5 4 0
2 2

xcos2 غیرمنفی اند، باید هر دو برابر صفر باشند، بنابراین جواب های  34
2

xsin25 و  چون 

xcos جواب های مورد نظر هستند: =2 3 0
2

xsin و  =2 0 مشترک معادله های 

x x x k k

x x x k x k k

 sin sin ,

cos cos ( ) ( ) ,

= ⇒ = ⇒ = π ∈

π π= ⇒ = ⇒ = + ⇒ = + ∈





2

2

0 0

3 3 30 0 2 1 2 1
2 2 2 2 3

] را پیدا کنیم، جدول زیر را تشکیل می دهیم: , ]−π π برای اینکه جواب های در بازۀ 

210−1−2k

π2π0−π− π2kπ

π5
3

ππ
3

π−
3

−πk( )π+2 1
3

x=π هس�تند که  x=−π و  از ای�ن ج�دول معلوم می ش�ود که جواب های مورد نظر 
تعداد آن ها دوتاست.

x را حل کنیم: 2097  x| |− − >2 2 0 روش اول: باید نامعادلۀ   4

x  x  x  x| | | |− − > ⇒ − >2 22 0 2

x=0 در این نامعادله  ، پس تمام xهای منفی و نیز  x  | |− ≥2 2 0 توجه کنید که همواره 

x   ( , ] ( )∈ −∞ 0 1 صدق می کنند: 

اکنون فرض می کنیم x مثبت باشد.





x x x x x x

x  x
x x x x x x

x x  

x x  

( )( )

| |
( )( )

( , ) ( )

( , ) ( )

+

+

 − > ⇒ − − = + − >
− > ⇒

− <− ⇒ + − = − + <


− > ∈ +∞  ⇒ 
− < ∈  

2 2

2
2 2

2 2 1 2 0

2
2 2 1 2 0

2 0 2 2

1 0 0 1 3

بنابرای�ن مجموع�ۀ جواب ه�ای نامعادل�ۀ م�ورد نظر، یعن�ی دامن�ۀ تابع f براب�ر اجتماع 
جواب های )1(، )2( و )3( است:

fD    ( , ] ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= −∞ +∞ = −∞ +∞  0 0 1 2 1 2



)9(

زی�را  نیس�ت،   f تاب�ع  دامن�ۀ  در   2 ع�دد  ک�ه  کنی�د  توج�ه  دوم:  روش 
)f که تعریف نش�ده است. بنابراین گزینه های )2( و  ) log (| | ) log= − − =4 42 4 2 2 0

)3( حذف می شوند. زیرا عدد 2 عضو آن ها هست. همچنین عدد صفر در دامنۀ تابع f هست، 

. بنابراین گزینۀ )1( حذف می شود، زیرا عدد  f( ) log (| | ) log= − − = =4 4
10 0 2 0 2
2

زیرا 

صفر عضو آن نیست. در نتیجه گزینۀ )4( درست است.

2098  [ , ]0 2 ابت�دا نمودار تاب�ع f را در بازۀ   1
رسم می کنیم:

چون تابع f متناوب با دورۀ تناوب 2 است، پس نمودار آن در بازه هایی به طول 2 تکرار می شود.

 OAB از روی این ش�کل معلوم اس�ت که مس�احت مورد نظر، دو برابر مس�احت مثلث

OABS S AH OB( )= = × = × =12 2 1 2 2
2

است. بنابراین 

دامن�ۀ 2099 ب�ا   f x x( )= + −3 1 تاب�ع  می دهی�م  نش�ان  ابت�دا   2

fD اکیداً صعودی است. می توان نوشت [ , )= − +∞3

x x x x x x x x

x x f x f x

, :

( ) ( )

≥− < ⇒ + < + ⇒ + < +

+ − < + − ⇒ <

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

3 3 3 3 3

3 1 3 1

چ�ون تابع f اکیداً صعودی اس�ت، پس نمودار تابع f نم�ودار تابع وارون خود را روی خط 
x را حل کنیم تا طول نقطۀ  x+ − =3 1 y قطع می کند. در نتیجه باید معادلۀ  x=

M به دست بیاید:
 

x x x x

x x x x x x x

x x x x

´ÃºIwnïÂ¶ ·H¼U ¾M Hn ýoö »j

¥oTz¶ â¾±µ] jIdUH

( )

( )( ) ,

+ − = ⇒ + = + →

+ = + ⇒ + = + + ⇒ + − =

→ − + = ⇒ = =−

2

2 2 2

3 1 3 1

3 1 3 2 1 2 0

1 2 0 1 2

x=1 و عرض  x=−2 در معادلۀ مورد نظر ص�دق نمی کند. بنابراین  توج�ه کنید که 
(. در نتیجه فاصلۀ نقطۀ  f( )= + − = − =1 1 3 1 2 1 1 M هم برابر 1 می ش�ود ) نقط�ۀ 

. OM= + =2 21 1 2 M از مبدأ مختصات برابر است با 

توج�ه کنی�د که هر بار ک�ه توپ بالا م�ی رود، به همان ان�دازه هم پایین  2100  1
می آید. بنابراین مجموع مورد نظر برابر است با

S ( / ( / ) ( / ) )

( / ( / ) ( / ) )

= + × + × + + ×

= + × + + +





2 99

2 99

6 2 0 8 6 0 8 6 0 8 6

6 2 6 0 8 0 8 0 8

 a /=1 0 8 عبارت داخل پرانتز مجموع 99 جملۀ نخست یک دنبالۀ هندسی با جملۀ اول 

S ( / )
/

/
−

= + × ×
−

990 8 16 12 0 8
0 8 1

q است. بنابراین  /=0 8 و قدرنسبت 

) صرف نظر کنیم، زیرا عددی بس�یار کوچک است.  / )990 8 توجه کنید که می توانیم از 

S oT¶/
/

+ × × =
−



16 12 0 8 54
1 0 8

بنابراین 

به تبدیلات زیر توجه کنید: 2101  1
x  x x  x

x  |x+

y y

y

Oa ¾M keH» 3

¸ÃÄIQ ¾M keH» 2

| | | |

|

+ + + +

+ +

= → =

→ = −

3 3

3 3

2 2

2 2
بنابراین باید جواب معادلۀ زیر را پیدا کنیم:

x  x x  x x  x  

x x x
 x x

x x   jnHkº JH¼]

| | | | | |

| |
( )

+ + + + + +− = ⇒ = ⇒ + + + =

 + =− − ⇒ =−+ =− − ⇒
− + =− −

3 3 3 3 12 2 0 2 2 3 3 1

53 2
23 2

3 2

روش اول: مقدار x را برابر 9 قرار می دهیم و معادله را ساده می کنیم.  2102  3

a a

a

a a

a a
a

log log log log

( log ) log log
log

+ = ⇒ + =

× + = ⇒ + =

29 3

3 3
3

2 9 2 2 3 2

1 12 3 2 2
2

alog3 ضرب می کنیم: دو طرف معادله را در 

a a a a(log ) log (log ) log+ = ⇒ − + =2 2
3 3 3 31 2 2 1 0

اکنون با استفاده از اتحاد مربع تفاضل دو جمله می توان نوشت
a a a(log ) log− = ⇒ = ⇒ = =2 1

3 31 0 1 3 3

روش دوم: می توان نوشت

 
x a a

x

ax x
x

a x a x

a x a
a

log log log log

log log log
log

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ + =

1
2

2 2 2

12 2
 

x و معکوسش برابر 2 شده است و هر عدد حقیقی با معکوسش  alog چون مجموع 

. بنابراین x alog >0 هم علامت است، پس 
x

x
a a a alog log log== → = ⇒ = ⇒ = =9 1

39
1 1 1 3 3

می توان نوشت 2103  4

x  x  

x  x  x  

x x x x x x x
x x

x x x x x x x
x x x

lim lim

| | | |
lim lim lim

→−∞ →−∞

→−∞ →−∞ →−∞

− + + + − + −=

+ − − − −= = = =−

4 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2

1 1

1

x=2 محور تقارن سهمی است و سهمی از نقطۀ  2104 روش اول: چون خط   3

) نیز می گذرد )ش�کل را ببینی�د(. بنابراین  , )4 0 )  می گ�ذرد، پس س�همی از نقطۀ  , )0 0

y اس�ت. چون این  ax x( )= −4 y یا  a x x( )( )= − −0 4 معادل�ۀ س�همی به صورت 
)   نیز می گذرد، پس مختصات این نقطه در معادلۀ س�همی صدق  , )2 1 س�همی از نقطۀ 

a a( )= × − ⇒ =− 11 2 2 4
4

می کنند. بنابراین 

، از طرف دیگر، چون خط راست مورد نظر از نقطه های  f x x x( ) ( )=− −1 4
4

در نتیجه 

) می گذرد، معادلۀ آن به صورت زیر است: , )4 0 )  و  , )0 1

y x y x( ) ( )−− = − ⇒ =− −
−
0 1 10 4 4
4 0 4

. اکنون توجه کنید که g x x( ) ( )=− −1 4
4

بنابراین 

x x

x x

x x  xf x g x
x x

x x
x

x

( ) ( )( ) ( )
lim lim

( )( )
lim lim

( )

− −

− −

→ →

→ →

− − − −+
=

− −

− − +
+= = =

− −

4 4

4 4

1 14 4
4 4

4 4
1 4 1 1 54

4 4 4
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، پس حد مورد نظر را می توان به صورت زیر نوشت: f g( ) ( )= =4 4 0 روش دوم: چون 

 x x

x x

f x g x f x f g x g
x x

f x f g x g f g
x x

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
( lim lim ) ( ( ) ( ))

− −

− −

→ →

− −
→ →

+ − + −
=−

− −
− − ′ ′=− + =− +
− −

4 4

4 4

4 4
4 4

4 4 4 4
4 4

 

از طرف دیگر، س�همی f و خط راس�ت g همه جا مش�تق پذیرند. پس مقدار حد مورد نظر 
. اکنون توجه کنید که  f g( ( ) ( ))′ ′− +4 4 برابر است با 

 
f x x x x x f x x f

g m

( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′=− − =− + ⇒ =− + ⇒ =−

′ = =−

21 1 14 1 4 1
4 4 2

14
4

 . ( )− − − =1 51
4 4

در نتیجه مقدار حد مورد نظر برابر است با 

2105  y را بر حس�ب x را پیدا می کنیم. برای این کار f −1 ابت�دا ضابط�ۀ تابع   1
به دست می آوریم:

xy x y x y x y x y
x

y yx y y x x
y y

( ) ( ) ( )

+= ⇒ + = − ⇒ − =− −
−

+ +− =− + ⇒ = ⇒ =
− −

2

1 1 1
1

1 11 1
1 1

. به این ترتیب xf x
x

( ) ( )− +=
−

1 21
1

بنابراین 

xxf x
x x x

ftIµ¶ ôi KÃ{

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

−

−

− ++ −′ = =
− − −

− +′= = =−
−

1
2 3

1
3

4 11 22
1 1 1

4 2 12 12
2 1

توجه کنید که 2106  1
f x

f xfog x f g x

f x

( )

( )( )( ) ( ( ))

( )

= >
 = == =


− = <

1 0 0

0 0 0

1 0 0

. در نتیجه همواره  fog x( )( )=0 بنابراین همواره 

fof og x fo fog x f fog x f(( ) )( ) ( ( ))( ) (( )( )) ( )= = = =0 0

fof تابع ثابت صفر است، پس نقطۀ ناپیوستگی ندارد. og( ) یعنی 

2107  x− 23 ابتدا توجه کنی�د که مطابق جدول تعیین علامت زیر،  عبارت   2
] نامنفی است.  / , ]−1 5 3 روی بازۀ 

x          

x      

/−∞ − − +∞

− − + −2

3 1 5 3

3

f x x x x x( ) ( )= − = −2 33 3 x و در نتیجه   x| |− = −2 23 3 بنابراین 

اکنون توجه کنید که
f x x x f x x x( ) ( ), ( )′ ′= − = − = ⇒ − = ⇒ =±2 2 23 3 3 1 0 1 0 1

)f را با هم مقایسه کنیم: )3 )f و  / )−1 5  ، f( )±1 بنابراین باید مقادیر 

f       f       f       f( ) , ( ) , ( / ) , ( )= − =− − =− =91 2 1 2 1 5 3 0
8

 f توجه کنید که چون مقادیر( f( )− =−1 2 در نتیجه مینیمم مطلق تابع f برابر است با 

به ازای عددهای مثبت، مثبت اند، پس کافی بود مقادیر تابع f را فقط برای عددهای منفی 
حساب می کردیم(.

0 0

2108  ، A′ x باشد، آن گاه  x( , )−3 ، یعنی نقطۀ  x x( , )−3 اگر A نقطۀ   2

x است. بنابراین x( , )−3 یعنی قرینۀ A نسبت به نیمساز نواحی دوم و چهارم نقطۀ 

AA x x x x x x x x( ) ( ) ( ) | |′= − + − + = − = −3 3 3 32 2 22 2

. بنابرای�ن باید  AA x x( )′= −32 x و در نتیج�ه  x≤ 3 ، پ�س  x  [ , ]∈ 0 1 چ�ون 

]  پیدا کنیم. توجه کنید که , ]0 1 g را روی بازۀ  x x x( ) ( )= −32 ماکزیمم مطلق تابع 

g x  
x

g x  x x
x

( ) ( )

( )

′ = −

′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = =

3 2

3 2
3 2

12 1
3
1 1 1 10 1 0

3 27 3 33

=x به دس�ت می آید  1
3 3

، پس ماکزیمم مطلق تابع g به ازای  g g( ) ( )= =1 0 0 چون 

 ) x =3 1
3

، پس  x =3 2 1
3

و برابر است با )توجه کنید که 

g  ( ) ( )= − = × =1 1 1 2 42 2
3 3 3 3 3 3 3 3 6

. پس  2109 g x( ) +→2 ، آن گاه  x ( )−→ 5
2

ابتدا توجه کنید ک�ه وقتی   4

f اس�ت،  x x( ) ( )= 32 ، ضابط�ۀ تابع f به صورت  x= 5
2

در ی�ک همس�ایگی چپ 

fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )− + +′ ′ ′ ′ ′= =5 5 5 5 2
2 2 2 2

اکنون می توان نوشت 

g را به سادگی می توان حساب کرد ( )′ 5
2

مقدار 

xg x x g x x x
x

g

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

− − −′= − ⇒ =− − =
−

−
′ = =−

1 3
2 22 2

2 3

3

11 2 1
2 1

5
5 2 4 5
2 1

2
f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )+′ ′= = ⇒ = ⇒ =3 3 22 8 24 2 96 از طرف دیگر، 

fog( ) ( ) ( ) ( )( )−′ = − × = −5 4 5 96 48 5 8
2

پس 

48− است. 5 )fog هشت برابر  ) ( )−′
5
2

یعنی 

. از طرف دیگر، 2110 g x a( )′′ =2 g و  x ax( )′ = +2 5 توجه کنید که   1
g x x g x x

f x f x
g x x g x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

′≤ ≤  ′= ⇒ = 
′ ′′> >  

2 2

2 2

x=2 مشتق پذیر است، پس چون تابع f در نقطۀ 
g g a b a b

a b
g g a a a

( ) ( )

( ) ( )

′= ⇒ + + = + ⇒ =−
⇒ + =−

′ ′′= ⇒ + = ⇒ =−

2 2 4 10 4 5 5
15

5 22 2 4 5 2
2

tA اس�ت. فاصلۀ  2111 t( , )
2

4
y به صورت  x=2 4 هر نقطه روی س�همی   3

)M برابر است با , )3 0 نقطۀ A از نقطۀ 

t tAM  t   t t

t t t

( ) ( )

( )

= − + − = − + +

− += = − +

2 42 2 2 2

4 2 2 2

33 0 9
4 16 2

8 144 1 4 128
16 4

t به دست می آید و برابر است با =2 4 بنابراین کمترین مقدار AM به ازای 

=1 128 2 2
4
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فرض کنید A پیش�امد این باش�د که یک خرگوش نر در اولین بارداری  2112  4
مادر متولد ش�ده باش�د و B پیشامد این باشد که یک خرگوش نر در دومین بارداری مادر 
 . P A B( ) /= 0 6 P و A P B( ) ( ) /= =0 7 متول�د ش�ده باش�د. در ای�ن ص�ورت، 

P را حساب کنیم. طبق فرمول احتمال شرطی می توان نوشت A B( | ) می خواهیم 
P A BP A B

P B
( ) /( | )

( ) /
= = =

 0 6 6
0 7 7

 

پ�س 2113 هس�تند،  مثب�ت   c و   b  ، a چ�ون  ک�ه  کنی�د  توج�ه  ابت�دا   3
، بنابراین معادلۀ مورد نظر همواره دو جواب دارد.  b a c b ac( )∆= − − = + >2 24 4 0

اکن�ون توج�ه کنی�د که چ�ون فاصل�ۀ حاصل ض�رب جواب های ه�ر معادله ب�ا مجموع 
جواب های آن معادله دو واحد است، پس

ac b   b c  a  a
a a

nj ¸ÃÎoö Joò| ( )| | | | |− − − = → − = =2 2 2

b نیز زوج اس�ت، یعنی b و c یا هر دو زوج  یا هر  c− چون 2a عددی زوج اس�ت، پس 
، 6 و 8  4  ،2 ، اعداد   { , , , }1 2 9 دو فرد هس�تند. اکنون توجه کنید که در مجموعۀ 

 طریق می توانیم انتخاب کنیم و به دو حالت 
 
 
 
 

4

2
زوج هستند. پس دو عدد زوج را به 

می توانی�م یک�ی را b و دیگری را c بگیریم. بنابراین طب�ق اصل ضرب، تعداد انتخاب در 

 ،1 }  عددهای  , , , }1 2 9 . همین طور، در مجموعۀ 
 
 ×
 
 

4
2

2
این حالت برابر است با 

 طریق می توانیم انتخاب 
 
 ×
 
 

5
2

2
، 7 و 9 ف�رد هس�تند. پس دو عدد فرد را ب�ه  5  ، 3

کنیم. با معلوم شدن b و c ، عدد a نیز به طور خودکار معلوم می شود. بنابراین طبق اصل 

.
   
   × + × =
   
   

4 5
2 2 32

2 2
جمع، پاسخ مسئله برابر است با 

3 گروه داریم که می خواهند دور یک میز گرد قرار بگیرند، تعداد راه های  2114  2
، در گروه  !3 . در گ�روه فوتبال افراد را ب�ه  ( )! !− =3 1 2 انج�ام ای�ن کار برابر اس�ت با 
3! طریق می توان مرتب کرد. بنابراین  2! و در گروه ش�نا افراد را به  والیبال افراد را به 

. ! ! ! !=2 3 2 3 144 طبق تعمیم اصل ضرب، پاسخ مسئله برابر است با 

تع�داد کل عضوه�ای زیرمجموع�ۀ مورد نظ�ر، یعنی S ب�ه این صورت   2115  4
به دس�ت می آید. واضح اس�ت که تعداد اعداد طبیعی یک رقمی که با ارقام 1 تا 5 می توان 
ساخت، 5 تاست. برای به دست آوردن تعداد اعداد دورقمی )بدون تکرار ارقام( دو جایگاه 
 در نظ�ر می گیریم. برای جای�گاه دهگان 5 انتخاب 

·I«Àj ·I§Ä

  ی�کان و ده�گان به صورت 

)هری�ک از ارق�ام 1 تا 5( و برای جایگاه یکان 4 انتخاب وجود دارد. توجه کنید رقمی را که 
برای دهگان انتخاب ش�د، برای یکان نمی توان انتخاب کرد. در نتیجه بنابر اصل ضرب، 
5× اس�ت. برای به دس�ت آوردن تعداد  4 تعداد اعداد دورقمی با ش�رایط مورد نظر برابر 
 را در نظر می گیریم که برای جایگاه اول 5 انتخاب،  اعداد س�ه رقمی س�ه جایگاه 
ب�رای جای�گاه دوم 4 انتخاب )عدد جایگاه اول را نمی توانی�م انتخاب کنیم( و برای جایگاه 
س�وم 3 انتخاب )عددهای جایگاه های اول و دوم را نمی توانیم انتخاب کنیم( وجود دارد. 
پ�س بناب�ر تعمیم اصل ضرب، تعداد اعداد س�ه رقمی با ش�رایط مورد نظر برابر اس�ت با 

 × × ×5 4 3 2 . به طور مش�ابه تعداد اعداد چهاررقمی و پنج رقمی به ترتیب برابر  × ×5 4 3
× است. خلاصۀ توضیح بالا در جدول زیر آمده است:  × × ×5 4 3 2 و 1

تعداد رقم ها54321
× × × ×5 4 3 2 1× × ×5 4 3 2× ×5 4 3×5 تعداد عددها45

n S( )= + + + + =5 20 60 120 120 325 بنابراین طبق تعمیم اصل جمع، 
 A این پیشامد باشد که عضو انتخابی بر 3 بخش پذیر باشد، آن گاه تعداد اعضای A اگر
ب�ه ای�ن ص�ورت به دس�ت می آید. از می�ان اع�داد یک رقمی 1 ت�ا 5، فقط ع�دد 3 بر 3 
بخش پذیر اس�ت. از میان اعداد دورقمی عضو S، آن هایی بر 3 بخش پذیرند که با ارقام 
1 و 2، 1 و 5، 2 و 4 یا 4 و 5 ساخته می شوند. توجه کنید یک عدد زمانی بر 3 بخش پذیر 
است که مجموع ارقامش بر 3 بخش پذیر باشد. بنابراین تعداد اعداد دورقمی عضو S و 
. به همین ترتیب، تعداد اعداد سه رقمی، چهاررقمی  !×4 2 بخش پذیر بر 3 برابر است با 
و پنج رقمی عضو S که بر 3 بخش پذیرند، به دست می آید. مثلًا از میان اعداد چهاررقمی 
2، 4 و 5 ساخته می شوند و تعدادشان   ،1 عضو S، آن هایی بر 3 بخش پذیرند که با ارقام 

. توضیح بالا در جدول زیر جمع بندی شده است: !4 برابر است با 
تعداد رقم ها54321

 , , , ,1 2 3 4 5 , , ,1 2 4 5 , ,1 2 3 ,1 23
رقم های به کار 

رفته
 , ,1 3 5 ,1 5
, ,2 3 4,2 4
, ,3 4 5,4 5

!5!4!×4 3!×4 تعداد عددها21

n A( )= + + + + =1 8 24 24 120 177 بنابراین طبق تعمیم اصل جمع، 

. n AP A
n S
( )

( )
( )

= =177
325

پس 

ابتدا توجه کنید که چون عرض از مبدأ خط مورد نظر برابر 1− است، پس  2116  4
)  می گذرد. بنابراین معادلۀ این خط به صورت زیر است: , )−0 1 این خط از نقطۀ 

y x y x( )+− = − ⇒ = −
−
0 10 1 1
1 0

 

طول نقطه های برخورد این خط و سهمی داده شده، یعنی A و B جواب های معادلۀ زیر هستند:

A B

x x x x x

x x x x

¥oTz¶ â¾±µ] jIdUH

( )( ) ,

− + + = − ⇒ − − = →

+ − = ⇒ = =−

2 22 1 1 2 0

1 2 0 2 1

 Ay = − =2 1 y هستند، پس عرض آن ها برابر است با 1 x= چون این نقطه ها روی خط 1−
B هستند که   ( , )− −1 2 A و   ( , )2 1 . بنابراین نقطه های مورد نظر  By =− − =−1 1 2 و 

) اس�ت. از ط�رف دیگر، رأس س�همی  , )−1 1
2 2

، یعنی  ( , )− −2 1 1 2
2 2

نقطۀ وس�ط آن ه�ا 

)  اس�ت. بنابرای�ن فاصل�ۀ م�ورد نظ�ر براب�ر اس�ت ب�ا  , )1 2 y نقط�ۀ  x x=− + +2 2 1

26 است. 1 برابر 
2

. پس این فاصله   ( ) ( )− + + =2 21 1 261 2
2 2 2

a باش�د. چون مثلث  2117 b( , ) ف�رض می کنی�م مختصات نقطۀ A به صورت   2

 BC بر خط AM ارتفاع نیز هست، یعنی خط AM متساوی الساقین است، پس میانۀ ABC

b اس�ت. 
a
−
−
2
3

1− اس�ت و ش�یب خط AM برابر با 
2

عمود اس�ت. ش�یب خط BC برابر 

b b a b a
a

( )−− × =− ⇒ − = − ⇒ = −
−

1 2 1 2 2 3 2 4
2 3

بنابراین 
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5 است. بنابراین 5 از طرف دیگر، فاصلۀ نقطۀ A از خط BC برابر با 

b  aa b a a

a a
a  

a a

| | | |

| |

= −+ − + − −
= → =

+
− = =  − = ⇒ ⇒ 
− =− =−  

2 4
2 2
2 7 4 8 75 5 5 5

51 2
5 15 25 8

5 15 25
5 15 25 2

2− می تواند باش�د که ب�ا توجه به  در نتیج�ه ط�ول نقط�ۀ A هرک�دام از دو مق�دار 8 و 
a=−2 درست است. گزینه ها، 

)  و ش�عاع آن برابر است  2118 , )−0 1 x نقطۀ  y y+ + =2 2 2 3 مرکز دایرۀ   2

 . × =3 2 3
2

. بنابراین ش�عاع دایرۀ مورد نظر برابر است با  ( )+ − − =2 21 0 2 4 3 2
2

با 

 x y( ) ( )−α + −β =2 2 9 ) باشد، معادلۀ آن به صورت  , )α β اگر مرکز این دایره نقطۀ 
)  روی این دایره اس�ت، پس مختص�ات آن در معادلۀ دایره  , )−0 3 اس�ت. چ�ون نقطۀ 

      ( ) ( ) ( ) ( )−α + − −β = ⇒α + +β =2 2 2 20 3 9 3 9 1 صدق می کنند، یعنی 
چون دایره ها مماس داخلی هستند، پس فاصلۀ مرکزهای آن ها برابر با اختلاف شعاع هایشان 

     ( ) ( ) ( ) ( )α− + β+ = − ⇒α + β+ =2 2 2 20 1 3 2 1 1 2 است، یعنی 
اکنون اگر تساوی )2( را از تساوی )1( کم کنیم، نتیجه می شود

( ) ( )+β − β+ = − ⇒ +β + β−β − β− = ⇒β=2 2 2 23 1 9 1 9 6 2 1 8 0

( )α + + = ⇒α=2 20 1 1 0 α را به دست می آوریم:  از تساوی )2( مقدار 

x است. y+ =2 2 9 بنابراین معادلۀ دایرۀ مورد نظر به صورت 

، پس بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه مثلث های OCD و  2119 CD EF|| چون   3
yOC CD OD OC y OC

OF FE OE y
,= = ⇒ = = ⇒ = =4 2 6

3 1
OFE متشابه اند. بنابراین

مثلث  های OCD و OAB متشابه اند. بنابراین
yOD CD x x x

OB AB x x x x
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =

+ +
4 4 2 44 4

4 2 4 2 3
درنتیجه بنابر قضیۀ تالس در مثلث OAB می توان نوشت

OC ODCD AB AC
AC BD AC

|| ⇒ = ⇒ = ⇒ =6 4 2
4
3

توجه کنید 2120  4

ABCS AB AC sin= × = × × × =01 1 245 8 8 16 2
2 2 2

از طرف دیگر،

ABCS CH AB CH CH= × ⇒ = × × ⇒ = =1 1 16 216 2 8 4 2
2 2 4

. در نتیج�ه بناب�ر قضی�ۀ  AH x= −8 ، آن گاه  BH x= اکن�ون اگ�ر ف�رض کنی�م 
،AHC فیثاغورس در مثلث

AH CH AC x

x x x

( )

( ) =

+ = ⇒ − + =

− = → − = ⇒ = −

2 2 2 2

32 4 22

8 32 64

8 32 8 4 2 8 4 2

پ�س   ، Â= 045 ، چ�ون  ABH′ قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در  ک�ه  کنی�د  توج�ه  اکن�ون 
. بنابرای�ن مثلث قائم الزاویۀ OBH متساوی الس�اقین نیز هس�ت. پس  ABHˆ ′= 045

. در نتیجه OH BH= = −8 4 2

OBHS BH OH ( )

( ) ( )

( )
( )

= × × = −

= − = −

−
= − = =

+ +

2

2

1 1 8 4 2
2 2

8 2 2 8 6 4 2

16 9 8 1616 3 2 2
3 2 2 3 2 2


