
)1(

بنابر فرض سؤال ش�کل مقابل را خواهیم  1055  3
 N است، پس AB روی عمودمنصف N داش�ت، نقطۀ
از دو س�ر ضل�ع AB ب�ه ی�ک فاصل�ه اس�ت. یعن�ی 
ضم�ن  در   . B Âˆ = =α1 بنابرای�ن   . NA NB=

. بنابراین B  Ĉˆ + =01 54 AB پس  AC=

B  

ABC  A B C B B

ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ:

= α

+ + = ⇒α+ + + + =

→ α= − ⇒ α= ⇒α= =1

0 0 0 0
1 1

00 0 0 0

180 54 54 180

723 180 108 3 72 24
3



در نتیجه

B  

BMN  M N B

N N
ˆ

ˆ ˆ ˆ:

ˆ ˆ=

+ + =

→ + + = ⇒ =
0

1

0
1 1

24 0 0 0 0
1 1

180

90 24 180 66



مثل�ث  1056 در   2
ارتفاع   ABC قائم الزاویۀ 
 BC وت�ر  روی   AH
پاره خط هایی به طول 2/5 
و 14/4 جدا کرده اس�ت. 

با استفاده از رابطۀ طولی در مثلث قائم الزاویه می نویسیم:

AH BH CH AH

AH

/ /= × ⇒ = × = ×

×= = =

2 2 25 1442 5 14 4
10 10

5 12 12 6
10 2

بنابر فرض سؤال چهارضلعی  1057  1

. از  Ê = 0
1 90 BCFE مربع اس�ت. پ�س 

ط�رف دیگ�ر هر زاوی�ۀ داخلی ش�ش ضلعی 
0120 است. بنابراین منتظم 

EE E E B
ˆˆ ˆ ˆ ˆ=+ = → = ⇒ =

0
1 900 0 0

1 2 2 1120 30 60

. B̂ = 0
2 30 ، پس  B̂ = 0

1 60 B̂ و  = 0
3 90 چون 

. پس مثلث ABC متساوی الساقین  Ĉ = 0
2 30 به همین ترتیب معلوم می شود 

0120 اس�ت. بنابراین اگر ارتفاع AK وارد بر قاعدۀ BC را رس�م  با زاویۀ رأس 
کنیم، AK میانه و نیمساز هم هست. در نتیجه

BC ABK KC       A
ˆˆ,= = = = = = =

0 0
1

6 1203 60
2 2 2 2

060 است، پس در مثلث قائم الزاویۀ AKC ضلع KC روبه رو به زاویۀ 

 KC AC AC AC= ⇒ = ⇒ = =3 3 63 2 3
2 2 3

030 است، پس و AK روبه رو به زاویۀ 

AK AC AK( )= = ⇒ =1 1 2 3 3
2 2

ABCS AK BC ( )( )= × = =1 1 3 6 3 3
2 2

بنابراین 

می دانی�م کمان ه�ای  1058  4
م�وازی  وت�ر  دو  بی�ن  محص�ور 

مساوی اند، پس
 



AE

AB EF BF AE

BF

||

=

⇒ =

→ =
015 015

CD می نویسیم: y= AB و  x= با فرض 
     AB BF FD CD EC AE

x y x y    ( )

+ + + + + =

+ + + + + = ⇒ + =

0

0 0 0 0 0 0

360

15 100 80 15 360 150 1
از طرف دیگر،

  x yEAB CDM x y    

x y
    y y

x y

´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨

» pH

ˆ ( )

( ) ( ) /

+ −−= ⇒ = ⇒ − =

 + =⇒ → = ⇒ =
− =

0
0 0

0
0 0

0

1520 25 2
2 2

150
1 2 2 125 62 5

25

بنابراین
AD ABD ABDÂöId¶ â¾Ä»Hp

/ˆ ˆ

/ /

+ += ⇒ =

= =

0 0 0

0

62 5 80 15
2 2

157 5 78 75
2

اگر ذوزنقۀ متساوی الس�اقین بر  1059  4
دای�رۀ به ش�عاع R محی�ط باش�د، آن گاه قطر 
دایرۀ محاطی واس�طۀ هندس�ی بی�ن دو قاعده 

R AB DC   ( )= ×24 1 است؛ پس  

R R     ½oÄHj SeIv¶ ( )= π⇒π = π⇒ =2 215 15 15 2 از طرف دیگر، 
    a a» pH( ) ( ) ⇒ × = × ⇒ =2 1 4 15 6 10

دای�رۀ  1060 ش�عاع   R کنی�م  ف�رض   1
′R ش�عاع دای�رۀ کوچک تر باش�د.  بزرگ ت�ر و 
پ�س  درونی ان�د،  مم�اس  دای�ره  دو  چ�ون 
از   . R R /′− =3 5 یعن�ی   . OO R R′ ′= −

طرف دیگر،

R R  

 R R  R R

R R R R R R

R R

½oÄHj »j ¸ÃM SeIv¶

/( )( ) / ( )

/

′− =

′ ′= π⇒π −π = π⇒ − =

′ ′ ′− + = → + =

′+ = = =

2 2 2 2

3 5

21 21 21

21 3 5 21

21 21 6
3 5 7

2
بنابراین

R R
R

R R

R R

´Ã¹ ï̈Â¶ ´¨
/

/

// /

′− = ′→ = −
′+ =

′ ′= ⇒ = =

3 5
2 6 3 5

6

2 52 2 5 1 25
2
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بازت�اب نقط�ۀ D نس�بت به  1061  2
 D بر خودش منطبق است، پس نقطۀ x محور

. D  ( , )= 3 0 روی محور x قرار دارد، پس 
مس�لماً بازت�اب نقط�ۀ C نس�بت به قطر 
BD نقط�ۀ A اس�ت زیرا قطره�ای مربع 
عمودمنص�ف یکدیگرن�د. ف�رض کنی�م 

. در ای�ن صورت چ�ون قطرهای مربع منصف  A x y( , )= C و   y( / , )= 5 5
یکدیگرند، بنابراین

A C B D x y  y   

x  y  

( , ) ( / , ) ( , ) ( , )

( / , ) ( , )

+ = + ⇒ + = +

+ =

5 5 3 5 3 0

5 5 2 6 5
xپس x

A  
y y

/ /
( / , / )

/

+ = ⇒ = ⇒
= ⇒ =

5 5 6 0 5
0 5 2 5

2 5 2 5

بنابراین

OA / / ( ) ( ) /= + = + = + = =2 2 2 21 5 1 25 260 5 2 5 6 5
2 2 4 4 4

از قضیۀ نیمساز زاویۀ داخلی استفاده کرده می نویسیم: 1062  1

BD AB AB AB AB AD
DC AC AC AC AC

pIvµÃº
/
/

⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =3 5 35 7
2 5 25 5

با توجه به تناسب به دست آمده فرض می کنیم
AC x      AB x,= =5 7

اکنون بنابر قضیۀ کسینوس ها،

BC

AB AC BC AC BC

x x x

x x x x x

x x x

x x

cos

( )( )( )=

÷

= + − ×

→ = + −

= + − ⇒ + − =

− ± +→ + − = ⇒ =

− ± − ± − += = ⇒ = ⇒ = =

2 2 2 0

6 2 2

2 2 2

6 2

2 60

149 25 36 2 5 6
2

49 25 36 30 24 30 36 0

5 25 964 5 6 0
8

5 121 5 11 5 11 6 3
8 8 8 8 4

x  است. /= × = =3 155 5 3 75
4 4

بنابراین ضلع کوچک تر این مثلث یعنی AC برابر 

، آن گاه مس�ئله ج�واب نخواهد  DC /=3 5 BD و  /=2 5 )توج�ه کنی�د اگر 
) AB AC> داشت. پس بهتر بود از ابتدا مطرح می شد 

ابتدا ماتریس AB را پیدا می کنیم: 1063  2

zx x

AB z y

y z z

xz z x y

y zyz z y yz

 
− −   

   
= −   
   
    

 
− + 

 
= 
 
 + + −  

2

12 21 2
0 0 4 2 0 4

10 0
2

2 2 0 2 4

0 2 0

2 2 2 4
2 2

ماتریس AB ماتریس اسکالر است، پس درایه های بالا و پایین قطر اصلی صفر 
و درایه های روی قطر اصلی همگی برابر یکدیگرند. بنابراین

 

 

z  

xz z xz z xy y

y yz y yz y y

x y x y

yz z y z    

y z y z

pH

pH

( )

( )

( )≠

 − = ⇒ − = →− + =
 − = ⇒ − = → + =
 + = ⇒ =−


+ = → =−

 + = ⇒ =−


1

1 2

02

2 2 2 1 1

2 4 2 2 1 2 1

2 4 0 2

2 2 0 1

0
2 2

در نتیجه
y

y y y
y ¡.¡.ù( )

=−
− ± + − ±+ − = ⇒ = = ⇒

=

2
1

1 1 8 1 32 1 0 14 4
2

y  xy y xy xy= −− + = →− − = ⇒ =−11 1 1 2 بنابراین 
xz برابر صفر اس�ت و  z−2 2 z≠0 زیرا در غیر این صورت مقدار  دقت کنید 

با اسکالر بودن ماتریس AB در تناقض است. 

ابتدا دترمینان A را به دست می آوریم: 1064  3

A    

  

| | ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

− −

= = − + − −

+ − − = − + − − − = + − =

2 3

4

1 1 3
1 2 4 2

4 1 2 1 1 1 1
1 3 2 3

2 1 3

4 1
3 1 1 3 2 1 12 4 3 4 2 1 8 6 3

2 1

بنابراین
A A

X   X  

A

| | | |

| |

         = ⇒ =      − −           

2 6 33 0 3 0
2 21 2 1 2 11

3

 یعنی 
 
 
 
  

6 3

21
3

اکن�ون طرفین تس�اوی ماتریس�ی ب�الا را در وارون ماتریس 

   از سمت چپ ضرب می کنیم. در نتیجه
 − 
 
−  

2 31 3
1 1 6

ماتریس 

X
  −   − = =     − −   −      

2 3 0 8 33
3

2 1 15 61 6

پس کوچک ترین درایۀ قطر اصلی ماتریس X برابر 6 است. 

ب�ا انتخاب دو مق�دار دلخواه ب�رای m دو قطر دایره را به دس�ت  1065  1
آورده از تلاقی این دو قطر مرکز دایره به دست می آید.

m y y
  O  

m x x
½oÄHj q¨o¶ ( , )

= ⇒ = ⇒ = ⇒ −
=− ⇒− = ⇒ =− 

2 3 6 2
2 2

1 3 6 2

چون A روی دایره است، پس

R OA ( ) ( )= = − + + − = + =2 21 2 1 2 1 1 2

R½oÄHj ôÃd¶= π = π2 2 2 بنابراین 



)3(

اگر در س�همی افقی از معادلۀ س�همی نس�بت به y مشتق گرفته  1066  2
مساوی صفر قرار دهیم، آن گاه عرض رأس سهمی به دست می آید، پس

y  
yf y a a a=′ = ⇒ − = → − = ⇒ =10 4 2 0 4 2 0 2

در ضمن رأس سهمی در معادلۀ سهمی صدق می کند، پس
aa b b b=− − + = → − − + = ⇒ =22 2 8 0 2 4 8 0 10

a
b
= =2 1
10 5

بنابراین 

h برابر 4  1067


ارتفاع ب�ردار   4
h روی صفحۀ 



است، پس انتهای بردار 
h بر 


z=4 قرار دارد. در ضمن بردار 
b عم�ود نیس�ت زیرا 



a و 
 برداره�ای 

 h


، بنابراین بردار  b h⋅ ≠0
 

a و  h⋅ ≠0




z=4 قرار دارد. در نتیجه  روی صفحۀ 
c به 
 z=4 واقع اس�ت، بنابراین مخصات بردار  c روی صفحۀ 

 انتهای بردار 
) x y است. بنابر فرض سؤال، , , )4 صورت 

a c    x y  x y

b c   x y x y

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ + =

⋅ = ⇒ − ⋅ = ⇒− + =

1 1 1 0 4 1 1

5 1 2 0 4 5 2 5

 





x y
y y  x

x y
´Ã¹¨ïÂ¶ Íµ]

,
+ = → = → = =−

− + =

1
3 6 2 1

2 5
بنابراین 

. c  | |= + + =1 4 16 21 c و    ( , , )= −1 2 4 پس 

1068  . a  b| | | |=2


 در نظر بگیرید   1
a مطابق ش�کل  b−



 در این صورت بردار 
مقاب�ل خواهد ب�ود. در مثلث OAB یک 
 060 060 و اندازۀ دو ضلع این زاویۀ  زاویۀ 

، پس  Â= 090 به نسبت 1 به 2 هستند. پس مثلث OAB قائم الزاویه است و 
030 است.  a برابر  b−



 a و 
 . در نتیجه زاویۀ بین بردارهای  B̂= 030

 ABC نکت��ه: توجه کنی�د اگر در مثل�ث
 ، BC x=2 و   AB x=  ، B̂= 060

. زیرا اگر میانۀ AM وارد  Â= 090 آن گاه 
 ABM را رسم کنید، آن گاه مثلث BC بر
 AMC مثل�ث  و  متس�اوی الاضلاع 
Â و  = 0

1 60 متساوی الساقین است؛ پس 

. Â= 090 ، در نتیجه  Â = 0
2 30

بناب�ر داده ه�ای س�ؤال  1069  2
شکل مقابل را خواهیم داشت. می دانیم 
هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره خط 

از دو سر پاره خط به یک فاصله است.

A A A

AC  M MA MC A A C

AB  N NA NB A A B

A A A A B C

A A

´Ã¹¨Â¶ Íµ]
       

þ~¹¶ j¼µø Á»n

þ~¹¶ j¼µø Á»n

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ

+ + =

⇒ = ⇒ + = 


⇒ = ⇒ + = 

→ + + + = + →

+ = − ⇒ =

0
1 2 3

1 2

1 3

80
1 2 3 1

0 0 0 0
1 180 180 80 20

دو مثلث ABC و BDE متشابه اند زیرا: 1070  1
ECA BDE DE BD BEABC BDE

AC BC ABB B

y y yy
x x

x x

ˆ ˆ
~

ˆ ˆ

= ⇒ ⇒ = =
= 

 = ⇒ = ⇒ == = ⇒
+  = ⇒ = ⇒ = + +

24 1 12
18 24 24 48 24 2

24 24 48 18 24 18 1 12
24 48 24 2

 

x برابر یک است.
y

بنابراین مقدار 

1071  MNDE چهارضلع�ی   4
 . Ê = 0

1 90 مرب�ع به ضلع 4 اس�ت، پس 
در ضم�ن ه�ر زاوی�ۀ داخلی ش�ش ضلعی 
، در  Ê = 0

2 30 0120 است، پس  منتظم 
نتیج�ه در مثلث قائم الزاویۀ MHE زاویۀ 

060 می شود، بنابراین M1 برابر 

ME

ME

MEH M HE ME HE

MEH E MH ME MH

ˆ:

ˆ:

=

=

= ⇒ = → =

= ⇒ = → =

40
1

40
2

360 2 3
2
130 2
2





MEHS MH EH ( )( )= × = =1 1 2 2 3 2 3
2 2

پس 

. بنابرای�ن مجم�وع  NDHS ′ =2 3 ب�ه همی�ن ترتی�ب مش�خص می ش�ود 

4 است. 3 ′NDH برابر  مساحت های دو مثلث MHE و 
کمان های  1072 ان�دازۀ  می دانیم   3

بین دو وتر موازی مساوی اند. بنابراین
 

 

  

AB DE AD BE

BC EF BE CF

AD CF BE x

||

||

⇒ = 

⇒ = 

= = =

 

     AB BE EF CF CD AD+ + + + + = 0360 همچنین 
x x x x x+ + + + + = ⇒ = ⇒ =0 0 0 0 0 060 80 100 360 3 120 40

از طرف دیگر زاویۀ BCT زاویۀ ظلی است؛ بنابراین
   BC AD DC ABBCTˆ + + + += = = =

0 0 0 040 100 60 100
2 2 2

در ذوزنقۀ متساوی الساقین محیطی  1073  1
قطر دایرۀ محاطی واس�طۀ هندس�ی بین دو قاعدۀ 
ذوزنقه است. به عبارتی اگر R شعاع دایرۀ محاطی 
ذوزنقۀ متساوی الس�اقین محیطی ABCD باشد، 

. پس R AB DC= ×24 آن گاه 
R AB DC R R= × ⇒ = × ⇒ =2 2 24 4 2 4 2

R½oÄHj SeIv¶=π = π2 2 بنابراین 
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طول خط المرکزین دو دایرۀ  1074  4
R اس�ت.  R′+ مم�اس خارج مس�اوی 
پ�س طول مماس مش�ترک خارجی این دو 
RR′2 است. بنابر فرض سؤال، دایره 

   R RR R

RR R R R R R

Â]nIi ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö ′= ⇒ =

′ ′ ′= ⇒ = ⇒ =2

3 32
2 2

3 3 164 4
4 4 3

16 برابر شعاع دایرۀ کوچک تر است.
3

بنابراین شعاع دایرۀ بزرگ تر 

1075  C چون بازت�اب نقطۀ  1
نس�بت به محور y بر خودش منطبق 
است، پس نقطۀ C روی محور y قرار 
دارد، پ�س مختص�ات C به ص�ورت 
)  اس�ت. در ضمن عرض نقطۀ  , )0 1

. چون قطرهای مربع عمودمنصف  D x ( , )3 D برابر 3 اس�ت. فرض می کنیم 
B بازتاب D نس�بت به قطر AC اس�ت. چون  x y( , ) یکدیگرن�د، پ�س رأس 

قطرهای مربع منصف یکدیگرند، پس
A C B D  x x y

x x
B

y y

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )

+ = + ⇒ + = +
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= + ⇒ =−

4 1 0 1 3

4 2 2
2 1

2 3 1

OB= + =4 1 5 بنابراین 
در مثل�ث ABC ف�رض  1076   3

و   AC x=5  ، AB x=4 کنی�م 
 B در ای�ن ص�ورت زاوی�ۀ . BC x=6
زاویۀ متوس�ط مثلث است. فرض کنیم 
BD نیمس�از زاوی�ۀ B باش�د. در ای�ن 

صورت دو مثلث ABD و ABC دارای ارتفاع مشترک از رأس B هستند، پس 
نسبت مساحت های آن ها برابر نسبت قاعده های نظیرشان است. پس: 

ABD

ABC

S AD       
S AC

( )= 1

از طرف دیگر بنابر قضیۀ نیمساز داخلی می نویسیم:
AD AB AD ABBD
DC BC AD DC AB BC
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بنابراین
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pH( ),( ) ⇒ = ⇒ =2 52 1
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براب�ر  1077  A
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4 3
ماتری�س  وارون   2

−A است. پس
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=  
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α − α+β    

 
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بنابراین
−α+β= ⇒− +β= ⇒β=

 α= ⇒α=
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در نتیجه 

A2 را به دست آوریم: 1078 ابتدا درایه های ماتریس   1

A A A= ×
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3 3 4 3 3 4 3 4 4
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A3 را به دست می آوریم: اکنون فقط درایه های سطر اول ماتریس 
A A A

? ? ?
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 است. − 1 1 0 A3 به صورت  بنابراین درایه های سطر اول ماتریس 

برای مشخص شدن راه حل هر دو دایره را ترسیم می کنیم؛ سپس  1079  2
مرکز و شعاع دایره ها را پیدا می کنیم:

a bx x y O

a b cR

a bx x y O  

a b cR
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 x مرکزش روی محور R′′ ′′O و ش�عاع  مطابق ش�کل دایرۀ خط چین به مرکز 
قرار دارد و بر هر دو دایره مماس خارج است. در شکل AB قطر دایرۀ خط چین 

و   A BO ( , )+′′= = 5 0
2 2

اس�ت. پ�س   B( , )3 0 و   A( , )2 0 اس�ت چ�ون 

. بنابراین معادلۀ این دایره به صورت زیر است: ABR′′= =1
2 2

x y x x y

x y x
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ابتدا معادلۀ بیضی را به صورت استاندارد می نویسیم: 1080  3

x y y x x x y y

x y x y
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b است، پس =2 1
4

a و  =2 1 بنابراین بیضی افقی با مقادیر 

c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 1 3 31
4 4 2

c=2 اس�ت. »توجه کنید معادلۀ بیضی در  3 بنابراین فاصلۀ دو کانون برابر 
کتاب درس�ی هندس�ه 3 مطرح نشده اس�ت، پس این س�ؤال خارج از سرفصل 

کتاب درسی است«.


