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1  045 a و مح�ور z در فضا برابر    ( , , )= − α1 1 زاوی�ۀ بین بردار   1
است. بنابراین

k   
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b از ب�ردار    ( , , )= − 4 2 2
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. اکن�ون به ج�ای ب�ردار  a   ( , , )= −1 0 1 بنابرای�ن 

b استفاده می کنیم. در این صورت    ( , , )= −3 2 1 3
2
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 θ زاویۀ بین بردار  ، پس  a b a b( )× = ×3 3
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  توجه کنید که چون 

محور z است، بنابراین
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TB انتقال یافت�ۀ مثلث ABC تحت  2 C′ ′ در ش�کل زی�ر، مثلث   1
AT و مثل�ث TPQ ناحیۀ محدود بین مثلث اولی�ه و مثلث انتقال یافته 



ب�ردار 
TPQ

ABC

S
     

S
( )= 1 1

16
است. بنابر فرض تست، 

از ط�رف دیگ�ر، چ�ون اضاع مثل�ث TPQ با اض�اع مثل�ث ABC دوبه دو 
موازی ان�د، پ�س زاویه های ای�ن دو مثلث مس�اوی اند. در نتیجه ای�ن دو مثلث 
متش�ابه اند. بنابراین نسبت مساحت های این دو مثلث مساوی توان دوم نسبت 

میانه های نظیر آن ها است، پس

 TPQ  

ABC

S TM TM TM    
S AM AM AM

pH( )( ) ( ) ( )= → = ⇒ =12 2 1 1 2
16 4

چ�ون در مثل�ث قائم الزاوی�ه، میان�ۀ وارد ب�ر وت�ر نص�ف وت�ر اس�ت، پ�س 

. در نتیجه از )2( به دست می آید BCAM= = =8 4
2 2

TM TM AT AM TM= ⇒ = ⇒ = − = − =1 1 4 1 3
4 4

سطر سوم ماتریس A را به صورت زیر به دست می آوریم: 3  1
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اکنون سطر سوم ماتریس A را پیدا می کنیم:

A ³¼w oõw
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+ است. − =7 1 5 3 بنابراین مجموع درایه های سطر سوم ماتریس A مساوی 
توجه کنید که  4  4

TBA A I B I

B I     ( )
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اکنون برای پیدا کردن ماتریس B، طرفین تس�اوی )1( را از س�مت راس�ت در 

ک�ه  کنی�د  توج�ه  می کنی�م.  ض�رب   
 
 
  

14 4
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ماتری�س  وارون 

. بنابراین
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بنابراین ماکزیمم مقدار درایه های ماتریس B برابر 28 است. 
. مکان هندس�ی  5 k>0 ف�رض کنید   1

′d به فاصلۀ  نقاط�ی از فضا که از خط های موازی d و 
 d′ k هس�تند، دو سطح اس�توانه ای با محورهای d و 
هستند )شکل مقابل را ببینید(. صفحه هایی که بر این 
 d′ دو سطح استوانه ای مماس هستند، از دو خط d و 
به یک فاصله هستند که در اینجا تعداد آن ها حداکثر 4 
تا است. در واقع دو تا از این صفحه ها می توانند طوری 
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بر این دو سطح استوانه ای مماس باشند که هر دو سطح در یک طرف این صفحه ها باشند 
و دو تا از این صفحه ها می توانند طوری بر این دو س�طح اس�توانه ای مماس باشند که دو 
سطح در طرفین این صفحه ها باشند. با تغییر مقدار k، تعداد نامتناهی صفحه با این ویژگی 
خواهیم داش�ت. بنابراین گزینۀ )1( درس�ت اس�ت. در ضمن، چون گزینۀ )1( درست 
اس�ت، پس گزینۀ )2( نادرس�ت خواهد بود. گزینه ه�ای )3( و )4( در صفحه به ترتیب 

تعریف سهمی و بیضی هستند. در فضا این مکان ها سهمی گون و بیضی گون هستند. 

معادلۀ استاندارد سهمی به صورت زیر است: 6  2

x y x y x y( ) ( ) ( ) ( )− − = ⇒ − = + ⇒ − = +2 2 2 11 12 6 1 12 6 1 12
2

، یعنی  a=4 12 F اس�ت و   ( , )− 11
2

پ�س این س�همی قائ�م رو به ب�الا با رأس 

. بنابراین کانون این سهمی به مختصات زیر است: a=3

F  a    ( , ) ( , ) ( , )′= α +β = − =1 51 3 1
2 2

F F  O  ÂñÃM q¨o¶ ( , )′+= = 1 1
2

اکنون مرکز بیضی را پیدا می کنیم: 

RI~Th¶ Há kL¶ pH ÂñÃM q¨o¶ ¾â ±ÅIÎ= + =1 1 2 بنابراین  
x مرکز دایره است: 7 y− =3 x و  y+ نقطۀ تاقی قطرهای 1=  4

x y
x x y O  

x y
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+ = → = ⇒ = ⇒ =− ⇒ −
− =

1
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3

x برابر ش�عاع  y+ + =4 3 5 0 O تا خط مماس   ( , )−2 1 همچنین فاصلۀ مرکز 

R
| ( ) ( ) |+ − +

= = =
+

4 2 3 1 5 10 2
516 9

دایره است، یعنی 

از طرف دیگر، طول پاره خط OM برابر است با

M O M OOM x x y y( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + − + =2 2 2 24 2 2 1 5

، پس نقطۀ M بیرون دایره است. بنابراین  OM R> چون 
M OM R ½oÄHj pH ¾â ±ÅIÎ ¸ÄoUï¦Äjqº= − = −5 2

8  a b×


 c موازی است، پس 
 a یا بردار  b a b( )( )⋅ ×

 

  چون بردار   2
c موازی اس�ت. در ضمن برای س�اده تر ش�دن محاس�بات به ج�ای بردار 

 ب�ا 

b اس�تفاده می کنیم. در واقع بردار   ( , , )= −3 2 1 3
2


b از بردار  ( , , )= − 4 2 2
3 3



a موازی است. توجه کنید که  b×3
2


 a با بردار  b×

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a b  i j k( ) ( )× = − α = α− − + − + α

−
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  
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

c موازی باشد. بنابراین
 a با  b×3

2


 بنابر فرض سؤال قرار است بردار 

α− − − + α= =
− −

3 2 1 1 2
1 1 1

در نتیجه 
α− = ⇒α=


− + α= ⇒α=

3 2 1 1

1 2 1 1

c موازی اند.
 a و  b a b( )( )⋅ ×

 

  α=1 دو بردار  پس به ازای 

توجه کنید که  9  1
b b b b b

a b b b ab b
× × ×
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b b b b b    ( )− = ⇒ =1 2 1 1 25 2 4 2 1 بنابراین  
. اکنون می توان نوشت b  b, ≠1 2 0 چون b ماتریسی ناصفر است، پس 

b 
b  

b ab b b ab b
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توجه کنید که  10  4
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+ است.  + =9 7 5 بنابراین مجموع درایه های قطر اصلی ماتریس A برابر 21

11  . TA a

 −
 

= 
 
  

1 1

1

3 1

، پ�س 
a

A
 

= 
−  

1 3

1 1 1
چ�ون   4

بنابراین 

T
a a a

AA a
a

 −
     + +
 = =   
 −    +     

21 1
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1
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3 1

|B تعریف می شود،  TAA و | B I=52 2× است،  2 TAA ماتریس�ی  چون 

2× هس�تند. اکن�ون اگ�ر از دو ط�رف تس�اوی  2 پ�س B و I ماتریس های�ی 
TAA دترمینان بگیریم، به دست می آید B I=52

T TAA B I AA B I

a a
a a

a

a
a a a a a a a

a

| | | | | || | | |

( ( ) )

( )

= ⇒ =

+ +
× = ⇒ + − + = =

+

=+ − − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒
=

2

2 22 2 2

2 2 2

52 52

10 2 52104 52 3 30 2 26
1042 3

0
3 30 4 4 26 2 4 0 2 2 0

2

+ است.  =0 2 2 پس مجموع مقادیر ممکن برای a مساوی 
خطوط�ی ک�ه ب�ر d عمودند، اگر م�وازی باش�ند، در یک صفحه  12  1

هس�تند؛  اگر متقاطع باش�ند، در صفحه هایی عمود بر خط d هستند؛ اگر متنافر 
باش�ند، هر کدام از آن ها در صفحه هایی مختلف واقع هستند. در نتیجه چون در 
فض�ا بی نهایت خط بر یک خط مفروض عمودند، پس خطوط عمود بر یک خط 

در فضا بی نهایت صفحه در فضا تشکیل می دهند. 
اکنون به نادرستی سایر گزینه ها توجه کنید:

مجموعۀ نقاط متساوی الفاصله از یک خط در فضا روی سطحی 
استوانه ای قرار می گیرند. پس گزینۀ )2( نادرست است. 

مجموع�ۀ نقاطی از فضا که مجموع فواصل آن ها از دو نقطۀ 
ثابت به یک اندازه اس�ت، ش�کلی به نام بیضی گون اس�ت. 

پس گزینۀ )3( نادرست است. 



)3(

خط�وط گذرا از یک نقطه ک�ه با محور گذرا از آن نقطه زاویۀ 
یکس�ان می سازند، س�طح مخروطی اس�ت. پس گزینۀ )4( 

نادرست است. 

طرفین معادلۀ بیضی را بر 100 تقسیم می کنیم: 13  3

 x y
x y

( ) ( )
( ) ( )

− +
− + + = ⇒ + =

2 2
2 2 1 125 1 16 1 100 1

4 25
4

 

O است و   ( , )′ −1 1 پس این بیضی یک بیضی قائم با مرکز 

 
a a

b b

 = ⇒ =

 = ⇒ =

2

2

25 5
4 2
4 2

بنابراین 

c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 25 9 34
4 4 2

 

، پس کانون ها به  OF OF′< . چون  O F O F c′ ′ ′= = =3
2

با توجه به ش�کل 

′F کانون سهمی  F هستند. اکنون F رأس و   ( , )′ − 51
2

F و   ( , )11
2

مختصات 

م�ورد نظر اس�ت. با توجه ب�ه جایگاه رأس و کانون، این س�همی قائم رو به پایین 
FF′=3 اس�ت. با توجه به معادلۀ سهمی  اس�ت و مقدار a در س�همی مساوی 

قائم رو به پایین، 

x a y x y x y( ) ( ) ( ) ( ) ( )−α =− −β ⇒ − =− − ⇒ − =− +2 2 214 1 12 1 12 6
2

● توجه کنید معادلۀ بیضی در کتاب هندسۀ 3 نظام جدید حذف شده است.  

BC را پیدا می کنیم: 14


BA و 


راه حل اول مختصات پیکان های   2
BA A B

BC C B   

( , , )

( , , )

= − = −

= − = − −

2 2 1

1 1 2





BC است، پس


BA روی پیکان 


BH تصویر پیکان 


چون پیکان 
BA BC

BH
BC

| | | |
| |

| |

⋅ − +
= = =

+ +

2 2 2 2
1 1 4 6

 





. بنابراین BA  | |= + + =4 4 1 3


در ضمن 

ABH AH AB BH AH

AH

: = − ⇒ = − = − =

= =

2 2 2 2 4 2 259 9
6 3 3

5 5 3
33



راه حل دوم مساحت مثلث ABC را به کمک ضرب خارجی پیدا می کنیم

ABC

i j k

BA BC i j k

S BA BC| |

× = − = + +

− −

= × = + + =

2 2 1 5 3 4

1 1 2

1 1 5 225 9 16
2 2 2

  

 

  

 

. بنابراین BC  | |= + + =1 1 4 6


در ضمن 

ABCS AH BC AH AH= × ⇒ = × ⇒ = =1 5 2 1 5 2 5 36
2 2 2 36


