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ایستگاه های یادگیری



m+2 اس�ت و نقاط�ی که از A به  1 3 فاصل�ۀ نقطۀ A از خط d برابر   4
فاصلۀ 9 هستند، روی دایرۀ به مرکز A و شعاع 9 قرار دارند. بنابر فرض سؤال این دایره 
خط d را نباید قطع کند. پس باید شعاع دایره از فاصلۀ AH کوچک تر باشد. بنابراین

AH m m m> ⇒ + > ⇒ > ⇒ >9 2 3 9 2 6 3
m>3 صدق می کند. 2 در نامساوی  3 در بین گزینه ها فقط 

مجموعۀ نقاطی که از نقطۀ A به فاصلۀ 4 هستند، دایره ای است  2  3
به مرکز A و شعاع 4 )قطر 8(. همچنین مجموعۀ نقاطی که از خط L به فاصلۀ 
2 هس�تند، دو خط موازی L هس�تند که فاصلۀ آن ها از L برابر 2 اس�ت )دقت 
کنید که این دو خط از یکدیگر به فاصلۀ 4 هس�تند(. نقاط مش�ترک دایره و این 

دو خطِ موازی جواب هستند. حالت های زیر رُخ می دهد.

نقاطی که از A به فاصلۀ m و از B به فاصلۀ n هستند به ترتیب روی  3  2
دو دایره به مراکز A و B و شعاع های m و n قرار دارند. اگر این دو دایره یکدیگر را 
قط�ع نکنند، نقطه ای ب�ا ویژگی مورد نظر وجود نخواهد داش�ت )ش�کل های زیر را 
، شکل )2( ایجاد می شود و مسئله جواب ندارد. توجه  n=1 و m=11 ببینید(. اگر

کنید در گزینه های )1( و )4( دو دایره مماس و در گزینۀ )3( دو دایره متقاطع اند.

)AH ثابت اس�ت و رأس ه�ای B و C هم  4 ) چ�ون ط�ول ارتفاع   4
ثابت هستند، پس A روی دو خطِ موازیِ خط گذرنده از نقطه های B و C است 

که فاصلۀ آن ها از خط گذرنده از B و C به فاصلۀ ارتفاع وارد بر ضلع BC است.

مجموع�ۀ نقطه هایی که از نقطۀ A به فاصلۀ 3 هس�تند، دایره ای  5  2
. به همین صورت مجموع�ۀ نقطه هایی که از  r =1 3 اس�ت به مرکز A و ش�عاع 
.  چون  r =2 3 نقطۀ B به فاصلۀ 3 هس�تند، دایره ای اس�ت به مرکز B و شعاع 

، پس یک نقطه با ویژگی مورد نظر به دست می آید. AB r r= +1 2

باید دو دایره به مرکزهای  6  1
A و B و شعاع m یکدیگر را در دو نقطه 
قطع کنند. بنابراین با توجه به شکل باید
AB AM BM m m

m m

< + ⇒ < +

< ⇒ <

4

4 2 2
m=3 در این نابرابری صدق می کند. در بین گزینه ها فقط 

باید مجموع طول های هر دو ضلع از طول ضلع سوم بیشتر باشد: 7  1

x x x x      x x x x

x x x x

,− < + + + ⇒− < + < − + + ⇒ <

+ < + + − ⇒ <

3 22 1 4 5 1 4 2 1 5 1
2 3

5 1 4 2 1 1
اکنون از جواب های به دست آمده اشتراک می گیریم. در این صورت حدود تغییرات 

>x است. یعنی برای x هیچ مقدار صحیحی به دست نمی آید.  <2 1
3

x به صورت 
x+5 مثبت هستند. x+4 و 1  ، x−2 توجه کنید که در محدودۀ به دست آمده 1

2 وج�ود ن�دارد زی�را  8 3 و  مثل�ث ب�ا ط�ول اض�اع 5،   1
2 نیز وجود  10 2 و  2  ،2 3 . مثل�ث ب�ا ط�ول اض�اع  < +5 3 2
 a+2 a−2 و    ، a2 . مثلث با طول اضاع  < +2 10 2 3 2 2 ندارد زیرا 
 ، 3 . ولی مثلث با طول اضاع  a a a( ) ( )< + + −/2 2 2 نی�ز وجود ندارد زیرا 

. < +3 2 > و 1 +2 1 3  ، < +1 2 3 2 و 1 وجود دارد زیرا 
شکل از دو مثلث تشکیل شده است. در هر دو مثلث نابرابری های  9  2

مثلث را می نویسیم:

 

aa a

a a a a

a a a

( )

− < − < + −  < − + − ⇒ < ⇒ < < 
 

− < + −  < 

62 5 2 1
8 85 2 1 2 4 1
3 3

2 1 5 2 4

 

در مثلث دیگر نیز باید هر ضلع از مجموع دو ضلع دیگر کوچک تر باشد:

 
a a

a a a

a a a

( )


 − < + + − <
  + < + − ⇒ < ⇒ < 
 

< − + +  <

2 4 1 2 5
51 4 2 1 2 2
2

4 2 1 5
2

 

ح�دود تغییرات a ، اش�تراک نابرابری های 

 . a< <8 4
3

)1( و )2( اس�ت که می شود 
 ، a−2 توج�ه کنید ک�ه در این مح�دوده 
a−2 مثبت هس�تند. بنابراین  a+1 و 1
تنها عدد صحیح که در این نابرابری صدق 

a=3 است. می کند 
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10  045 ابت�دا زاوی�ۀ xAy را ب�ه اندازۀ   3
رسم می کنیم. خط d1 را موازی Ax و به فاصلۀ 3 از 
آن رس�م می کنیم. محل برخورد این خط با Ay رأس 
B اس�ت )خط d1 در شکل مقابل را ببینید(. اکنون 
d2 را موازی Ay و به فاصلۀ 5 از آن رسم کرده،  خط 
مح�ل برخ�ورد آن ب�ا Ax را رأس C می نامیم )خط 
d2 را در شکل مقابل ببینید(. مثلث ABC جواب 

است و این مثلث منحصربه فرد است.
بنابر فرض سؤال، 11  3

AB AC x x x< ⇒ < − ⇒ <2 3 3
از طرف دیگر اضاع این مثلث باید در نابرابری مثلث صدق کنند. پس 
AB AC BC x x x x x

AC AB BC x x x x x

BC AC AB x x x x x

< + ⇒ < − + − ⇒ < ⇒ <

< + ⇒ − < + − ⇒ < ⇒ <

< + ⇒ − < + − ⇒ < ⇒ <

2 3 15 3 2 12 6

92 3 15 3 4 18
2

15 3 2 3 18 6 3

>x اس�ت و در بین  <93
2

اش�تراک جواب ه�ای نامعادله ه�ای ب�الا به صورت 

3 در این فاصله قرار دارد. 2 گزینه ها تنها عدد 

∆ را بر آن عمود  12 خ�ط دلخواه d را رس�م می کنی�م و خط دلخ�واه   2
ah رسم  ∆ و d را H می نامیم. از نقطۀ H کمانی به شعاع  می کنیم محل تقاطع 
∆ را A در نظر می گیریم. از A کمان هایی به  می کنیم. محل برخورد این کمان با 
AC=7 رسم می کنیم. با توجه به نقاط برخورد این کمان ها  AB=4 و  شعاع 
و خ�ط d تعداد مثلث های متمایز مورد نظر معلوم می ش�ود. اگر کمان به ش�عاع 
کوچک تر یعنی AB مماس بر d و کمان دیگر خط d را قطع کند، آن گاه تنها یک 
 B و H مثلث با این معلومات قابل رسم است. توجه کنید که مطابق شکل نقطۀ
AC همنهشت هستند آن ها را  B2 AC و  B1 منطبق هس�تند و چون دو مثلث 
یک مثلث در نظر می گیریم. بنابراین برای رس�م چنین مثلثی اگر بخواهیم جواب 
منحصربه فرد داشته باشیم، باید ارتفاع داده شده برابر طول ضلع کوچک تر، از بین 

. ah =4 ، یعنی  ah c= دو ضلع داده شده باشد.در نتیجه 

′d و به فاصلۀ 2 از آن ها را رسم می کنیم.  13 خطوطی موازی دو خط d و   3
محل برخورد این خط ها جواب مسئله است که 4 نقطه هستند )شکل زیر را ببینید(.

مجموع�ۀ نقطه های�ی که از دو ضلع AB و AC ی�ا امتداد آن ها به یک  14  3
فاصله هستند، نیمسازهای داخلی و خارجی زاویۀ A است. همچنین، مجموعۀ نقطه هایی 
 AB است. بنابراین نقاطی که از BC به یک فاصله اند، عمودمنصف ضلع C و B که از
و AC یا امتداد آن ها به یک فاصله و از دو رأس B و C نیز به یک فاصله هستند، محل 
برخورد نیمسازهای زاویه های داخلی و خارجی A و عمودمنصف ضلع BC هستند. چون 

مثلث متساوی الساقین نیست، جواب دو نقطۀ مشخص شده در شکل زیر است.

اگر AH ارتفاع وارد بر BC باشد، آن گاه 15  1

 S AH BC AH AH( )= × ⇒ = × ⇒ =1 112 4 6
2 2

بنابرای�ن اگ�ر مثل�ث ABC قاب�ل رس�م باش�د، آن گاه مانند ش�کل فرضی زیر 
ارتف�اع AH از میانۀ AM در مثلث قائم الزاویۀ AMH بزرگ تر اس�ت که این 
 AH اس�ت و باید از AMH وتر مثلث قائم الزاویۀ AM غیرممکن اس�ت، زیرا

بزرگ تر باشد. پس چنین مثلثی وجود ندارد.

می دانیم در مس�تطیل قطرها مساوی اند. پس مستطیلی به طول  16  1
قطرهای 6 و 5 وجود ندارد.

. در  17 BC=5 BD=4 و   ،ABCD ف�رض کنید در مس�تطیل  4
این صورت در مثلث قائم الزاویۀ BDC وتر کوچک تر از ضلع زاویۀ قائمۀ است 

و این ممکن نیست، پس چنین مستطیلی وجود ندارد.

ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر، متوازی الاض�اع ABCD قابل رس�م  18  2
اس�ت هرگاه مثلث BCD قابل رسم باش�د. پس طول اضاع مثلث BCD در 

نابرابری های مثلث یا نتیجۀ آن صدق می کنند.

 x x x x| |− < − < + ⇒ < − < ⇒ < < ⇒ < <3 95 3 2 1 5 3 2 2 1 8 3 2 9
2 2

با توجه به ش�کل زیر برای رس�م این متوازی الاضاع باید مثلث   19  1
ABD، قاب�ل رس�م باش�د، ولی اضاع ای�ن مثل�ث  در نابراب�ری مثلث صدق 

. پس با این معلومات متوازی الاضاعی وجود ندارد. < +/7 5 2 نمی کنند: 
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زاویۀ بین دو قطر متوازی الاضاع می تواند تغییر کند. پس با تغییر  20  4
این زاویه نامتناهی متوازی الاضاع به طول قطرهای 4 و 7 قابل رسم است.

دو قط�ر مربع مس�اوی و عمودمنص�ف یکدیگرن�د. پس مطابق  21  2
3 قابل رسم است. شکل زیر یک مربع به قطر 

در ل�وزی قطره�ا منصف یکدیگر و عمود بر هم هس�تند. پس در  22  1
مثل�ث قائم الزاوی�ۀ AHD هم وتر و هم ضلع زاویۀ قائمه برابر 4 هس�تند و این 

ممکن نیست. پس چنین لوزی ای وجود ندارد.

پ�س  23 مس�اوی اند،  روب�ه رو  ضلع ه�ای  متوازی الاض�اع،  در   2
. بنابراین متوازی الاضاع ABCD در صورتی ایجاد می شود  BC AD b= =
که مثلث ABC به وجود بیاید. پس باید س�ه عدد b ، a و 6 در نامس�اوی های 

زیر صدق کنند
 a b  b a  a b          , ,< + < + < +6 6 6

b=3 در این نامساوی ها صدق می کنند. a=4 و  در بین گزینه ها فقط 

′d رسم می کنیم. در  24 از رأس A خط Ax را موازی با دو خط d و   2
این صورت از قضیۀ خطوط موازی و مورب نتیجه می شود

A  
d Ax

A A
 AB

Ax d
A C C

 AC

Jn¼¶

Jn¼¶

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

=
 ⇒ = → =


′ ⇒ = ⇒ =


0900 0
1 2

0
2 2 2

25 65

65





از طرف دیگر
C C C Cˆ ˆ ˆ ˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0 0 0
1 2 1 1105 180 65 105 180 10

مثلث ABD متساوی الس�اقین اس�ت، اندازۀ دو زاویۀ مجاور به  25  3
ˆADB زاویۀ خارجی مثلث ADC است، پس  قاعدۀ آن را x در نظر می گیریم. 

 x= + =0 0 030 50 80  
ABD B x x B Bˆ ˆ ˆ: + + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0 0180 80 80 180 20 بنابراین 

مثلث ABD متساوی الس�اقین است. اندازۀ زاویه های مجاور به  26  2
قاع�دۀ آن را x در نظ�ر می گیری�م. از ط�رف دیگ�ر AD نیمس�از اس�ت، پس 
ˆADB زاویۀ  BAD و ان�دازۀ ه�ر ک�دام را y انتخ�اب می کنی�م.  DACˆ ˆ=

 ABD در ضم�ن در مثلث . x y= + 030 ADC اس�ت، پس  خارج�ی مثلث 

. در نتیجه  x y+ = 02 180 0180 است، پس  مجموع زاویه ها 

 x y
x y y x

x y

´Ã¹ Â̈¶ Íµ]

 = + → + = + ⇒ =
+ = α= − =

0
0 0

0
0 0 0

30
3 210 70

2 180
180 70 110

با استفاده از داده های سؤال  27  4
ش�کل مقابل را خواهیم داش�ت. مثلث های 
ACD و ABC متساوی الساقین هستند. 
اگر اندازۀ زاویه ه�ای مجاور به قاعدۀ مثلث 
متساوی الس�اقین ACD را x بنامیم، چون 
C1 زاوی�ۀ خارج�ی این  مثلث اس�ت، پس 

. بنابراین B xˆ =1 2 ، در نتیجه  C xˆ =1 2

ABC x x x x: /+ + = ⇒ = ⇒ =0 0 0 034 2 2 180 4 146 36 5

. ADCˆ /= 036 5 پس 

0110 باش�د چون در  28 زاوی�ۀ مجاور به قاعدۀ این مثلث نمی تواند   4

0180 بیش�تر می ش�ود. پس زاویۀ رأس آن  این ص�ورت مجموع زاویه های آن از 
0110 اس�ت. در ضمن نیمس�از خارج�ی رأس مثلث متساوی الس�اقین با قاعده 
 )C یا B موازی اس�ت. پس نیمس�از خارجی زاویه های مجاور به قاعده )در اینجا

را رسم می کنیم تا امتداد ضلع مقابل را در D قطع کند. پس 
A

B B

ˆ

ˆ ˆ /

= − =

− −= = ⇒ = = =

0 0 0
1

0 0 0 0 00 0
3 1

180 110 70

180 110 180 35 14535 72 5
2 2 2

. D A Bˆˆ ˆ( ) ( / ) /= − + = − + =0 0 0 0 0
1 1180 180 70 72 5 37 5 بنابراین 
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مثلث ABC متساوی الساقین است و AM میانۀ وارد بر قاعدۀ  29  4
آن است، پس AM هم نیمساز و هم ارتفاع است. با توجه به شکل

MHC C

AMC A C A A

ˆ:

ˆ ˆ ˆ ˆ: ( )

= −α

= − = − −α ⇒ + =α

0

0 0 0
1 2 3

90

90 90 90





A Aˆ ˆ α=α⇒ =2 22
2

BAM است، پس   چون AD نیمساز زاویۀ 

در ضمن زاویۀ ADB زاویۀ خارجی مثلث ADM است، پس 

ADB Âˆ α= + = +0 0
2 90 90

2

چون ارتفاع های مثلث بیرون مثلث یکدیگر را قطع کرده اند، پس  30  1
مثلث منفرجه الزاویه است. بنابراین نقطۀ تاقی عمودمنصف های این مثلث نیز 

خارج مثلث قرار دارد.

0180 اس�ت. چ�ون  31 مجم�وع زاویه ه�ای مثل�ث ABC براب�ر   2

. بنابراین مثلث ABC منفرجه الزاویه اس�ت.  Â= 0100 ، پ�س  B Ĉˆ+ = 080
در نتیجه نقطۀ برخورد عمودمنصف های این مثلث بیرون مثلث قرار دارد. 

نقطه های برخورد نیمس�ازهای زاویه های B و C، یعنی نقطه های  32  2
در ش�کل، روی نیمس�از زاویۀ A قرار دارند، زیرا نیمسازهای زاویه های  O′ O و 
داخل�ی مثل�ث همرس ان�د و هر دو نیمس�از خارجی با نیمس�از زاویۀ رأس س�وم 

همرس هستند. پس جواب روی نیمساز زاویۀ xAy است.

راه ح��ل اول: نقطۀ تاقی عمودمنصف های اضاع مثلث از س�ه  33  4
رأس آن به یک فاصله اند، پس 

 SA SB SC= =   
پس مثلث های SAC ،SAB و SBC متساوی الساقین هستند. با توجه به شکل

 

SBA

ABC

BCA

ˆ

:

ˆ

α=

α= =

α+ β+ γ+ = → β+ γ=

β+γ= ⇒ =

0

0

180 0 0

0

18

2 2 18 180 2 2 144

72 72

   

 . ASB Cˆ ˆ=2 راه حل دوم طبق درسنامه چون S محل تاقی عمودمنصف هاست، پس

. BCAˆ = =
0 0144 72

2
. پس ASBˆ = − − =0 0 0 0180 18 18 144 از طرف دیگر 

0180 است. بنابراین 34 در هر مثلث مجموع زاویه های داخلی   2

A B C
B B B B

A C B

ˆ ˆˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

 + + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+ =

0
0 0 0180

2 180 3 180 60
2

. بنابراین A Cˆ ˆ− = 02 60 A و  Cˆ ˆ+ = 0120 پس 
A C A C

A C A C

A A CÍµ]

     

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ,

 + = + = ⇒ 
− = − =  

→ = ⇒ = =

0 0

0 0

0 0 0

120 2 2 240

2 60 2 60

3 300 100 20

0100 مثلثی منفرجه الزاویه است. پس  بنابراین مثلث ABC با داش�تن زاویه ای 
نقطۀ همرسی عمودمنصف های آن خارج مثلث قرار دارد.

H مساوی اند. در ضمن  35 OH′′ ′ در شکل زیر دو زاویۀ BOC و   1
AH دو زاوی�ۀ قائم�ه دارد و چ�ون مجم�وع زاویه های هر  OH′ ′′ چهارضلع�ی 

0360 است، پس چهارضلعی 
A  A H OH H OH BOCˆˆ ˆ ˆ ˆ=′′ ′ ′′ ′+ = → = ⇒ =

0800 0 0180 100 100

ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل مقاب�ل چون  36  3
عمودمنصف ه�ای ضلع ه�ای AB و AC ب�ر هم 
 A در رأس ABC عم�ود هس�تند، پ�س مثل�ث
قائم الزاویه اس�ت و عمودمنصف های آن در وسط 
وتر BC همرس هستند )نقطۀ M را در شکل مقابل 

ببینید(. اکنون به دست می آید

MB MC BC AB AC+ = = + = + =2 2 2 28 6 10

متساوی الساقین،  37 مثلث  در   2
عمودمنصف قاعده، نیمساز رأس است. یعنی 

AOAB
ˆˆ = = 040
2

، پس مثل�ث AOB متساوی الس�اقین اس�ت و  OA OB= از ط�رف دیگ�ر، 
. بنابراین OBA OABˆˆ = = 040

AOBˆ = − × =0 0 0180 2 40 100
ابت�دا ان�دازۀ زاویه های این مثلث را به دس�ت می آوریم. می دانیم  38  3

، پس A B Cˆ ˆˆ+ + = 0180
A B

A C
A B C

ACAC

A C A C

C A C A

C C  A  B

Ï»H ¾²jI÷¶ »j Íµ]á

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

 − =
  + =
 + + = → 

+ =× 
 + =


 + = + = ⇒ 

× − + = − − =−  

− =− ⇒ = = =

0
0

0
0

0

0 0

0 0

0 0 0

2 50
3 230

180
3 17543 2 4175

2 4
3 230 3 230

3 6 700 18 3 2100

17 1870 110 40 300

پس این مثلث منفرجه الزاویه اس�ت. بنابرای�ن نقطۀ تاقی عمودمنصف های آن 
بیرون مثلث است.
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نقطۀ I روی EF از س�ه ضلع مثلث ABC به یک فاصله اس�ت  39  2
. بنابرای�ن I نقطۀ همرس�ی نیمس�ازهای زاویه های داخلی  IH IH IH( )′ ′′= =

 C و B ب�ه ترتیب نیمس�ازهای زاویه های IC و IB اس�ت. پس ABC مثل�ث
هستند. بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب، 

IE BC
I B I B IE BE

IB
     (1

J ¼¶

)

n  

ˆ ˆ ˆ ˆ
 ⇒ = ⇒ = ⇒ =


1 1 1 2


IF BC
I C I C IF CF

IC
     (2

J ¼¶

)

n  

ˆ ˆˆ ˆ
 ⇒ = ⇒ = ⇒ =


2 1 2 2


از جمع کردن تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود
IE IF BE CF EF+ = + ⇒ =4

نقط�ۀ O محل همرس�ی نیمس�ازها اس�ت، بنابرای�ن از ضلع های  40  3
)ش�کل زیر را  OH OH OH= = =1 2 3 6 مثل�ث ب�ه یک فاصله اس�ت، پس 

ببینید(. می توان نوشت

ABC OBC OAC OABS S S S BC AC AB

BC AC AB( )

= + + = × × + × × + × ×

= + + = × =

1 1 16 6 6
2 2 2

3 3 14 42

41  MHNˆ ˆMHN است و  ˆAHC مس�اوی  با توجه به ش�کل،   2
 MHEˆ ˆMHE اس�ت و  ˆBHC مس�اوی  B اس�ت. در ضمن  مکمل زاویۀ 

مکمل زاویۀ A است. پس

B  

AHC BHC B A A B

AHC BHCˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ=

− = − − − = −

→ − = − =
0

0 0

60 0 0 0

180 180

70 60 10

ط�ول  42 ب�ه   ABC مثل�ث   3
اضاع 6، 6 و 8 متساوی الس�اقین اس�ت. 
 A از رأس BC پ�س عمودمنص�ف قاع�دۀ
. از  OA OB OC= = می گذرد. در ضمن 

طرف دیگر،

AHC AH AC CH AH: = − = − = − = ⇒ =2 2 2 2 26 4 36 16 20 2 5

 . OC x= −2 5 ، پس  OA x= −2 5 OH نتیجه می گیریم  x= با فرض 
در نتیجه 

OHC OC OH CH x x

x x x x x

: ( )= + ⇒ − = +

+ − = + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2

2 5 4

120 4 5 16 4 5 4
5



43  N به M از فرض های تس�ت ش�کل زیر ایجاد می ش�ود. اگ�ر از  2
وصل کنیم، آن گاه نقطۀ A در مثلث MNC نقطۀ برخورد ارتفاع ها است. پس 
اگر از C به A وصل کنیم و امتداد دهیم، ارتفاع س�وم مثلث MNC به دس�ت 

می آید. بنابراین خط گذرنده از A و C بر MN عمود است.

گ�زارۀ )الف( درس�ت اس�ت. زیرا اگ�ر خط d از نقطۀ M وس�ط  44  2
′BH برابر اس�ت. زیرا  پاره خ�ط AB عبور کند، آن گاه طول عمودهای AH و 
′BMH ب�ه حال�ت وت�ر و ی�ک زاوی�ۀ حاده  دو مثل�ث قائم الزاوی�ه AMH و 

همنهشت اند )به شکل زیر توجه کنید(. 

گزارۀ )ب( درس�ت اس�ت، زیرا مساحت لوزی برابر نصف حاصل ضرب دو قطر 
7/ و طول یک قطر 3، طول قطر دیگر آن  5 آن است پس در لوزی با مساحت 
5 است و با داشتن طول دو قطر 3 و 5 در لوزی فقط یک لوزی قابل رسم است.

گزارۀ )پ( نادرست است. زیرا مثال نقض نادرستی یک حکم کلی را مشخص می کند.
گزارۀ )ت( نادرست است. به عنوان مثال نقض مثلث قائم الزاویه با اضاع 25، 

24 و 7 عدد محیط از عدد مساحت کوچک تر است. 
بنابراین دو تا از این گزاره ها درست است.

عک�س قضی�ۀ »اگر در یک مثل�ث یک زاویه قائمه باش�د، آن گاه  45  3
ضلع روبه روی آن بزرگ ترین ضلع مثلث اس�ت« به ص�ورت »اگر در یک مثلث 
ی�ک ضلع بزرگ ترین ضلع باش�د، آن  گاه زاوی�ۀ مقابل به آن قائمه اس�ت« بیان 
می شود که در حالت کلی درست نیست. زیرا زاویۀ روبه رو به بزرگ ترین ضلع مثلث 

لزومی ندارد قائمه باشد. پس قضیۀ گزینۀ )3( به صورت دوشرطی بیان نمی شود.
در نقی�ض گزارۀ داده ش�ده کلمۀ »هر« را ب�ه »وجود دارد« تغییر  46  3

می دهیم و سپس فعل جمله را نقیض می کنیم. پس به گزارۀ زیر می رسیم:
0180 نیست.« »مثلثی وجود دارد که مجموع زوایای داخلی آن 

چهارضلع�ی ای که چه�ار ضلع برابر دارد لوزی اس�ت ولی لزومی  47  3
030 باشد مثال  ندارد مربع باشد. پس به عنوان مثال لوزی ای که یک زاویۀ آن 
نقض برای گزارۀ مطرح ش�ده در گزینۀ )3( اس�ت. سایر گزینه ها یک حکم کلی 

همواره درست هستند، پس برای آن ها مثال نقض وجود ندارد.
است و در  48 B Ĉˆ > «، حکم  B Ĉˆ > ، آن گاه  AC AB> در »اگر   4

B عبارت  Ĉˆ > بره�ان خل�ف، ف�رض اولیه همان نقیض حکم اس�ت و نقی�ض 
B است.  Ĉˆ = B یا  Ĉˆ<

با توجه به شکل، 49  2
AD AC D C

C B
ADB  D D BW±X¶ Â]nIi â¾Ä»Hp

ˆˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

 = ⇒ = ⇒ >
⇒ >

1

1 1



)7(

در مثلث ADB زاویۀ ADC زاویۀ خارجی این مثلث است، پس  50  3

. پس در  ADCˆ > 040 بزرگ تر از هر زاویۀ داخلی غیرمجاورش اس�ت. بنابراین 
. AC AD>  ،ADC مثلث

BC میانگی�ن  51 ، پ�س ط�ول ضل�ع  AB ACBC +=
2

چ�ون   2

، آن گاه  AB AC= AC اس�ت. بنابراین اگر  AB و  حس�ابی طول دو ضلع 
AC براب�ر اس�ت، یعن�ی  AB و  BC ه�م ب�ا ط�ول ضل�ع  ط�ول ضل�ع 
 A B Cˆ ˆˆ= = و  اس�ت  متس�اوی الاضاع  مثل�ث  پ�س   . AB AC BC= =

BC بین  ، ط�ول ضلع  AB AC≠ )درس�تی گزین�ۀ )1((. از طرف دیگر اگر 
 ، AB BC AC> > ، آن گاه  AB AC> طول این دو ضلع اس�ت، یعن�ی اگر 
آن گاه   ، AC AB> اگ�ر  و   ))4( گزین�ۀ  )درس�تی   C A Bˆ ˆ ˆ> > پ�س 
B )درس�تی گزین�ۀ )3((. بنابرای�ن  A Cˆ ˆˆ > > ، در نتیج�ه  AC BC AB> >

گزینۀ )2( نمی تواند درست باشد. 

52  a a a     ( )< <1 3 2 1 ، پس  B C Dˆˆ ˆ< < در مثلث BCD چون   3

A و  Dˆ ˆ> 1 از ط�رف دیگ�ر در مثل�ث ABD زاوی�ۀ A منفرج�ه اس�ت، پ�س 

. ب�ا مقایس�ۀ ای�ن نابرابری ه�ا و  a a>3 4 a و  a>3 5 . در نتیج�ه  A Bˆ ˆ> 1

 . a a a> >2 3 4 a و  a a> >2 3 5 نابرابری )1( به دست می آید 

، پس 53 B̂= 070 =Â و  030 چون   1

C A Bˆ ˆ ˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 30 70 80
در ه�ر مثلث ضلع روبه رو ب�ه زاویۀ بزرگ تر از ضلع روب�ه رو به زاویۀ کوچک تر، 

بزرگ تر است. بنابراین
B A AC BC

AB AC BC
C B AB AC

ˆˆ

ˆ ˆ

 > ⇒ > ⇒ > >
> ⇒ >

. y x> >3 یعنی 
در ش�کل زی�ر AB کوچک ترین و DC بزرگ ترین ضلع اس�ت.  54  3

،ABD را رسم می کنیم. بنابراین در مثلث BD قطر
AB AD D B      (1)

ˆ ˆ< ⇒ <1 1

BC DC D B      (2)
ˆ ˆ< ⇒ <2 2   ،BCD همچنین در مثلث

با جمع کردن نابرابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم
D D B B D Bˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ+ < + ⇒ <1 2 1 2

از فرض تست نتیجه می گیریم 55  3
a a a b a b a b

a b
=− ⇒ =− − ⇒ =− ⇒ =−

+
3 3 3 6 9 9 9

2 3
a را جایگزین می کنیم: b=− در نسبت خواسته شده 

 a b b b b
a b b b b
+ − + −= = =
− − − −

2 2 1
2 2

 

با طرفین، وسطین کردنِ تناسبِ داده شده نتیجه می شود 56  2
a m nma nb na mb m n a m n b
b m n

( ) ( ) −+ = + ⇒ − = − ⇒ =
−
33 3 3 3

3
اکنون، بنابر ویژگی های تناسب، می توان نوشت

m n m n m na b
a b m n m n m n

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− + − −+ = =
− − − − − +

3 3 2
3 3

. n ma b
a b m n

( )−+ =
− +

2 پس 

راه حل اول از ویژگی های تناسب نتیجه می گیریم 57  4
y x y z x y zx z− + − + + + + −+= = = =

+ +
3 3 3 2 1 3 2 23 2 1

2 3 4 2 3 4 9

y=6 و   ، x=2
3

، پس  yx z− += = =
33 2 1 1

2 3 4
 ، x y z+ + =3 2 چ�ون 11

. xyz= × × =2 36 6
3 2

. در نتیجه  z=3
2

y و  k= +3 3  ، kx=2
3

، آن گاه  yx z k− += = =
33 2 1

2 3 4
راه حل دوم اگ�ر 

، در نتیجه  x y z+ + =3 2 . از طرف دیگر چون 11 kz −=4 1
2

 k k k k k+ + + − = ⇒ = ⇒ =2 3 3 4 1 11 9 9 1  

. xyz=6 z=3 و 
2

 ، y=6  ، x=2
3

بنابراین 

. در  58 b c
a b
= a یا  b

b c
= چون b واسطۀ هندسی a و c است، پس   4

a ترکیب در صورت انجام می دهیم: b
b c
= تناسب 

a b b c
b c
+ += )درستی گزینۀ )1((      

b ترکیب در صورت انجام می دهیم: c
a b
= در تناسب 

a b b c
a b
+ += )درستی گزینۀ )2((      

a طبق ویژگی های تناسب می توان نوشت b
b c
= در تناسب 

a b b a
b c c b

−= =
−

)درستی گزینۀ )3((      

c=4 را در نظر گرفت: ، a=1 و  b=2 اکنون برای رد گزینۀ )4( می توان 
b
c b b c

c a bb c
a b

 = −⇒ ≠
−− − = = − −

1
2

2 4 2
1 2

با استفاده از ویژگی های تناسب می نویسیم: 59  4
y x y zx z k k x y z k+ +

= = = ⇒ = ⇒ + + =
+ +

2
5 3 6 7 5 3 6 7
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با اس�تفاده از ویژگی های تناس�ب می نویس�یم 60  1
a a a a a a a a a a

a a a a
a

+ + + + + +
= ⇒ =

+ + +
+ + +

= =

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 3 4

5

1 2 3 4 5 10 5
10 2
5

راه حل اول تناسب داده شده را برابر m قرار داده، نتیجه می گیریم 61  1
a m

a b c b mb mm  
a c m m

c m

=
 == = = ⇒ ⇒ = =

+ +
=

6
5 55

6 5 8 6 8 14
8

راه حل دوم با استفاده از ویژگی های تناسب می نویسیم
a b c a c b b

a c
+= = ⇒ = ⇒ =
+ +

5
6 5 8 6 8 5 14

ط�ول یکی از اضاع مثلث واس�طۀ هندس�ی ط�ول دو ضلع دیگر  62  2
است، پس سه حالت زیر را در نظر می گیریم:

حالت اول اگر x واسطۀ هندسی بین 2 و 5 باشد، آن گاه

x x= × = ⇒ =2 2 5 10 10

10 یک مثلث قابل رسم است چون این اعداد در نابرابری های  با سه عدد2 ، 5 و 
. < +2 5 10 > و  +5 2 10  ، < +10 2 5 مثلث صدق می کنند، یعنی 

حالت دوم اگر 5 واسطۀ هندسی بین 2 و x باشد، آن گاه

x x /= ⇒ = =2 255 2 12 5
2

 / < +12 5 5 2 12/ مثلث قابل رسم نیست زیرا نابرابری  5 با س�ه عدد 2، 5 و 
برقرار نیست.

حالت سوم اگر 2 واسطۀ هندسی بین 5 و x باشد، آن گاه

x x /= ⇒ = =2 42 5 0 8
5

 /< +5 2 0 8 ، 5 و 2 مثلث قابل رس�م نیس�ت زی�را نابرابری  /0 8 با س�ه عدد 
برقرار نیست. بنابراین فقط یک مثلث با ویژگی مورد نظر وجود دارد.

Ĉ و  63  ، B̂  ، Â راه حل اول فرض می کنیم زاویه های چهارضلعی،   2

. در این ص�ورت بناب�ر ویژگی ه�ای تناس�ب  A B C Dˆ ˆˆ ˆ
= = =

5 6 6 7
D̂ باش�ند و 

. در نتیجه A B C D A B C Dˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ+ + += = = = = =
+ + +

0 0360 15
5 6 6 7 5 6 6 7 24

A  B C  D      
ˆ ˆˆ ˆ, ,= × = = = × = = × =0 0 0 0 0 05 15 75 6 15 90 7 15 105

. ¾Ä»Hp#¸ÄoU©nqM#  ¾Ä»Hp#¸ÄoU¦a¼¨= − =− 0 0 0105 75 30 پس 

راه حل دوم چون زاویه های چهارضلعی متناس�ب با اعداد 5 ، 6 ، 6 و 7 هستند، 
آن ها را به صورت زیر می نویسیم:

 A t B t C t D t                  
ˆ ˆˆ ˆ, , ,= = = =5 6 6 7  

0360 است، پس چون مجموع زاویه های هر چهارضلعی 

 A B C D t t t t

t t

ˆ ˆˆ ˆ+ + + = ⇒ + + + =

= ⇒ =

0 0

0 0

360 5 6 6 7 360

24 360 15
A است. در نتیجه  tˆ =5 D و کوچک ترین زاویه  tˆ =7 بزرگ ترین زاویه، 

 D A t tˆˆ ( )− = − = = × =0 07 5 2 2 15 30  

، ب�ا ترکی�ب در مخ�رج ک�ردن ای�ن  64 MB AN
AM BN

= =1
2

چ�ون   3

تناسب ها به دست می آید
MB AN MB AN

AM MB BN AN AB AB
= = ⇒ = =

+ + +
1 1
2 1 3

. اکنون می توان نوشت MB AN= =4 ، یعنی  MB AN= =1
12 12 3

پس 

MN AB AN MB( ) ( )= − + = − + =12 4 4 4

با توجه به فرض داده ش�ده، جای نقطه های M و N مانند شکل  65  4

MA ترکیب در مخرج انجام می دهیم:
MB

=2
3

زیر است. در تناسب 

MA MA MA
MA MB AB

= ⇒ = ⇒ =
+ +

2 2 2
3 2 5 15 5

NA تفضیل در مخرج انجام می دهیم:
NB

=2
3

. اکنون در تناسب  MA=6 بنابراین 

NA NA NA
NB NA AB

= ⇒ = ⇒ =
− −

2 2 2
3 2 1 15 1

. اکنون می توان طول MN را به دست آورد: NA=30 بنابراین 
MN MA AN= + = + =6 30 36

66  . AB AC
AC BC

= ، پس  AC AB BC= ×2 بناب�ر ف�رض تس�ت   3

AC و  BC AC
AC BC
+ = AB )ش�کل را ببینی�د(، در نتیجه  AC BC= + چون 

AC براب�ر x باش�د. در 
BC

. اکن�ون ف�رض می کنی�م نس�بت  BC AC
AC BC

+ =1

x تبدیل می شود و در نهایت 
x

+ =11 BC به  AC
AC BC

+ =1 این صورت تس�اوی 

x می رسیم. بنابراین x− − =2 1 0 به معادلۀ 

b b acx x x
a

− ± − ± + ±− − = ⇒ = = =
22 4 1 1 4 1 51 0

2 2 2

x قابل قبول است. +=1 5
2

، پس  x>0 چون 

در مثل�ث بزرگ تری�ن ارتفاع بر کوچک ترین ضلع وارد می ش�ود.  67  4
 . ah =5 a=4 کوچک ترین ضلع مثلث باش�د، آن گاه  2 پ�س در اینجا اگر 

پس

aS a h ( )( )= × = =1 1 4 2 5 10 2
2 2

، آن گاه  ch =3 bh و  =4 اکنون اگر 

b
b

SS b h b
h

= × ⇒ = = =1 2 20 2 5 2
2 4

ch کوچک تری�ن ارتفاع اس�ت، پ�س c بزرگ ترین ضلع اس�ت. در  =3 چ�ون 

b=5 است. 2 نتیجه ضلع متوسط 
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تم�ام مثلث ه�ا در ارتف�اع نظیر رأس A مش�ترک هس�تند. پس  68  4
نس�بت مس�احت های آن ها برابر نسبت قاعده هایی اس�ت که ارتفاع رأس A بر 

آن ها وارد می شود، یعنی

ABC ACD ACE

ACD AEF ABF

S S S BC CD CE    
S S S CD EF BF

( )+ − = + − 1

BC به دست می آید CD DE EF= = =
1 2 3 3

از طرف دیگر از تناسب های 

 
BC CD DE EF BC CD DE EF

CD DE CD DE

+ + += = = =
+ + +

+= =
+

1 2 3 3 1 2 3 3

2 3 2 3

 

. در نتیجه BC CD DE EF BF CE= = = = =
1 2 3 3 9 5

بنابراین 

BC CD CE                 
CD EF BF

, , ( )= = =1 2 5 2
2 3 9

از برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم

ABC ACD ACE

ACD AEF ABF

S S S
S S S

+ −+ − = + − = =1 2 5 9 12 10 11
2 3 9 18 18

دو مثل�ث OBP و ABO در ارتف�اع نظی�ر رأس B مش�ترک  69  2

. در ضم�ن دو مثل�ث  AO
OP

= =6 3
2 1

، یعن�ی  ABO

OBP

S AO
S OP

= هس�تند. پ�س 

OMP و AMO در ارتفاع نظیر رأس M مشترک هستند. پس

AMO AMO
AMO

OMP

S SAO S      
S OP

( )= = ⇒ = ⇒ =3 3 3 1
1 1 1

از ط�رف دیگ�ر دو مثل�ث MPC و MBP در ارتف�اع نظیر رأس M مش�ترک 
هستند. پس

MBP

MPC

S BP BP
S PC PC

= ⇒ =3
4

دو مثلث ABP و APC در ارتفاع نظیر رأس A مشترک هستند. در نتیجه

ABPSABP
APC

APC APC

S BP S
S PC S

== = → = ⇒ =83 8 3 32
4 4 3

بنابراین

APC AMC AMCS S S     ( )= ⇒ + + + = ⇒ =32 32 83 1 4 2
3 3 3

. AMC AMOS S− = − =3 8 3 5 از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

می دانی�م میان�ه، هر مثل�ث را به دو مثلث هم مس�احت تقس�یم  70  4
 M هم مس�احت اند، پس BMC و BMN می کن�د و برعکس. چون دو مثلث
وس�ط ضلع NC اس�ت. در نتیجه در مثلث ANC پاره خط AM میانه است. 
بنابرای�ن دو مثلث AMC و AMN هم مس�احت اند. با فرض اینکه مس�احت 
. در  AMN AMCS S S= = +2 مثلث AME برابر S باشد، نتیجه می گیریم 
ضمن دو مثلث MEC و BMC در ارتفاع نظیر رأس C مشترک هستند. پس

MEC

BMC

S ME ME
S BM BM

( )= ⇒ =2 1
6

از طرف دیگر چون دو مثلث AME و ABM در ارتفاع نظیر رأس A مشترک 

، بنابراین  AME

ABM

S ME
S BM

= = =2 1
6 3

هستند بنابراین از )1( نتیجه می شود 

 S S S S
S

= ⇒ = + ⇒ =
+ +

1 3 8 4
3 2 6

 . ABCS = + + + + =6 6 2 4 6 24 پس 

71  ABM چ�ون در دو مثل�ث  2
و ACM، قاعده ه�ای BM و CM ب�ا هم 
برابرن�د و ارتف�اع نظی�ر رأس A در این دو 

مثلث مشترک است، پس 

 ACM ABM ABCS S S= =1
2

. با استدلالی مشابه می نویسیم: ACM ABCS S= =1 12
2

در نتیجه 

MAN MACS S= = × =1 1 12 6
2 2

PM و در نتیجه چون  AM=1
3

، پ�س  AP PM=2 توج�ه کنید که چ�ون 

مثلث های NMP و NAM در ارتفاع نظیر رأس N مشترک هستند، پس
NMP

NMP NAM
NAM

S PM S S
S AM

= ⇒ = = × =1 1 6 2
3 3

مثلث های ADE ،ACE و ABD در ارتفاع رس�م شده از رأس  72  2
A مشترک هستند، پس نسبت مساحت های آن ها با نسبت قاعده های نظیر این 
. توجه کنید که از این برابری  CE DE BD= =2 3 ارتفاع برابر هستند، یعنی 

 kDE=
2

 ، CE k= نتیجه می گیریم عددی مانند k وجود دارد که به ازای آن 

. k k kBC BD DE EC k= + + = + + =11
3 2 6

. می نویسیم  kBD=
3

و 

.
 k

BC
DE k

= =

11
116
3

2

اکنون به دست می آید 
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مثلث های BDE و BAE در ارتفاع نظیر رأس B مش�ترک اند،  73  2
پس نس�بت مس�احت های آن ها برابر نس�بت قاعده های نظیر این ارتفاع است، 

. اکن�ون ب�ا ترکیب در ص�ورت کردن این تناس�ب،  BAE

BDE

S AE
S ED

= =3 یعن�ی 

نتیجه می شود

 BAE BDE ABD

BDE

S S S
S
+ += ⇒ =3 1 4

1 3
 

، پس  ABCS =27 . در نتیجه، چون  ABDS =12 پس 

ADCS = − =27 12 15
از طرف دیگر مثلث های ABD و ADC در ارتفاع نظیر رأس A مشترک اند، پس 

نسبت مساحت های آن ها برابر نسبت قاعده های نظیر این ارتفاع است، یعنی 

ABD

ADC

S BD BD
S DC DC

= ⇒ = =12 4
15 5

. دو مثلث AED و  74 ED x=2 ، پس  BE x= ف�رض می کنیم   2
ABD در ارتفاع نظیر رأس A مشترک اند، بنابراین

AED

ABD

S DE x
S BD x

     (1)= = =2 2
3 3

از طرف دیگر مس�احت مثلث ABD نصف مس�احت متوازی الاضاع اس�ت، 
بنابراین از تساوی )1( نتیجه می شود

AED ABD ABCD ABCDS S S S( )= = =2 2 1 1
3 3 2 3

ط�ول ارتفاع نظیر رأس D در مثل�ث DAB با طول ارتفاع نظیر  75  1
رأس B در مثلث BCD برابر اس�ت. بنابراین نس�بت مس�احت های آن ها برابر 

نسبت طول قاعده های نظیر این ارتفاع ها است، یعنی 

DAB

BCD

S AB
S DC

     (1)= = =8 2
12 3

از طرف دیگر، در این دو مثلث قاعدۀ BD مشترک است )شکل زیر را ببینید(. پس

DAB

BCD

AHS
S CH CH

     (2)= =1

2 2

4

. CH =2 6 ، پس 
CH

=
2

4 2
3

از مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 

چون M وسط BC است، پس  76  4

ABC AMCS S      (1)=2

 ، CE DE=2 . چون بنابر فرض مسئله،  AE DE=2 D وس�ط AE است، پس 
، یعنی E وسط AC است. در نتیجه AE CE= پس 

AMC AMES S      (2)=2

چون D وسط AE است، پس

AME MDES S      ( )=2 3

از تساوی های )1(، )2( و )3( نتیجه می شود

ABC AMC AME MDE MDES S S S S( ) ( )= = = = = × =2 2 2 4 2 8 8 3 24

توج�ه کنید که مطابق ش�کل زیر دو مثل�ث ADE و ABE در  77  2
ارتفاع نظیر رأس E مش�ترک هس�تند. همچنین دو مثل�ث ABE و ABC در 

ارتفاع نظیر رأس B مشترک هستند. بنابراین

ADE ABE

ABE ABC

S SAD AE
S AB S AC

     ,= = = = =19 14 1
25 42 3

. اکنون اگر  ADE

ABC

S
S

=19
75

بنابرای�ن، اگر این تس�اوی ها را در هم ض�رب کنیم، 

این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به دست می آید

ADE ADE

ABC ADE BCED

S S
S S S

= ⇒ =
− −

19 19
75 19 56

مثلث های ABN و AOB در ارتفاع نظیر رأس A مش�ترک اند،  78  4
پس نس�بت مس�احت های آن ها برابر نس�بت قاعده های نظیر این ارتفاع است، 

پ�س   ، AOBS =6 چ�ون   . ABN

AOB

S BN BO ON
S OB OB

+= = =5
3

یعن�ی 

 BNC و BAN از ط�رف دیگر دو مثلث . ABN AOBS S= = × =5 5 6 10
3 3

. پ�س  BNC

BAN

S NC
S AN

= =2 در ارتف�اع نظی�ر رأس B مش�ترک اند، در نتیج�ه 

. اکنون می توان نوشت  BNCS =20 ، یعنی  BNCS
=2

10

ABC ABN BNCS S S= + = + =10 20 30
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از M ب�ه رأس ه�ای B و D وصل می کنیم. ف�رض می کنیم قطر  79  1
BD قط�ر AC را در O قط�ع می کن�د. می دانی�م در متوازی الاض�اع دو قطر 
. از ط�رف دیگ�ر دو مثل�ث OMB و  OB OD= منص�ف یکدیگرن�د، پ�س 

OMD در ارتفاع نظیر رأس M مشترک اند. بنابراین

OMB
OMB OMD

OMD

S OB S S
S OD

     (1)= = ⇒ =1

در ضمن، دو مثلث AOD و AOB در ارتفاع نظیر رأس A مشترک اند، بنابراین 
AOD

AOB AOD
AOB

S OD S S
S OB

     (2)= = ⇒ =1

اگر تساوی )1( را از تساوی )2( کم کنیم، نتیجه می شود

AMB AMDS S ME AB MF AD= ⇒ × = ×1 1
2 2

 . AD
AB

=1
3

، پس  BC AD= AB و  BC=3 ME و چون  AD
MF AB

= بنابراین 

. ME
MF

=1
3

در نتیجه 

نقطه ه�ای B و E را به هم وصل می کنیم )ش�کل زیر را ببینید(.  80  3
 CBD در مثلث های E و C پس ارتفاع های نظیر رأس های ، EC BD|| چون 
. از ط�رف دیگر BD قاعدۀ مش�ترک  CH EH=1 2 و EBD برابرن�د، یعن�ی 
نتیج�ه  در   . CBD EBDS S= پ�س  اس�ت،  ارتف�اع  دو  ای�ن  نظی�ر 
. اکن�ون  ABCD ABES S= ، یعن�ی  ABD CBD ABD EBDS S S S+ = +

 . ABCDS AB AE= × = × × =1 1 4 8 16
2 2

می توان نوشت 

با استفاده از تعمیم قضیۀ تالس می نویسیم 81  1

 yAE AF EF xEF BC
AB AC BC x x x

||
−

⇒ = = ⇒ = =
+ + +

2 19
4 9 2

 

 
x x x x x x

x x
= ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =

+ +
2 29 9 9 36 36 6

4 9
بنابراین 

 
y y y y

x x
− −

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
+ +

2 1 2 19 9 24 292 1
9 2 15 8 5 10

پس 

در نتیجه

 x y x yAEF
y x x x y

 ôÃd¶

¾£ºp»l ôÃd¶

+ ++ + − + +
= = = =

+ − + + + + + + +

586 89 2 1 2 8 3310
4 2 1 2 2 2 5 58 3812 5

10

 

82  DE ،بنابر عکس قضیۀ خطوط موازی و مورب ، B Dˆ ˆ=1 1 چون   1

یعن�ی   ، AD AE
AB AC

= تال�س،  بناب�ر قضی�ۀ  اکن�ون  اس�ت.  م�وازی   BC ب�ا 

. y=6 ، در نتیجه 
y

=1 3
2

، پس  x
x y
/ − =
−

0 5 1 3
2

در مثل�ث DAB، چ�ون FG با BA موازی اس�ت، بنابر قضیۀ  83  2

. از ط�رف دیگ�ر در مثل�ث EF ،BCD ب�ا CD موازی  DG DF
GA FB

= تال�س، 

. با مقایسۀ دو تناسب به دست آمده، نتیجه می گیریم  DF CE
FB EB

= اس�ت، پس 

. CE /= =12 2 4
5

، بنابراین  CE=4
5 3

، یعنی  DG CE
GA EB

=

اگر درخت را با یک پاره خط نش�ان دهیم، شکل مسئله به صورت  84  2
، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، AB DE زیر است. چون 

CE ED
CB AB x

= ⇒ =4 1
32

پس x که همان طول درخت است برابر 8 متر است.

شکل زیر را در نظر می گیریم. چون FD و AC بر BC عمودند،  85  3

، یعنی  BD BF
BC BA

= پ�س ب�ا ه�م موازی ان�د. در نتیج�ه بناب�ر قضی�ۀ تال�س، 

. AB=400 ، پس 
AB

=60 100
240
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در مثلث ABC، بنابر قضیۀ تالس، 86  1
AM AN x x
MB NC x

= ⇒ = ⇒ =29 36
4

،ABC از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث . x=6 پس 
yAM MN

AB BC
−

= ⇒ =
2 19

15 8
. در مثلث ACD، بنابر قضیۀ تالس، y=29

10
پس 

AN AP
NC PD z

= ⇒ =

29
6 10
4

. x y
z

+ += =
10 6 29 35

15 29 29
. در نهایت  z=29

15
در نتیجه 

، بنابر قضیۀ تالس،  87 DE BC|| چون   1

. بنابرای�ن عددهایی حقیقی مانند  AD AE
DB EC

= =3
5

m و n وجود دارند به طوری که 

 
AD m     DB m

AE n      EC n

 

 

,

,

= =

= =

3 5

3 5
. پس  CF CE

FB EA
= =5

3
، بنابر قضی�ۀ تالس  EF AB|| از ط�رف دیگ�ر چ�ون 

 . FB k=3 CF و  k=5 ع�ددی حقیق�ی مانن�د k وج�ود دارد به ط�وری که 
اکنون می توان نوشت 

 AC BF n k
CE FC n k

/+ = + = + = =8 3 8 3 11 2 2
5 5 5 5 5

 

ش�کل س�ؤال را به صورت زیر رس�م می کنیم. با استفاده از قضیۀ  88  2

 
BM BA BAAM DC
BC BD BD

|| ( )⇒ = ⇒ =1 1
2

تالس می نویسیم 

از طرف دیگر در مثلث ABC پاره خط AM میانه اس�ت، پس مس�احت مثلث 
ABM نص�ف مس�احت مثل�ث ABC اس�ت. در ضمن دو مثل�ث ABC و 

BDC در ارتفاع نظیر رأس C مشترک هستند. پس

 ABM ABCS SABC ABC ABM

BDC BDC BDC

S S SAB
S BD S S

 pH
                  

( ) =
= → = → =

21 21 1
2 2

 

. BDC

ABM

S
S

=4 بنابراین 

چون ABCD متوازی الاضاع  89  3
اس�ت، پس ضلع های مقاب�ل در آن موازی و 
برابرند. در نتیجه بناب�ر تعمیم قضیۀ تالس 

 ، EBC در مثلث
 FD DE x x
BC CE

= ⇒ = ⇒ =3 4
4 9 3

 

در مرب�ع ABCD نقط�ۀ M وس�ط ضلع  90  2
AB است. طول عمود MH مورد نظر این سؤال است. قطر 
AC را رس�م می کنیم. در مربع قطرها بر هم عمودند. پس 
 MH ،اس�ت AB وس�ط M بنابراین چون . MH AO||

میان خط مثلث BAO است. پس بنابر قضیۀ میان خط،

 
OA AB  OAMH MH

= = × =
= → = =

2 2 8 2 8
2 2 8 4

2 2
 

قسمت رنگی یک ذوزنقه به ارتفاع 5 است. بنابر تعمیم قضیۀ تالس،  91  2

 
x x p

y y q

= ⇒ = ⇒ = − =

= ⇒ = ⇒ = − =

4 8 8 175
6 15 5 5 5

9 18 18 75
6 15 5 5 5

 

 . Â«ºn Sµv¤ SeIv¶ ( )= × + = =1 17 7 245 12
2 5 5 2

بنابراین 

92  ، ABC بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث  3

 
B C AB

x
BC AB x

= ⇒ = ⇒ =2 2 2 6 2 15
5

 

به همین صورت به دست می آید

 
xt t

x
yz z       y,

== → =

= ⇒ = = ⇒ =

151 3
5
3 49 12

15 5 15 5

 

. x y z t− + − = − + − =15 12 9 3 9 اکنون به دست می آید 

راه حل اول با استفاده از تعمیم قضیۀ تالس می نویسیم 93  2
AD BDBEF AD EF
EF BF

: || ( )⇒ = 1

اکنون با استفاده از قضیۀ تالس می نویسیم

 
AC AMAC CD CDADC MF AD

AM DF DF
CDDF

: ||

( )

=⇒ = → =

=

2 2

2
2


 

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم

 
BD  CD

DF  CD

CD   
AD BD AD
EF BD DF EF CD CD

=

=
= → = = =

+ +

3
4
1
2

3 3
34 4

3 1 5 5
4 2 4
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 MF اس�ت، پ�س پاره خط AC وس�ط M و MF AD راه ح��ل دوم چ�ون 

. از  DCDF=
2

میان خط مثلث CAD و در نتیجه F وس�ط DC است، یعنی 

. بنابراین عددی مانند t وجود دارد به طوری  BD
CD

=3
4

طرف دیگر بنابر فرض 

. اکنون توجه کنید که  DCDF t= =2
2

. بنابراین  CD t=4 BD و  t=3 که 

 ،BEF بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث ، AD EF چون 
AD BD t
EF BF t

= = =3 3
5 5

دو بار از قضیۀ تالس به صورت زیر استفاده می کنیم: 94  1

 

AM ADANB DM BN
MN DB

AN ADABC DN BC
NC DB

AM AN MN MN MN
MN NC MN
MN MN MN

: ||

: ||

( )( )

⇒ = 

⇒ = 

+= ⇒ = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

22 2 2 8 0
4

4 2 0 2





در  95 روب�ه رو  ش�کل  در   2
مثلث ABC ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس،

 AM MN k x x
AB BC k k

−= ⇒ =2
2 3

 

با س�اده کردن تناس�ب بالا به دس�ت 

. اکنون می نویسیم x
k
=6
5

می آید 

 x x
BC k k

Áp¼² Í±ò

= = × = × =1 1 6 2
3 3 3 5 5

 

از نقطۀ M خطی موازی BN رسم می کنیم تا AC را در D قطع  96  4

، پس عددی حقیقی مانند k وجود دارد  AN
NC

=3 کند )ش�کل را ببینید(. چون 

. از ط�رف دیگر در مثل�ث CBN، چون MD با  AN k=3 NC و  k= ک�ه 
BN موازی است، بنابر قضیۀ تالس،

 CD CM CD DN
DN MB

= = ⇒ =1

 PN چون ،AMD در مثلث . kND NC= =1
2 2

پس D وس�ط CN است و 

. AP AN k
PM ND k

= = =3 6

2

با MD موازی است، بنابر قضیۀ تالس، 

از رأس C خط�ی موازی با AB رس�م می کنیم تا پاره خط MP را  97  2
در E قط�ع کند. در این ص�ورت دو مثلث AMN و CEN به حالت )ز ض ز( 

یعن�ی   ، CE AB=1
3

نتیج�ه  . در  CE AM= همنهش�ت هس�تند، پ�س 

 CE
BM

=1
2

. ب�ا تفضی�ل در مخرج ک�ردن این تناس�ب به تس�اوی  CE
AB

=1
3

می رسیم. اکنون از تعمیم قضیۀ تالس استفاده می کنیم
CP CEBMP CE MB CP BP CP BC
BP BM

: ⇒ = = ⇒ = ⇒ =1 1
2 2



پس نسبت خواسته شده برابر با یک است.

با توجه به فرض های مس�ئله،  98  2
ش�کل مقابل رس�م ش�ده اس�ت که در آن از 
نقط�ۀ M خطی موازی BD رس�م کرده ایم و 
مح�ل برخورد آن با AC را N نامیده ایم. در 
O وس�ط  و   OD MN  ،AMN مثل�ث 
AM است، پس OD در این مثلث میان خط 

است، در نتیجه  
OD xMNOD MN x      ( )== → =2 1

2
MN و M وس�ط BC اس�ت، پس در  BD  ،CDB از طرف دیگر در مثلث

این مثلث MN میان خط است. در نتیجه
BDMN BD MN x x x x

x x

( ) ( )= → = = = ⇒ + =

= ⇒ =

1 2 2 2 4 9 4
2

9 3 3
 

99  ،CBD ،ABD از قضی�ۀ میان خ�ط ب�ه ترتی�ب در مثلث ه�ای  1
ABC و ADC نتیجه می گیریم

 BD BD AC ACA D B C A B D C                  , , ,′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =
2 2 2 2

 

بنابراین

 
A B C D A D B C A B D C

BD BD AC AC BD AC a a a

 ôÃd¶′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + +

= + + + = + = + =2
2 2 2 2
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امت�داد  100 را   BH عم�ود   2
می دهیم تا AC را در E قطع کند. در این 
ص�ورت مثلث ABE متساوی الس�اقین 
اس�ت زی�را ارتف�اع AH در ای�ن مثل�ث 
. از  AB AE= نیمساز نیز هست، پس 

طرف دیگر AH میانه نیز هست، پس H وسط BE قرار دارد. پس بنابر قضیۀ میان خط، 

. در  EC AC AE AC ABMH − −= = =
2 2 2

MH مس�اوی نصف EC است: 

. بنابراین MH AB=1
3

ضمن 

AC ABAB AB AC AB AB AC−= ⇒ = − ⇒ =1 2 3 3 5 3
3 2

5 است.
3

AC برابر 
AB

پس نسبت 

از E خطی موازی BD رسم می کنیم تا AC را در M قطع کند.  101  1
با استفاده از قضیۀ تالس می نویسیم

 

CE CM CMBDC ME BD
BE DM DM

DC DM
DM DC

AD AOAME OD ME
DM OE

Rn¼Å nj KÃ¨oU

: ||

( )

: || ( )

⇒ = ⇒ =

→ = ⇒ =

⇒ =

1
3
4 3 1
3 4

2





 

از طرف دیگر بنابر فرض،
 AD

AC
AD
DC

Zoh¶ nj ®ÃñÿU

( )

= →

=

1
3
1 3
2

از تقسیم تساوی )3( بر )1( نتیجه می گیریم

 
AD

AD AO ADDC
DM DM OE DM
DC

 pH( )= ⇒ = → = =2
1

2 22
3 3 3
4

 

′A خطی موازی AC )سطح زمین( رسم کرده ایم و  102 در شکل از   2
′CC را ب�ه ترتیب M و N نامیده ایم. توجه  ′BB و  محل ه�ای برخورد آن با 
، چون  A C N′ ′ . اکن�ون در مثلث C N h h/ /′ = + − = +8 1 8 6 2 کنی�د ک�ه 

 ، B M A M
C N A N
′ ′=
′ ′

C موازی اس�ت، بناب�ر تعمیم قضی�ۀ تالس،  N′ B ب�ا  M′

. h /=20 2 ، در نتیجه  h/ /+ =6 2 26 4 ، پس 
h

/
/

= =
+

2 2 15 1
6 2 180 12

یعنی 

با استفاده از قضیۀ میان خط در مثلث،  103  3

 

AB M ACABC MN
BC N

AD F ACADC EF
DC E

AB M DBABD MF
AD F

BC N BDBDC NE
DC E

ôw» 

ôw» 

ôw» 

ôw» 

ôw» 

ôw» 

ôw» 

ôw» 

: ( )

: ( )

: ( )

: ( )

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =


1
2

2
2

3
2

4
2









  

 . BD=8 AC=12 و  . پس  AC BD= =2 3 24 از طرف دیگر بنابر فرض، 
اکنون از جمع تساوی های )1(، )2(، )3( و )4( نتیجه می گیریم

 MNEF MN EF MF NE AC BDôÃd¶( ) = + + + = + = + =12 8 20   

از رأس B خطی موازی AD رس�م می کنیم تا MN و DC را به  104  4
 MFED و   ABFM چهارضلعی ه�ای  کن�د.  قط�ع   E و   F در  ترتی�ب 
 ، FE MD= =6  ، BF AM= =2 پ�س  هس�تند.  متوازی الاض�اع 
. اکنون بنابر قضیۀ  EC=8 ، پس  DC=12 AB و چون  MF DE= = =4

تالس و تعمیم آن،

  
BF BNBEC NF EC x
FE NC x
FN BF FNBEC NF EC FN
EC BE

:

:

⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 3 9
6

2 2
8 8








 

 . x y NC MF FN+ = + + = + + =9 4 2 15 بنابراین 

. پس  105 x
x EF
+ =
+

2 1 3
6 3

طب�ق قضی�ۀ تالس ب�رای خطوط م�وازی،   3

. اکنون می توان نوشت EF=9 ، یعنی 
EF

=1 3
3

DF DE EF= + = + =3 9 12



)15(

در ش�کل روب�ه رو بناب�ر تعمیم  106  2
قضیۀ تالس،

 
DM xDAB MP AB
AD
AM xADC MQ DC
AD

: || ( )

: || ( )

⇒ =

⇒ =

1
4
4 2
10





از تقسیم تناسب های )1( و )2( به دست می آید
xDM

DM AMAD
AM x AM DM
AD

= ⇒ = = ⇒ =10 5 84
4 16 8 5
10

 

راه حل اول بنابر قضیۀ میان خط در ذوزنقه، اگر M و N وسط های  107  2

. پس AB DCMN +=
2

دو ساق ذوزنقه باشند، آن گاه 

 AB AB+= ⇒ =75 3
2

راه ح��ل دوم از رأس B خط�ی م�وازی AD رس�م می کنی�م ت�ا MN و DC را 
 MEFD و ABEM قط�ع کن�د. چهارضلعی ه�ای F و E به ترتی�ب در نق�اط
متوازی الاض�اع هس�تند، در نتیجه اندازۀ اضاع مانند ش�کل زیر اس�ت. پس 

،BFC بنابر قضیۀ میان خط در مثلث
xx x x x−− = ⇒ − = − ⇒ =75 10 2 7 3

2

از قضیۀ تالس در ذوزنقه استفاده می کنیم 108  2
AM DN a DN
MB NC a NC

= ⇒ =

پس N وس�ط DC ق�رار دارد. بنابراین طب�ق قضیۀ میان خ�ط در ذوزنقه، طول 
پاره خط MN مساوی نصف مجموع دو قاعده است

AD BC x xMN x x x+ − + += ⇒ = ⇒ = ⇒ =8 42 4 12 3
2 2

. x x( )( ) ( )( )− + = =8 4 5 7 35 پس حاصل ضرب اندازۀ دو قاعده برابر است با 

از تعمیم قضیۀ تالس استفاده می کنیم 109  3
MF AM MFADC MF DC MF    
DC AD
ME DM MEABD ME AB ME    
AB DA

  

  

: ( )

: ( )

⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ = ⇒ =

5 10 1
14 7

2 2 2
7 7









از تفریق تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود
MF ME EF− = − ⇒ =10 2 8

110  AM BN
MD NC

= =2 بنابر عکس قضیۀ تالس در ذوزنقه، از تناس�ب   3

نتیجه می گیریم MN موازی با قاعده های ذوزنقه است. از A به  C وصل می کنیم 

AM و از 
AD

=2
3

AM نتیجه می گیریم 
MD

=2
1

تا MN را در O قطع کند. از فرض 

. بنابر تعمیم قضیۀ تالس، BC
NC

=3
1

BN نتیجه می گیریم 
NC

=2
1

تناسب 

OM AM OMADC OM DC OM   
DC AD

CN ON ONABC ON AB ON
BC AB

 : || ( )

: ( )

⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 20 1
10 3 3

1 5 2
3 5 3







با جمع کردن تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

OM ON MN+ = ⇒ =25 25
3 3

ف�رض می کنی�م زاویه ه�ای داخلی مثلث�ی که با اع�داد 1، 1 و 2  111  3
متناسب اند، به صورت x ،x و 2x باشند. پس

 x x x x x+ + = ⇒ = ⇒ =0 0 02 180 4 180 45
090 هس�تند، یعن�ی این مثلث  045 و   ، 045 بنابرای�ن زاویه ه�ای ای�ن مثل�ث 
قائم الزاویۀ متساوی الساقین است و در بین گزینه ها فقط مثلث با اضاع 1، 1 و 
2 قائم الزاویۀ متساوی الساقین است. پس این مثلث با مثلث به اضاع داده 

شده در گزینۀ )3( متشابه است.
چون MN با BC موازی اس�ت، بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، دو  112  2

مثلث AMN و ABC متشابه اند و نسبت تشابه آن ها برابر نسبت اندازه های 
ضلع های نظیر اس�ت. ابتدا باید مقدار x را به دس�ت آوری�م. بنابر قضیۀ تالس، 

 ، x x x x( ) ( )( )− = + +3 1 1 3 . بنابراین  x x
x x

+=
+ −

3
1 3 1

، یعنی  AM AN
MB NC

=

 . x=3 x و  −= 1
2

. دو مقدار برای x به دس�ت می آید:  x x− − =22 5 3 پس 0

. در  x>1
3

x−3 است و باید مثبت باشد، پس  چون طول پاره خط NC برابر 1

. اکنون می توان نوشت  x=3 نتیجه 

AM نسبت تشابه
AB

= =3
7

چون AB با DE موازی است، بنابر قضیۀ اساسی تشابه، دو مثلث  113  3

 . y
x

= =4 6
16 15

، یعنی  AB AC BC
DE CE CD

= = ABC و EDC متشابه اند. بنابراین 

 . x y / /− = − =10 6 4 3 6 . اکنون می توان نوشت  y /=6 4 x=10 و  پس 
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چون AB با CD موازی اس�ت، بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، دو  114  3

یعن�ی   ، OA AB
OC DC

= بنابرای�ن  هس�تند.  متش�ابه   OCD و   OAB مثل�ث 

 B در ارتفاع نظیر رأس BOC و BAO از ط�رف دیگ�ر، دو مثلث . OA
OC

=1
3

مشترک هستند، پس نسبت مساحت های آن ها برابر نسبت قاعده هایی است که 

. بنابرای�ن  BAO

BOC

S AO
S OC

= ای�ن ارتف�اع ب�ر آن ه�ا وارد ش�ده اس�ت، یعن�ی 

. BAOS =4 . پس  BAOS
=1

12 3
، پ�س بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، دو مثلث  115 DC AM چ�ون   1

DNC و MNA متشابه اند، بنابراین

 AN AM AC NC
NC DC NC AC

Rn¼Å nj KÃ¨oU= = → = ⇒ =1 3 2
2 2 3

 

از ط�رف دیگ�ر دو مثل�ث DNC و ADC در ارتف�اع نظی�ر رأس D مش�ترک 
هستند، پس 

 DNC
DNC ADC ABCD ABCD

ADC

S NC S S S S
S AC

( )= = ⇒ = = =2 2 2 1 1
3 3 3 2 3

دو مثلث ABC و DBE متشابه اند، زیرا با توجه به شکل زیر 116  3

 

E C E C
ABC DBE

B B

BC AB BC BC BC
BE BD BC
BC BC BC

p p( )
ˆ ˆˆ ˆ

~
ˆ ˆ

( )( )

= ⇒ = →
= 

= ⇒ = ⇒ + − =
+

+ − = ⇒ =

1 1 2 2

210 3 40 0
4 3

8 5 0 5

 

 

می دانی�م در آین�ه زاویۀ بازتاب ب�ا زاویۀ تابش برابر اس�ت، پس  117  1
. در نتیجه دو مثلث قائم الزاویۀ BAD و BCE متش�ابه اند  DBA EBCˆ ˆ=

. x=2 . پس  x =4
1 2

، یعنی  CE CB
AD AB

= )ز ز(. بنابراین 

. از طرف  118 B Ĉˆ+ = 090 مثل�ث ABC قائم الزاویه اس�ت، پ�س   4

، پس دو مثلث  N Bˆ ˆ=1 . در نتیج�ه  N Ĉˆ + = 0
1 90  ،CPN دیگ�ر در مثل�ث

قائم الزاویۀ NPC و BQM متشابه اند، بنابراین
BQ QM x x
NP PC x

= ⇒ = ⇒ =4 8
16

مثلث های قائم الزاویۀ ACH و BAH متشابه اند )ز ز(. پس 119  1

 CH AH AC
AH BH AB

= = = =3 3
3

 

در نتیجه 

 

BCCM

CH
CHAH
BHAH

BH
CH CH BC
BC

MH BC  BC BC

´Ã¹¨ïÂ¶ Joò

Zoh¶ nj KÃ¨oU

=

= → =
= 

→ = ⇒ =

→ = − =2

3
3

3

3 3
4 4

3 1 1
4 2 4

 

بنابراین 

 ABC

AMH

AH BCS BC BC
S MHAH MH BC

×
= = = =

×

1
2 4
1 1
2 4

 

BDC متساوی الس�اقین هس�تند، پ�س  120 و   ADB مثلث ه�ای   4
AB و BD مورب اس�ت، در  DC|| . از ط�رف دیگ�ر  D Bˆ ˆ=1 1 D و  Ĉˆ =2

، پس  B C D Dˆˆ ˆ ˆ= = =1 1 2 . از این تس�اوی ها نتیجه می شود  B Dˆ ˆ=1 2 نتیجه 

، یعن�ی  DC BD
BD AD

= دو مثل�ث ABD و BCD متش�ابه اند )ز ز(. بنابرای�ن 

. DC
AB

=9
4

. اکنون می توان نوشت  DC=9 . پس  DC=6
6 4

121  . AD AE
AC AB

= =1
2

با توجه به اندازه های مشخص شده روی شکل،   4

، پ�س دو مثل�ث ADE و ACB ب�ه حال�ت )ض ز ض(،  A Aˆ ˆ= همچنی�ن 

. x=5 ، پس  x =1
10 2

. یعنی  DE
BC

=1
2

متشابه اند.بنابراین 



)17(

BD نتیجه می شود  122 B D
DC D C

′ ′= =
′ ′

1
2

با ترکیب در صورت تناس�ب   4

از ط�رف   . B C D C′ ′ ′ ′=3
2

و   BC DC=3
2

یعن�ی   ، BC B C
DC D C

′ ′= =
′ ′

3
2

پ�س  متش�ابه اند،   A B C′ ′ ′ و   ABC مثل�ث  دو  چ�ون  دیگ�ر 

 CAD پس دو مثلث ، C Cˆ ˆ ′=  و چون 
DC

AC BC DC
A C B C D CD C

= = =
′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′

3
2
3
2

، یعن�ی  AD DC
A D D C

=
′ ′ ′ ′

C ه�م متش�ابه اند )ض ز ض(. در نتیج�ه  A D′ ′ ′ و 

. x=4 −x و در نتیجه  =2 4 4 ، پس  x−=3 2 4
6 8

، پس این  123 c a b
c a b
/ / /= =0 3 0 3 0 3 اضاع دو مثلث متناسب اند، زیرا   3

دو مثلث متشابه اند )ض ض ض(. در نتیجه زاویه های نظیر این دو مثلث مساوی اند. 
 x , ( )α= β= ⇒ = − + =0 0 0 0 0 047 31 180 47 31 102 پس 

چ�ون ضلع ه�ای دو مثل�ث م�وازی هس�تند، پس ای�ن دو مثلث  124  3
متشابه اند )ز ز(. بنابراین مطابق شکل های زیر،

 AB AC A B
A B A C A B

/ ′ ′= ⇒ = ⇒ =
′ ′ ′ ′ ′ ′

1 5 1 18
12

 

دو مثلث ABC و BDC متشابه اند، زیرا  125  2

 
B A BC CDABC BDC

AC BCC C

BC AC CD

p p( )
ˆˆ

~
ˆ ˆ

= → ⇒ =
= 

= ×

1

2

 
 

پس BC واسطۀ هندسی بین AC و CD است.
چون BN و AD موازی اند، پس بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، دو  126  4

 MB MN
MD MA

     ( )= 1 مثلث MBN و MDA متشابه اند. بنابراین 

 MPD و MAB ه�م نتیجه می ش�ود دو مثل�ث DP و AB از م�وازی ب�ودن

 
MB MA
MD MP

     ( )= 2 متشابه اند و  

. MN MP MA× = ، پس2 MA MN
MP MA

= از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

از قضیۀ اساسی تشابه نتیجه می شود که  127  1

 
AM MBAB DL MBA MDL
ML MD
MB MNAD BN MAD MNB
MD AM

( )

( )

⇒ ⇒ =

⇒ ⇒ =

1

2

 

 

 

 
 

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم

 AM MN AM AM AM
ML AM AM

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =22 16 4
8

دیگ�ر،  128 ط�رف  از   . M Dˆ ˆ+ = 0
1 1 90  ،AMD مثل�ث  در   2

 AMD در نتیجه دو مثلث قائم الزاویۀ . M Dˆ ˆ=2 1 . پ�س  M Mˆ ˆ+ = 0
1 2 90

. x=6 ، پس  x
x
=4
9

، یعنی  AM AD
BC BM

= و BCM متشابه اند )ز ز( و 

دو مثلث BMA و ANC متشابه اند )ز ز(. در نتیجه 129  3

 AM BM
NC AN

     ( )= 1  

 AMN پس مثلث . AMN A B C A ANMˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ= + = + =1 2 از ط�رف دیگر 
. اکنون با توجه به تساوی )1(،  AM AN= متساوی الساقین است و 

 AM BM NC AM= × = × ⇒ =2 3 4 2 3  

و  130  AD
AC

= =9 1
18 2

ش�کل  روی  اندازه ه�ای  ب�ه  توج�ه  ب�ا   3

. از طرف دیگر زاویۀ بین این ضلع های  AD AE
AC AB

= . بنابراین  AE
AB

= =6 1
12 2

متناسب زاویۀ A است. پس دو مثلث AED و ABC متشابه اند )ض ز ض(، 
در نتیجه ضلع های نظیرشان متناسب اند:

 AD DE x x
AC BC x

+= ⇒ = ⇒ =
+

1 3 4
2 3 2

 

بنابرای�ن ضلع ه�ای مثل�ث ABC برابر 18، 12 و 14 هس�تند، پس محیط این 
 . + + =18 12 14 44 مثلث برابر است با 
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ب�ا توجه به فرض مس�ئله مثلث ABC را رس�م می کنیم و محل  131  4
 CBD Âˆ = برخورد نیمساز زاویۀ B با ضلع AC را D می نامیم. در این صورت 
. در نتیج�ه دو مثل�ث ABC و BDC متش�ابه اند )ز ز(. بنابرای�ن  C Cˆ ˆ= و 

. اکن�ون ب�ا اس�تفاده از  y x yx
y y

+ −
= =

+
3

7 3
، یعن�ی  BD CD BC

AB BC AC
= =

ویژگی های تناسب می نویسیم

 
x y x y y y

y y y y

y y y y y BC

+ + − +
= ⇒ =

+ + + +

+ + = + ⇒ = ⇒ =2 2

3 3
7 3 7 3
6 9 7 9 9

. همچنین بنابر فرض  132 AMN Mˆ ˆ+ = 0
1 180 ب�ا توجه به ش�کل   4

، پس  A Aˆ ˆ= . از ط�رف دیگر  AMN Bˆ ˆ= . پس  B Mˆ ˆ+ = 0
1 180 مس�ئله، 

 ، AM AN MN
AB AC BC

= = ABC متش�ابه اند )ز ز(. بنابراین  AMN و  دو مثلث 

اکن�ون   . CM=10 و   NB=2 پ�س   ،
NB CM

= =
+ +
2 4 5

4 2 15
یعن�ی 

می توان نوشت
 BCMN BC CM MN NBôÃd¶( ) = + + + = + + + =15 10 5 2 32  

، پس دو مثلث BDE و BCA متشابه اند  133 D Ĉˆ =1 B و Bˆ ˆ= چون  2

. در نتیجه y
x

= =
+

24 18
24 48 24

. پس ED BE BD
CA BA BC

= = )ز ز(. بنابراین

 y y x
x

     ,= ⇒ = = ⇒ =
+

1 1 1812 12
24 2 2 24

 

. y x− = − =12 12 0 پس 

134  BAC BHM و  ، پ�س دو مثل�ث  H Âˆ = B و  Bˆ ˆ= چ�ون   1

پ�س   ، BC=10
5 4

یعن�ی   ، BC AB
BM BH

= بنابرای�ن  ز(.  )ز  هس�تند  متش�ابه 

. اکنون  CH BC BH= − = − =25 174
2 2

. ب�ا توجه ب�ه ش�کل،  BC=25
2

. MH
CH

= =3 6
17 17
2

می توان نوشت 

. از  135 AEBˆ = 090 زاوی�ۀ AEB روبه رو به قطر AB اس�ت، پس   2
، پس دو مثلث قائم الزاویۀ AEB و ACD متشابه اند )ز ز(  A Aˆ ˆ= طرف دیگر 

کنی�م،  ف�رض   R را  دای�ره  ش�عاع  اگ�ر   . AB AE
AD AC

= نتیج�ه  در  و 

نتیج�ه  در   . R AE
AD R

=2
3

پ�س   . AC AB BC R R R= + = + =2 3

. R=4 ، پس  R× = 26 16 6 ، یعنی  AE AD R× = 26

AH و ABC با یکدیگر  136 H1 2 ب�ا توجه به درس�نامه، دو مثل�ث  2

. پس 
AH H H
AB BC

=1 1 2 متش�ابه هس�تند و نس�بت تش�ابه آن ها برابر اس�ت با

. H H =1 2 6  و در نتیجه 
H H

= 1 29
12 8

OC و 137 B′ ، پس دو مثل�ث قائم الزاویۀ BOC COBˆ ˆ′ ′= چ�ون  4

. همچنی�ن  OC OB
OB OC

′ ′= ، یعن�ی  OC OB
OB OC

′ =
′

OB متش�ابه اند )ز ز( و C′

OB و OCB متشابه اند )ض ز ض(.  C′ ′ ، پس دو مثلث  B OC BOCˆ ˆ′ ′=

. B C /′ ′= =30 3 75
8

B و در نتیجه  C′ ′=3
8 10

، یعنی  OB B C
OC BC

′ ′ ′= بنابراین 

BAD و  138 Cˆ ˆ= در ش�کل AD نیمس�از زاوی�ۀ A اس�ت. چ�ون   1

 ، AB BD AD
BC AB AC

= = ، پ�س دو مثلث BAD و BCA متش�ابه اند )ز ز( و  B Bˆ ˆ=

. حال با استفاده از ویژگی های تناسب می نویسیم yx
x y

= =
+
9

9 7
یعنی 

x y x y x y BC
x y

( )
+

= ⇒ + = × ⇒ + = × ⇒ =
+ +

29 9 16 3 4 12
9 7

 

ب�ا توجه به فرض های مس�ئله ش�کل زیر را رس�م می  کنیم. بنابر  139  2
 ،ABC قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 BC AB AC= + = + =2 2 1 12 13
،BCD اکنون بنابر قضیۀ فیثاغوس در مثلث

BD BC CD= − = − =2 2 13 4 3  
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بن�ا بر عکس قضیۀ فیثاغورس، مثلث ABC قائم الزاویه اس�ت،  140  2

. در ه�ر مثلث میانۀ  AC AB BC= +2 2 2 ، یعنی  ( )= +2 2 24 7 3 زی�را 
 AM وارد بر کوچک ترین ضلع بزرگ ترین میانه است. در اینجا باید طول میانۀ

را به دست آوریم. در مثلث ABM، بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

  AM AB BM AM( )= + = + = + = ⇒ =2 2 2 2 27 7 43 433 9
2 4 4 2

از E خطی موازی DC رسم می کنیم تا امتداد AD را در F قطع  141  4
 ،AFE اس�ت. بنابراین در مثلث AE وس�ط C پس ، AE AC=2 کند.چون 

پاره خط DC میان خط است. در نتیجه 

DC FE FE DC= ⇒ = = × =1 2 2 3 6
2

در مثلث DEF، بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

DF DE EF= − = − =2 2 64 36 2 7
، پس  AD DF= از طرف دیگر 

ABCDAD      S AD AB,= = × = × =2 7 2 7 3 6 7

در ش�کل، AH و AM ب�ه ترتی�ب ارتف�اع و میان�ۀ وارد بر وتر  142  1
هستند. باید طول MH را پیدا کنیم. در مثلث ABC، بنابر قضیه فیثاغورس،

 BC AB AC= + = + =2 2 7 9 4

پ�س  ، BH= ×7 4 یعن�ی  ، AB BH BC= ×2 طول�ی، رابطه ه�ای  بناب�ر  و 

. MH BM BH  = − = − =7 12
4 4

. به این ترتیب  BH=7
4

143 ،ABC بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ  2

 AC CH CB AC AC

AH BH CH AH AH

= × ⇒ = × ⇒ =

= × ⇒ = × ⇒ =

2 2

2 2

4 13 2 13

9 4 6
 

 . AC
AH

= =2 13 13
6 3

پس 

144  AB k= ، پس عددی حقیقی مانند k وجود دارد که  AB
AC

=1
3

چون   3

ABCS AB AC k k k= × × = × × = =21 1 33 60
2 2 2

. توجه کنید که  AC k=3 و 

قضی�ۀ  بناب�ر   . AB=2 10 و   AC=6 10 بنابرای�ن   ، k=2 10 نتیج�ه  در 
،ABC فیثاغورس در مثلث

BC AB AC= + = + = =2 2 40 360 400 20
 ،ABC قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در  طول�ی  رابطه ه�ای  طب�ق  دیگ�ر  ط�رف  از 

 . AH=6 . پس  AH=20 120 ، یعنی  BC AH AB AC× = ×

)Â ارتف�اع AH را رس�م  145 )= 090  ABC در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ  3

. دو مثلث AHC و ABH در ارتفاع  AHC ABHS S=4 کرده ای�م. فرض کنید 

ABH

ACH

S BH BH CH BH
S CH CH

= ⇒ = ⇒ =1 4
4

AH مشترک هستند. پس 

از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،
AH BH CH BH BH BH BH

CH

( )= × ⇒ = ⇒ = ⇒ =

=

2 2 28 4 16 4

16

. ABCS AH BC ( )( )= × = =1 1 8 20 80
2 2

بنابراین 

0180 اس�ت، پس  146 زاوی�ۀ BAC زاویه ای محاطی مقابل به کمان   1

 ،ABC اکن�ون، بناب�ر رابطه های طول�ی در مثل�ث قائم الزاویۀ . BACˆ = 090
. از ط�رف دیگر  AH xy= ، یعنی  AH BH CH= ×2 می ت�وان نوش�ت 

. مطابق شکل واضح است  x yOD OC +
= =

2
OD برابر شعاع دایره است و 

. xy x y≤ +2 ، یعنی  x yxy +
≤

2
، پس  AH OD≤ که 

پ�س  147  ، ECB CEBˆ ˆ+ = 090 و   AED ECBˆˆ = چ�ون   4

. در مثلث قائم الزاویۀ DEC اگر از  CEDˆ = 090 . در نتیجه  AED CEBˆ ˆ+ = 090
نقطۀ E عمود EH را بر ضلع DC رسم کنیم، بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه، 

 EH DH CH EH= × ⇒ = × =2 2 8 2 16  

. CDES DC EH= × = × × =1 1 10 4 20
2 2

. اکنون می توان نوشت  EH=4 پس 
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راه حل اول با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه می نویسیم 148  2
BH xABC AB BH BC x x

x x x x x BH

ABC AH BH CH AH

ABC AC BC AB AC

AC

: ( )

( )( )

:

:

== × → = +

+ − = ⇒ + − = ⇒ = ⇒ =

= × = × = ⇒ =

= − ⇒ = − = − =

=

2 2

2

2

2 2 2 2 2 2

4 6

6 16 0 8 2 0 2 2

2 6 12 2 3

8 4 64 16 48

4 3







بنابراین

 AHC HH AC AH CH HH

HH

: ′ ′× = × ⇒ × = ×

′=

4 3 2 3 6

3



 AB و HH′ BH=2 به دست آمد، توجه کنید که  راه حل دوم پس از اینکه 
بر AC عمود هستند، بنابراین با هم موازی اند. پس بنابر تعمیم قضیۀ تالس در 

 ،CAB مثلث

  CH HH HHHH AB HH
CB AB

′ ′′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ =6 3
8 4

  

مثل�ث داده ش�ده را مانند ش�کل زیر رس�م می کنی�م. بین طول  149  2

)، پس  )= +2 2 25 4 3 ضلع های مثلث داده شده رابطۀ فیثاغورس برقرار است 
 . AB AC BC AH× = × مثل�ث قائم الزاویه اس�ت و بنابر رابطه ه�ای طولی، 

. می دانیم در دو مثلث متش�ابه  AH=12
5

، در نتیج�ه  AH× = ×3 4 5 پ�س 

نسبت ارتفاع های نظیر با نسبت تشابه برابر است، بنابراین

 ¾MIzU#SLvº IÀ“IŸUnH#SLvº= = =

12
15

12 5

150  . AED EADˆˆ + = 090 BAC و  EADˆ ˆ+ = 090 توجه کنید که   1
 EDA و   ABC قائم الزاوی�ۀ  نتیج�ه دو مثل�ث  . در  BAC AEDˆ ˆ= پ�س 
متش�ابه اند )ز ز(. بنابراین نس�بت ارتفاع های وارد بر وتر برابر اس�ت با نس�بت 

تشابه آن ها:
h DE
h AB

= = =2

1

12 2
6

نیمس�از زاویۀ ADB را رسم می کنیم و محل برخورد آن با ضلع  151  3
AB را E می نامیم. اکنون دو مثلث DBA و ABC را در نظر می گیریم:

 
A C

DBA ABC
B B

(p p)

ˆ ˆ

ˆ ˆ

 = →
=

1
   

می دانیم در دو مثلث متش�ابه نس�بت نیمس�ازهای نظیر برابر نسبت ضلع های 
 D نیمس�از زاویۀ DE و ABC در مثلث A نیمس�از زاوی�ۀ AD .نظی�ر اس�ت

مثلث DBA است. بنابراین 

 

DE
DE AD DEAD
AD ACAD

AC

DE

IÀpIvµÃº#SLvº

oÃÊº#ÁIÀ”±†#SLvº

 = ⇒ = ⇒ =
 =

= =

4
4 6

16 8
6 3

بنابرای�ن  152 متش�ابه اند،   OCD و   OAB مثل�ث  دو   4

، در  OH
OH OH

= =
′+ +

2 2
3 2 5

. بنابر ویژگی های تناس�ب،  OH AB
OH DC

= =
′

2
3

. می توان نوشت OH
HH

=
′

2
5

نتیجه 

 
OAB

ABCD

OH AB HH ABS
S HH AB DC HH AB AB( ) ( )

/

′× × ×
= =

′ ′× × + × +

= =

1 2
2 5

1 3
2 2
4 0 16
25

پس مساحت مثلث OAB، 16 درصد مساحت ذوزنقۀ ABCD است. 

در شکل BH ارتفاع وارد بر DC است. پس ABHD مستطیل  153  2
. اکنون  CH=3 ، پس  DH=4 BH و  x= ، آن گاه  AD x= اس�ت. اگ�ر 

،BCH بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث
 BH BC CH= − = − =2 2 2 25 3 4
 AB BC CD DA¾£ºp»l#ˆÃd¶= + + + = + + + =4 5 7 4 20 در نتیجه 

دو مثل�ث ABH و CAH ب�ا داش�تن دو زاویۀ مس�اوی متش�ابه اند. 154  1
پس نسبت BM به AN، میانه های نظیر این دو مثلث با نسبت تشابه آن ها برابر است:

BM AHABH CAH
AN HC

tan⇒ = = =0 330
3



a و  155 a a a( ) ( ) ( )− + + + = −7 2 2 1 4 13 1 محیط مثل�ث اول برابر   2
محیط مثلث دوم برابر 24 اس�ت. می دانیم در دو مثلث متشابه نسبت مساحت ها 
مساوی توان دوم نسبت محیط ها است. فرض می کنیم S و P به ترتیب مساحت و 
′P به ترتیب مساحت و محیط مثلث دوم باشند. بنابراین ′S و  محیط مثلث اول و 

 S P a a a
S P

( ) ( )− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
′ ′

2 26 13 1 1 13 1 1
24 24 2 24
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3 است )توجه کنید که چون دو  156
5

3 یا 
4

نس�بت تش�ابه دو مثلث   2

مثلث غیرهمنهش�ت هستند، نس�بت تش�ابه را 1 نگرفتیم(. چون محیط مثلث 
+ اس�ت، پ�س محی�ط مثل�ث اول یک�ی از دو ع�دد  + =3 4 5 12 دوم براب�ر 

×/ است. بنابراین بیشترین محیط مثلث اول برابر 9 است. =312 7 2
5

× یا  =312 9
4
چ�ون دو مثل�ث متس�اوی الاضاع زاویه ه�ای براب�ر دارند، پس  157  1

همواره متش�ابه هس�تند. بنابراین نسبت مس�احت های آن ها برابر مربع نسبت 

. نسبت محیط های این دو  k=3 ، در نتیجه 
S

k
S

= =1 2

2
9 تشابه آن ها است: 

مثلث برابر نس�بت تشابه آن ها اس�ت، پس محیط مثلث بزرگ تر 3 برابر محیط 
مثلث کوچک تر است.

=Ĉ و  158 060 =B̂ و  050  ، Â= 070 زاویه های مثلث ABC برابر   1

=P̂ هس�تند. پس  050 =M̂ و  070  ، N̂= 060 زاویه ه�ای مثلث MPN برابر 
AB=18 در  دو مثل�ث ABC و MPN متش�ابه اند )ز ز(. در نتیج�ه ضل�ع 
 MPN در مثلث MP است، با ضلع Ĉ= 060 مثلث ABC که روبه روی زاویۀ 

=N̂ است، متناظر است. بنابراین 060 که روبه روی زاویۀ 

ABC AB

MPN

S AB AB MP
S MP MP MP

( ) == = ⇒ = → = ⇒ =182 9 3 18 3 12
4 2 2

در شکل زیر با استفاده از قضیۀ اساسی تشابه می نویسیم 159  2

AMN

ABC

AEF

ABC

BEFC

ABC

S xMN BC AMN ABC
S x

S xEF BC AEF ABC
S x

S
S

®ÃñÿU

Rn¼Å nj

( )

( )

⇒ ⇒ = =

⇒ ⇒ = =

→ =

2

2

1
3 9

2 4
3 9

5
9

 

 

 

 

از تقسیم دو تساوی به دست آمده نتیجه می گیریم

AMNSAMN
BEFC

BEFC BEFC

S
S

S S
== → = ⇒ =51 5 1 25

5 5

در چهارضلعی BMNC زاویه های روبه رو مکمل اند، پس 160  2
M MM C M C
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ+ =+ = → =

0
1 2 1800

1 2180

در نتیجه 

AMN

ACB

ACB AMN BMNC

ACB ACB

M C S
AMN ACB

SA A

S S S
S S

(p p)

®ÃñÿU

Rn¼Å nj

ˆˆ
( )

ˆ ˆ

 = → ⇒ = =
=

− −→ = ⇒ =

2 28 64
10 100

100 64 36
100 100

 

ابتدا به کمک قضیۀ تالس مقدار x را به دست می آوریم: 161  2
 x xMN BC x x x x

x x
u²IU ¾Ãñ¤á +→ = ⇒ + − = ⇒ =

−
2 23 32 3

1 2


از طرف دیگر،
AMN

ABC

ABC AMN MNCB
ABC MNCB

ABC ABC

S AMMN BC AMN ABC
S AB

x
x

S S S
S S

S S

¾â Ãñ¤

¾MIzU ÂwIwH

®ÃñÿU

Rn¼Å nj

( )

( ) ( ) ( ) ( )

→ ⇒ =

+
+= = = = = →
+ +
− −= ⇒ = ⇒ =

2

2 2 2 2
3 93

3 9 92 2
2 3 3 3 6 12 16

16 9 7 16
16 16 7

  

162  ، MN EC چ�ون   3
بناب�ر قضیۀ اساس�ی تش�ابه دو مثلث 
OMN و OCE متش�ابه اند، بنابراین 

.از طرف دیگر OMN

OCE

S
S

( )= =23 9
4 16

OEC

MBC

OE BM OEC MBC

S
S

ÂwIwH ¾â Ãñ¤

¾MIzU

( )

→

= =24 16
7 49

  

در ضمن
 AM MNMN BC

AB BC
MB
AB

u²IU ¾Ãñ¤ ´Ãµ÷Uá

nj ®ÃñÿU

Rn¼Å

→ = =

→ =

3
7

4
7



توج�ه کنید که دو مثل�ث BMC و ABC در ارتفاع نظیر از رأس C مش�ترک 

، بنابراین BMC

ABC

S BM
S AB

= =4
7

هستند. پس 

OMN OEC BMC ABC

OMN ABC

S S S S

S S

( ) ×= = = ×
×

=

9 9 16 9 16 4
16 16 49 16 49 7
36
343

چون CD و AB بر AD عمودند، پس موازی اند. در نتیجه، بنابر  163  1
قضیۀ اساسی تشابه، دو مثلث AOB و COD متشابه اند و نسبت تشابه آن ها برابر 

. بنابراین اگر مساحت مثلث OAB برابر S باشد، مساحت  DC
AB

= =4 2
2

است با 

 COD و AOB 4 اس�ت. از طرف دیگر از تش�ابه دو مثلثS برابر ODC مثلث

. بنابراین نس�بت مس�احت های دو مثلث  OA AB
OC DC

= = =2 1
4 2

نتیجه می گیریم 

OAB و OBC که در ارتفاع نظیر رأس B مشترک 
هس�تند، براب�ر نس�بت قاعده ه�ای آن ه�ا، یعن�ی 

 . OBC AOBS S S= =2 2 OA است. پس 
OC

=1
2

، بنابراین OAD OABS S S= =2 2 به همین ترتیب 

ABCDS S S S S S S( )( )= + + + ⇒ + = ⇒ =12 2 4 3 2 4 9 1
2

S=2 است. 2 پس مساحت مثلث OBC مساوی 
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هر دو هشت ضلعی منتظم متشابه اند و نسبت مساحت های آن ها  164  2
برابر مربع نسبت تشابه آن هاست. پس

S a a a
S a a a

( ) ( )= ⇒ = ⇒ =
′ ′ ′ ′

2 29 3
16 4

اکنون اگر ضلع کوچک تر را 12 در نظر بگیریم، خواهیم داشت

a
a

×′= ⇒ = =
′

12 3 4 12 16
4 3

و در صورتی که ضلع بزرگ تر را 12 در نظر بگیریم، نتیجه می گیریم
a a ×= ⇒ = =3 12 3 9
12 4 4

هر دو ده ضلعی منتظم متشابه اند و نسبت مساحت های آن ها مساوی  165  2
توان دوم نسبت تشابه آن ها و درنتیجه برابر توان دوم نسبت محیط های آن ها است. پس

 

 Rn¼Å nj KÃ¨oU¦a¼¨ Â÷±ò½j SeIv¶

 ©nqM Â÷±ò½j SeIv¶

IÀïSeIv¶ Ì¼µ\¶

 ©nqM Â÷±ò½j SeIv¶  ©nqM Â÷±ò½j SeIv¶

©nqM Â÷±ò½j SeIv¶

( ) ( )= = = →

+= ⇒ =

=

2 28 2 4
12 3 9

4 9 78 13
9 9

54

 

در دو مثلث متش�ابه، نس�بت مس�احت ها با مربع نسبت تشابه  166  2

. از طرف دیگر،  k= =4 5 1
216 5

برابر است. پس اگر k نسبت تشابه باشد، 

 P نس�بت محیط دو مثلث متشابه برابر نسبت تشابه است. پس با فرض اینکه

 
P P= ⇒ =1 16
32 2

محیط مثلث مورد نظر باشد، می توان نوشت 

. m=3 . در نتیجه  m m m+ + + + =3 2 1 16 پس 
چهارضلع�ی  167 در  زی�را  متش�ابه اند،   ABC و   PQR مثل�ث  دو   1

. از طرف دیگر  B Q̂ˆ+ = 0
2 180 BDQE دو زاوی�ۀ قائم�ه وج�ود دارد، پ�س 

 . R Ĉˆ =1 . به همین ترتیب ثابت می شود  B Q̂ˆ = 1 ، پس  Q Qˆ ˆ+ = 0
1 2 180

بنابراین نس�بت مس�احت های این دو مثلث متش�ابه مس�اوی توان دوم نسبت 

 . ABC

PQR

S AC PR
S PR PR

( ) ( )= = =2 28 64 ضلع های نظیر آن ها است: 

مس�احت مثلث OME را برابر S در نظر می گیریم )ش�کل را ببینید(.  168  1
چون OM موازی BF است، پس دو مثلث OME و FBE بنابر قضیۀ اساسی تشابه 

ME است. پس نسبت مساحت های آن ها  k
BE k

= =2 1
4 2

متشابه اند و نسبت تشابه آن ها 

1 است: 
4

برابر توان دوم نسبت تشابه، یعنی 

 OME OME

FBE BMOF

S S
S S

Zoh¶#nj#®Ã…ŸU

= → =1 1
4 3

 OE 3 است. از طرف دیگر چونS برابر BMOF بنابراین مساحت چهارضلعی

 ME k
MA k

= =2 2
3 3

موازی AN است، پس دو مثلث OME و NMA با نسبت 
متشابه اند و در نتیجه 

 OME OME

NMA ANOE

S S
S S

Zoh¶#nj#®Ã…ŸU

( )= = → =22 4 4
3 9 5

 AC موازی EF است. در ضمن S5
4

بنابراین مساحت چهارضلعی ANOE برابر 

BE متشابه اند. بنابراین 
AB

=4
5

است، پس دو مثلث EBF و ABC با نسبت 

 EBF

ABC ONCF

S S
S S S S

= ⇒ =
+ +

16 4 16
25 5 254

4

 ، ONCF

ABC

S S S
S S S S S

= = =
+ +

4
5 25 254
4 4

، در نهایت  ONCFS S= بنابراین 

4=% مساحت مثلث ABC است. 16
25

یعنی مساحت متوازی الاضلاع رنگی 

′BK دو مثل�ث قائم الزاویۀ ADK و  169 با رس�م ارتفاع های AK و   2

. در نتیجه با استفاده از  DK −= =12 6 3
2

′BCK همنهشت می ش�وند. پس 

قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ ADK طول ارتفاع AK برابر 4 است. پس

 

HH AK

AB DC ABM DCM

MH AB MH
MH DC HH

MH

¾MIzU ÂwIwH â¾Ãñ¤

Zoh¶ nj ®ÃñÿU

|| ~

′= =

→

′ ′= = = → =
′

′→ =4

6 1 1
12 2 1

4

 

 

در مثلث ABC، بنابر قضیۀ فیثاغورس، 170  1

 AC AB BC= + = + =2 2 2 24 3 5
،ABC بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

 

AB BCBH
AC

ABAB AH AC AH
AC

× ×= = =

= × ⇒ = =
22

4 3 12
5 5

16
5

اگر بخواهیم دو مثلث ABH و AFH متشابه باشند، دو حالت زیر رخ می دهد:
حالت اول: BH را به اندازۀ خودش امتداد می دهیم تا F به دس�ت آید )در این 
حالت دو مثلث همنهشت هستند، یعنی نسبت تشابه آن ها برابر 1 است(، پس 

. اما این جواب در گزینه ها نیست.  HF BH= =12
5

AH است. یعنی  HF
BH AH

= حالت دوم: در این حالت نس�بت تش�ابه به صورت 

 . HF=64
15

، در نتیجه  HF=

16
5
12 16
5 5
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مطابق شکل از M نقطۀ تاقی امتداد دو ساق ذوزنقه، خطی عمود  171  2
بر قاعده های AB و DC رس�م می کنیم تا قاعده های AB و DC را به ترتیب در 
′H قطع کند. سپس با رسم عمودهای AE و BF بر DC نتیجه می گیریم H و 

DC ABEF AB  DE CF     , − −= = = = = =15 99 3
2 2

در مثلث ADE ، بنابر رابطۀ فیثاغورس،
 AE AD DE= − = − =2 2 2 25 3 4  

 MDC و MAB بناب�ر قضی�ۀ اساس�ی تش�ابه، دو مثل�ث . HH′=4 پ�س 
متش�ابه اند، بنابراین نس�بت ارتفاع های نظیر برابر نس�بت تش�ابه اس�ت. پس 

 . MH=6 . در نتیجه  MH
MH

=
+

9
4 15

، یعنی  MH AB
MH DC

=
′

172  EF موازی BC می نامیم. چون H′ نقطۀ برخورد EF و AH را   1
است، پس بنابر قضیۀ اساسی تشابه، دو مثلث AEF و ABC متشابه هستند. 
بنابرای�ن نس�بت ارتفاع ه�ای نظی�ر ب�ا نس�بت ضلع ه�ای نظی�ر براب�ر اس�ت: 

. با ترکیب در مخرج کردن به  AE
EB

=3
2

. از طرف دیگر  AE EF AH
AB BC AH

′= =

. با تفضیل در  AH
AH

′ =3
5

EF و 
BC

=3
5

AE می رس�یم. بنابراین 
AB

=3
5

تناس�ب 

HH می رس�یم. اکنون 
AH

′ =2
5

AH به تناس�ب 
AH

′ =3
5

ص�ورت کردن تناس�ب 

می توانیم نسبت خواسته شده را به دست آوریم:

 EFH

ABC

HH EFS HH EF
S AH BCAH BC

′×
′= = × = × =

×

1
2 3 62

1 5 5 25
2

×% مساحت مثلث ABC است. =6 100 24
25

 ،EFH بنابراین مساحت مثلث

چون هر دو شش ضلعی منتظم متشابه هستند، پس نسبت مساحت های  173  4
S2 مساحت شش ضلعی ایجاد  آن ها برابر مربع نس�بت تشابه آن ها است. اکنون اگر 
 c مساحت شش ضلعی ایجاد شده روی ضلع به طول S3 شده، روی ضلع به طول b و 

. در نتیجه
S c
S a

( )=3 2

1
 و 

S b
S a

( )=2 2

1
باشد، آن گاه به دست می آید: 

S S b c b c a S S S
S S a a a a

++ = + = = = ⇒ + =
2 2 2 2 22 3

2 3 12 2 2 21 1
1

n−3 قطر می گ�ذرد و تعداد کل  174 از ه�ر رأس n ضلع�ی محدب   4

n است. بنابر فرض سؤال n( )−1 3
2

قطرها برابر 

n n n n( ( ))− = − ⇒ =1 13 3 16
8 2

n nIÀoõ¤ jHk÷U ( ) ( )( )= − = − = × =1 13 16 16 3 8 13 104
2 2

پس 

n−3 قطر می گذرد. ظاهراً از س�ه  175 ضلعی محدب  n از هر رأس   3
)n قط�ر می گ�ذرد. ام�ا در این محاس�به 1 قطر دوبار  )−3 3 رأس متوال�ی آن 
حس�اب ش�ده است )ش�کل را ببینید. اگر B ،A و C سه رأس متوالی مورد نظر 
باشند، قطر AC دو بار حساب شده است: یک بار در محاسبۀ قطرهای نظیر رأس 

A و یک بار در محاسبۀ قطرهای نظیر رأس C(. پس 
ضلعی  n تعداد قطرهای رسم شده از سه رأس متوالی 
)n اس�ت. اکن�ون، می توان  )− −3 3 محدب برابر 1

 . n=9 یعنی ، n( )− − =3 3 1 17 نوشت 
در صورتی که به تعداد اضاع n ضلعی محدب یکی اضافه کنیم  176  4

  n−1 ضلعی محدب تبدیل کنیم، به تعداد قطرهای آن n( )+1 یعنی آن را به 
قطر اضافه می شود. پس 99 ضلعی محدب نسبت به 98 ضلعی محدب تعداد 

97 قطر بیشتر دارد. بنابراین
  

k  

 k k

Â÷±ò 99 ÁIÀoõ¤ jHk÷U Â÷±ò 98 ÁIÀoõ¤ jHk÷U

Â÷±ò  ÁIÀoõ¤ jHk÷U

Â÷±ò  ÁIÀoõ¤ jHk÷U

= +

+ = +

= + − = −

97

2 3 98 97

98 2 3 97 2 94
0360 است، پس  177 ضلعی محدب  n چون مجموع زاویه های خارجی   3

ضلعی محدب بیش از 3 زاویۀ غیرمنفرجۀ داخلی نمی تواند داشته باشد. از طرف  n
ضلع�ی دقیقاً 3 زاویۀ منفرج�ه دارد و حداکثر ه�م 3 زاویۀ  n دیگ�ر چ�ون در اینجا 
غیرمنفرجه داخلی می تواند داش�ته باشد، پس حداکثر شش ضلعی است. در نتیجه 

. ( )× −
=

6 6 3 9
2

ضلعی های با این ویژگی برابر است با  n حداکثر تعداد قطرهای 

178  k k0 باشد، که در این جا  اگر هر زاویۀ داخلی n ضلعی منتظم   3
ع�ددی طبیعی اس�ت، آن گاه ه�ر زاویۀ خارج�ی آن نیز برحس�ب درجه عددی 
ضلعی  n . چون  k−0 0180 طبیعی اس�ت، زیرا اندازۀ این زاویه برابر اس�ت ب�ا 

 است و در نتیجه
n

0360 منتظم است هر زاویۀ خارجی آن برابر 

  n
n

oX¨Hke∈ ⇒ =
0360 360  

می دانیم مجموع اندازه های زاویه های داخلی هر n ضلعی محدب  179  3
0180 است. بنابراین اگر x زاویۀ کنار گذاشته شده باشد، آن گاه مضربی از 

x xÂ±iHj ÁIÀï¾Ä»Hp Ì¼µ\¶= + = × + +
0

0 0 0

2220

2220 12 180 60


. x= 0120 0180 است که  ، مقدار بالا زمانی مضرب  x< <0 00 180 چون 
در مثلث قائم الزاویۀ ADH، بنابر قضیۀ فیثاغورس 180  3

 DH AD AH= − = − =2 2 16 8 2 2  
یعنی مثلث ADH قائم الزاویۀ متساوی الساقین 
. در ضم�ن در  ADHˆ = 045 اس�ت، پ�س 
متوازی الاضاع زاویه های مقابل مس�اوی اند، 
A و چون مجموع زاویه های  Cˆ ˆ= = 0100 پس 

0180 است، پس مثلث ADB برابر 
 x ABDˆ= = − − =0 0 0 0180 100 45 35



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
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می دانی�م در  متوازی الاض�اع قطرها یکدیگ�ر را نصف می کنند.  181  2
AC BDOA OC      OB OD,= = = =
2 2

بنابراین در شکل زیر، 

، پس AC BD+ =20 بنابر فرض مسئله 
OA OB      AC BD
OA OD      

( )

( )

+ =+ = ⇒
+ =

10 1
10

2 10 2

می دانیم
AOB AOD 

OA OB AB AB

OA OD AD AD

 W±X¶ ôÃd¶       W±X¶ ôÃd¶

( )

( )

,= =

 + + = → =

 + + = → =

1

2

18 16

18 8

16 6

در نهایت به دست می آید
AB ADÌ°ò¯HïÁpH¼T¶ ôÃd¶ ( ) ( )= + = + =2 2 8 6 28

182  BCO′ چ�ون ABCD مرب�ع اس�ت و مثلث ه�ای OAB و   2

ˆOBC و  = 030 ABO و  CBOˆ ˆ ′= = 060 متس�اوی الاضاع هس�تند، پ�س 
OB O B′= طول ضلع های این مثلث ها برابر طول ضلع مربع هستند: 

از طرف دیگر
OBO OBC CBO BOOˆˆ ˆ ˆ′ ′ ′= + = + = ⇒ =0 0 0 030 60 90 45

030 است، پس مثلث BOC متساوی الساقین با زاویۀ رأس 
BOCˆ = ⇒α+ = ⇒α=0 0 0 075 45 75 30

مکم�ل  183 مج�اور  زاوی�ۀ  دو  ل�وزی  در   2

. در ضمن M و N وسط های  Ĉ= 060 یکدیگرند، پس 
 . MC NC= =3 دو ضل�ع ل�وزی هس�تند، پ�س 
بنابرای�ن مثلث MNC متساوی الس�اقین با زاویۀ رأس 
060 هستند. در  060 است. پس دو زاویۀ دیگر آن هم 

نتیجه مثلث MNC متساوی الاضاع است، پس 
MN NC MC= = =3

اندازۀ زاویۀ DCA را برابر x در نظر می گیریم. در این صورت از  184  3
 ABC در ضمن مثلث . A xˆ =1 قضیۀ خطوط موازی و مورب نتیجه می ش�ود 

. در ذوزنقۀ متساوی الس�اقین دو  C A xˆ ˆ= =1 1 متساوی الس�اقین اس�ت، پس 

 ADC چون مثلث . D BCD xˆˆ = =2 زاویۀ مجاور به قاعده مس�اوی اند، پس 
مجم�وع   ADC مثل�ث  در   ، A D xˆ ˆ= =2 2 پ�س اس�ت،  متساوی الس�اقین 

0180 است، پس  زاویه های داخلی 
 A D DCA x x x xˆ ˆˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0

2 180 2 2 180 36

 . DAC DCA x x xˆ ˆ+ = + = = × =0 02 3 3 36 108 بنابراین 

185  ABCD وس�ط ضلع ه�ای ذوزنقۀ F و E ،N ،M در ش�کل زیر  3
 ، HH AB′= =10 ′BH را رس�م کرده ایم. چون  هس�تند. دو ارتف�اع AH و 

. اکنون بنابر  DH CH′= = =4 2
2

. بنابراین  DH CH′+ = − =14 10 4 پس 

 ،ACH قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

 AC AH CH= + = + =2 2 25 144 13
 ABCD مس�اوی مجموع طول دو قط�ر ذوزنقۀ MNEF محی�ط چهارضلعی

است. در نتیجه
 )MNEF( محیط AC BD= + = + =13 13 26

می دانیم اگر وس�ط های ضلع های مج�اور هر چهارضلعی محدب  186  4
را ب�ه ه�م وصل کنی�م، ی�ک متوازی الاضاع ایجاد می ش�ود ک�ه ضلع های این 
متوازی الاض�اع موازی و مس�اوی نصف قطره�ای چهارضلعی اولیه اس�ت. از 
آن ج�ا که قطره�ای چهارضلعی اولیه مس�اوی و بر هم عمودن�د، پس ضلع های 
متوازی الاضاع ایجاد ش�ده مس�اوی و بر هم عمودند. پس چهارضلعی حاصل 
مربع اس�ت. در شکل زیر قطرهای چهارضلعی ABCD بر هم عمودند و با هم 
مس�اوی اند و نقطه های E ،N ،M و F وس�ط های ضلع های ABCD هستند و 

چهارضلعی MNEF مربع است.

در شکل نقاط P ، N ، M و Q وسط ضلع های ABCD هستند.  187  3
می دانیم محیط MNPQ برابر مجموع طول دو قطر ABCD است، پس

 AC BD MNPQ AC BDôÃd¶( )+ = ⇒ + =10  

در لوزی ضلع ها با هم مساوی اند و زاویه های مقابل برابرند. بنابراین 188  4

 
AM CP

A C AMQ CPN MQ NP

AQ CN

Æ p Æ( )ˆ ˆ ( )

 =
 = → ≅ ⇒ =


=

1 

به همین ترتیب می توان نوشت
 QPD NMB QP MN ( )≅ ⇒ = 2 
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 MQPN از تس�اوی های )1( و )2( نتیج�ه می گیری�م ضلع ه�ای مقاب�ل چهارضلعی
 ، M مس�اوی اند، پس این چهارضلعی متوازی الاضاع است. در حالت های خاص اگر
P ، N و Q وسط ضلع های لوزی باشند، آن گاه MNPQ مستطیل می شود و دو قطر 
 MNPQ مربع باشد، آن گاه قطرهای ABCD آن مساوی می شوند و اگر چهارضلعی

بر هم عمود می شوند. پس متوازی الاضاع بودن MQPN همواره برقرار است.

با توجه به ش�کل زی�ر، در چهارضلع�ی ABCD فرض می کنیم  189  1
AD و نقطه های M و N به ترتیب وس�ط های AB و CD و نقطه های  BC=

E و F وسط های دو قطر آن باشند. بنابر قضیۀ میان خط،

 
BCABC  MF BC    MF

BCBDC  EN BC     EN

: ,

: ,

=

=

2

2









 MENF چهارضلع�ی  پ�س   ، BCMF EN= =
2

و   MF EN بنابرای�ن 

متوازی الاض�اع اس�ت. ب�ه همی�ن ترتی�ب از قضی�ۀ میان خط نتیجه می ش�ود 

 . MF EN ME FN= = = ، پس  BC AD= و چ�ون  ADME FN= =
2

پس متوازی الاضاع MENF لوزی است.

0180 و مجم�وع زاویه های  190 مجم�وع زاویه ه�ای داخلی هر مثلث   4
0360 است. بنابراین  داخلی هر چهارضلعی محدب 

AOB A B

C DA B C D A B

ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ( )

= − +

++ + + = ⇒ + = −

0
1 1

0 0
1 1 1 1

180 1

2 2 360 180 2
2

. C DAOB
ˆ ˆˆ +=
2

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 

از برخورد نیمسازهای ذوزنقۀ متساوی الساقین ABCD که یک  191  4
060 اس�ت چهارضلع�ی MNEF ب�ه وج�ود می آی�د ب�ه ط�وری که  زاوی�ۀ آن 
 MNEF به عبارتی چهارضلعی . NE EF= MN و  MF=  ، N Fˆ ˆ= = 090
یک کایت اس�ت، پس ME نیمساز است. چون مثلث AEB متساوی الاضاع 
. از طرف دیگر  M̂ = 0

1 60 Ê و  = 0
1 30 . در نتیجه  AEBˆ = 060 اس�ت، پس 

′BH را رس�م کنی�م، دو مثل�ث قائم الزاویۀ ADH و  اگ�ر ارتفاع ه�ای AH و 
 x x+ = ⇒ =2 6 10 2 ′BCH همنهشت خواهند شد. پس 

030 است،  ′CH روبه رو به زاویۀ  BH چون  C′ بنابراین در مثلث قائم الزاویۀ 
اندازۀ آن نصف طول وتر BC است:

 BCBH C B x BCˆ:′ = ⇒ = ⇒ =0
1 30 4

2


AB و  AE BE= = =6 چون مثلث ABE متس�اوی الاضاع است، بنابراین 

 
BCBCN BNˆ = ⇒ = = =0 430 2
2 2

  ،BNC در مثلث قائم الزاویۀ

. بنابراین NE BE BN= − = − =6 2 4 پس 

 MNE M NE ME MEˆ: = ⇒ = ⇒ =0
1

3 360 4
2 2

   

 ،MNE بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ . ME= 8
3

یعنی 

 MN ME NE= − = − =2 2 64 416
3 3

 

اکنون می توان مساحت چهارضلعی MNEF را به دست آورد

MNEFS MN NE= × = × =4 16 34
33

3 است.
3

بنابراین مساحت این چهارضلعی 16 برابر 

اگ�ر از رأس های چهارضلع�ی ABCD خط هایی موازی قطرهای  192  1
آن رسم کنیم، چهارضلعی MNEF ایجاد می شود. چهارضلعی های AOBN و 

AODM و DOCF و BOCE متوازی الاضاع هستند. پس 

BOCE DOCF AODM AOBNS S    S S    S S    S S, , ,= = = =4 3 2 12 2 2 2

. MNEFS = × =2 12 ، پس24 MNEF ABCDS S=2 در نتیجه 

ف�رض می کنی�م در مثل�ث قائم الزاویۀ  193  3
ABC پاره خط AH ارتفاع وارد بر وتر و AM میانۀ وارد 

بر وتر باشد. بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

 
AH BH CH BH

BH

= × ⇒ =

= =

2 28 4

64 16
4

، می دانیم در مثلث قائم الزاویه طول میانۀ وارد بر وتر  BC= + =16 4 20 پ�س 
BCAM= = =20 10
2 2

نصف طول وتر است. بنابراین 
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194  . AH x= در ش�کل زیر M وسط AC اس�ت. فرض می کنیم   4
. چون مثلث AHC قائم الزاویه و  MH x= بنابراین، با توجه به فرض مسئله، 
MH میان�ۀ وارد بر وتر اس�ت، پس ط�ول آن نصف طول وتر اس�ت. در نتیجه 
. اکن�ون در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ AHC از قضی�ۀ  AM MC MH x= = =

فیثاغورس نتیجه می شود
 AC AH HC x x= + ⇒ = +2 2 2 2 24 36  

 S AH BC= × = × × =1 1 2 3 12 12 3
2 2

، در نتیجه  x=2 3 یعنی 

س�اق های ذوزنق�ۀ ABCD را امت�داد می دهیم ت�ا یکدیگر را در  195  2

 . Ô= 090 ، پس  D Ĉˆ + = 090 نقطۀ O قطع کنند )ش�کل زیر را ببینید(. چون 
بنابرای�ن دو مثلث OAB و OCD قائم الزاویه هس�تند. اگر M و N به ترتیب 
وس�ط قاعده های AB و CD باش�ند، آن گاه OM و ON میانه های وارد بر وتر 
دو مثل�ث قائم الزاوی�ۀ OAB و OCD هس�تند، پ�س اندازۀ هر ک�دام از آن ها 

و   ABOM= = =4 2
2 2

بنابرای�ن  اس�ت.  آن ه�ا  نظی�ر  وت�ر  ط�ول  نص�ف 

 MN ON OM= − = − =6 2 4 . در نتیجه   DCON= = =12 6
2 2

میانۀ AM و ارتفاع AH وارد بروتر را رسم  196  2
AM نص�ف وت�ر اس�ت، پ�س  می کنی�م. چ�ون میان�ۀ 
. در نتیج�ه زاویۀ  Â /= 0

1 22 5 . بنابرای�ن  AM BM=

045 است. بنابراین  M1 در مثلث ABM برابر  خارجی 

AM BC

AHM M AH AM

AH BC

ˆ:

=

= ⇒ =

→ =

0
1

1
2

245
2

2
4



197  AC x=2  ، AB x= 2 ، در نتیجه  AD x= فرض می کنیم   4

و   AD AC=1
2

چ�ون   ،ADC قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در   . CD x= 3 و 

 ACD CADˆ ˆ,= =0 030 60 ، پس   CD AC= 3
2

، پس این  AD AB= 2
2

از ط�رف دیگ�ر، در مثلث قائم الزاوی�ۀ ABD، چون 

. اکنون می توان نوشت BADˆ = 045 مثلث قائم الزاویۀ متساوی الساقین است و 

 BAC BAD CAD
ACD ACD

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

+ += = = =
0 0 0

0 0
45 60 105 7

230 30

مثلث ABC قائم الزاویه است، زیرا  198  1

Ĉ ( )= − + =0 0 0 0180 30 60 90
در نتیجه

 ABA BC      B AC AB          
ˆ ˆ( ), ( )= ⇒ = = ⇒ =0 0 330 1 60 2

2 2

 ABCS BC AC ( )= ×1 3
2

از طرف دیگر،  

2 است. بنابراین با جای گذاری BC و AC از  3 مساحت مثلث ABC برابر 
تساوی های )1( و )2( در تساوی )3( نتیجه می گیریم

 AB AB AB( )( )= × ⇒ =1 32 3 4
2 2 2

در دو مثلث متش�ابه، نسبت تشابه برابر نسبت طول ضلع های نظیرشان است. 
در اینج�ا AB بزرگ تری�ن ضلع مثلث ABC و 8 ط�ول بزرگ ترین ضلع مثلث 

   ¾MIzU SLvº= =8 2
4

A است. بنابراین  B C′ ′ ′

BH ارتف�اع وارد ب�ر ضل�ع AC اس�ت. در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ  199  3

030 است، بنابراین  ABH ضلع BH روبه رو به زاویۀ 

 AB ABBH AB= ⇒ = ⇒ =4 8
2 2

060 اس�ت، پس طول ضلع  B1 برابر  در ضمن در مثلث قائم الزاویۀ ABH زاویۀ 

 . AH AB ( )= = =3 3 8 4 3
2 2

3 برابر طول وتر AB است: 
2

 ،AH

12 است، بنابراین  3 از طرف دیگر مساحت مثلث ABC برابر 

 ABCS BH AC AC AC= × ⇒ = × × ⇒ =1 112 3 4 6 3
2 2

. از قضی�ۀ فیثاغ�ورس در  CH AC AH= − = − =6 3 4 3 2 3 پ�س 
مثلث BHC به دست می آید

 BC BH CH BC( )= + = + = + = ⇒ =2 2 2 2 24 2 3 16 12 28 2 7

200 . B̂= 075 =Â و  090 در شکل زیر   1

، پس در ای�ن مثل�ث قائم الزاویه، طول  Ĉ ( )= − + =0 0 0 0180 75 90 15 چ�ون 

. اکنون  AH BC= = × =1 1 12 3
4 4

1 طول وتر است، یعنی 
4

ارتفاع وارد بر وتر 

 ABCS BC AH= × = × × =1 1 12 3 18
2 2

می توان نوشت 
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راه ح��ل اول در ش�کل زیر AM میان�ه و AH ارتفاع وارد بر وتر  201  2
اس�ت و می دانیم در مثل�ث قائم الزاویه میانۀ وارد بر وتر نصف وتر اس�ت. پس 

. در نتیجه Â = 0
1 36 ، پس  AM MC= ، یعنی  BCAM=

2
AMC  M M A C

AHM  HAM M

Â]nIi â¾Ä»Hp
ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ:

⇒ = + = + =

= − = − =

0 0 0
1 1 1

0 0 0 0
1

36 36 72

90 90 72 18





، زاویۀ بین میانه و ارتفاع  Â( )= 090  ABC راه ح��ل دوم در مثلث قائم الزاویۀ

، پس  Ĉ= 036 . در اینجا ف�رض می کنیم  B Ĉˆ| |− وارد ب�ر وتر برابر اس�ت با 
. بنابراین B̂= − =0 0 090 36 54

B C   oU» oM jnH» ÌIÿUnH » ¾ºIÃ¶ ¸ÃM ¾Ä»Hpá
ˆˆ| | | |= − = − =0 0 054 36 18

و  202 اس�ت  قائم الزاوی�ه   ABC مثل�ث   2

. بنابرای�ن  AB BC= 3
2

، پ�س  BC AB=2 3
3

 ABC از س�ه ضلع مثلث O در ضمن نقطۀ . Ĉ= 060
به یک فاصله اس�ت. پ�س O نقطۀ تاقی نیمس�ازهای 

زاویه های داخلی مثلث ABC است. در نتیجه
C

AOC
A

ˆ
ˆ ( )

ˆ

 = ⇒ = − + =
=

0
1 0 0 0 0

0
1

30
180 30 45 105

45

ب�ا توجه به فرض های مس�ئله ش�کل زیر رس�م می ش�ود.  مثلث  203  4
. AH BH= =3 قائم الزاویۀ ABH متساوی الساقین است، پس 

ABCS BH AC

AC AC HC

HC

( ) ( )

( )

= + ⇒ × × = +

= + ⇒ = + ⇒ + = +

=

9 1 91 3 1 3
2 2 2

3 9 1 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2

3 3
بنابراین، طبق قضیۀ فیثاغورس، 

BHC BC BH CH BC

a

: ( ) ( )= + = + = ⇒ =

=

2 2 2 2 23 3 3 36 6

6



عمودمنصف ه�ای اضاع مثل�ث ABC در نقطۀ M روی ضلع  204  3
BC همرس ان�د )ش�کل زی�ر را ببینی�د(. چون نقط�ۀ تاق�ی عمودمنصف های 
MA MB MC= = ضلع های مثلث از سه رأس مثلث به یک فاصله است، پس

در نتیجه M وسط ضلع BC است و AM میانه و نصف BC است. پس مثلث 
′AHMH مستطیل است. بنابر  ABC قائم الزاویه اس�ت. یعنی چهارضلعی 

. در نتیجه AC=10 AB=8 و  . بنابراین  MH′=5 MH=4 و  فرض 

ABCS AB AC= × = × × =1 1 8 10 40
2 2

در شکل زیر نقطۀ M وسط کمان AB است. از مرکز O به نقطۀ  205  4
M وصل می کنیم. در این صورت OM بر وتر AB عمود است و OM نیمساز 

. بنابراین Â = 0
1 45 ، در نتیجه  Ô = 0

1 45 زاویۀ O است. پس 

OA AB

OAH A OH AH OA

MH OM OH

½oÄHj ÌI÷{( )

ˆ:

= = = ⇒ =

= ⇒ = = = × =

= − = −

0
1

2 2 2 2 2
2 2

2 245 2 1
2 2

2 1



پس
AMH AM AH MH

AM

: ( )= + = + − = + −

= − ⇒ = −

2 2 2 2 21 2 1 1 3 2 2

4 2 2 4 2 2



206  ، AM AN
AD AB

= =1
4

ط�ول ضلع مربع را a در نظر می  گیریم. چون   2

. اکنون می  توان نوشت DM BN a= =3
4

AM و  AN a= =1
4

پس 

CMN ABCD AMN BNC DMCS S S S S

aa a a a

( )

( )

= − + +

= − × + × + × =
22 2 2 21 1 3 1 3 7

2 16 2 4 2 4 32

. ABCD

CMN

S a
S a

= =
2

2
32

7 7
32

بنابراین 

در شکل زیر AE و CF به ترتیب ارتفاع های دو مثلث ADB و  207  2
CBD هس�تند. چ�ون دو مثلث ADB و CBD همنهش�ت هس�تند و در دو 
. در  AE CF= مثلث همنهش�ت ارتفاع های نظیر دو ضلع برابر، برابرند، پس 
نتیج�ه در دو مثل�ث AOB و BOC که دارای قاعدۀ مش�ترک OB هس�تند، 
 . AOB BOCS S= =4 ارتفاع ه�ای وارد ب�ر این قاع�ده نیز برابرن�د. بنابراین 

. درنتیجه  COD AODS S= =10 به طور مشابه می توان ثابت کرد 

ABCD AOB BOC AOD CODS S S S S= + + + = + + + =4 4 10 10 28

را  208  ABCD ذوزنق�ۀ  س�اق های   2
امتداد می دهیم تا یکدیگر را در نقطۀ O قطع کنند. 
در این صورت بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب، 
. پس ه�ر دو مثلث OAB و  A Bˆ ˆ= = 0

1 1 60
OCD متساوی الاضاع هستند. بنابراین

ABCD OCD OABS S S b  a b a( )= − = − = −2 2 2 23 3 3
4 4 4
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209 a b cS ah bh ch= = =2 اگر�مساحت�مثلث��Sباشد،�آن�گاه�  2

�را� ch �و� bh �، ah .�اکنون�مقادیر� c
Sh
c

=2 �و� b
Sh
b

=2 �، a
Sh
a

=2 پ�س�

برحسب��Sدر�تساوی�داده�شده�قرار�می�دهیم:

 

a b c
b c abh ch ah
a b c

S S S b c ab c a
a b c a b c
b c a b c aS S S
a b c a b c

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ + = + +

+ + = + +

+ + = + + ⇒ = ⇒ =

12

2 2 2 12

2 12 2 12 6

در�هر�مثلث،�نس�بت�طول�دو�ضلع،�برابر�با�عکس�نس�بت�طول� 210  3

.�از�طرف�دیگر،�بنابر�فرض�مسئله،� a

b

hb
a h
= ارتفاع�های�نظیر�آن�هاس�ت،�یعنی�

،�یعنی� b a
a b
= .�از�تس�اوی�های�ب�ه�دس�ت�آم�ده�نتیج�ه�می�گیری�م� a

b

ha
b h
=

�و�مثلث��ABCمتساوی�الساقین�است. a b= .�بنابراین� a b=2 2

در�هر�مثلث�نس�بت�ط�ول�دو�ضلع،�برابر�با�عکس�نس�بت�طول� 211  4

�. a

c

h c AB
h a BC

= = =2
5
�و� a

b

h b AC
h a BC

= = =4
5
ارتفاع�های�نظیر�آن�ها�است.�پس�

. a a

b c

h h
h h

+ = + =4 2 6
5 5 5

اکنون�می�توان�نوشت�

در�ش�کل�زی�ر،�از�قضی�ۀ�خطوط�م�وازی�و�مورب�نتیجه�می�ش�ود� 212  4

.�پس��ADEمثلث�متساوی�الاضلاع�به�طول�ضلع��5است.�بنابراین D Eˆ ˆ= = 0
1 1 60

  
BCED ABC ADES S S ( ) ( )

( )

= − = −

= − = × =

2 2

2 2 2

3 313 5
4 4

3 313 5 12 36 3
4 4

مثلث��ABCمتساوی�الساقین�است،� 213  4

.�در�نتیجه B Ĉˆ = = 075 پس�
 A B Cˆ ˆˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 75 75 30
 Mاز�ط�رف�دیگر�می�دانیم�مجم�وع�فاصله�های�نقطۀ�
روی�قاع�دۀ�مثلث�متساوی�الس�اقین�از�دو�س�اق�برابر�
ارتفاع�وارد�بر�ساق�است.�بنابراین�با�توجه�به�شکل�مقابل،

MH MHMH MH BK BK′+ =′+ = → =3 2 3 2
،ABKدر�ضمن�در�مثلث�قائم�الزاویۀ�

AB ABA BK AB ACˆ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =030 3 2 6 2 6 2
2 2

پس

ABCS BK AC ( )( )= × = =1 1 3 2 6 2 18
2 2

 

در�مثل�ث�متس�اوی�الاضلاع�مجموع�فاصله�های�ه�ر�نقطه�درون� 214  2
مثل�ث�تا�س�ه�ضلع�آن،�برابر�ارتفاع�مثلث�اس�ت.�اگر��xفاصل�ۀ�نقطۀ��Oتا�ضلع�

�ABو��hطول�ارتفاع�مثلث��ABCباشد،�آن�گاه

ABCS AB AB AB

h AB ( )

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

= = =

2 233 3 3 3 12 2 3
4

3 3 2 3 3
2 2

x x+ + = ⇒ = − = − =3 15 18 9 33 3 3
8 8 8 4 4

بنابراین�

پ�س� 215 �، DN
CN

=2
5
و� � AM

MB
=4
1
چ�ون� مس�ئله،� ف�رض� بناب�ر�  4

�، MB x= �، AM x=4 عددهای�ی�مانن�د��xو��yوج�ود�دارن�د�به�طوری�ک�ه�
CN.�اکنون�می�توان�نوشت y=5 �و� DN y=2

AMND

BMNC

h x yS x y
     

S x yh x y

( ) ( )
( )

( )

+ +
= =

++

1 4 2 2 22 1
1 55
2
پ�س� �، AB CD= چ�ون� دیگ�ر� ط�رف� از�

.�اکنون�تساوی�)1(  x y=7
5

.�در�نتیجه� x y=5 7

را�می�توان�چنین�نوشت�

AMND

BMNC

y yS
S y y

( )+
= =

+

142
195

7 165
5

می�دانیم�قطرهای�لوزی�بر�هم�عمود�و�منصف�یکدیگرند.�با�توجه� 216  1
BD OB
AC OA

= ⇒ =3 3
4 4

به�شکل�زیر�و�بنابرفرض،�

بنابرای�ن�ع�ددی�مانند��kوج�ود�دارد�به�طوری�که�
�،OAB مثل�ث� در� �.OB k=3 و� �OA k=4

بنابر�قضیۀ�فیثاغورس
OA OB AB k k+ = ⇒ + =2 2 2 2 216 9 100
�.OB=6 �OA=8و� .�در�نتیج�ه� k=2 پ�س�
�و� AC=16 اکنون�طول�دو�قطر�به�دس�ت�می�آید�

.�در�نهایت�می�نویسیم BD=12

ABCDS AC BD= × = × × =1 1 16 12 96
2 2

ط�ول�و�عرض�ات�اق�را�به�ترتیب��xو��yو�فاصلۀ�هر�طرف�فرش�از� 217  2
کنار�دیوار�اتاق�را��dدر�نظر�می�گیریم.�در�این�صورت

xy

x y x y

¡IUH SeIv¶

¡IUH ôÃd¶ ( )

= ⇒ =

= ⇒ + = ⇒ + =

36 36

26 2 26 13
�و� d−9 2 .�پ�س�طول�و�عرض�فرش�ب�ه�ترتیب�برابر� y=4 �و� x=9 بنابرای�ن�

�است،�پس d−4 2
d d d d

d

xoÎ ôÃd¶ ( )= ⇒ − + − = ⇒ − = ⇒ =

=

18 2 9 2 4 2 18 13 4 9 4 4

1
پ�س�ط�ول�و�عرض�ف�رش�براب�ر��7و��2اس�ت.�بنابراین�مس�احت�ف�رش�برابر�

�است. × =7 2 14



)29(

ش�کل سؤال به صورت زیر اس�ت. اگر ضلع مربع را x و هر ضلع  218  1
زاوی�ۀ قائمه در مثل�ث ABC را a در نظر بگیریم، آن گاه مس�احت مثلث برابر 

x2 است. با توجه به ش�کل مجموع مساحت های دو  a21 و مس�احت مربع 
2

مثلث رنگی و مساحت مربع برابر مساحت مثلث بزرگ است. پس

a a ax x a x x a x x ax x x( ) ( )+ − + − = ⇒ + − = ⇒ =
2 22 2 21 1

2 2 2 2 2

.
a

a a
ax x

W±X¶  SeIv¶

ÍMo¶  SeIv¶

( )

( ) ( )
= = = =

2
2 2

2 2 2

1
2 2

2 2
2

بنابراین 

219  . AB AD a= = در ذوزنقۀ قائم الزاویۀ ABCD فرض می کنیم   2
ب�ا رس�م ارتف�اع BH ذوزنقه ب�ه یک مربع به ضل�ع a و یک مثل�ث قائم الزاویۀ 

متساوی الساقین با اضاع قائمۀ a تقسیم می شود. پس

ABCD
aS a a a a a( )= ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
2 21 354 2 54 54 36 6

2 2
بنابراین بنابر قضیۀ فیثاغورس،

BHC BC BH CH BC: = + = + = × ⇒ =2 2 2 2 2 26 6 2 6 6 2

می دانیم پاره خطی که وس�ط های دو س�اق ذوزنقه را به هم وصل  220  3

. در  AB DCMN +=
2

می کند مس�اوی نصف مجموع دو قاعده است، پس 

ضمن MN موازی با دو قاعده است. اگر ارتفاع AH را رسم کنیم، بنابر قضیۀ 

. با انتخاب  AH HH′ ′= AH یعنی  AM
H H MD

′ = =
′

1 ،ADH تال�س در مثل�ث

AH می نویسیم h′=

ABNM

MNCD

h AB MNS
S h DC MN

AB MN DC MN

AB DCMN DC AB DC AB

ABAB DC DC AB DC AB
DC

( )

( )

+
= ⇒ =

+

+ = +

+= − ⇒ = −

+ = − ⇒ = ⇒ =

1
2 22
3 1 3

2
3 3 2 2

2 3 2 3
2

34 6 3 7
7

، بنابر فضیۀ اساسی تشابه، دو مثلث OAD و  221 AD BC چون   4

AD است. پس
BC

= =3 1
9 3

OCB متشابه هستند و نسبت تشابه آن ها 

OAD
OBC OAD

OBC

S
S S

S
( )= ⇒ =21 9
3

 

، پس  OAB OCD OAD OBCS S S S= = × از طرف دیگر 

 OAB OCD OAD OAD OADS S S S S= = × =9 3
 اکنون می نویسیم

 OAD OCD OCB OAB

OAD OAD OAD OAD OAD

S S S S

S S S S S

¾£ºp»l SeIv¶

    ( )

= + + +

= + + + =3 9 3 16 1

 ¾£ºp»l SeIv¶     ( ) ( )= × × + =1 8 3 9 48 2
2

همچنین  

. در نتیجه  OADS =3 از تساوی های )1( و )2( به دست می آید 
 OAB OADS S= =3 9

در ه�ر ذوزنقه با رس�م دو قط�ر دو مثلثی که بین س�اق  و دو قطر  222  3
 BEC دو مثل�ث BNMC ق�رار می گیرن�د هم مس�احت اند. پ�س در ذوزنق�ۀ
 AFD و MNF دو مثل�ث ANMD هم مس�احت اند و در ذوزنق�ۀ MNE و

هم مساحت اند. بنابراین
BEC MNE MNE

MNF ADF MNF

S S S S S S

S S S S S S

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

′ ′ ′= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

3 4 2 2

5 16 4 4
 . MENF MNE MNFS S S= + = + =2 4 6 در نتیجه 

در ذوزنقۀ ABCD تساوی زیر برقرار است: 223  4

BEC ADE ABE DECS S S S ( )= = × =4 1
از طرف دیگر، 

ABE

DEC

AB DC  ABE CDE

S BE
S DE

ÂwIwH â¾Ãñ¤

¾MIzU

( ) ( )

→

= = =2 22 4 2

  

در نتیجه بنابر تساوی )1(،

ABE DEC DEC DEC DECS S S S S( )× = → × = ⇒ =24 4 4 2
. بنابراین  ABES =8 پس بنابر تساوی )2(، 

ABCD BEC ADE ABE DECS S S S S= + + + = + + + =4 4 8 2 18
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در ذوزنقۀ ABCD که در آن O نقطۀ برخورد قطرها اس�ت، دو  224  4
مثلث AOD و BOC هم مساحت هستند. از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویه 
030 نصف اندازۀ وتر و ط�ول ضلع روبه رو به زاویۀ  ط�ول ضل�ع روبه رو به زاویۀ 

3 اندازۀ وتر است. بنابراین
2

060 مساوی 

ADAOD ADO OA

AOD A OD AD

ˆ:

ˆ: ( )

= ⇒ = = =

= ⇒ = = =

0

0
1

830 4
2 2

3 360 8 4 3
2 2





. BOC AODS S OA OD ( )( )= = × = =1 1 4 4 3 8 3
2 2

بنابراین 

225  ، d AC از نقطۀ B خط d را موازی AC رس�م می کنیم. چون   3
 ONC و AOB دو مثلث ،ABNC پ�س بنابر قضیۀ ش�به پروانه در ذوزنق�ۀ
هم مس�احت اند. توجه کنی�د که مثلث ONC در مزرع�ۀ I و مثلث AOB در 
مزرعۀ II قرار دارد. اکنون اگر مرز جدید را پاره خط AN در نظر بگیریم، مثلث 
AOB در مزرع�ۀ I و مثل�ث ONC در مزرعۀ II قرار می گیرد و به این ترتیب 
مرز جدید خطی راس�ت می ش�ود و مس�احت مزرعه ها تغییر نمی کند. به همین 

ترتیب می توان نتیجه گرفت MC نیز می تواند مرز مورد نظر باشد.

از قضیۀ اساسی تشابه نتیجه می شود 226  3
AB DC OAB OCD⇒  

پ�س نس�بت مس�احت های ای�ن دو مثلث متش�ابه مس�اوی توان دوم نس�بت 
ضلع های نظیر آن ها است:

OAB
OCD OAB

OCD

S AB a S S
S DC a

     (1)( ) ( )= = = ⇒ =2 2 1 4
2 4

از طرف دیگر در ذوزنقۀ ABCD دو مثلث OBC و OAD هم مساحت هستند و 
مساحت آن ها واسطۀ هندسی مساحت های دو مثلث OAB و OCD است. بنابراین

OBC OAD OAB OCDS S S S      (2)= = ×

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

OBC OAD OAB OAB OABS S S S S= = × =4 2
اکنون می توانیم نسبت خواسته شده را به دست آوریم:

ABCD OAB OCD OAD OBC

OAB OAB

OAB OAB OAB OAB

OAB

S S S S S
S S

S S S S
S

+ + +
=

+ + +
= =

4 2 2
9

ابت�دا N را ب�ه M و A وصل می کنیم. می دانیم در هر مثلث، هر  227  2
میانه، مثلث را به دو مثلث هم مساحت تقسیم می کند. در مثلث NPC پاره خط 

 NPQ NPCS S      (1)=1
2

PQ میانه است، پس 

 NPC MNCS S      (2)=1
2

و در مثلث MNC پاره خط NP میانه است، پس 

 MNC ANCS S      (3)=1
2

و در مثلث ANC پاره خط MN میانه است، پس 

 ANC ABCS S      (4)=1
2

و در مثلث ABC پاره خط AN میانه است، پس 

از تساوی های )1(، )2(، )3( و )4( نتیجه می شود 

 
NPQ NPC MNC ANC

ABC ABC

S S S S

S S

( ) ( )

( )

= = =

= =

1 1 1 1 1
2 2 2 4 2
1 1 1
8 2 16

مثلثی که طول دو میانۀ آن با هم برابر هس�تند، متساوی الساقین  228  2
است. در شکل زیر G محل برخورد میانه های مثلث است. پس

GH AH     CG CC, ′= = × = = = × =1 1 16 2 2 2016 10
3 3 3 3 3 3

چون مثلث ABC متساوی الس�اقین اس�ت، پس AH ارتفاع هم هس�ت. بنابر 
،CGH قضیۀ فیثاغورس در مثلث

CH CG GH ( ) ( )= − = − =2 2 2 220 16 4
3 3

. اکنون می توان نوشت BC CH= =2 8 در نتیجه 

ABCS BC AH= × = × × =1 1 8 16 64
2 2

در ش�کل زیر MO میان خط مثلث ABC اس�ت، چون از وسط  229  1
CB، موازی AB رس�م شده اس�ت. پس O وسط AC است، یعنی OB میانۀ 
، نقط�ۀ G محل برخورد  ABC وارد ب�ر ضلع AC اس�ت. در نتیجه در مثلث 

. در نتیجه  GBM ABC
aS S a a( )= = × × × =
21 1 1 2

6 6 2 6
میانه ها اس�ت. پس 

 . GBM ABMNS S=1
6



)31(

در ش�کل زیر G محل برخورد میانه های مثلث ABC است. در  230  2

. از طرف دیگر بنابر  GBC ABCS S ( )= = × × × =1 1 1 8 15 20
3 3 2

این صورت 

 ، ABC قضیۀ فیثاغورس در مثلث 
BC AB AC= + = + =2 2 2 28 15 17

، پس GBCS =20 چون 

BC GH GH GH× = ⇒ × × = ⇒ =1 1 4020 17 20
2 2 17

می دانیم در هر مثلث فاصلۀ مرکز ثقل )نقطۀ برخورد میانه ها( تا وسط  231  2

2 اندازۀ میانۀ نظیر 
3

1 اندازۀ میانۀ نظیر این ضلع و فاصله اش تا هر رأس 
3

هر ضلع 

آن رأس است ) شکل زیر را ببینید(. در مثلث ADC، نقطۀ F مرکز ثقل است، پس
DBOD

OF OD OF
= =

= → = × =
30

21 1 30 10
3 3

. EF OF OE= + =20 ، بنابراین  OE=10 به همین ترتیب 

با رس�م میانه ه�ای مثلث متس�اوی الاضاع این مثلث به ش�ش  232  4
مثلث همنهشت تقس�یم می شود. چون در مثلث متساوی الاضاع میانه، ارتفاع 

. از ط�رف دیگر نقطۀ  AM BC= 3
2

هم هس�ت، پس با توجه به ش�کل زیر 

تاقی میانه ها هر میانه را با نسبت 1 به 2 تقسیم می کند، پس با توجه به شکل زیر 

 OA AM BC BC( )= = =2 2 3 3
3 3 2 3

BC
OA
BC BC

= =

3
33
3

بنابراین  

233  BN و DM پاره خط های ABCD ثابت می شود در متوازی الاضاع  2
 . AP PQ QC= = قطر AC را به س�ه قسمت مساوی تقس�یم می کنند، یعنی 
همچنین میانۀ هر مثلث آن مثلث را به دو مثلث هم مساحت تقسیم می کند، بنابراین

MPQ AMQ

AMQ AQB

AMQ   MP S S    

AQB   MQ S S    

¾ºIÃ¶

¾ºIÃ¶

: ( )

: ( )

⇒ =

⇒ =

1 1
2
1 2
2





در ضمن دو مثلث ABQ و ABC در ارتفاع نظیر رأس B مشترک هستند. پس نسبت 
مساحت های آن ها برابر نسبت قاعده هایی است که این ارتفاع بر آن  ها وارد شده است:

ABC ABCD

ABQ
ABQ ABC

ABC

S  S

ABQ ABCD

S AQ S S
S AC

S S     ( )
=

= = ⇒ =

→ =
1
2

2 2
3 3

1 3
3

از تساوی های )1(، )2( و )3( نتیجه می گیریم

MPQ

MPQ AMQ AQB ABCD

S
ABCD ABCD

S S S S

S S

( ) ( )

=

= = =

= → =
3

1 1 1 1 1
2 2 2 4 3

1 36
12

234  E را امت�داد می دهیم ت�ا یکدیگر را در BC و AM پاره خط ه�ای  2
 ، M Mˆ ˆ=1 2 قطع کنند. چون دو مثلث AMD و EMC همنهش�ت هستند )
. در نتیج�ه  AD CE= AM و  ME= (، پ�س  DM MC= D و  Ĉˆ = 1
. بنابراین M وس�ط AE و C وس�ط BE است. پس O مرکز ثقل  BC CE=
 OAB اس�ت. پس مس�احت مثلث ABE مح�ل برخ�ورد میانه ها( در مثلث(

 ADM است. از طرف دیگر چون دو مثلث ABE 1 مساحت مثلث
3

مساوی 

مس�احت  نتیج�ه  در  هم مس�احت اند.  پ�س  هس�تند،  همنهش�ت   ECM و 
متوازی الاضاع با مس�احت مثلث ABE برابر اس�ت. بنابراین مساحت مثلث 

1 مساحت متوازی الاضاع است.
3

AOB مساوی 

همرس�ی  235 نقط�ۀ   G نقط�ۀ   4
میانه های مثلث ABC است، پس مساحت 

1 مساحت مثلث 
6

مثلث MGC مس�اوی 

ABC است. از طرف دیگر،

ANG

ABM

NG BM ANG ABM

S AG
S AM

ÂwIwH â¾Ãñ¤

¾MIzU

( ) ( )

→

= = =2 22 4
3 9

  

. ABM ABCS S=1
2

، پس  ABM AMCS S= چون AM میانه است، پس 

ANG ANG
ANG ABC

ABM ABC

S S
S S

S S
= ⇒ = ⇒ =4 4 2
9 1 9 9

2

بنابراین   

.
ABCANG

MGC ABC

SS
S S

= =

2
49

1 3
6

در نتیجه 
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در ذوزنقۀ ABNM دو مثلث  236  3
AMO و BNO هم مساحت اند. فرض کنید 
مس�احت آن ها برابر S باش�د و مساحت مثلث 

′S در نظر بگیرید. بنابراین AOB را برابر 

 AMO BNO MNO AOBS S S S S S S      ( )′× = × ⇒ =2 2 1  
از طرف دیگر

 ABCDS S S S S S S S      ( )′ ′= ⇒ + + + + = ⇒ + =1 2 3
9

30 2 30 2 21 2


 

همچنین مثلث AMB و متوازی الاضاع ABCD هم ارتفاع و هم قاعده هستند بنابراین

 

ABCDAMB
AMB

ABCD

SS
S S S S S

S

S S
S S

S S

    

» 

( )

( ) ( ) ,

′ ′= ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =

′+ = ′⇒ ⇒ = =
′+ =

1 30 15 3
2 2 2
2 21

3 2 6 9
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S S S S S( ) ′⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2
2 2 21 6 9 4 در نتیجه 

اگر b تعداد نقاط مرزی و i تعداد نقاط درونی این چندضلعی ش�بکه ای  237  4

 
b bS i i b i= + − ⇒ = + − ⇒ = −1 6 1 14 2
2 2

باشد، آن گاه بنابر فرمول پیک، 

ب�ا توجه به اینکه بیش�ترین تعداد نقاط م�رزی یعنی b زمانی اتف�اق می افتد که 
کمترین تعداد نقاط درونی یعنی i را داش�ته باش�یم و کمترین مقدار i برابر صفر 

است، پس بیشترین مقدار b مساوی 14 است.

bS به دست می آید: 238 i= + −1
2

مساحت چندضلعی شبکه ای از رابطۀ   3

b bi i b i     / / ( )= + − ⇒ + = ⇒ + =9 5 1 10 5 2 21 1
2 2

}  متعلق  , , , }3 4 5  در چندضلعی شبکه ای b، تعداد نقاط مرزی آن، به مجموعۀ 
}   است. پس با توجه  , , , , }0 1 2 3 است و i، تعداد نقاط درونی آن، عضو مجموعۀ 

به تساوی )1( نتیجه می گیریم b باید عددی فرد باشد تا i عددی صحیح شود:
b i  b i  b i

b i  b i  b i

b i  b i  b i  

b i  b i  

(.¡ .¡ .ù)

, ,

, ,

, ,

, ,

= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =−

= ⇒ = = ⇒ =

3 9 11 5 19 1

5 8 13 4 21 0

7 7 15 3 23 1

9 6 17 2

بنابراین i می تواند 10 مقدار متفاوت داشته باشد تا شرایط این سؤال برقرار باشد.
مس�احت ه�ر دو چندضلعی  239  1

شبکه ای را به دست آورده، سپس تفاضل آن ها 
را به دس�ت می آوریم. در چندضلعی شبکه ای 
b=18 و i=11 و در چند ضلع�ی  بزرگ ت�ر 
.بنابراین i′=2 و b′=7 شبکه ای کوچک تر 

b bS i      S i, ′′ ′= + − = + − = = + − = + − =18 7 91 11 1 19 1 2 1
2 2 2 2 2

. S S½k{ ¾TwH¼i SeIv¶ ′= − = − =9 2919
2 2

در نتیجه 

اگ�ر ای�ن ش�کل روی صفحۀ  240  4
مختص�ات معمولی که فاصلۀ بین هر دو نقطۀ 
متوال�ی به ص�ورت افقی و عم�ودی یک واحد 
اس�ت،  رس�م می ش�د، آن گاه می توانس�تیم با 
استفاده از قضیۀ پیک مساحت آن را پیدا کنیم. 
 . i=4 b=10 و  توجه کنید که در آن شکل 

. bS i= + − = + − =101 4 1 8
2 2

پس 

از طرف دیگر ش�کل داده ش�ده در این س�ؤال با ش�کلی که در صفحۀ مختصات 
2 متشابه است. پس نسبت مساحت های آن ها  معمولی رسم شده با نسبت 

ABCDEFGHI
ABCDEFGHI

S
S= ⇒ =2 16

8
) است. بنابراین ) =22 2

اگر b تعداد نقاط مرزی و i تعداد نقاط درونی چندضلعی شبکه ای باشد،  241  2
. پس حالت های مختلفی که حاصل ضرب b و i برابر 48  b i× =48 آن گاه بنابر فرض 

می شود و مساحت چندضلعی شبکه ای به کمک رابطۀ پیک به صورت زیر است:
482416128643 b≥3
1234681216 i≥0  

241310991013 33
2

  S 

بنابراین کمترین مساحت ممکن برای این چندضلعی شبکه ای برابر 9 است.
فرض می کنیم b تعداد نقاط مرزی و i تعداد نقاط درونی یک چندضلعی  242  3

. اکنون اگر تعداد نقاط مرزی و درونی را چهار برابر  bS i= + −1
2

ش�بکه ای باشد، پس 

کنی�م، یعنی 4b تع�داد نقاط مرزی و 4i تعداد نقاط درونی چندضلعی ش�بکه ای جدید 
bS i b i′= + − = + −4 4 1 2 4 1
2

باشد، آن گاه مساحت آن برابر می شود با 
بنابراین

b i  S

bS S b i i b i

bS S i S S S S S

( ) ( )

( ) ( )
+ = +

′− = + − − + − = +

′ ′ ′− = + → − = + ⇒ = +
1

2

32 4 1 1 3
2 2

3 3 1 4 3
2

′S از چهار برابر S سه تا بیشتر است. پس 
بزرگ ترین ارتفاع بر کوچک ترین ضلع مثلث وارد می ش�ود. طول  243  3

ضلع های مثلث را به کمک قضیۀ فیثاغورس به دست می آوریم

AB

AC

BC

= + =

= + =

= + =

2 2

2 2

2 2

4 1 17

3 2 13

2 2 2 2
BC کوچک ترین ضلع مثلث است. اکنون به کمک قضیۀ پیک مساحت مثلث 

. اگ�ر h طول ارتفاع وارد بر  bS i= + − = + − =41 4 1 5
2 2

را به دس�ت می آوریم: 

 S h BC h h= × ⇒ = × × ⇒ =1 1 5 25 2 2
2 2 2

ضلع BC باشد، آن گاه 

اگ�ر ای�ن ش�کل روی صفحۀ  244  3
مختصات معمولی که فاصلۀ نقطه های همسایه 
در آن برابر با یک واحد اس�ت، رس�م می ش�د، 
می توانستیم با استفاده از قضیۀ پیک مساحتش 
را پی�دا کنی�م. توج�ه کنید ک�ه در آن ش�کل 
. بنابراین مس�احت ش�کل  i=13 b=10 و 

مورد نظر برابر می شد با 
bS i= + − = + − =101 13 1 17
2 2

اکنون توجه کنید که ش�کل داده ش�ده در صورت مس�ئله با ش�کلی که در صفحۀ 
مختصات معمولی رسم شده، متشابه هستند، بنابراین نسبت مساحت های آن ها برابر 
است با مربع نسبت تشابه آن ها. نسبت تشابه هم برابر است با نسبت فاصلۀ هر دو 
نقطۀ افقی یا عمودی متوالی در آن ها. بنابراین اگر x مس�احت چندضلعی شبکه ای 

. x=68 . در نتیجه  x ( )= 22
17 1

مورد نظر باشد، نتیجه می شود 



)33(

تع�داد خط هایی ک�ه این n نقطه مش�خص می کنن�د برابر تعداد  245  3
راه های انتخاب 2 نقطه از این n نقطه است:

n n n
n

( )  − = ⇒ = ⇒ =
 
 

155 55 11
22

تعداد صفحه هایی که 11 نقطه با ش�رایط بالا مش�خص می کنن�د، حداکثر برابر 

 است.
 
 =
 
 

11
165

3

خ�ط d ب�ا صفح�ۀ P در دو نقطه  246  3
مشترک است، پس خط d بر صفحۀ P واقع است.  

دو خ�ط AB و CD نه موازی اند و نه متقاطع، پس متنافرند. به  247  2
همین ترتیب، دو خط AC و BD و دو خط AD و BC متنافرند. بنابراین س�ه 

جفت خط متنافر داریم.
′d صفحۀ  248 از نقط�ۀ O و خط d صفحۀ P را می گذرانیم. اگر خط   3

P را در نقط�ۀ A قط�ع کند، آن  گاه وضعیت خط AO و d نس�بت به هم تعیین 
کنندۀ جواب اس�ت. اگر OA و d موازی باش�ند، 
مسئله جواب ندارد و اگر OA خط d را قطع کند، 
خط OA جواب مسئله اس�ت. در ضمن، اگر خط 
′d صفح�ۀ P را قطع نکند، باز هم مس�ئله جواب 

ندارد. بنابراین مسئله حداکثر یک جواب دارد.
از نقط�ۀ A خط های Ax و Ay را  249  2

∆ رس�م  و   d به ترتی�ب ب�ه م�وازات دو خ�ط 
می کنی�م. از دو خ�ط متقاطع Ax و Ay تنها یک 
صفحه می گ�ذرد به طوری که دو خ�ط متنافر d و 

∆ موازی این صفحه هستند.  
′d موازی ی�ا متقاطع باش�ند، از آن ها تنها یک  250 اگ�ر دو خ�ط d و   4

صفحه می گذرد و اگر این دو خط متنافر باشند، از آن ها صفحه ای نمی گذرد.
d2 هریک از سه حالت را می توانند داشته باشند. 251 ∆ و  خط های   4

d2 نامشخص است. ∆ و  بنابراین وضع 

d2 می توانند موازی، متقاطع یا متنافر باشند. 252 ∆ و  خط های   4

d2 متقاطع یا متنافر هستند. 253 ∆ و  خط های   2

d2 نمی توانند موازی باش�ند چون در این صورت  ∆ و  توجه کنید که خط های 
d1 هم موازی می شوند و این با فرض مسئله در تناقض است.  ∆ و 

d2 نمی توانند موازی باشند، چون در این صورت  254 ∆ و  خط های   1

∆ با  ∆ و d1 هم موازی می ش�وند و این با فرض مس�ئله در تناقض است. اما
d2 می تواند متنافر یا متقاطع باشد.

∆ هیچ نقطۀ مش�ترکی ندارند، پس ی�ا موازی اند یا  255 دو خ�ط d و   4
متنافر، به عبارت دیگر متقاطع نیستند.

′d بر P عمود باش�د،  256 ′d نمی تواند بر P عمود باش�د، چون اگر   4
′d با هم موازی هستند. d و 

′d ک�ه ه�ر دو از صفح�ۀ P ب�ه فاصلۀ h هس�تند  257 دو خ�ط d و   3
می توانند یا موازی یا متقاطع باشند )به شکل های زیر دقت کنید(

در مکعب ش�کل زیر دو وجه متقاطع BCEN و MNEF را در  258  4
نظر بگیرید. یال های دوبه دو متنافر در این دو وجه عبارت اند از:

MF NB  MF EC FE NB

FE BC MN EC MN BC

{ , },{ , },{ , },

{ , },{ , },{ , }

پس 6 جفت یال دوبه دو متنافر وجود دارد.

در صورت�ی ک�ه س�ه نقطۀ متمای�ز روی یک خط باش�ند، از آن ها  259  4
نامتناهی صفحه می گذرد. پس گزینۀ )4( لزوماً درس�ت نیس�ت. سایر گزینه ها 

درست هستند.



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
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دو خط عمود بر یک خط در فضا می توانند متقاطع یا متنافر هم باشند،  260  4
پ�س گزینۀ )1( نادرس�ت اس�ت. دو صفحۀ عمود بر یک صفح�ه می توانند متقاطع 
باشند، پس گزینۀ )2( نادرست است. از هر نقطه غیرواقع بر یک صفحه فقط یک خط 
می توان بر آن صفحه عمود کرد، پس گزینۀ )3( هم نادرس�ت اس�ت. ولی از هر نقطه 

غیرواقع بر یک صفحه بی شمار خط موازی با آن صفحه می توان رسم کرد.
261  P′ خط�ی که از نقطۀ A به موازات فصل مش�ترک دو صفحۀ P و   2

رسم می شود تنها خطی است که با این دو صفحه موازی است و از A می گذرد. در 
ضمن گزینۀ )1( نادرس�ت اس�ت. ب�ه عنوان مثال نقض در مکع�ب زیر دو صفحۀ 
 DCC D′ ′ A صفحۀ  B C D′ ′ ′ ′ DCC متقاطع اند و صفحۀ  D′ ′ ABCD و 
را قطع کرده ولی با صفحه ABCD موازی اس�ت. گزینۀ )3( نادرس�ت اس�ت. به 
DCC متقاطع اند.  D′ ′ عن�وان مثال نقض در مکعب زی�ر دو صفحۀ ABCD و 

DCC موازی نیست.  D′ ′ BCC بر ABCD عمود است ولی با  B′ ′ صفحۀ 

گزینۀ )4( نادرس�ت اس�ت. چون هر صفحه ای بر فصل مش�ترک صفحات P و 
′P عمود اس�ت. پس بی ش�مار صفحه  ′P عم�ود باش�د بر هر دو صفحۀ P و 

′P رسم می شود. عمود بر صفحات P و 
262  EF و GH ،CD با خط های AB در مکعب مستطیل شکل زیر خط  2

موازی است )3 خط(. خط AB با خط های BC ،AE ،AD و BF متقاطع است 
)4 خط(. خط AB با خط های CG ،EH ،FG و DH متنافر است )4 خط(.

خ�ط AB با خط ه�ای BD ،AC ،AD و BC متقاطع اس�ت و  263  2
فقط با خط CD متنافر است.

از دو خ�ط متنافر هی�چ صفحه ای عبور نمی کند و نقطۀ مش�ترکی  264  3
ندارند. به همین علت گزینۀ )1( نادرس�ت اس�ت. در ضمن دو خط موازی هم 
نقطۀ اشتراکی ندارند و می توانند در دو صفحۀ متمایز باشند. پس گزینه های )2( 

و )4( نیز نادرست است.
چنی�ن خطی وج�ود ندارد. ای�ن مطلب را ثاب�ت می کنیم. فرض  265  1

′D را به  می کنی�م خطی وجود داش�ته باش�د که از A می گذرد و دو خ�ط D و 
ترتیب در M و N قطع می کند. چون دو نقطه از این خط در صفحۀ شامل D و 
′D است. در نتیجه نقطۀ  ′D اس�ت، پس این خط هم در صفحۀ ش�امل D و 

A هم در این صفحه قرار دارد و این خاف فرض است.
دو خط EF و BC در صفحۀ BCEF قرار دارند و موازی نیستند، پس  266  4

متقاطع اند. بنابراین گزینۀ )4( درست است. نادرستی سایر گزینه ها را بررسی کنید.

از نقطۀ A، صفح�ۀ Q را موازی دو  267  2
′P در نظر می گیریم )ش�کل مقابل را  صفحۀ P و 
ببینی�د(. تمام خط هایی که از A می گذرند و درون 
′P موازی  صفحۀ Q ق�رار دارند با دو صفحۀ P و 
هستند. پس نامتناهی خط از A می گذرند و با P و

′P موازی هستند.

از نقط�ۀ A ی�ک و تنه�ا ی�ک خط  268  4
′d در شکل  موازی خط d می توان رسم کرد )خط 
′d نامتناهی صفحه می گذرد. خط  مقابل(. از خط 
d با تمام این صفحه ها موازی اس�ت. چون d با یک 

′d ( موازی است. خط از این صفحه ها )خط 
P1 موازی  269 ′P که ب�ا صفحۀ  صفحۀ   2

′P با  P2 را قطع می کند، زیرا اگر  است، حتماً صفحۀ 

P2 موازی باشد  P2 موازی باش�د، آن گاه باید P1 با 
که خاف فرض متقاطع بودن آن ها اس�ت. همچنین، 
P2 منطبق باش�د چون اگر باش�د،  ′P نمی تواند بر 

P2 هم موازی خواهند بود و هم متقاطع. آن گاه P1 و 

اگر دو خط Ox و Oy موازی صفحۀ  270  1
P باشند، آن گاه صفحۀ گذرا از دو خط متقاطع Ox و 
Oy با صفحۀ P موازی است. خط d که این دو خط 
متقاط�ع را قطع می کن�د در این صفحه قرار می گیرد، 

پس خط d نیز موازی صفحۀ P است.
271  P تم�ام صفحه های�ی که ب�ا صفحۀ  4

′d را در دو نقطه قطع  موازی باش�ند، دو خط d و 
می کنن�د. خطی ک�ه از این دو نقط�ه عبور می کند، 
خط مورد نظر اس�ت. بنابراین نامتناهی خط با این 

شرایط وجود دارد.
می دانی�م خط و صفحۀ عمود بر ی�ک صفحه یا با هم موازی اند یا  272  3

d می تواند درست باشد.  P′ خط درون صفحه قرار دارد، پس 
′D ب�ا صفحه را B می نامی�م. در این صورت دو  273 مح�ل برخورد   3

حالت وجود دارد: 
1( امتداد OB خط D را در A قطع می کند. در این حالت یک جواب داریم.

2( امتداد OB در صفحه، با خط D موازی است و در این حالت جواب نداریم. 
پس حداکثر یک جواب داریم.

شکل های گزینه های )1(، )2( و )3( به ترتیب نمای روبه رو، نمای  274  4
بالا و نمای چپ شکل داده شده هستند، ولی شکل گزینۀ )4( نمایی از این شکل 

را مشخص نمی کند.
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مکعب های�ی که دو وجه رنگ ش�ده دارند، فقط روی یال های این  275  3
مکعب مس�تطیل قرار دارند. روی هش�ت یال آن هر یال دو مکعب و روی چهار 
ی�ال آن هر یال س�ه مکعب کوچک دارای دو وجه رنگ ش�ده وج�ود دارد. پس 
. از  a=28 × مکعب با دو وجه رنگ ش�ده وج�ود دارد یعنی  + × =8 2 4 3 28
ط�رف دیگر فق�ط مکعب های کوچک موجود در کنج های این مکعب مس�تطیل 
. در ضمن اگر از هر طرف یک  b=8 دارای س�ه وجه رنگ شده هس�تند. پس 
) مکعب باقی می ماند  )( )( )− − − =4 2 5 2 4 2 12 لایه برداریم، آن گاه به تعداد 

. بنابراین c=12 که وجه رنگ شده ندارند. پس 
a b c− + = × − × + =2 3 2 28 3 8 12 44

نم�ای روب�ه رو و چپ ش�کل داده ش�ده به ص�ورت  یا  276  2

 است. ولی نمای بالای آن به صورت  است. بنابراین دو نمای 

روبه رو و چپ آن یکسان است.
277 2
278 2
279 3
280 3
281 2
282 2
نمای روبه روی شکل داده شده به صورت  زیر است که در آن 15  283  2

مربع وجود دارد. 

نمای بالای شکل به صورت زیر است که در آن 16 مربع وجود دارد. 

15 است. 
16

پس نسبت خواسته شده 

در ردیف افقی 5 مکعب وجود دارد. روی اولین مکعب در سمت  284  1
راس�ت 5 حرف A، روی س�ه تای بعدی هر کدام 4 حرف A و روی مکعب آخر 
+ حرف  × =5 4 4 4 حرف A دیده می شود. پس در ردیف افقی در مجموع 21
A دی�ده می ش�ود. در مکعب هایی ک�ه به صورت عمودی چیده ش�ده اند، اولین 
مکع�ب پایین�ی را قب�اً ش�مرده ایم. از میان 5ت�ای دیگر چهار مکعب به ش�کل 
عم�ودی روی هم قرار دارند که روی وجه های آن ها 4 حرف A دیده می ش�ود و 
× حرف A دیده  + =4 4 5 روی مکع�ب آخ�ر 5 حرف A. پس در مجم�وع 21

+ حرف A وجود دارد. =21 21 42 می شود. بنابراین در کل تعداد 

285  4

اگ�ر از مکعب داده ش�ده دو ردیف از نمای روب�ه رو را حذف کنیم،  286  1
× مکعب کوچک، به شکل زیر می رسیم و با حذف مکعب هایی  × =2 3 3 18 یعنی 
که با عامت × مش�خص ش�ده اند نمای مقابل جسم حاصل همان نمای خواسته 
+ مکعب از این شکل حذف کنیم. =18 5 23 شده می شود. بنابراین حداکثر باید 

از وج�ه بالای مکعب مس�تطیل داده ش�ده چه�ار مکعب حذف  287  2
می کنی�م و ای�ن ح�ذف ک�ردن را تا پایی�ن ادامه می دهی�م تا نمای بالای ش�کل 
باقیمانده به صورت آنچه مسئله می خواهد درآید. پس حداقل مکعب های حذف 
. اکنون اگر ردیف بالا یعنی ردیف چهارم و  n= × =4 4 16 ش�ده برابر اس�ت با 
بعد ردیف س�وم و ردیف دوم را از این ش�کل حذف کنیم و فقط ردیف اول باقی 
بمان�د و از این ردی�ف چهار مکعب کوچ�ک برداریم، آن گاه نمای بالای ش�کل 
باقیمانده به صورت آنچه مس�ئله می خواه�د درمی آید. پس حداکثر مکعب های 

=m است. بنابراین  × + =3 12 4 40 حذف شده برابر 
m n− = − =20 16 4
2

اس�ت.  288  a3 اصل�ی  مکع�ب  در   × ×1 1 1 مکعب ه�ای  تع�داد   3
مکعب هایی که رنگ نش�ده اند، مکعب هایی هس�تند که درون مکعب بزرگ قرار 
دارند و با هم مکعبی تشکیل می دهند که اندازۀ هر یال آن 2تا کمتر از اندازۀ یال 
)a است. بنابراین برای  )− 32 مکعب بزرگ تر است. در نتیجه تعداد آن ها برابر 
× رنگ شده باید تعداد کل مکعب های  ×1 1 1 به دست آوردن تعداد مکعب های 

× رنگ نشده کنیم، پس ×1 1 1 × را منهای تعداد مکعب های  ×1 1 1
a a a a a a

a a a a a a a

( )

( )( )

= − − ⇒ = − + − +

− − = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =

3 3 3 3 2

2 2

98 2 98 6 12 8

6 12 90 0 2 15 0 5 3 0 5
× که فقط دو وجه رنگی دارند روی یال های مکعب  ×1 1 از طرفی تعداد مکعب های 1
× گوش�ه های یال ها. پس ب�ر روی هر یال  ×1 1 ب�زرگ هس�تند، به ج�ز دو مکعب 1
− مکعب کوچک با این ویژگی قرار دارند و چون مکعب دارای 12 یال است،  =5 2 3

. × =12 3 36 × با دو وجه رنگ شده برابر است با  ×1 1 پس تعداد مکعب های 1
مطابق شکل زیر صفحۀ افقی این استوانه را که یک مخروط از آن  289  1

O و AH قطع می کند که  B′ جدا شده است در دو دایرۀ هم مرکز به شعاع های 
مساحت بین این دو دایره مساحت مقطع حاصل است. توجه کنید که

O B O B

O B

ó»oh¶ ´\e ( ) ( ) ( )′ ′= π⇒ π = π⇒ =

′ =

2 2132 6 32 16
3

4
از طرف دیگر،

OO B AH O B

AH OH AH AH
O B OO

u²IU ¾Ãñ¤ ´Ãµ÷Uá

:′ ′ →

= ⇒ = ⇒ =
′ ′

4 8
4 6 3



بنابراین

O B AHÍõ£¶ SeIv¶ ( ) ( ) ( ) ( )′=π −π =π −π = π− π

= π

2 2 2 28 644 16
3 9

80
9
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ارتف�اع ه�رم و ارتف�اع مثل�ث جانب�ی ب�ا ه�م مثل�ث قائم الزاویۀ  290  2
′OHH را می سازند. پس بنابر قضیۀ فیثاغورس،

HH OH OH HH( ) ( )′ ′ ′= − = − = − = ⇒ =2 2 2 2 22 7 4 28 16 12 2 3
از طرف دیگر صفحۀ موازی با قاعده که ارتفاع هرم را نصف می کند، این هرم را 
′KK نصف ضلع این مربع است. توجه کنید که در یک مربع قطع می کند و 

OHH KK HH

OK KK KK KK
OH HH

u²IU ¾Ãñ¤ ´Ãµ÷Uá

:′ ′ ′ →

′ ′ ′= ⇒ = ⇒ =
′

2 3
4 2 3



. Íõ£¶ SeIv¶ ( )= =22 3 12 2 است. پس  3 بنابراین طول ضلع مقطع 

اگر اس�توانۀ قائم به ش�عاع قاعدۀ  291  1
5 را ب�ا یک صفح�ۀ افقی قطع کنیم، س�طح مقطع 

حاصل دایره ای به شعاع 5 است. بنابراین
 ”‰£¶ c‰w#SeIv¶ ( )=π = π25 25

صفحۀ افقی مکعب را در یک مربع  292  2
به طول ضلع 4 و استوانه را در یک دایره به شعاع 
2 قطع می کند، پس مس�احت سطح مقطع حاصل 

تفاضل مساحت دایره از مساحت مربع است. 
”‰£¶#c‰w SeIv¶ ( )= −π = − π2 24 2 16 4

س�طح مقطع برخورد دو کره  293  3
یک دایره اس�ت )ش�کل مقابل را ببینید(. در 
′OAO طول ارتفاع AH برابر اندازۀ  مثلث 
 OAO′ ش�عاع ای�ن دای�ره اس�ت. مثلث 
. پس  = +2 2 210 8 6 قائم الزاویه است، زیرا 

بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،
AH OO OA O A AH AH /′ ′× = × ⇒ × = × ⇒ =10 8 6 4 8

R AH”‰£¶ c‰w#ˆÃd¶ ( ) /= π = π = π2 2 9 6 بنابراین  

294  d ′d ح�ول خ�ط  از دوران خ�ط   3
س�طحی ایجاد می شود که ش�بیه به مخروط است 
که آن را سطح مخروطی می نامیم. دقت کنید این 
س�طح از دو طرف نامحدود است، پس فکر نکنید 

که دو مخروط ایجاد شده است.
از دوران مربع به طول ضلع a حول  295  3

یکی از ضلع هایش اس�توانه ای به شعاع قاعدۀ a و 
ارتفاع a به وجود می آید.

قائم الزاوی�ۀ  296 ذوزنق�ۀ  دوران  از   3
ABCD حول ساق قائم AD یک مخروط ناقص 

به وجود می آید.

297  AB جس�م فضای�ی حاص�ل از دوران ش�کل داده ش�ده ح�ول  1
استوانه ای به شعاع قاعدۀ 5 و ارتفاع 8 است که استوانه ای به شعاع قاعدۀ 3 و 

ارتفاع 2 از آن حذف شده است. بنابراین حجم این جسم فضایی برابر است با
V BC CD AF EF( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=π −π =π −π = π2 2 2 25 8 3 2 182

جس�م فضایی حاصل از دوران ش�کل داده شده حول CD اس�توانه ای به شعاع 
قاعدۀ 5 و ارتفاع 6 اس�ت که اس�توانه ای به ش�عاع قاعدۀ 2 و ارتفاع 2 روی آن 

قرار گرفته است. بنابراین حجم این جسم فضایی برابر است با
V BC AB DE EF( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′=π +π =π +π = π2 2 2 25 6 2 2 158

. V
V

π= =
′ π

182 91
158 79

بنابراین 

از دوران ذوزنقۀ قائم الزاویۀ ABCD حول خط d یک مخروط ناقص  298  4
به وجود می آید که از آن استوانه ای حذف شده است. اگر این شکل را با صفحۀ عمودی 
 BCC B′ ′ ش�امل خط d قطع کنیم، س�طح مقطع حاصل ذوزنقۀ متساوی الساقین 
 BCC B′ می شود که از آن مستطیل ADEF حذف شده است. طول ارتفاع ذوزنقۀ 

CC′=14 است. پس BB′=8 و  AD=2 و قاعده های آن  برابر 

BCC B

ADEF

S AD BB CC

S

( ) ( )( )′ ′ ′ ′= + = + =

= × =

1 1 2 8 14 22
2 2

2 2 4
پس مساحت سطح مقطع مورد نظر برابر است با

 BCC B ADEFS S S′ ′= − = − =22 4 18  

مثلث ABC متساوی الساقین است. اگر ارتفاع BH را رسم کنیم،  299  1
 AC ایجاد می ش�ود که از دوران آن ها حول BHC و ABH دو مثلث قائم الزاویۀ

دو مخروط با شعاع قاعدۀ BH و ارتفاع های AH و CH به وجود می آید. پس

BH AH BH CH BH AH CH

BH AC

®§{ ´\e ( )= π × + π × = π +

= π ×

2 2 2

2

1 1 1
3 3 3
1
3

′AH را  پس لازم اس�ت طول ارتفاع BH را به دس�ت آوریم. ابتدا طول ارتفاع 
به دست می آوریم:

ABC

AH C AH AC CH AH

S AH BC BH AC BH

BH

:′ ′ ′ ′= − = − = ⇒ =

′= × = × ⇒ × = ×

=

2 2 2 2 28 3 55 55

1 1 55 6 8
2 2

3 55
4



BH AC´\e ( ) ( )×= π × = π × = π ×

×= π= π

2 21 1 3 55 1 9 558 8
3 3 4 3 16
3 55 165
2 2

بنابراین 
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ارتفاع CH را رس�م می کنیم. در این صورت با توجه به ش�کل از  300  4
دوران مثل�ث ABC حول AB دو مخروط با ش�عاع قاع�دۀ CH و ارتفاع های 
AH و BH به دست می آید که تفاضل حجم این دو مخروط حجم شکل خواسته 

. بنابراین B̂ = 0
1 30 ، پس  B̂= 0150 شده است. چون 

BCBHC B CHˆ: = ⇒ = = =0
1

630 3
2 2



در نتیجه

CH AH  CH BH CH AH BH

CH AB

®§{ ´\e ( )

( ) ( )

= π × − π × = π −

= π × = π = π

2 2 2

2 2

1 1 1
3 3 3
1 1 3 4 12
3 3

از دوران مس�تطیل ABCD ح�ول ط�ول DC، اس�توانه ای ب�ه  301  4
a+4 و شعاع قاعدۀ 2a به دست می آید. پس 2 ارتفاع 

V R h a a( ) ( )=π =π +2 2
1 2 4 2

و از دوران مس�تطیل ABCD ح�ول عرض AD، اس�توانه ای ب�ه ارتفاع 2a و 

. V R h a a( ) ( )=π =π +2 2
2 4 2 2 a+4 به دست می آید. پس 2 شعاع قاعدۀ 

بنابر فرض سؤال،
V a a a a a a
V aa a

( ) ( )

( ) ( )

π +
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =

+π +

2
1

22

2 4 21 1 2 1 6 4 2 1
3 3 4 2 34 2 2

پس مستطیل به اضاع 2 و 6 است و مساحت آن برابر 12 است.

از دوران ذوزنق�ۀ قائم الزاوی�ۀ ABCD ح�ول AD یک مخروط  302  1
ناقص ایجاد می ش�ود و س�طح مقطع حاصل از برخورد این مخروط ناقص با یک 
صفحۀ موازی با قاعده های آن یک دایره اس�ت. اگر ارتفاع BH را رس�م کنیم، 

آن گاه از تعمیم قضیۀ تالس نتیجه می شود
BH H E xBHC H E HC x
BH CH

: ′ ′′ ⇒ = ⇒ = ⇒ =4 8
6 4 3



+ است. پس =8 173
3 3

بنابراین شعاع دایرۀ مقطع برابر 

 RÍõ£¶ cõw ôÃd¶ ( )= π = π = π17 342 2
3 3

ط�ول  303  y و  ع�رض   x اگ�ر   2
هریک از مس�تطیل های همنهش�ت باشند، 
آن گاه از دوران قسمت رنگی حول خط l یک 
 x y+ اس�توانه به ارتفاع y و شعاع قاعدۀ 
ایجاد می ش�ود، به طوری که یک استوانه به 
ارتفاع x و ش�عاع قاعدۀ y از آن جدا ش�ده 

باشد، پس

y xx y y y x

x x x x x x x

( )

( ) ( ) ( )

=π + −π = π→

π −π = π⇒ π= π⇒ = ⇒ =

32 2

2 2 3 3

39

4 3 3 39 39 39 1 1
. x y¦a¼¨ ®ÃõTv¶ ¦Ä SeIv¶= × = × =1 3 3 بنابراین

فاصل�ۀ نزدیک تری�ن نقطۀ خط d از مرکز دای�رۀ C طول عمودی  304  2
اس�ت که از O بر d وارد می ش�ود. اگر OH عمود از نقطۀ O بر خط d باش�د، 

 . OH=3 2 آن گاه 
، بنابراین خط d دایره را در دو نقطه قطع می کند.  OH r< ، پس  <3 2 2 5 چون 

305  m مرکز دایره هایی که بر خط  3
مماس هستند و شعاع آن ها 4 است، روی دو 
خط موازی با m و به فاصلۀ 4 از خط m قرار 
دارن�د. اگر این دو خط موازی را رس�م کنیم، 
ه�ر یک از آن ها خ�ط n را در یک نقطه قطع 
می کنند. پس دو نقطه روی خط n قرار دارند 
 m که مرکز دایره ای به شعاع 4 هستند و خط

بر این دایره ها مماس است.
نقطه ه�ای  306 ب�ه   O مرک�ز  از   3

تم�اس M و N وص�ل می کنی�م. در ای�ن 
صورت شعاع های OM و ON به ترتیب بر 
خط های مماس PM و PN عمود هس�تند. 
از قضیۀ فیثاغورس در مثلث های قائم الزاویۀ 

ایجاد شده به دست می آید
OPM PM OM OP OP OP: + = ⇒ + = ⇒ =2 2 2 216 9 5

بنابراین
 OPN PN ON OP PN PN: + = ⇒ + = ⇒ =2 2 2 2 16 25 3  

از مرک�ز O ب�ه نقطه های A و B وصل می کنی�م. در این صورت  307  2
طول ضلع های مثلث OAB در رابطۀ فیثاغورس صدق می کنند:

 AB OA OB= + =2 2 2 32  
. در نتیج�ه اندازۀ کمان  Ô = 0

1 90 بنابرای�ن مثلث OAB قائم الزاویه اس�ت و 

 − =0 0 0360 90 270 090 اس�ت. بنابراین اندازۀ کمان AMB برابر  AB برابر 
است. طول کمان AMB برابر است با

r AMBpHkº·Iµ¨ ½
á

·Iµ¨ Ï¼ö ·Iµ¨ Ï¼ö

H ( ) ( )= π ⇒ = π = π
0

0 0
2702 2 4 6

360 360
´
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مطابق ش�کل، در صورتی بیشترین مس�احت به دست می آید که  308  1
طول ارتفاع CH بیشترین مقدار ممکن باشد و این موضوع زمانی اتفاق می افتد 
که CH در راس�تای قطر دایره باش�د. چون در این ش�رایط ارتفاع AB ، CH را 

نصف می کند، پس مثلث ABC متساوی الساقین می شود. بنابراین

 
OB

OH
BH

= ⇒ = − =
=

5
25 16 3

4
 . CH OH OC= + =8 از طرف دیگر، 
 ABC بنابراین بیشترین مساحت مثلث

برابر است با 
S AB CH= × = × =1 1 8 8 32

2 2
´

M1 زاوی�ۀ خارج�ی مثلث MBC اس�ت.  309 راه ح��ل اول زاوی�ۀ   1

. در  M Ĉˆ =1 5 ، در نتیجه  B Ĉˆ =4 . از طرف دیگ�ر  M C Bˆˆ ˆ= +1 بنابرای�ن 

. در 
ABĈ=
2

ضم�ن زاویۀ C زاویۀ محاطی روبه رو به کمان AB اس�ت، پس 

 . M ABˆ =1
5
2

نتیجه 

راه ح��ل دوم زاویۀ C زاویۀ محاطی روبه رو به 

، همچنین 
ABĈ=
2

کمان AB است، پس 

 ، B Ĉˆ =4 دیگ�ر  ط�رف  از   ،
DCB̂=
2

. چ�ونM̂1 زاویۀ  DC AB=4 بنابرای�ن 
بین دو وتر متقاطع از دایره است، پس

 
    DC AB AB AB ABM̂ + += = =1

4 5
2 2 2

 

چون CI قطر دایره است،  310  3
پس

 





ACAC ANI

ANI

=+ = →

=

0500

0

180

130

. از 
ANIĈ= = =

0 0130 65
2 2

بنابرای�ن اندازۀ زاوی�ۀ محاطی C برابر اس�ت با 

طرف دیگر از قضیۀ خطوط موازی و مورب نتیجه می شود

 
CA ON

NOI C
CIJn¼¶

||
ˆ ˆ

 ⇒ = =


065  

کمان های محصور بین دو وتر موازی در یک دایره، مساوی اند. بنابراین 311  2

  AB CD AC BD|| ⇒ =  
از طرف دیگر،

    AC CD BD BD BD+ + = ⇒ + = ⇒ =0 0 0 0180 2 50 180 65

 .
BDDCBˆ = =

065
2 2

چون زاویۀ DCB محاطی روبه رو به کمان BD است، 

بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب،  312  2
A AAB DE

A D A DADJn¼¶ 

ˆ ˆ|| ˆ ˆˆ ˆ=
⇒ = → =


1 2

1 2

0180 است، پس در مثلث AOD مجموع اندازۀ زاویه ها برابر 
A DA D A A
ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ =+ + = → = ⇒ =20 0 0 0

2 2 2120 180 2 60 30

A1 زاویۀ محاطی  Â و زاویۀ  = 0
1 30 بنابرای�ن 

است، پس

 
 

BD BDA BDˆ = ⇒ = ⇒ =0 0
1 30 60

2 2

اندازۀ هر زاویۀ محاطی مساوی نصف کمان مقابلش است، پس 313  4
 

CD CDB CDˆ = ⇒ = ⇒ =0 030 60
2 2

 AD= 060 چون D وسط کمان AC است، پس 
و چون BC قطر دایره است، پس

   

 

BAC AB AD CD

AB AB

= ⇒ + + =

+ + = ⇒ =

0 0

0 0 0 0

180 180

60 60 180 60

 .
ABACBˆ = = =

0 060 30
2 2

بنابراین 

314  AC وارد می کنیم. کمان های AB را بر DH′ عموده�ای CH و   1
و BD بین دو وتر موازی CD و AB محصور هستند، پس این دو کمان مساوی اند، 
 BDH′ . بنابرای�ن مثلث ه�ای قائم الزاوی�ۀ ACH و  AC BD= در نتیج�ه 
. از طرف دیگر،  AH BH′= همنهش�ت اند )وت�ر و یک ضلع زاویۀ قائمه(، پ�س 

. در نتیجه  HH CD′= =6 CDH مستطیل است. بنابراین  H′ چهارضلعی 
AH HH BH AH AH′ ′+ + = ⇒ + = ⇒ =10 2 6 10 2

در ضمن مثلث ABC قائم الزاویه است و زاویۀ C در آن قائمه است، زیرا این زاویه، 
زاویۀ محاطی روبه رو به قطر است. بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

 AC AH AB AC= × = = ⇒ = =2 2 10 20 20 2 5´

زاویۀ MNP زاویۀ محاطی است، پس 315  2
 

MP MPMNP MPˆ = ⇒ = ⇒ =0 040 80
2 2

0180 اس�ت. در  چ�ون MF قط�ر دایره اس�ت، پس ان�دازۀ کمان MPF برابر 
=FP. از ط�رف دیگ�ر می دانیم کمان ه�ای محصور بی�ن دو وتر  0100 نتیج�ه 
 

  EF MP EM FP EM|| ⇒ = ⇒ = 0100 موازی در دایره مساوی اند، پس 

 .
EMF̂= = =

0 0100 50
2 2

بنابراین اندازۀ زاویۀ محاطی F برابر است با 
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316  B و A به نقطه های M شکل تست به صورت زیر است. از نقطۀ  3
وص�ل می کنیم. چون زاوی�ۀ M محاطی روبه رو به قطر دایره اس�ت، پس قائمه 
اس�ت. پس مثلث AMB قائم الزاویه اس�ت. اگر ارتفاع MH را در این مثلث 
. از رابطه های  BH x= −13 رس�م کنیم و طول AH را برابر x بگیریم، آن گاه 

طولی در مثلث قائم الزاویۀ AMB نتیجه می شود
MH ADMH AH BH x x

x x

( )= == → = −

− + =

62

2

36 13

13 36 0

´

x=9 هس�تند. بنابراین اگر اندازۀ قس�مت  x=4 و  جواب ه�ای این معادل�ه 
. به همی�ن ترتیب ثابت  DM=4 کوچک ت�ر یعنی AH برابر 4 باش�د، آن گاه 

. بنابراین NC=4 می شود 
 MN DC DM NC( ) ( )= − + = − + =13 4 4 5

317 
 CF FMB̂ ( )+= 1

2
زاویۀ B زاویۀ محاطی است، پس   3

 EBC FMD̂ ( )+=1 2
2

D1 زاویۀ بین دو وتر متقاطع است، پس  و زاویۀ 

 نتیجه می شود EM FM= با جمع تساوی های )1( و )2( و در نظر گرفتن 
   CF FM EBC EMB Dˆ ˆ + + ++ = = =

0 0
1

360 180
2 2

همان ط�ور که می بینید ان�دازۀ کمان BC تأثیری در ج�واب ندارد و یک فرض 
اضافی است. 

، پس 318 Ê= 030 چون   3
   AND BC AND BC( ) ( )− = ⇒ − =0 01 30 60 1

2
از طرف دیگر چون AB قطر دایره است، پس

    AND BC DMC AND BC+ + = ⇒ + + =0 0 0180 30 180
 AND BC ( )+ = 0150 2 در نتیجه 

 .AND= 0105 از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

0360 است، بنابراین  319 هر دایره   3
      TC BC BT BT BT BT BT+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0360 2 2 360 5 360

. پس اندازۀ زاویۀ A برابر است با TC# = 0144 =BT و  072 در نتیجه 

 
 TC BTÂ − −= = =

0 0 0144 72 36
2 2

در مثلث ABC زاویۀ C قائمه است، زیرا محاطی روبه رو به قطر  320  4
دایره است. در مثلث قائم الزاویۀ ABC، بنابر قضیۀ فیثاغورس،
AB BC AC AB

AC   AB AC AB B̂,

= + = + = ⇒ =

= = ⇒ = ⇒ =

2 2 2

0

12 4 16 4

12 4 30
2

B محاطی روبه رو به کمان AC است، بنابراین  زاویۀ 
 

AC ACB ACˆ = ⇒ = ⇒ =0 030 60
2 2

=BC. از طرف دیگر زاویۀ P زاویۀ بین  0120 چون AB قطر دایره است، پس 
دو مماس بر دایره است، پس اندازۀ آن برابر است با

 ABC ACP
( )ˆ + −−= = = =

0 0 0 0 0180 120 60 240 120
2 2 2

اگ�ر از مرک�ز دای�ره به نق�اط C ،B ،A و D وص�ل کنیم، مثلث  321  3
. مثل�ث OCD قائم الزاویه  BC= 060 OBC متس�اوی الاضاع اس�ت،  پس 
فیثاغ�ورس  قضی�ۀ  عک�س  بناب�ر  پ�س   ، r r r( ) = +2 2 22 زی�را  اس�ت، 
=CD. همچنین مثلث OAD متساوی الس�اقین با  090 .پ�س  CODˆ = 090

 ، AH r= 3
2

0120 اس�ت، زیرا اگر ارتفاع OH را در آن رسم کنیم،  زاویۀ رأس 

. چون در مثلث متساوی الس�اقین  Ô = 0
1 60 ، در نتیجه  AH OA= 3

2
پ�س 

=AD. در نتیجه  0120 ˆAOD و  = 0120 OAD، ارتفاع همان نیمساز است، پس 
   AB AD DC BC  ( ) ( )= − + + = − + + =0 0 0 0 0 00360 360 120 90 60 9

.
ABα= = =

0 090 45
2 2

بنابراین 

می دانی�م کمان های محصور بین دو وتر موازی مس�اوی اند، پس  322  3

. در نتیجه  AM BN= =α+ 010
  AM AB BN+ + = ⇒α+ + α+α+ =

α= ⇒α=

0 0 0 0

0 0

180 10 2 10 180

4 160 40
080 است. بنابراین پس زاویۀ مرکزی AOB برابر 

 AB r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α= π = π = π
0

0 0
2 80 162 2 4

9360 360
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از مرک�ز O به رأس های چهارضلعی ABCD وصل می کنیم. در  323  1
Ô در نتیجه  = 0

1 60 این صورت مثلث OCD متس�اوی الاضاع اس�ت، پ�س 

=CD. در ضم�ن مثلث OBC قائم الزاویه اس�ت، زی�را اضاع آن r ،r و  060
نتیج�ه  در   ، Ô = 0

2 90 پ�س   ، r r r(( ) )= +2 2 22 هس�تند،   r 2

. در مثلث متساوی الساقین OAB با رسم عمود OH به دست می آید BC= 090



AH r AH OA O AOB

AB

ˆ ˆ= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

=

0 0
3

0

3 3 60 120
2 2

120
AD. پس ( )= − + + =0 0 0 0 0360 120 90 60 90 بنابراین 

rAD r r r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α π= π = π = π =
0

0 0
90 12 2 2

4 2360 360

ابتدا اندازۀ کمان BC را به دست می آوریم: 324  1
 

 

     

 

PAD BCP AD BC

AB BC CD AD BC AD

AD BC

ˆˆ =−= → − =

+ + + = ⇒ + + + =

+ =

030 0

0 0 0 0

0

60
2

360 130 120 360

110
بنابراین

 

 

 

AD BC
BC BC

AD BC

´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨

 − = → = ⇒ =
 + =

0
0 0

0

60
2 50 25

110

025 است. در نتیجه پس اندازۀ زاویۀ مرکزی BOC برابر 

BC r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α= π = π = π= π
0

0 0
25 25 52 2 3

60 12360 360

325  CD و طول وتر CD محیط ای�ن قطعه برابر مجموع طول کمان  1

 Ô1 در نتیج�ه زاویۀ مرکزی . BC= 030 اس�ت. زاویۀ A محاطی اس�ت، پس 

030 اس�ت. در نتیجه مثلث OCD متس�اوی الاضاع به ضلع 3 اس�ت،  برابر 
. از طرف دیگر، CD=3 پس 

CD r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α= π = π =π
0

0 0
602 2 3

360 360
π+3 است. بنابراین محیط قطعۀ مورد نظر برابر 

ف�رض  326 ب�ا  اس�ت،   0180 براب�ر   AB کم�ان   3

، نتیجه می گیریم   AC CD DB x= = =3 4 6
   x x x xAC CD DB x+ + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ =0 0 0 09180 180 180 240

3 4 6 12

=DB. در نتیجه =
0 0240 40

6
=AC و =

0 0240 80
3

بنابراین 

 
 AC BDAMCˆ + += = =

0 0 080 40 60
2 2

327  CH بناب�ر ف�رض، طول عم�ود  2
 OCH برابر 2 است. پس در مثلث قائم الزاویۀ
نتیج�ه  در  اس�ت.   OC نص�ف   CH ضل�ع 

. بنابراین Ô = 0
2 150 . پس  Ô = 0

1 30

AC r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α= π = π = π
0

0 0
150 102 2 4 10

3360 360


. از ف�رض  328 OA OB r= = اگ�ر r ش�عاع دای�ره باش�د، آن گاه   2

 O اکنون از مرکز . BC r= ، پس  OC r=2 OA نتیجه می گیریم  OC=1
2

 ،ODC قائمه است. در مثلث قائم الزاویۀ D وصل می کنیم. زاویۀ D به نقطۀ تماس
OCOD C Oˆ ˆ= ⇒ = ⇒ =0 0

1 130 60
2

 y و زاویۀ ظلی 
DBEx += = =

0 0 060 90 75
2 2

بنابراین زاویۀ محاطی x برابر است با 

. x y− = − =0 0 075 15 60 . بنابراین 
ADy −= = =

0 0 090 60 15
2 2

برابر است با 

. در این صورت بنابر فرض 329 CODˆ =α فرض می کنیم   2

OABS S
¾÷õ¤

( )( )sin ( ) ( )( )sin

sin ( sin )

π+ =

α π× + π − α=

α π α π+ π− α= ⇒ π+ − α =

0 2
0

0 0

2
2 12
2 1 11 1 45 1 1 1
2 2 2 12360
1 1 1 1
4 2 12 4 2 12360 360

.α= 030 تساوی به دست آمده در صورتی برقرار است که 
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رابطه ه�ای  330 بناب�ر   1
طولی در دایره،

 
NE NF ND NC

x

× = ×

× = ×4 3 4
. همچنین x=3 یعنی 

 MA MB MC MD y y( )× = × ⇒ × = +6 10 7

، پس  y>0 . چ�ون  y=5 y=−12 و ب�ا ح�ل ای�ن معادله به دس�ت می آی�د 
 . x y+ = + =3 5 8 y=5 قبول است. اکنون می توان نوشت 

ش�عاع OA را رسم  331  2
قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در  می کنی�م. 

OAH بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 x OA OH= −

= − =

2 2

2 215 12 9
. اکنون بنابر روابط طولی در دایره می توان نوشت  AB x= =2 18 بنابراین 

 MC MD MA MB× = ×
. با حل این معادله به دست می آید  y y( )+ = ×30 25 43 یعنی 

y=− ±15 10 13

، بنابراین غیر قابل قبول است، پس  y=− − <15 10 13 0 چون 
y= −10 13 15

با توجه به روابط طولی  332  4

. پس  PT PA PB= ×2 در دایره، 
PT PA PA AB( )

( )

= +

= × + =

2

4 4 12 64
 . PT=8 بنابراین 

بنابر روابط طولی در  333  3
دایره،

 PT PA PB= × = × =2 18 2 36
. اکنون اگر ش�عاع  PT=6 پ�س 

دایره را R فرض کنیم، آن گاه 
 R AB PA PB= = − = − =2 18 2 16

 . OPTS OT PT= × = × × =1 1 8 6 24
2 2

. در نتیجه  R=8 پس 

راه حل اول بنابر رابطه های طولی در دایره،  334  3

 PA PB PC PA( )= × = × + = ⇒ =2 1 1 3 4 2
 AB روبه رو ب�ه کمان C و زاویۀ محاط�ی BAP از ط�رف دیگ�ر، زاوی�ۀ ظل�ی

هستند، پس مساوی اند:

 
CAP

ABP

BAP C
ABP CAP

P P

S CP
S PA

(pp)

ˆ ˆ

ˆ ˆ

( ) ( )

 = →
=

= = =2 24 4
2

 

پس 

 
AH CP

AH AH
BH PA

′×
′× ′= ⇒ = ⇒ =

× ×

1
42 4 4 2

1 2 22 2

 

راه حل دوم بنابر روابط طولی در دایره، 

 
PA PB PC

PA PA( )

= ×

= × + = ⇒ =

2

2 1 1 3 4 2

=BH و  2
2

از ط�رف دیگ�ر چ�ون 

 ،BHP در مثلث قائم الزاویۀ ، BP=1

 BHP P P
BP

ˆ ˆ ˆsin sin= ⇒ = ⇒ = 02 45
2

 

 ، AH P′ بنابراین در مثلث قائم الزاویۀ 

 APAH AP AH=′ ′= → = × =22 2 2 2
2 2

  

بناب�ر رابطه ه�ای طولی  335  4
 ، C در دایرۀ

 MT MA MB

( )( )

= ×

= + =

2

9 6 9 135
از طرف دیگ�ر در مثلث MTO بنابر 

قضیۀ فیثاغورس،

 MT OM R

R R R

( )= − →

= − ⇒ = ⇒ =

12 2 2

2 2135 184 49 7
در مثلث متساوی الساقین  336  4

ABC ارتفاع AH میانه نیز هس�ت، 
بناب�ر قضیۀ   . BH CH= =5 پ�س 

 ، AHC فیثاغورس در مثلث

 CA AH CH

CA

= +

= + = ⇒ =

2 2 2

2 210 5 125 5 5
از طرف دیگر، بنابر رابطه های طولی در دایره، 

 CH CN CA CN CN= × ⇒ = × ⇒ =2 25 5 5 5
. بنابراین  BM CN= . پ�س  BM= 5 ب�ه همی�ن ترتی�ب ثابت می ش�ود 

. بنابرتعمیم قضیۀ  MN BC|| . پس بنابر عکس قضیۀ تالس،  AB AC
MB NC

=

 AM AB BM= − = − =5 5 5 4 5 . چون  AM MN
AB BC

= تالس، 

پس 

 MN MN= ⇒ =4 5 8
105 5

337  ATOT′ چهارضلعی   3
ی�ک مربع اس�ت، چ�ون زاویه های آن 
090 هس�تند و دو ضل�ع مج�اور آن، 
′AT نی�ز باهم برابرند  AT و یعنی 
 A زیرا دو مماس رس�م ش�ده از نقطۀ(
هس�تند(. OA قطر این مربع اس�ت، 
. اگ�ر از A ب�ه  OA R= 2 پ�س 
مرکز O وصل کنیم تا دایره را در نقطۀ 
N قط�ع کن�د، آن گاه N نزدیک ترین 

نقطۀ دایره به A است. بنابراین 

 AN OA R R R ( )= − = − = − = − =
+
42 4 2 4 4 2 1
2 1



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
)42(

می دانیم طول دو مماس رس�م شده بر دایره از یک نقطه برابرند،  338  3
. بنابر رابطه های طولی در دایره،  MA MT= پس 

 CB
CA

CT CB CA CT CT=
=

= × → = × = ⇒ =12 2
3 1 3 3 3

 AMC عمود اس�ت، پ�س مثلث AM بر مم�اس AB از ط�رف دیگ�ر قط�ر
قائم الزاویه  است. بنابر قضیۀ فیثاغورس در این مثلث، 

 
MA MTMA AC MC MT MT

MT MT MT MT MT
( )=+ = → + = +

+ = + + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2
3 3

9 3 2 3 2 3 6 3

339  OB وصل می کنیم. در این صورت شعاع B به نقطۀ تماس O از مرکز  2
بر مماس MB عمود است. در ضمن می دانیم OA نیمساز زاویۀ بین دو مماس AB و 

 ، OAB در نتیجه در مثلث قائم الزاویۀ . A Aˆ ˆ= = 0
1 2 30 AC است. پس 

 
AB

A O AB OA

OA OA

ˆ ˆ

=

= ⇒ = ⇒ =

→ = ⇒ =

0 0
1 1

9

330 60
2

39 6 3
2

،OAB از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ

 OAA OB OA OBˆ == ⇒ = → =6 30
1

130 3 3
2

 

 ، OBM بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ
 OM MB OB ( )= + = + =2 2 2 2 218 3 3 351 

 . OM= =351 3 39 در نتیجه 

کوتاه تری�ن وتر گذرن�ده از نقطۀ  340  1
 EF است. فرض می کنیم CD وتر عمود بر M
وت�ر گذرنده از M و عمود بر قطر CD باش�د. 
 M عمود است، پس EF بر وتر CD چون قطر
. بنابر  ME MF= وسط EF قرار دارد، یعنی 

رابطه های طولی در دایره، 

 
ME MF MC MD ME ME

ME ME

× = × ⇒ × =

= ⇒ =2

8

8 2 2
 

 . EF ME= =2 4 2 پس 

بنابر قضیۀ فیثاغورس، 341  3

 AED ED AE AD

ED ED

: = +

= + = ⇒ =

2 2 2

2 2 24 4 32 4 2

  

از طرف دیگر بنابر رابطه های طولی در دایره،

 EF ED EA EB EF EF× = × ⇒ × = × ⇒ = =44 2 4 4 2 2
2

 

از رابطه های طولی در هر دو دایره استفاده می کنیم: 342  2
 AP APAP AC AD AP AC AD     ( )′=′ = × → = ×22 24 1

. از برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم AP AB AC     ( )= ×2 2 همچنین 

 ABAB AC AC AD AB AD
AD

× = × ⇒ = ⇒ =14 4
4

 

از رابطه های طولی در هر دو دایره استفاده می کنیم: 343  1
 MT MA MB MT MA MB      , ′= × = ×2 2  

از مقایسه این تساوی ها نتیجه می گیریم

 MTMT MT MT MT
MT

′′ ′= ⇒ = ⇒ =2 2 1 

344  OT بر دایرۀ کوچک تر مماس است، پس شعاع AD′ چون وتر   1
. از طرف دیگر  AT D T′= ′AD عمود است و آن را نصف می کند، یعنی  بر 

بنابر رابطه های طولی در دایرۀ کوچک تر،  
 AT AC AD AT( )= × = + = ⇒ =2 4 4 5 36 6  

. در ضمن اگر از مرکز O عمود OH را بر وتر AB رسم  AD AT′= =2 12 پس 
کنیم، چون دو دایره هم مرکز هستند، هم وتر AB و هم وتر CD نصف می شود:

 CDCH       AB AH,= = =5 2
2 2

 

 . AB=13 . در نتیج�ه  AH AC CH= + = + =5 134
2 2

از ط�رف دیگ�ر، 

. پس طول وتر AB یک واحد از طول وتر  AB AD′− = − =13 12 بنابرای�ن 1
′AD بیشتر است.

′′T وصل می کنیم، شعاع  345 ′T و   ، T به نقطه های تماس O از مرکز  2
 MTOT′ دایره بر خط مماس در نقطۀ تماس عمود است، در چهارضلعی 

T Tˆ ˆ′= = 090  
′MTOT مربعی به طول ضلع R اس�ت. از طرف دیگر  بنابرای�ن چهارضلعی 
′′NT اس�ت، پ�س در مثل�ث  ′NT و  ON نیمس�از زاوی�ۀ بی�ن دو مم�اس 

، OT N′ قائم الزاویۀ 

 OT RONT OT ON ON Rˆ ′=′ ′= ⇒ = → =0 130 2
2

 

 T ON NT ON R Rˆ ( )′ ′= ⇒ = = =0 3 360 2 3
2 2

همچنین 
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0360 اس�ت.  OT برابر  NT′ ′′ درضمن مجموع زاویه های داخلی چهارضلعی 
 ONT′ .چون دو مثلث قائم الزاویۀ  Ô = 0

1 150 . در نتیجه  Ô = 0
2 120 پ�س 

′′ONT به حالت )ض ض ض( همنهش�ت هستند، پس مساحت چهارضلعی  و 
′ONT است. بنابراین OT دو برابر مساحت مثلث  NT′ ′′

 

MNT T MTOT OT NT OTTS S S S

R R R R R

RR R R

( ) ( sin )

( )

′′ ′ ′ ′′ ′′= + +

= + × + × ×

= + + = +

2 0

22 2 2

1 12 3 150
2 2

53 3
4 4

 

با توجه به شکل قطر دایرۀ کوچک تر شعاع دایرۀ بزرگ تر است، پس  346  1

′OAO بنابر قضیۀ فیثاغورس،  . در مثلث قائم الزاویۀ  OO′= =6 3 3 3
2

 OA OO O A O A( ) ( )′ ′ ′= + ⇒ = +2 2 2 2 2 26 3 3 3  
. بنابراین O A′ =9 از این تساوی نتیجه می شود 

 AB O A O B ( )′ ′= − = − = −9 3 3 3 3 3  

ش�کل تست به صورت زیر است. مثلث به طول ضلع های 6 ، 8  347  4
O و  O′ ′′=6  ، OO′=10 . چون  = +2 2 210 8 6 و 10 قائم الزاویه است، زیرا 
 R R       R R       R R, ,′ ′′ ′ ′′+ = + = + =10 8 6 ، پس   OO′′=8

با جمع سه تساوی بالا به دست می آید
 R R R R R R( )′ ′′ ′ ′′+ + = ⇒ + + =2 24 12  

بنابرای�ن   . R′′=2 نتیج�ه  در   ، R′′+ =10 12 پ�س   ، R R′+ =10 چ�ون 
R=6 و مجموع مساحت های سه دایره برابر است با   ، R′=4

 R R R ( )′ ′′π +π +π =π + + = π2 2 2 2 2 26 4 2 56

348  A دایره ها را در نقطه های OO′ مطابق شکل، اگر خط المرکزین   3
و B قط�ع کن�د، آن گاه AB فاصل�ۀ نزدیک ترین نقطه های دو دای�ره از یکدیگر 
، مماس مش�ترک داخل�ی دو دایره،  TT′ . فرض کنید  AB=5 اس�ت. پ�س 
′T وصل  ′O به  T  و از  O به ′OO را در P قطع کند. اگر از خط المرکزین 

O قائم الزاویه هستند. بنابراین  PT′ ′ OPT و کنیم، آن گاه دو مثلث 

 
P P

OPT O PT
T T

p#p( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ

 = ′ ′→
′= =

1 2
090

   

نسبت اضاع نظیر این دو مثلث متشابه را می نویسیم: 

 OP OT OP
O P O T O P

= ⇒ =
′ ′ ′ ′

7
3

. از طرف  OP
OO

=
′

7
10

ب�ا ترکیب در مخرج کردن این تناس�ب به دس�ت می آید 

′OO برابر است با  دیگر طول خط المرکزین 
 OO OA AB BO′ ′= + + = + + =7 5 3 15  

 
OP OP= ⇒ =7 21
15 10 2

بنابراین 

 . AP OP OA /= − = − = =21 77 3 5
2 2

در نتیجه 

′TT و  349 بناب�ر فرض تس�ت ان�دازۀ زاویۀ بین مماس مش�ترک خارجی   2
OT بر  O و T′ ′ 030 است. چون شعاع های  P̂1 برابر  ، یعنی  OO′ خط المرکزین 
O قائم الزاویه هستند. بنابراین  PT′ ′ مماس مشترک عمودند، پس مثلث های OPT و

 
OPT P OT OP OP OP

O PT P O T O P O P O P

ˆ:

ˆ: /

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0
1

0
1

1 130 30 60
2 2

1 130 7 5 15
2 2




 

′OO را به دست آورد  اکنون می توان طول خط المرکزین 
OO OP O P′ ′= − = − =60 15 45

ش�کل سؤال به صورت زیر است. مماس مشترک داخلی دو دایره  350  4
′TT را در نقطۀ M قطع کند. چون مماس های رسم شده بر  را رسم می کنیم تا 

دایره از یک نقطه، برابرند، پس

 
MT MA TTMT MT  MA
MT MA

,
=  ′′⇒ = =
′=  2

   

′ATT پاره خ�ط AM میانه  پ�س در مثل�ث 
′TT است. بنابراین مثلث  است و نصف ضلع 
′ATT قائم الزاویه اس�ت. از طرف دیگر طول 
مماس مشترک خارجی دو دایرۀ مماس از رابطۀ 
TT به دس�ت می آی�د. پ�س بنابر  rr′ ′=2

، ATT′ قضیۀ فیثاغورس در مثلث 

  
TT rrAT AT TT

AT AT rr ( )( )

′ ′=′ ′+ = →

′ ′+ = = =

22 2 2

2 2 4 4 4 3 48
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مطابق ش�کل قطر دایرۀ بزرگ تر برابر عرض مس�تطیل است، پس  351  2
. از طرف دیگر ME مماس مشترک خارجی دو دایره است. پس طول  BC=16
 O H CE′ ′ × است. در ضمن چهارضلعی های OHDM و  =2 8 2 8 آن برابر 

 . DM=8 CE=2 و  به ترتیب مربع هایی به اضاع 8 و 2 هستند. پس 
 DC BC®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( ) ( )= + = + + + =2 2 8 8 2 16 68 بنابراین 

352  MA x=3 MB و  x=2 نقطۀ M روی AB اس�ت. با فرض   4
 AB x x x MB AM,= ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =5 2 3 5 1 2 3 نتیجه می گیریم 
 EF اس�ت. اگر OM وتر عمود بر M از ط�رف دیگ�ر کوتاه ترین وتر گذرنده از
وتر گذرنده از M و عمود بر OM باش�د، آن گاه M وس�ط EF اس�ت. اکنون با 

استفاده از رابطه های طولی در دایره،
 ME MF MB MA ME ME× = × ⇒ = × = ⇒ =2 2 3 6 6

 . EF ME= =2 2 6 بنابراین 

هم�واره طول مماس مش�ترک خارج�ی دو دای�ره بزرگ تر از طول  353  3
مم�اس مش�ترک داخلی آن ها اس�ت )در ص�ورت وجود مماس مش�ترک(. بنابر 

فرض سؤال می نویسیم:

  OO r r OO

OOOO r r

OO OO OO OO

2·H¼U

Â]nIi ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö

Â±iHj ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö

( ) ( )

( )( )

=

′ ′ ′− − − −
= → =

′ − +′ ′− +

′ ′ ′ ′− = − ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 22 2

2 2 2

2

3 22 2
3 2

1 2 50 49 7

  

دو زاوی�ۀ B و D مس�اوی اند، زیرا  354  4
دو زاوی�ۀ روبه رو در متوازی الا

M1 و B محاطی روبه رو به  در ضم�ن دو زاوی�ۀ 
کمان AC هستند. پس مساوی اند. در نتیجه

 
B D

M D MC DC
M B

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

= ⇒ = ⇒ = = + =
= 

1
1

3 5 8   

از طرف دیگر با استفاده از رابطه های طولی در دایره،
 DN DC DA DM DM DM× = × ⇒ × = × ⇒ =3 8 2 12   
 MDC MD MC DCôÃd¶= + + = + + =12 8 8 28 بنابراین 

پاره خ�ط AB را امتداد می دهیم ت�ا دایره را در نقطۀ دیگری مثل  355  4
C قطع کند. با استفاده از رابطه های طولی در دایره،

 AT AB AC AC AC BC= × ⇒ = ⇒ = ⇒ = − =2 210 5 20 20 5 15   
 BC بر وتر O را از مرک�ز OH اکن�ون اگ�ر عمود
پ�س  می ش�ود.  نص�ف  وت�ر  ای�ن  کنی�م،  وارد 

چهارضلع�ی  ضم�ن  در   . BCBH= =15
2 2

 OT مس�تطیل اس�ت. بنابراین ش�عاع OTAH
برابر AH است: 

 R OT AH AB BH /= = = + = + = =15 255 12 5
2 2

 

. پس  356 OO R′= اگ�ر R ش�عاع دایرۀ کوچک ت�ر باش�د، آن گاه   1
. از مرکز O به نقطۀ تماس T وصل می کنیم. در  AO R′′=4 O و  O R′ ′′=2
ای�ن صورت ش�عاع OT بر خط مماس AT عمود اس�ت. توج�ه کنید که بنابر 

رابطه های طولی در دایره،

 AT AO AB AT R R

AT R AT R

′= × ⇒ = ×

= ⇒ =

2 2

2 2

6 8

48 4 3

 
AT RAOT O
AO R

ˆ:sin = = =1
4 3 4 3
7 7

 بنابراین  

از طرف دیگر،

 
TOOS OT OO O

R R R R

ˆsin′ ′= ⇒ × =

× × = ⇒ = ⇒ =

1

2

114 3 14 3
2

1 4 3 14 3 49 7
2 7

 

پس محیط دایره بزرگ تر به شعاع 4R برابر است با
  R RôÃd¶ ( ) ( )= π = π = π = π2 4 8 8 7 56   

اندازۀ هر ضلع nضلعی منتظم محاط در دایرۀ به ش�عاع R برابر  357  1

nC و ان�دازۀ هر ضل�ع nضلعی منتظم محیط ب�ر دایرۀ به  R
n

sin( )= 01802

nC است. چون هر دو nضلعی منتظم متشابه اند،  R
n

tan( )′ = 01802 شعاع R برابر 

 . n

n

RC n
C nR

n

sin( )
cos( )

tan( )
= =

′

0
0

0

1802
180

1802
پس نس�بت تشابه آن ها برابر است با 

 است. 
n

cos ( )2 0180 بنابراین نسبت مساحت های آن ها 

0360 است: 358 مجموع زاویه های داخلی هر چهارضلعی   3

 A B D C D C D Cˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ+ + + = ⇒ + + + = ⇒ + =0 0 0 0 0360 112 138 360 110
از طرف دیگر چون طول مماس های رسم شده از هر نقطه بر یک دایره برابرند، پس

 CM CN M N       DN DP N P#
ˆ ˆ ˆ ˆ,= ⇒ = = ⇒ =1 1 2 2  

DPN روی هم برابر  MNC و  در ضم�ن مجموع زاویه  های داخلی دو مثلث 
0360 است. بنابراین

 
D C P N M N

N N N N

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

+ + + + + =

+ + = ⇒ + =

0
2 2 1 1

0 0 0
2 1 1 2

360

110 2 2 360 125
 

بنابراین با توجه به شکل،
 N N MNP MNP MNPˆ ˆ ˆ ˆ ˆ+ + = ⇒ + = ⇒ =0 0 0 0

1 2 180 125 180 55  
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می دانی�م ش�عاع دای�رۀ محاط�ی ه�ر  359  4
چند ضلع�ی محیطی با مس�احت S و محی�ط 2P برابر 

a طول ضلع لوزی باشد، آن گاه  . اگر  Sr
P

= است با 

 . a= 8
3

، در نتیجه 
a

a
a a

sin
×

×= =

2
2 0

3
60 22

2 2
اکنون می توان نوشت 

S a sin= = × =2 0 64 3 32 360
3 2 3

ABCD باشد، آن گاه چون  360 O نقطۀ تاقی قطرهای مس�تطیل  اگر   3
BD قطر دایره اس�ت. با استدلالی مشابه نتیجه می شود  A قائمه اس�ت، پس  زاویۀ 
 O ، یعنی  ABCD AC قطر دایره است. بنابراین نقطۀ تاقی قطرهای مستطیل 

 ،BMCˆ = 065 مرکز دایره است. از طرف دیگر، مثلث BMC قائم الزاویه است. چون 
 BC CBM زاویۀ ظلی روبه رو به کمان  . زاویۀ  CBMˆ = − =0 0 090 65 25 پس 
BC است،  . در ضمن زاویۀ O1 زاویۀ مرکزی روبه رو به کمان  BC= 050 است، پس 

050 است. ، یعنی اندازۀ زاویۀ حادۀ بین دو قطر مستطیل  Ô = 0
1 50 پس 

  
ضلعی منتظم در یک دایره محاط اس�ت، یعنی دایره ای از  361 n هر   4

n قسمت مساوی تقسیم می شود  رأس های آن می گذرد، به طوری که دایره به 

 اس�ت. زاویۀ بین دو قطر متوالی کوچک ترین 
n

0360 و اندازۀ هر قس�مت برابر 

 است، پس اندازۀ 
n

0360 زاویۀ بین دو قطر است و این زاویه محاطی روبه رو به کمان 

= زاویۀ بین دو قطر متوالی =
0 0180 15

12
 است. بنابراین  

n

0180 آن 

، اندازۀ ش�عاع دایرۀ  362 a در ش�ش ضلعی منتظ�م به ط�ول ضل�ع   1
، از طرف دیگر  R a= a است )شکل سمت چپ را ببینید(، پس  محیطی برابر 

a3 است )شکل سمت راست را ببینید(، 
2

اندازۀ شعاع دایرۀ محاطی آن برابر 

 .
a

r
R a
= =

3
32
2

. اکنون می توان نوشت  r a= 3
2

پس 

در ش�کل، N ، M وP مرکزهای دایره های محاطی خارجی مثلث  363  3
متساوی الاضاع ABC هستند. توجه کنید که مثلث AMC متساوی الاضاع 
، با  MN a=2 ، در نتیجه  AN a= . ب�ه طور مش�ابه  AM a= اس�ت. پس 
 MNP بنابرای�ن مثلث . MP NP a= =2 اس�تدلالی مش�ابه نتیجه می ش�ود 
a2 اس�ت و مس�احت آن برابر اس�ت با  مثلثی متس�اوی الاضاع به طول ضلع 

 . MNPS a a( )= =2 23 2 3
4

از ش�کل زی�ر اس�تفاده می کنی�م. توج�ه کنی�د ک�ه چهارضلعی  364  1
. در نتیجه AH AH r′ ′′= = OH مربع است، پس  AH′ ′′

 BH AB AH c r CH AC AH b r      ,′′ ′′ ′ ′= − = − = − = −

از طرف دیگر، چون مماس های رسم شده بر دایره از یک نقطه، مساوی اند،  پس
. اکنون می توان نوشت CH CH b r′= = − BH و  BH c r′′= = −

 BC a BH CH a c r b r a= ⇒ + = ⇒ − + − =

 . b c r a+ = +2 در نتیجه 

می دانیم مس�احت و محیط مثلث متساوی الاضاع به طول ضلع  365  3

. اکن�ون با توجه به رابطۀ  P a=2 3 S و  a= 23
4

a به ترتیب برابر اس�ت با 

 .
a

r a
a

= =

23
34

3 6
2

، می توان نوشت  Sr
P

=

ش�عاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث متساوی الاضاع به طول ضلع  366  4

. اکنون اگر  r m( )= −3 4
6

، پس  a m= −4 a3 اس�ت. چون 
6

a برابر 

طول ضلع مربع محاط در این دایره را b فرض کنیم، آن گاه

 b m b½oÄHj#o‰¤ ( )= ⇒ × − =32 2 4 2
6

b2 است. در نتیجه  . مساحت این مربع برابر  b m( )= −3 4
3 2

پس 

 
mm m m m

m m m m

( )

( )( )

− = + ⇒ − + = +

− + = ⇒ − − =

2 2

2

1 4 1 8 16 3 6
6 2

11 10 0 10 1 0

m=10 جواب است. ، پس  m>4 . چون  m=10 در نتیجه m=1 یا 
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می دانیم مس�احت مثلث متس�اوی الاضاع به طول ضلع a برابر  367  2

a که در آن S مس�احت 
Sr

P a
=

−
a23 اس�ت. اکن�ون می ت�وان از رابطۀ 

4
مثلث و P نصف محیط مثلث است، شعاع دایرۀ محاطی خارجی را به دست آورد:

 a

a a
Sr a

P a a aa
= = = =

− −

2 23 3
34 4

3 2
2 2

از شکل زیر استفاده می کنیم.  368  4

 a

a a
S Sr a      r a
P a P a a

,= = = = = =
−

2 23 3
3 34 4

3 6 2
2 2

 . aO O r r a a a= + = + =1 2
3 3 2 3
6 2 3

در نتیجه 

 را ساده می کنیم: 369
a b cr r r
+ +1 1 1 عبارت   1

 
a b c

P a P b P c
r r r S S S S

P a P b P c
P a b c P P P

S S S S r
P

( )

− + − + −+ + = + + =

− − −
− + + −= = = = = =

1 1 1 1 1 1

3 3 2 1 1 1
4

راه حل اول با توجه به ش�کل زیر، ضل�ع AB کوچک ترین ضلع  370  1
x و چون طول مماس های  y+ =8 ، آن گاه BH y= AH و  x= اس�ت، اگ�ر 

رسم شده از یک نقطه بر دایره برابرند، پس

 

x y y x

x y xx y
yy x

,

− = − ⇒ − =

+ = ⇒ = = ⇒ = =
− =

9 13 4

8 2 12 6
6 34

. x AH P a + += = − = − = − =8 9 13 13 15 13 2
2

راه حل دوم توجه کنید که

 y BH P b + += = − = − = − =8 9 13 9 15 9 6
2

و 

 . x
y
= =2 1
6 3

اکنون می توان نوشت 

در مثلث قائم الزاویه، شعاع دایرۀ محیطی نصف وتر است: 371  1

 BC AB ACR R R, ,′ ′′= = =
2 2 2

 

 . BC AB AC PR R R P+ +′ ′′+ + = = =2
2 2

بنابراین 

دایرۀ محیطی مثلث ABC را رس�م می کنیم. نیمساز زاویۀ A از  372  3
وس�ط کم�ان BC عبور می کند. از ط�رف دیگر عمودمنصف ضل�ع BC نیز از 
وس�ط کم�ان BC می گذرد. بنابرای�ن نقطۀ تاقی عمودمنصف BC و نیمس�از 
چ�ون  اس�ت.   BC کم�ان  وس�ط   )M )نقط�ۀ   A داخل�ی  زاوی�ۀ 

، در ضمن دو  AA
ˆˆ = = =

0 0
1

70 35
2 2

، پ�س  Â ( )= − + =0 0 0 0180 50 60 70

B1 هر دو محاطی روبه رو به کمان MC هستند، پس مساوی اند.  A1 و  زاویۀ 

. MBC Âˆ = = 0
1 35 بنابراین 

O مرک�ز دایرۀ محاط�ی داخلی مثل�ث قائم الزاویۀ  373 ف�رض کنید   3
′H وصل  ABC و r ش�عاع آن باش�د. از مرکز دایره به نقطه های تماس H و 
′AHOH مربعی به  می کنیم )شکل زیر را ببینید(. در این صورت چهارضلعی 
P2 محیط آن باش�د،  S مس�احت مثلث و  r اس�ت. می دانیم اگر  طول ضلع 

. اگر از  Sr
P

( )( )
= = = =

+ +

1 3 4
62 1

3 4 5 6
2

 ، ABC بنابرای�ن در مثلث . Sr
P

= آن گاه 

D قطع کند،  A وص�ل کنیم تا دایرۀ محاطی داخل�ی را در نقطۀ  O ب�ه رأس 
A تا نزدیک ترین نقطۀ دایره است. بنابر قضیۀ  AD برابر فاصلۀ  آن گاه طول 

، OAH فیثاغورس در مثلث 
 OA AH OH OA= + = + = ⇒ =2 2 2 1 1 2 2  

بنابراین
OD rAD OA OD AD= == − → = −1 2 1
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. ف�رض  374 ABC
AM AP

W±X¶ ôÃd¶( )
= =

2
ثاب�ت می کنی�م   2

. از طرف دیگر طول مماس های رس�م شده  CN a x= − ، پس  BN x= کنید 
 . CP CN a x= = − BM و  BN x= = ب�ر دایره از یک نقطه برابراند. پس   

در نتیجه

 
AM AB BM AB BN c x

AP AC CP AC CN b a x

= + = + = +

= + = + = + −

. چون  AM AP a b c+ = + + از جم�ع طرفین دو برابری بالا نتیجه می گیریم
. بنابراین AM a b c= + +2 ، پس  AM AP=

 a b cAM P AM ôÃd¶ þ~º
+ += = ⇒ =
2

 

، در  BC AB AC= + =2 2 10 در مثل�ث ABC بناب�ر قضیۀ فیثاغ�ورس، 

. AM P= = =24 12
2

. بنابراین  P a b c= + + =2 24 نتیجه 

  
ABC را رس�م می کنیم  375 دای�رۀ محاطی داخلی مثلث قائم الزاویۀ   2

′H وصل  H و  )ش�کل زی�ر را ببینید(. اگ�ر از مرکز دایره به نقطه ه�ای تماس 
r اس�ت. چون طول  ′AHOH مربع به طول ضلع  کنی�م، آن گاه چهارضلعی 

مماس های رسم شده از یک نقطه بر دایره برابرند، پس 
 BH BH c r CH CH b r      ,′′ ′ ′′= = − = = −

، بنابراین BC BH CH′′ ′′= + چون 

 
a c r b r r b c a

r a b c a r P a

= − + − ⇒ = + −

= + + − ⇒ = −

2

2 2 2 2 2
 

 . r P a= − یعنی  

  
اگ�ر ABCD ذوزنق�ۀ متساوی الس�اقین محی�ط بر دای�ره ای به  376  3

شعاع 4 باشد، آن  گاه طول ارتفاع ذوزنقه برابر قطر دایرۀ محاطی، یعنی 8 است. 
در ضم�ن در چهارضلعی محیطی مجموع طول ضلع های مقابل برابر یکدیگرند، 

، بنابراین AB CD AD BC+ = + = + =9 9 18 پس 

 ABCDS h AB CD( ) ( )( )= + = =1 1 8 18 72
2 2

AB را رس�م می کنیم. در این صورت  377 با توجه به ش�کل زیر، وتر   2
دو چهارضلع�ی محاطی در دو دایره ایجاد می ش�ود. در ه�ر چهارضلعی محاطی 

زاویه های مقابل مکمل یکدیگرند. بنابراین
B  ,     Bˆ ˆα+ = α+ =0 0
1 25 180 4 180

از جمع طرفین تساوی های به دست آمده نتیجه می گیریم

 B BB B
ˆ ˆˆ ˆ + =α+ + = → α=

0
1 2 1800 0

1 29 360 9 180  

 .α= 020 در نتیجه 

  
378  ANB B وص�ل می کنی�م. در ای�ن ص�ورت زاویۀ  N ب�ه  از   3

M از  . در نتیجه نقطۀ  ANBˆ = 090 AB است، پس  محاطی روبه رو به قطر 
 MB (. پس  MH MN= HBN به یک فاصله است )چون  دو ضلع زاویۀ 
. از ط�رف دیگ�ر چهارضلعی  B Bˆ ˆ=1 2 HBN اس�ت، یعن�ی  نیمس�از زاوی�ۀ 

MNBH محاطی است، بنابراین

HBN NMH HBN HBNˆ ˆ ˆ ˆ+ = ⇒ + = ⇒ =0 0 0 0180 118 180 62
AP اس�ت، پس  B2 محاط�ی روب�ه رو ب�ه کم�ان  . زاوی�ۀ  B̂ = 0

2 31 پ�س 

 ، ABNˆ = 062 ABN چون  . در ضم�ن در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ  AP= 062
، یعنی  Â2 BN براب�ر  . بنابرای�ن ان�دازۀ کمان  Â= − =0 0 090 62 28 پ�س 
F که بین امت�داد دو وتر دایره قرار  056 اس�ت. بنابراین اندازۀ زاویۀ  مس�اوی 

 .
 AP BNF̂ − −= = =

0 0 062 56 3
2 2

دارد برابر است با 

  
ABCD محاطی اس�ت، پس  379 با توجه به ش�کل زیر چهارضلعی   4

ضم�ن  در   . A Cˆ ˆ+ = 0
2 180 یکدیگرن�د:  مکم�ل  آن  مقاب�ل  زاوی�ۀ  دو 

 A xC A C xˆˆ ˆ ˆ== → =3
1 1 3 ، بنابراین  C Cˆ ˆ+ = 0

1 2 180

ADE است، پس D1 زاویۀ خارجی مثلث  از طرف دیگر، زاویۀ 
 D A E x x xˆˆ ˆ= + = + =1 3 2 5  

0180 است، پس DCF برابر  چون مجموع زاویه های داخلی مثلث 
 D C F x x x xˆˆ ˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0

1 1 180 5 3 180 9 180  

. x= 020 بنابراین 
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در ذوزنقۀ متساوی الساقین محیطی، خطی که مرکز دایرۀ محاطی را به  380  2
رأسی از ذوزنقه وصل می کند، نیمساز زاویۀ این رأس است. زیرا مرکز دایرۀ محاطی هر 
چهارضلعی محیطی نقطۀ تاقی نیمسازهای زاویه های داخلی آن چهارضلعی است. 

. بنابراین مثلث  CC
ˆˆ = = 0

1 30
2

DD و 
ˆˆ = = 0

1 30
2

در نتیجه با توجه به شکل زیر، 

ODC متساوی الساقین است. در ضمن OH شعاع وارد بر نقطۀ تماس است، پس 
بر CD عمود است. بنابراین در مثلث متساوی الساقین OH ،ODC هم ارتفاع و 

. از طرف دیگر، CDDH=
2

هم میانه است، در نتیجه 

OH r rD CD r
DH CD

ˆtan tan
tan

= ⇒ = ⇒ = =0
1 0

230 2 3
30

2

  
در شکل زیر، ذوزنقۀ قائم الزاویۀ ABCD بر دایرۀ به شعاع 8 و مرکز  381  3

. از  AD=16 Oمحیط اس�ت. پس س�اق قائم این ذوزنقه برابر 16 اس�ت، یعنی 
طرف دیگر ذوزنقۀ ABCD محیطی است، پس مجموع اضاع مقابلش برابرند: 
AB CD AD BC+ = + = + =16 18 34

ABCDS AD AB CD( ) ( )( )= + = =1 1 16 34 272
2 2

بنابراین 

در شکل، O مرکز دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC است. طول  382  2

) است. اگر S مساحت  ) ( )+ = =2 24 2 3 2 50 5 2 وتر BC برابر 
و P نصف محیط مثلث ABC باشد، آن گاه

Sr OH
P

( )( )
= = = = =

+ +

1 4 2 3 2
242 2

3 2 4 2 5 2 12 2
2

از طرف دیگر،

CH P c + += − = − = − =3 2 4 2 5 2 3 2 6 2 3 2 3 2
2

 ،OHC بنابراین در مثلث قائم الزاویۀ
OC OH CH OC( ) ( )= + = + = + = ⇒ =2 2 2 2 22 3 2 2 18 20 2 5

و   BH P b= − = − =6 2 4 2 2 2 مش�ابه  ط�ور  ب�ه 

AH مربع و  OH′ ′′ . در ضم�ن چهارضلعی  BO BH OH= + =2 2 10
بنابرای�ن   . AO OH′= = × =2 2 2 2 پ�س  اس�ت.  آن  قط�ر   AO
CO=2 بیشترین فاصلۀ مرکز دایرۀ محاطی داخلی از رأس های مثلث است. 5

در ش�کل، دایرۀ محاطی داخلی و بخش�ی از دایرۀ محاطی خارجی  383  2
′TT مماس مشترک  نظیر ضلع بزرگ تر BC را رسم کرده ایم. در این صورت 
داخل�ی ای�ن دو دایره اس�ت. اگ�ر P نصف محی�ط مثلث ABC باش�د، آن گاه 

. بنابراین CT CN′= AM و  AN P= =  ، BT P b= −

P      BT P b

CT CN AN AC P AC

,+ += = = − = − =

′= = − = − = − =

5 6 7 9 9 6 3
2

9 6 3
پس

TT BC BT CT′ ′= − − = − − =7 3 3 1

کوچک تری�ن ارتف�اع مثلث بر بزرگ ترین ضلع آن وارد می ش�ود.  384  2

ah =12 پس 12 طول ارتفاع وارد بر وتر است، بنابراین با توجه به شکل زیر، 
. بزرگ ترین ارتفاع مثلث بر کوچک ترین ضلع آن وارد می ش�ود. در شکل، ضلع 
. اکن�ون بنابر روابط  bh =20 AB را بزرگ ت�ر از AC انتخ�اب کرده ایم. پس 

طولی در مثلث قائم الزاویه،

c

ABH AB BH AH BH BH

BH

ABC AH BH CH CH CH

ACH AC AH CH AC

AC h

:

:

:

= + ⇒ − = ⇒ =

=

= × ⇒ = ⇒ =

= + ⇒ = + =

= ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

20 12 256

16

12 16 9

12 9 225

15 15







از طرف دیگر،

a b ch h h r r

r
r r

+ + = ⇒ + + =

+ + = ⇒ = ⇒ =

1 1 1 1 1 1 1 1
12 20 15

5 3 4 1 12 1 5
60 60

ه�ر ذوزنق�ۀ متساوی الس�اقین، محاطی اس�ت، پس ای�ن ذوزنقۀ  385  2
متساوی الس�اقین هم محاطی و هم محیطی اس�ت و مس�احت ای�ن نوع ذوزنقه 
مس�اوی حاصل ضرب میانگین حسابی در میانگین هندسی دو قاعده است. اگر 

a و b طول دو قاعدۀ این ذوزنقه باشند، آن گاه

 S a b ab( ) ( )= + = + × = × =1 1 9 5 9 5 7 3 5 21 5
2 2
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با توجه به تعریف بازتاب، حکم های )الف( و )ب( درست هستند.  386  3
اگ�ر خط L ب�ر خط d عمود باش�د، آن گاه بازتاب L بر خودش منطبق می ش�ود، 
پس ش�یب خط حفظ می ش�ود و اگر نقطه ای روی خط d باش�د، بازتاب آن نقطه 
 d هستند هرگاه d بازتاب یکدیگر نس�بت به خط B و A خودش اس�ت. دو نقطۀ
 d موازی L موازی باش�د، بازتاب خط d با L باش�د. اگر خط AB عمودمنصف
است. در صورتی بازتاب L بر خودش منطبق است که L بر خط d منطبق باشد.

بازتاب ذوزنقۀ ABCD نس�بت به خط AB ش�کلی به صورت  387  3
+ است. + + + + =4 4 7 7 5 5 32 زیر است، که محیط این شکل برابر 

بازتاب ذوزنقۀ ABCD نس�بت به خط AD ش�کلی به صورت زیر اس�ت، که 
+ است.  + + + + =4 4 5 5 7 7 32 محیط این شکل 

بازتاب ذوزنقۀ ABCD نس�بت به خط DC ش�کلی به صورت زیر اس�ت، که 
+ است.  + + + + =4 4 4 4 5 5 26 محیط این شکل 

بازتاب ذوزنقۀ ABCD نس�بت به خط BC ش�کلی به صورت زیر اس�ت، که 
+ است.  + + + + =4 4 4 4 7 7 30 محیط این شکل 

بنابراین شکلی که از بازتاب نسبت به خط DC به دست می آید کمترین محیط را دارد.
′AA اس�ت. چون  388 بنابر تعریف بازتاب، خط d عمودمنصف پاره خط   ۴

 OAA′ . درضمن مثلث  AH A H′= =8 ، پس مطابق ش�کل زیر،  AA′=16
متساوی الساقین است و باید طول عمود AK را به دست آوریم، بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 OAA

OAH OH OA AH OH

S OH AA AK OA AK

AK

:

/

′

= − = − = ⇒ =

′ ′= × = × ⇒ × = ×

×= =

2 2 2 2 210 8 36 6

1 1 6 16 10
2 2

6 16 9 6
10



O

8 8
A�10

A

K

d

H

چون بازتاب تبدیل طولپا است، پس تصویر مثلث ABC با خودش  389  2
همنهش�ت و مس�احتش ب�ا مس�احت مثل�ث ABC براب�ر اس�ت. از برابری های 

 ، Â= 090 می گیری�م  نتیج�ه   C Aˆ ˆ=1
6

و   B Ĉˆ =5  ، A B Cˆ ˆˆ+ + = 0180

015 باشد، ارتفاع وارد  . در مثلث قائم الزاویه، اگر یک زاویه  Ĉ= 015 =B̂ و  075

. اکنون می نویسیم AH BC= = × =1 1 8 2
4 4

1 طول وتر است، پس 
4

بر وتر 

 A B C ABCS S BC AH′ ′ ′ = = × = × × =1 1 8 2 8
2 2

 

′OA بازتاب OA است و چون  390 راه حل اول چون O روی خط L است،   1
. در بازتاب ان�دازۀ زاویه حفظ می ش�ود، پس  OA OA′= بازت�اب ایزومت�ری اس�ت، 
′OAA در رأس O متساوی الساقین است  . بنابراین مثلث  A OH AOHˆ ˆ′ = = 030

 . AA OA 4′ ′= = . پس این مثلث متساوی الاضلاع است و  AOAˆ ′= 060 و 
O

A�
4

A
H

0
30

L

′AA اس�ت، پ�س  راه ح��ل دوم بناب�ر تعری�ف بازت�اب، L عمودمنص�ف 

. همچنین چون O روی خط L قرار دارد، بنابر خاصیت  AAA H AH ′′ = =
2

. اکنون با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه، OA OA′= عمودمنصف، 4=

 OAOAH AOH AHˆ: = => = = =0 430 2
2 2

  

. AA AH′= =2 4 بنابراین 
ش�کل مربوط به مسئله را رسم می کنیم. با توجه به شکل تصویر  391  2

A است. ( , )′ 3 2 نقطۀ A نقطۀ 

392  ، x y+ =3 y با محور بازتاب  x+ =1 3 2 تصویر نقطۀ تلاقی خط   3
خودش است. در نتیجه

 
y x x y

x x y
x y x y

+ = − =  ⇒ ⇒ = ⇒ = ⇒ = × + = + =  

1 3 2 2 3 1
5 10 2 1

3 3 3 3 9
 

y موازی  393 x m= +2 y ب�ا محور بازتاب، یعنی خط  x= −2 خط 1  1
 y a x a( )= + −1 3 است، پس باید تصویرش موازی خودش باشد، یعنی باید دو خط 

. a=1 یعنی ، a+ =1 2 y نیز با هم موازی باشند. بنابراین  x= −2 و 1
بنابر تعریف بازتاب، خط d عمودمنصف پاره خط AB اس�ت. پس  39۴  3

شیب خط d عکس و قرینۀ شیب AB است و d از نقطۀ M وسط AB می گذرد: 

AB d
A Bm m  M

d  y x y x

       

ôi ¾²jI÷¶   á

, ( , )

: ( )

− += =− ⇒ = = =
+

− = − ⇒ − =

3 5 1 1 0 4
1 1 2

4 1 0 4
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v موازی باش�د، آن گاه انتقال یافتۀ هر  395 اگ�ر خط d با بردار انتقال   3
′A روی خط d است، پس  v نقطه ای مثل  نقطه مثل A از خط d تحت بردار 
در این حالت انتقال یافتۀ خط d بر خودش منطبق می شود. البته اگر بردار انتقال 
بردار صفر باش�د، تصویر خط d تحت این انتقال بر خودش منطبق می شود، ولی 

لازم نیست حتماً بردار انتقال بردار صفر باشد.

انتق�ال ش�یب خط را حفظ می کند، پس خط d ب�ا انتقال یافتۀ آن،  396  3
∆ در حالت خاص منطبق  ∆ موازی اس�ت. البته ممکن اس�ت d بر  یعنی خط 

∆ موازی است. شود که در این حالت هم d با 
اگر دو خط متقاطع باشند، هیچ برداری نمی تواند آن ها را به یکدیگر  397  ۴

نظی�ر کن�د، اما اگر دو خط موازی باش�ند، نامتناهی بردار وج�ود دارد که آن ها را به 
یکدیگر تصویر می کند. اگر A نقطه ای دلخواه روی خط d و B نقطه ای دلخواه روی 

AB است.


′d تصویر d تحت انتقال با بردار  ′d باشد، آن گاه خط  خط 

انتقال تبدیلی طولپا است، پس مثلث ABC با تصویرش تحت تبدیل  398  2
انتقال همنهشت است. بنابراین مثلث ABC و تصویرش هم مساحت هستند.

 
v تأثیری در راه حل ندارد. اندازۀ بردار  399 در این سؤال جهت بردار   3

 O′ v نقطۀ  v با شعاع دایره برابر است. پس انتقال یافتۀ مرکز O تحت بردار 

′O و ش�عاع 8 دایره ای رسم کنیم، این دایره  روی دایرۀ C اس�ت. اگر به مرکز 
متقاطع با دایرۀ C و انتقال یافتۀ دایرۀ C خواهد بود.

اگ�ر دو دایره ش�عاع های برابر داش�ته باش�ند، آن گاه انتقال یافتۀ  ۴00  1

O است. O1 2


یکدیگرند و بردار انتقال 

O در  ۴01 O1 2 دق�ت کنید که طول ب�ردار انتقال برابر طول پاره خط   3

شکل زیر است. از طرف دیگر، 
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یعنی طول بردار انتقال برابر 10 است.

انتقال یافتۀ هر خط با خودش موازی اس�ت و در بین گزینه ها تنها  ۴02  3
y موازی است. x+ =2 3 5 y با خط  x+ =2 3 7 خط 

اگر ش�کل داده شده را حول هر نقطۀ دلخواه در صفحه، به اندازۀ  ۴03  ۴

0180 دوران دهیم، شکل گزینۀ )4( به دست می آید. 

، یعن�ی نقطۀ A را  ۴0۴
n

R R R R A
¾LUo¶ 

( ( ...( ( ))...))


در حال�ت کلی   3

، پ�س  R R R A A( ( ( )))= nα دوران دهی�م. چ�ون  ح�ول O ب�ه ان�دازۀ 

.α= 0120 ، یعنی  α= 03 360
هر نقط�ه روی نیمس�ازهای  ۴05  ۴

زاویۀ بین دو خط مرکز دورانی اس�ت که در آن 
′d تصویر خط d است )شکل مقابل را ببینید(.

دوران و انتقال تبدیل های طولپا هستند، پس مساحت تصویر این  ۴06  1

 . S a ( )= = =2 23 3 2 3 3 3
4 4

مثلث برابر مساحت شکل اولیه است. 

A دوران یافتۀ مثلث ABC به مرکز  ۴07 BC′ ′ در ش�کل زیر مثلث   3

 A B AB′ = =6 090 است. می دانیم دوران تبدیلی طولپا است، پس  B با زاویۀ 
. زاوی�ۀ بی�ن هر خ�ط و دوران یافت�ۀ آن براب�ر زاویۀ دوران  A C AC′ ′= =3 و 
′BCC قائم الزاویه است.  ′BC عمود است، یعنی مثلث  است. پس BC بر 

. بنابراین  BC BC′= = + = =2 23 6 45 3 5 درضمن 
BCC CC BC BC CC:′ ′ ′ ′= + = + = ⇒ =2 2 2 45 45 90 3 10
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B

C�

A�

3

6

6

3

دوران یافت�ۀ نقطۀ A به مرکز  ۴08  ۴
090 در جهت حرکت عقربه های  O با زاویۀ 
A و دوران یافته نقطۀ  ( , )′ 0 3 ساعت نقطۀ 

090 در جهت حرکت  B به مرکز O با زاویۀ 
B اس�ت.  ( , )′ 2 0 عقربه های س�اعت نقطۀ 
اکنون برای به دست آوردن تصویر d معادلۀ 
′B را می نویسیم: ′A و  خط گذرا از نقاط 

A B
A B
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090 در جه�ت حرک�ت  ۴09 اگ�ر نقط�ۀ A را ب�ه مرک�ز O ب�ا زاوی�ۀ   3
A می رس�یم. دای�رۀ به مرکز  ( , )′ 0 3 عقربه ه�ای س�اعت دوران دهیم، به نقطۀ 
′A و ش�عاع 1 تصویر دایرۀ اولیه اس�ت. طول خط المرکزین این دو دایره برابر 

′TT برابر است با . پس طول مماس مشترک خارجی  AA′=3 2 است با 

TT AA R R( ) ( )′ ′ ′= − − = − − = =2 2 218 1 1 18 3 2  

x

y

T�

A O

T

A� 0 3( , )

راه حل اول از ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. بناب�ر تعریف دوران، ۴10  3
، OHPH′ . اکنون توجه کنید که در چهارضلعی  HOHˆ ′=α

 HPH HOHˆˆ ( )′ ′= − = −α0 0180 180 1  
′HPH است، در نتیجه با استفاده از برابری )1(، همچنین PO نیمس�از زاویۀ 

.α= 030 ، یعنی α− =0 090 75
2

. پس  OPH HPHˆ ˆ α′= = −01 90
2 2

 
)d برابر زاویۀ دوران  )′ راه ح��ل دوم می دانیم زاویۀ بین خط d و دوران یافته اش 
اس�ت، البته آن زاویه ای که مرکز دوران درون آن نیس�ت. O مرکز دوران است، 
′d قرار دارد. بنابراین OP نیمساز زاویۀ  پس روی نیمساز زاویۀ بین دو خط d و 

.α= − × =0 0 0180 2 75 30 ′d است. در نتیجه  بین دو خط d و 

  
طول پاره خط AB برابر است با ۴11  3

 AB ( ) ( )= − + − = + =2 23 1 2 4 4 4 2 2  
از طرف دیگر چون B دوران یافتۀ A به مرکز C اس�ت، پس بنابر تعریف دوران 
، بنابرای�ن مثلث ABC مثلث  CA=2 2 . بنابر فرض س�ؤال  CA CB=

 .α= 060 2 است. پس  2 متساوی الاضلاع به ضلع 

� A

B

C

)A ب�ه مرکز O ب�ا زاویۀ  ۴12 , )−2 1 A دوران یافت�ۀ  ( , )′ −1 3 اگ�ر   1

 . A AO ( , )′+= = − −1 1
2 2

′AA است. پس  0180 باش�د، آن گاه O وسط 

′B باشد، نتیجه  0180 نقطۀ  )B به مرکز O با زاویۀ  , )2 1 اگر دوران یافتۀ نقطۀ 
′BB است. پس می گیریم O وسط 

 B BO B O B ( , ) ( , ) ( , )′+ ′= ⇒ = − = − − − = − −12 2 1 2 1 3 3
2 2

 

x است، پس تصویر این خط  ۴13 y− =2 3 توجه کنید که O روی خط   3

: معادلۀ خط تصویر x y − =2 3 0180 خودش است، یعنی   حول O به اندازۀ 

 

0180 نقط�ۀ A به مرکز O باش�د،  ۴1۴ ′A دوران یافت�ۀ  اگ�ر نقط�ۀ   2

′A مجان�س A به مرکز O با  . پ�س  AOAˆ ′= 0180 OA و  OA′= آن گاه 
نسبت 1− است و چون نسبت تجانس منفی است، پس این تجانس معکوس است.

۴15  4
5

′B مجانس نقاط A و B به مرکز O با نس�بت  ′A و  نقاط   2

 4
5

A مجانس پاره خط AB به مرکز O با نس�بت  B′ ′ هس�تند. پس پاره خ�ط 

 
A B A B A B
AB
′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ =4 4 16

5 20 5
است، پس 

 
۴16  ABC وسط های ضلع های مثلث C′ ′B و   ، A′ چون نقطه های   3

 CC′ ′BB و   ، AA′ هس�تند، پس مرکز تجان�س O نقطۀ برخورد میانه ه�ای 
 ، OA OA′=2 است. بنابر ویژگی نقطۀ برخورد میانه های مثلث نتیجه می گیریم 
 O در دو طرف مرکز A′ . چون نقطه های A و  OC OC′=2 OB و  OB′=2
2− اس�ت. به  ′A در تجانس به مرکز O با نس�بت  قرار دارند، پس A مجانس 
2− است.  ′C به مرکز O با نس�بت  ′B و C مجانس  همین ترتیب B مجانس 

2− است. A به مرکز O با نسبت  B C′ ′ ′ بنابراین مثلث ABC مجانس مثلث 
A نیز مجانس مثلث ABC با نس�بت تجانس  B C′ ′ ′ توج�ه کنید که مثل�ث 

− است که در گزینه ها نیست. 1
2

− اس�ت، پس این تجان�س معکوس و  ۴17 3
4

چون نس�بت تجانس   1
انقباض اس�ت. بنابراین مجانس این مربع، مربعی کوچک تر از آن است و درون 

 − 3
4

مرب�ع اول ق�رار می گیرد. مجان�س مربع ABCD به مرکز O با نس�بت 
A است. B C D′ ′ ′ ′ مربع 
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۴18  A B C D′ ′ ′ ′ راه ح��ل اول چون مرب�ع ABCD مجانس مربع   2
|k متشابه  | A با نسبت تشابه  B C D′ ′ ′ ′ اس�ت، پس مربع ABCD با مربع 

 
ABk k
A B

| |= = = ⇒ =±
′ ′

2 1 1
6 3 3

است، بنابراین 

k=1 در گزینه ها هست.
3

توجه کنید که 

′A روی یک خط  ، A  ،O ،C و  C′ راه ح��ل دوم ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل، نق�اط 
 C و A′ هس�تند. بنابراین اگر تجانس را مس�تقیم در نظر بگیریم، A مجانس 

 OA OA       OC OC,′ ′= =1 1
3 3

′C است،  که در این حالت   مجانس 

 C′ ′A و A مجانس  و اگ�ر تجان�س را معکوس در نظر بگیریم، C مجان�س 

 OC OA       OA OC,′ ′=− =−1 1
3 3

است که در این حالت  

k=1 در گزینه ها آمده است.
3

−=k است که  1
3

k=1 یا 
3

بنابراین نسبت تجانس 

نقط�ۀ G مرک�ز ثق�ل )محل  ۴19  2
تلاقی میانه ها( در مثلث متس�اوی الاضلاع

A مجانس  B C′ ′ ′ ABC اس�ت و مثلث 

 1
2

مثل�ث ABC ب�ه مرک�ز G با نس�بت 

A ب�ا مثل�ث  B C′ ′ ′ اس�ت. پ�س مثل�ث 

1 متشابه است. بنابراین
2

ABC با نسبت 

 ABC

A B C ABC A B C

ABC ABC

S
ABC A B C

ABC A B C

S S S
S S

S S

S S

 ®ÃñÿU

Rn¼Ånj

( )

( )′ ′ ′ ′ ′ ′

= =
′ ′ ′

′ ′ ′

− −= = → =

−
→ =

− =

2

2

3 4 4 3
4

1 1 4 1
2 4 4

3
44 3

3 3

 

مجان�س مربع ABCD به  ۴20  1

 AB C D′ ′ ′ 5 مربع 
4

مرک�ز A با نس�بت 

اس�ت )ش�کل مقاب�ل را ببینی�د(. می دانیم 
AB ب�ا مرب�ع ABCD با  C D′ ′ ′ مرب�ع 

k=5 متش�ابه است، پس 
4

نس�بت تشابه  

نسبت مساحت های این دو مربع برابر توان 
دوم نسبت تجانس است. پس

 
AB C D ABCD

AB C D AB C D ABCD

ABCD ABCD
S S

ABCD
ABCD

S S S
S S

S
S

Rn¼Å nj ®ÃñÿU( )

′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

− =

−
= = →

−= → = ⇒ =

2

18

5 25
4 16

25 16 18 9 32
16 16

B�

C�D�
D

A B

C

O2 مرکز تجانس معکوس اس�ت  ۴21 O1 مرکز تجانس مس�تقیم و   ۴

 O CD1 O و  AB1 )ش�کل زی�ر را ببینی�د(. توج�ه کنی�د ک�ه مثلث ه�ای 
متساوی الاضلاع هستند، پس

O H AB

O H CD

= = × =

= = × =

1 1

1 2

3 3 4 2 3
2 2
3 3 6 3 3
2 2

 H H O H O H= − = − =1 2 1 2 1 1 3 3 2 3 3 در نتیجه  

، یعنی 
O H CD
O H AB

= =2 2

2 1

3
2

O2 است، پس  چون CD مجانس AB به مرکز 

 . O H =2 2
3 3
5

پ�س   .
O H

O H
=

−
2 2

2 2

3
23

ی�ا   
O H

H H O H
=

−
2 2

1 2 2 2

3
2

. O O O H O H= − = − =1 2 1 2 2 2
3 3 12 33 3
5 5

اکنون می توان نوشت 

دو دایره که فقط س�ه مماس مش�ترک دارند، مماس خارج اند )شکل زیر را  ۴22  3
ببینی�د(. همچنی�ن نس�بت تجان�س دو دای�ره براب�ر نس�بت ش�عاع های آن هاس�ت، پس 

. طول مماس مشترک خارجی  R′=4 R=6 و  . در نتیجه  R
R
′ =2

3
R و  R′+ =10

. TT′= × =2 6 4 4 6 RR′2 است، بنابراین  دو دایرۀ مماس خارج برابر 

7 است.  ۴23
4

A مجانس AB به مرکز O با نس�بت  B′ ′ در ش�کل   1

باید مساحت قسمت رنگی را به دست آوریم. بنابر تعریف تجانس، 

 OA OA OB OB      ( ) , ( )′ ′= = = = = =7 7 7 7 7 71 2
4 4 4 4 4 2

 

پس

 

OA B OABS S

OA OB OA OB

Â«ºn Sµv¤ SeIv¶

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

′ ′= −

′ ′= −

= − = − =

1 1
2 2
1 7 7 1 49 331 2 1
2 4 2 2 16 16
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ف�رض می کنی�م نقط�ۀ تم�اس دو دایره نقط�ۀ A باش�د. در این  ۴2۴  2
صورت مجانس نقطۀ A بر خودش تصویر ش�ده اس�ت. پس A نقطۀ ثابت این 
 O مجانس مرکز O′ تجانس است، یعنی A مرکز تجانس است. بنابراین مرکز 

با نسبت 4 است. پس

 
OOAO AO AO OO AO

AO AO AO R

′=′ ′= ⇒ + = →

+ = ⇒ = ⇒ =

64 4

6 4 2 2
 

. بنابراین R O A AO′ ′= = = × =4 4 2 8 در نتیجه 

 
O A OA½oÄHj »j ¸ÃM j»kd¶ SeIv¶ ( ) ( )

( ) ( )

′=π −π

=π −π = π− π= π

2 2

2 28 2 64 4 60
 

C به مرکز M و نس�بت  ۴25 O( , )6 ب�رای پیدا کردن مجانس دایرۀ   3

 . MO MO ( )′= = =1 1 12 4
3 3

1 ابت�دا مجانس O را به دس�ت می آوریم: 
3

) را رسم می کنیم که مجانس دایرۀ  )=1 6 2
3

′O و شعاع  اکنون دایرۀ به مرکز 

′C و C مماس بیرونی هستند،  C است. مطابق شکل دیده می شود دایره های 
′OO برابر مجموع شعاع های این دو دایره است. زیرا طول خط المرکزین 

O�
M

O2

6

2 A2

نقطۀ تلاقی مماس مش�ترک های خارجی دو دایره و خط المرکزین  ۴26  ۴
آن ه�ا مرکز تجانس مس�تقیم آن ها اس�ت. در اینجا ط�ول خط المرکزین دو دایره 
 P ،برابر جمع ش�عاع های آن ها اس�ت پس دو دایره مماس خارجی اند. در شکل
O بر مماس مشترک  T′ ′ مرکز تجانس مستقیم دو دایره است. شعاع های OT و 

′TT عمود هستند ، پس موازی اند، در نتیجه بنابر تعمیم قضیۀ تالس، خارجی 

 

OO

PO O TPOT OT O T
PO OT

PO PO
PO

OO PO
PO PO

Rn¼Å nj ®ÃñÿU

: ||

/′=

′ ′ ′′ ′⇒ = =

′− −→ =

′= → = ⇒ = =10

3
7

7 3
7

4 10 4 35 17 5
7 7 2



در تبدیل همانی تمام نقاط صفحه برخودش�ان تصویر می ش�وند.  ۴27  ۴
پس اگر در تبدیلی تمام نقاط صفحه نقطۀ ثابت آن باشند در حقیقت تمام نقاط 

بر خودشان تصویر شده اند پس این تبدیل همانی است. 
گزینۀ )1( نادرست اس�ت، به عنوان مثال نقض، تبدیل تجانس اندازۀ زاویه ها را 

حفظ می کند ولی در حالت کلی طولپا نیست.

گزینۀ )2( نادرس�ت اس�ت چون دو مربع متشابه اند ولی 
لزومی ندارد مجانس هم باشند.

گزین�ه )3( نادرس�ت اس�ت، به عنوان مث�ال نقض، دوران جهت ش�کل را حفظ 
می کند ولی در حالت کلی شیب خط را حفظ نمی کند. 

0180 یکدیگر باشند.  ۴28 دو خط موازی می توانند دوران یافتۀ   3
دو خط موازی تحت برداری که شروعش روی یکی از دو خط و پایانش روی خط 

دیگر باشد، انتقال یافتۀ یکدیگر هستند. 
دو خ�ط موازی نس�بت به خط�ی که موازی آن ه�ا و به یک فاصله از آن هاس�ت 

بازتاب هم هستند. 
دو خط موازی می توانند مجانس یکدیگر در تجانس به مرکز هر نقطۀ دلخواه )به 

جز نقاط روی این دو خط( در صفحه باشند.
′d تصویر خط d تحت دوران حول نقطۀ O با  ۴29 در شکل زیر خط   3

α است. زاویۀ دوران 

′C می نامیم. چون  ۴30 بازتاب نقطۀ C را نس�بت به خط BD نقطۀ   2
BC همنهش�ت و در  D′ بازت�اب تبدیلی طولپاس�ت، پ�س دو مثلث BCD و 
نتیجه هم مساحت می شوند. بنابراین به مساحت زمین اولیه مساحت چهارضلعی 
ABC با  DE′ ′BCDC اضافه می ش�ود، در صورتی ک�ه محیط زمین جدید 
محیط زمین اولیۀ ABCDE برابر است. پس کافی است مساحت چهارضلعی 

′BCDC را به دست آوریم:

 BCDC BCDS S BC CD( sin )′ = = × = × × =01 32 2 120 4 9 18 3
2 2

، پس  ۴31 Â= 060 AB و  AC= از B ب�ه C وصل می کنیم. چ�ون   ۴
دیگ�ر  ط�رف  از   . BC=17 پ�س  اس�ت،  متس�اوی الاضلاع   ABC مثل�ث 
)، در نتیجه مثلث BDC قائم الزاویه است. اکنون بازتاب  ) + =2 2 22 42 11 17
 ABD C′ ′D می نامیم. در این صورت چهارضلعی  نقطۀ D نسبت به خط BC را 
=Â با چهارضلعی ABDC برابر است  060 در تعداد اضلاع، طول اضلاع و اندازۀ 

′BDCD بیشتر است. بنابراین و مساحتش به اندازۀ مساحت چهارضلعی 

  
BDCD BDCS S

BD DC

SeIv¶ yÄHqÎH ·HqÃ¶

( )

′= =

= × = × =

2

12 2 42 11 22 42
2

0
60A

B

C

D

D�
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به کمک مس�ئلۀ هم پیرامونی، اگر بازتاب کمان BC را نسبت به  ۴32  ۴
 S S=1 2 خط BC پیدا کنیم، ش�کل جدید ویژگی گفته ش�ده در سؤال را دارد و 

)شکل زیر را ببینید(. بنابر فرض سؤال،

 
ABC

S  S
ABC

ABC ABC

S S

S S

S S

+
=

− = →
+ = × = 
= ⇒ =

1 2

1

2

12 3

2 12 3 24 3

2 36 3 18 3

 

BC23 است، پس 
4

می دانیم مساحت مثلث متساوی الاضلاع ABC برابر 

BC BC BC= ⇒ = × × ⇒ =2 23 18 3 4 9 2 6 2
4

۴33  AD را نسبت به خط E به کمک مسئلۀ هم پیرامونی، اگر بازتاب  2
′AEDE میزان افزایش مس�احت  ′E بنامیم، مس�احت چهارضلع�ی  نقط�ۀ 

خواسته شده است:

 AEDE ADES S AE DE( sin )′ = = × = × × =01 12 2 150 8 3 12
2 2

 

بنابراین 
AEDESkÄk] ¸Ã¶p SeIv¶ ¾Ã²»H ¸Ã¶p SeIv¶ ′= + = + =26 12 38

B1 بازتاب B نس�بت به مح�ور x باش�د، در این  ۴3۴ ف�رض کنی�د   1

AB1 ب�ا محور x نقطۀ M اس�ت و به ازای آن ص�ورت مح�ل برخورد پاره خط 
MA کمتری�ن مق�دار اس�ت. اکن�ون توج�ه کنید ک�ه در ای�ن حالت  MB+

، پس B ( , )−1 4 1 )A و  , )1 3 . چون  MA MB AB+ = 1

 MA MB AB ( ) ( )+ = = − + + =2 2
1 1 4 3 1 5

دو نقط�ۀ A و B در دو ط�رف مح�ور y ق�رار دارن�د. پس طول  ۴35  ۴
پاره خط AB کمترین فاصلۀ بین این دو نقطه اس�ت )ش�کل زیر را ببینید(. بنابر 

، ABP قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ
 AP

BP
AB AP BP AB=

=
= + → = + =62 2 2 2 2 2

7 6 7 85

 . AB= 85 بنابراین 

، پس ط�ول ارتفاع وارد بر ضلع AB برابر  ۴36 AB=8 S=12 و  چ�ون   ۴

Sh است، یعنی رأس C روی خطی موازی AB و به فاصلۀ 3 از 
AB

= =2 3 مقدار ثابت 

آن قرار دارد )ش�کل زیر را ببینید که در آن C روی خط d در حرکت اس�ت(. می خواهیم 
CA مینیمم باشد. بازتاب A را نسبت  CB+ جای C را به گونه ای به دست آوریم که 
A با این خط نقطۀ مطلوب برای C است. B1 به خط A1 ، d می نامیم. محل برخورد 
. همچنین در مثلث  CA CB A B+ = 1 اکن�ون توجه کنی�د که در این حال�ت 

A بنابر قضیۀ فیثاغورس، AB1 قائم الزاویۀ 

A B A A AB= + = + =2 2 2 2
1 1 6 8 10

 . ABC  CA CB AB ôÃd¶ ¸ÄoTµ¨ ( ) = + + = + =10 8 18 بنابراین 

۴37  A شکل س�ؤال به صورت زیر است. بنابر مس�ئلۀ هرون، اگر بازتاب  1
′A به B وصل کنیم تا d را در M قطع  ′A باشد و از نقطۀ  نسبت به خط d نقطۀ 
AM کمترین مقدار ممکن را دارد. چون بازتاب ایزومتری است،  MB+ کند، آن گاه 
′A خطی  A اس�ت. از  B′ AM برابر  MB+ . بنابرای�ن  AM A M′= پ�س 

عمود بر امتداد BQ رسم می کنیم تا آن را در H قطع کند. بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 A BH A B:′ ′ = + =2 28 8 8 2  
M بنابراین  Mˆ ˆ=1 3 ، پس  M Mˆ ˆ=2 3 M و  Mˆ ˆ=1 2 درضمن مطابق ش�کل 

دو مثلث قائم الزاویۀ AMP و BMQ همنهشت هستند. در نتیجه
PQPM MQ PM

APM AM AP PM AM:

== → =

= + = + = × ⇒ =

8

2 2 2 2 2 2

4

4 4 2 4 4 2

′A بنامیم  ۴38 بنابر مسئلۀ هرون اگر بازتاب A را نسبت به d نقطۀ   3
 MA MB+ ′A ب�ه B وص�ل کنیم تا خ�ط d را در M قطع کند، آن گاه  و از 
مینیمم اس�ت. چون بازتاب ایزومتری اس�ت، پس اندازۀ زاویه را حفظ می کند، 

. x y= ،  بنابراین  M yˆ =1 . درضمن  M xˆ =1 پس 
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′A بازتاب نقطۀ A نس�بت به خط d باش�د )شکل  ۴39 فرض کنید   3
′A به B وصل می کنیم تا d را در نقطۀ M قطع کند. در این  زیر را ببینید(. از 
ص�ورت مس�یر AMB کوتاه ترین مس�یر ممکن اس�ت و طول این مس�یر برابر 

A است. بنابر قضیۀ فیثاغورس، B′

 AA B A B AA AB

A B A B

:′ ′ ′= +

′ ′= + = ⇒ =

2 2 2

2 2 240 30 2500 50

  

+ است. =50 30 80 در این صورت طول مسیر AMBA برابر 

A B

M
20

A�

H

30

20 20

d

مطابق ش�کل زیر، نقطۀ A را در راستای ساحل رودخانه به اندازۀ  ۴۴0  2
′A را  ′A برس�یم. س�پس  13 کیلومتر به راس�ت منتقل می کنیم تا به نقطۀ 
 A′′ ′′A برسیم. از  نس�بت به خط ساحل رودخانه بازتاب می کنیم تا به نقطۀ 
به B وصل می کنیم تا خط ساحل به رودخانه را در C قطع کند. نقطۀ C را 13 
کیلومتر مطابق ش�کل در راستای خط س�احل به چپ منتقل می کنیم تا به نقطۀ 
D برس�یم، در این صورت مسیر ADCB کوتاه ترین مسیر ممکن است و طول 
AD و بناب�ر ویژگی های  A C′= AD اس�ت. چ�ون  DC BC+ + آن براب�ر 
. در نتیجه طول مسیر برابر است با  AD A C′′= ، پس  A C A C′ ′′= بازتاب 

 A C DC BC DC A B A B′′ ′′ ′′+ + = + = +13  
′′A خطی موازی  A را به دس�ت آوریم. مطابق ش�کل از  B′′ بنابراین باید طول 
′H قطع کن�د. در مثلث  س�احل رودخانه رس�م می کنیم تا امت�داد BH را در 

، بنابر قضیۀ فیثاغورس،  A BH′′ ′ قائم الزاویۀ 

 
A H

A B A H BH
BH

′′ ′=  ′′ ′′ ′ ′⇒ = + = + =
′= 

2 2 2 212
12 5 13

5
 

بنابراین
 ADCB A BoÃv¶ Ï¼ö ′′= + = + =13 13 13 26  

۴۴1  A′  ،d را نس�بت ب�ه خط A بناب�ر مس�ئلۀ هرون، بازتاب نقطۀ  1
′A ب�ه B وص�ل می کنیم تا d را در نقط�ۀ M قطع کند. در این  می نامی�م و از 
صورت مس�یر AMB کوتاهترین مس�یر ممکن اس�ت و طول این مس�یر برابر 
′A خطی موازی d رسم می کنیم تا امتداد  A است )شکل زیر را ببینید(. از  B′

′H قطع کند. بنابر قضیۀ فیثاغورس، BH را در 

A BH A B A H BH A B:′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + = + = ⇒ =2 2 2 2 224 7 625 25

 

B

H�
3

M

3

3

d

4

A�

A

24

H

 

( روی BC به بالا  ۴۴2 d′ نقطۀ B را به اندازۀ یک واحد )فاصلۀ بین d و   2
′B به A وصل می کنیم تا d را در M قطع کند.  ′B برسیم. از  منتقل می کنیم تا به 
′d را در N قطع کند. در این صورت  رسم می کنیم تا  d′ از M خطی عمود بر d و 
 AB BB′ ′+ مس�یر AMNB مسیر خواسته شده اس�ت و طول این مسیر برابر 

′AB را به دست می آوریم: AB طول  C′ است. در مثلث قائم الزاویۀ 
 AB AC B C′ ′= + = + =2 2 2 26 8 10

بنابراین 

 
AMNB AM MN NB AM BB MB

AB BB

oÃv¶ Ï¼ö ′ ′= + + = + +

′ ′= + = + =10 1 11
 

برای پیدا کردن کوتاه ترین مسیر، بنابر روش هرون، بازتاب نقطۀ  ۴۴3  3
 B به A′ ′A می نامیم )ش�کل زیر را ببینید(. از  A را نس�بت به خط d نقطۀ 
وصل می کنیم تا خط d را در M قطع کند. در این صورت AMB مسیر مینیمم 
A است. در ش�کل از نقطۀ A خطی  B′ اس�ت و طول این مس�یر مینیمم برابر 
عمود بر راستای خیابان فرعی رسم کرده ایم و نقطۀ H به دست آمده است. پس

 ABH B AH AB AB ABˆ: /= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 1 130 3 5 7
2 2

  

بنابراین 
 AA B A B AB AA A B:′ ′ ′ ′= + = + = ⇒ =2 2 2 2 27 24 625 25

۴۴۴  A1 A1 و قرین�ۀ نقطۀ  قرین�ۀ A نس�بت ب�ه مح�ور y را نقطۀ   3

A2 به B وصل می کنیم و نقطۀ  A2 می نامیم. از  نس�بت به محور x را نقطۀ 
A1 وصل می کنیم  B1 به  B1 می نامیم. همچنین از  برخ�ورد آن با محور x را 
 AB B B2 1 B2 می نامیم. مس�یر مورد نظر  و نقط�ۀ برخ�ورد آن با محور y را 
BA2 اس�ت.  اس�ت. اکنون توجه کنید که طول این مس�یر برابر طول پاره خط 

) است، پس , )− −1 4 A2 نقطۀ  ) و  , )4 3 چون B نقطۀ 

AB B B A B oÃv¶ Ï¼ö ( ) ( )= = + + +

= + =

2 2
2 1 2 4 1 3 4

25 49 74
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همچنی�ن  ۴۴5  . ECDˆ = 060 و   CE CD= ک�ه  کنی�د  توج�ه   3

 B 060 و . پ�س D دوران یافتۀ E حول C به اندازۀ  ACBˆ = 060 CA و CB=
هم دوران یافتۀ A تحت همین تبدیل دوران است. در نتیجه پاره خط DB دوران یافتۀ 
060 اس�ت. می دانیم اگر دو خط، دوران یافتۀ یکدیگر  پاره خط EA حول C و زاویۀ 

. AFBˆ = 060 باشند، زاویۀ بین دو خط با زاویۀ دوران برابر است، پس 

030 نصف طول  ۴۴6 در مثلث قائم الزاویه، طول ضلع روبه رو به زاویۀ   3
وت�ر اس�ت. همچنین ان�دازۀ میانۀ وارد بر وت�ر هم نصف طول وتر اس�ت، پس 

. اکن�ون توجه کنید که مثلث ABM متس�اوی الاضلاع  BCAB AM= =
2

R و  B M( )= 060 حول نقطۀ A باش�د، آن  گاه  اس�ت. اگ�ر R تبدی�ل دوران 
. پس اندازۀ زاوی�ۀ بین دو پاره خط  R BD ME( )= . در نتیج�ه  R D E( )=

060 است.  BD و ME همان زاویۀ دوران یعنی 

از ش�کل زیر استفاده می کنیم. اگر مثلث ABC مثلث مورد نظر  ۴۴7  ۴

. پس B دوران یافتۀ C تحت دوران  BACˆ = 090 AB و  AC= باشد،  آن گاه 
C را حول A به اندازۀ  O R( , ) 090 حول A اس�ت. بنابراین برای رس�م، دایرۀ

C به دست آید. محل برخورد این دایره  O R( , )′ ′ 090 دوران می دهیم تا دایرۀ

− دوران دهیم،  090 ب�ا خ�ط d را B می نامیم. اکنون اگر B را حول A به اندازۀ 
′C تعداد جواب های  C به دست می آید. تعداد نقطه های مشترک خط d و دایرۀ 

مسئله است که می تواند صفر، 1 یا 2 باشد.  

از ش�کل زی�ر اس�تفاده می کنی�م ک�ه در آن O مرکز ثق�ل )محل  ۴۴8  1
برخورد میانه ها( در مثلث ABC است. اکنون توجه کنید که

 OB OC OA BOC COA AOBˆ ˆ ˆ,= = = = = 0120

و   R B C( )= آن گاه  باش�د،   O نقط�ۀ  ح�ول   0120 دوران تبدی�ل   R اگ�ر 
. پس اگر هر نقطه ای روی BC را تحت  R BC CA( )= ، یعن�ی  R C A( )=

تبدی�ل R دوران دهی�م، آن گاه نقط�ه ای روی CA به دس�ت  می آی�د. چ�ون 
نتیج�ه  در   . R A B( )= همچنی�ن   . R D E( )= پ�س   ، BD CE=

. بنابرای�ن چون BE دوران یافتۀ AD اس�ت، ی�ک زاویۀ بین  R AD BE( )=

BE و AD براب�ر زاوی�ۀ دوران و زاوی�ۀ دیگر برابر مکمل آن اس�ت. پس اندازۀ 

0120 است. 060 یا  زاویۀ بین دو پاره خط AD و BE برابر 

چهار مثلث مجانس مثلث ABC وجود دارد: ۴۴9  ۴

. k=− 1
2

• مثلث MNP در تجانس به مرکز O و نسبت 

 . k=1
2

• مثلث AMP در تجانس به مرکز A و نسبت 

 . k=1
2

• مثلث BMN در تجانس به مرکز B و نسبت 

 . k=1
2

• مثلث CNP در تجانس به مرکز C و نسبت 

۴50  MN را طوری رسم کرده ایم که MNPQ مربع ، ABC در مثلث  ۴
موازی ضلع BC است )شکل زیر را ببینید(. AP و AQ را امتداد می دهیم تا ضلع 
′Q عمودهایی بر  ′P و  ′Q قطع کنند. از  ′P و  BC را به ترتی�ب در نقطه ه�ای 
′M قطع  ′N و  ضلع BC رسم می کنیم تا ضلع های AC و AB را به ترتیب در 

M مجانس یکدیگرند.   N P Q′ ′ ′ ′ کنند. توجه کنید که مربع های MNPQ و 

را  ۴51  B نقط�ۀ  بازت�اب   3
′B می نامیم. از  نسبت به خط d نقطۀ 
′B وص�ل می کنی�م و امت�داد  A ب�ه 
می دهیم تا خط d را در M قطع کند. در 
MA بیش�ترین  MB| |− این صورت
مقدار ممکن است، زیرا اگر نقطۀ دیگری 

مثل N روی d در نظر بگیریم، آن گاه
 AN NB   AN NB        | | | | ( )′− = − 1

′ANB می نویسیم: با توجه به نامساوی مثلث در مثلث 
AN NB  AB    | | ( )′ ′− < 2

با مقایسۀ رابطه های )1( و )2( نتیجه می شود
 AN NB AB AM MB AM MB| | | | | |′ ′− < = − = −

AM بیش�ترین مقدار را دارد. پس تبدیل به کار رفته در حل  MB| |− بنابراین 
این مسئله بازتاب است.
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۴52  Ox نسبت به M بازتاب M′ از شکل زیر استفاده می کنیم که در آن   3
 Oy و Ox ب�ا M M′ ′′ ′′M بازت�اب M نس�بت ب�ه Oy اس�ت. محل برخ�ورد  و 
رأس های A و B از مثلث مورد نظر هس�تند. زیرا محیط مثلث ABM برابر اس�ت با 
، نتیجه می گیریم MA M A′= MB و  M B′′= MA و  چون  AB MB+ +

 ABC M A AB M BW±X¶ ôÃd¶( ) ′ ′′= + +  

 M A AB M B′ ′′+ + M قرار دارند،  M′ ′′ همچنی�ن چ�ون A و B روی خط 
کمترین است. پس تبدیل به کار رفته در حل این مسئله بازتاب است.

MN انتقال می دهیم تا به خط∆ برسیم. نقطۀ  ۴53


خط d را تحت بردار   2
′d را B می نامیم. از B خطی موازی MN رسم می کنیم تا خط  ∆ با خط  برخورد خط 
MN است و 



d را در نقطۀ A قطع کند. در این صورت B انتقال یافتۀ A تحت بردار 
AB و  MN= چ�ون انتقال تبدیلی طولپا اس�ت و ش�یب خ�ط را حفظ می کن�د، پس

. بنابراین برای پیدا کردن پاره خط AB از تبدیل انتقال استفاده می کنیم. AB MN

۴5۴  ∆ 0180 دوران می دهیم تا خط  خ�ط d را به مرکز M ب�ا زاوی�ۀ  1
∆ با دایره را B می نامیم. از B به M وصل می کنیم  به دست آید. نقطۀ برخورد 
و امت�داد می دهی�م تا خط d را در A قطع کن�د. B دوران یافتۀ A به مرکز M با 
. بنابراین برای حل این س�ؤال از تبدیل  AM BM= 0180 اس�ت، پس  زاویۀ 

دوران استفاده می کنیم.

۴55  090 ∆ را حول A به اندازۀ  از ش�کل زیر استفاده می کنیم. خط   2
∆′ را  دوران می دهیم تا خط L در ش�کل به دس�ت آید. محل برخورد خط L با 
− دوران دهیم،  090 B می نامی�م. اکن�ون اگر نقطۀ B را حول نقطۀ A به اندازۀ 
∆ به دس�ت می آی�د. مثلث ABC جواب مس�ئله اس�ت.  نقط�ۀ C روی خ�ط
بنابرای�ن برای حل این س�ؤال از تبدیل دوران اس�تفاده می کنی�م. توجه کنید که 

 . AB AC= چون دوران تبدیلی طولپاست، پس 

، پس دو دایره مماس خارج هستند )شکل زیر  ۴56 OO R′=2 چون   ۴
را ببینید(.

′C است. • بازتاب دایرۀ C نسبت به خط d )مماس مشترک داخلی دو دایره( دایرۀ 
0180 است. ′C دوران یافتۀ دایرۀ C به مرکز A و زاویۀ دوران  • دایرۀ 

′C است. k=−1 دایرۀ  • مجانس دایرۀ C در تجانس به مرکز A و نسبت 

در مثلث ABC ، پاره خط MN را موازی BC رس�م می کنیم. روی  ۴57  ۴
. از A به  MN MF=2 MN مس�تطیل MNEF را رس�م می کنیم به گونه ای که 
′E و  نقطه های E و F وصل می کنیم و امتداد می دهیم تا ضلع BC را به ترتیب در 
′F عمودهایی بر BC رس�م می کنیم تا ضلع های AC و  ′E و  ′F قطع کنند. از 
′M قطع کنند. در این صورت چهارضلعی  ′N و  AB را ب�ه ترتیب در نقطه ه�ای 

AM است. چون 
AM

′ M مجانس مستطیل MNEF به مرکز A و نسبت  N E F′ ′ ′ ′

M مستطیل  N E F′ ′ ′ ′ مجانس هر شکل با خودش متشابه است، پس چهارضلعی 
مورد نظر سؤال است. پس برای حل این سؤال از تبدیل تجانس استفاده می کنیم.

x+2 بزرگ تری�ن عدد اس�ت، پس این عدد ان�دازۀ وتر  ۴58 چ�ون 1  2
مثلث است. اکنون بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 x x x x x x x x

x x

( ) ( )+ = − + ⇒ + + = − + +

− =

2 2 2 2 2 2

2

2 1 2 1 4 4 1 4 4 1

8 0
. در نتیجه طول ضلع های  x=8 ، پ�س  x≠0 x=8 و چون  x=0 ی�ا  پ�س 

این مثلث 8 ، 15 و 17 است و طول ضلع متوسط آن برابر 15 است. 
ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل روب�ه رو و  ۴59  ۴

استفاده از قضیۀ فیثاغورس به دست می آید

 
OA OA A A

OA OA A A

= + = + =

= + = + =

2 2
2 1 1 2

2 2
3 2 2 3

1 1 2

2 1 3

. در نتیجه  OA = =9 9 3 ب�ه همی�ن ص�ورت می ت�وان نتیج�ه گرف�ت ک�ه 
OA است، برابر است با A9 10 مساحت نهمین مثلث، که همان مثلث 

 OA A A× = × × =9 9 10
1 1 33 1
2 2 2

 



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
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بنابر قضیۀ فیثاغورس، ۴60  2

 AC BC AB= +2 2 2  
. از ط�رف دیگ�ر بنابر فرض  b a c= +2 2 2 یعن�ی
 ، a c ac+ =2 2 2 . در نتیج�ه  b ac=2 2 مس�ئله، 
 . a c( )− =2 0 پ�س   . a c ac+ − =2 2 2 0 یعن�ی 

. A Cˆ ˆ= = 045 . در نتیجه  a c= بنابراین 
توجه کنید که  ۴61  ۴

 
a b c a c bP b b

a b c a b cP c c

+ + + −− = − =

+ + + −− = − =

2 2

2 2
بنابراین

 
a c b a c ba c b a b cP b P c

a c b a b c bc

( ( )) ( ( ))
( )( ) ( )( )

( ( ) ) ( ( ))

+ − − −+ − + −− − = =

= − − = − + −2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 2
4 4

، پس  a b c= +2 2 2 از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس 

 P b P c b c b c bc bc( )( ) ( )− − = + − − + =2 2 2 21 12
4 2

. P b P c S( )( )− − = ، پس  S bc=1
2

چون 

۴62  ABH در نتیجه مثلث ، ABHˆ = 045 ، پ�س  Â= 045 چ�ون   ۴
. توجه کنید که AH=3 متساوی الساقین است بنابراین 

ABC ABH BCH
CHS S S CH ×= + = × × + × × = +1 1 9 33 3 3

2 2 2 2

، پس ABCS ( )= +9 1 3
2

از طرف دیگر بنابر فرض مسئله 

 CH×+ = +9 3 9 9 3
2 2 2 2

 

 ، BCH اکنون بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث . CH=3 3 یعنی 

 BC BH CH= + = + =2 2 9 27 6  
>B̂ در نظر گرفته شود، آن گاه  045 توجه کنید اگر 

ارتفاع BH بیرون مثلث قرار می گیرد و چون

 ABH ABCS S     , ( )= = +9 9 1 3
2 2

 

ABC که با توجه به ش�کل  ABHS S> در نتیجه 
قابل قبول نیست.

، پس عددی مانند k وجود دارد به طوری که  ۴63 AB
AC

= 3
2

چون   ۴

 ، ABC بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ . AB k= 3  ، AC k=2

 BC AB AC k k k= + = + =2 2 2 23 4 7

 ،  ABC قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در  طول�ی  رواب�ط  بناب�ر  دیگ�ر  ط�رف  از 

. چون  kBH= 3
7

. پس  k BH k= ×23 7 . یعن�ی  AB BH BC= ×2

. در نتیج�ه  kBM BC= =1 7
2 2

نقط�ۀ M وس�ط وت�ر BC اس�ت، پ�س 

.اکنون می توان نوشت  kHM BM BH= − =
2 7

ABC

AMH

S BC k
S HM k

= = =7 14

2 7

راه حل اول از ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. بنابر روابط طولی در  ۴6۴  3
 AH BC AB AC× = × مثلث قائم الزاویه، 
پ�س   ، BC b c= +2 2 فیثاغ�ورس  قضی�ۀ  بناب�ر  دیگ�ر  ط�رف  از 

. دو طرف این برابری را به توان دو می رسانیم:  b c bc+ =2 24
b cb c b c
b c

( ) ++ = ⇒ =
2 22 2 2 2
2 2

116
16

 . b c
b c b c

++ = =
2 2

2 2 2 2
1 1 1

16
در نتیجه 

راه ح��ل دوم می دانیم در مثلث قائم الزاوی�ۀ ABC با وتر a و ارتفاع وارد بر وتر 

 .
b c
+ =

2 2
1 1 1

16
، پس در اینجا 

b c h
+ =

2 2 2
1 1 1  ،h

فیثاغ�ورس،  ۴65 قضی�ۀ  بناب�ر   ACH و   ABH مثلث ه�ای  در   ۴
. در نتیجه  CH= − =9 5 2 =BH و  − =6 5 1
BC BH CH= + = + =1 2 3

6 است و طول بزرگ ترین ضلع آن  بنابراین طول ضلع های این مثلث 3 ، 3 و 
برابر 3 است.

  
فیثاغ�ورس،  ۴66 قضی�ۀ  بناب�ر  می کنی�م.  اس�تفاده  زی�ر  ش�کل  از   ۴

PA و  PC m n r t( ) ( )+ = + + +2 2 2 2 2 2

 PB PD t n m r( ) ( )+ = + + +2 2 2 2 2 2

با مقایسۀ برابری های بالا نتیجه می گیریم
 PA PC PB PD+ = +2 2 2 2

. PD= 107 . پس  PD+ = +2 2 2 210 4 3 در نتیجه 
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ابتدا با استفاده از قضیۀ سینوس ها اندازۀ زاویۀ C را به دست می آوریم: ۴67  3

 

AB AC
BC C C

C C C IÄ 150

ˆ ˆ ˆ ˆsinsin sin sinsin

ˆ ˆ ˆsin

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = =

0

0 0

3 18 3 3 2
245
2

1 30
2

  

=Ĉ قابل قبول است و  030 ، پس  B̂= 045 چون 
A ( )= − + =0 0 0 0180 30 45 105

اگر R ش�عاع دایرۀ محیطی مثلث ABC باشد، آن گاه بنابر قضیۀ  ۴68  3
. ب�ا قرار دادن ای�ن برابری ها در  b R B̂sin=2 a و R Âsin=2 س�ینوس ها 
 . R A R Bˆ ˆsin sin=2 22 2 a نتیجه می گیریم  A b Bˆ ˆsin sin= تساوی 
. با  A Bˆ ˆsin sin= یا  A Bˆ ˆsin sin=− ، یعنی  A Bˆ ˆsin sin=2 2 پ�س 
A که در این  Bˆ ˆ= −0180 A )یا  Bˆ ˆ= A نتیجه می ش�ود  Bˆ ˆsin sin= فرض 
 ، BC AC= می شود( در نتیجه  0180 حالت مجموع زاویه های مثلث بیش�تر از 
A نتیجه  Bˆ ˆsin sin=− یعنی مثلث ABC متساوی الس�اقین است. با فرض 

A که غیرممکن هستند. Bˆ ˆ= +0180 A یا  Bˆ ˆ=− می شود 

. در نتیجه  ۴69 B̂= 045 =Â و  0105 ، پ�س  A Bˆ ˆ
= = 015

7 3
چون   3

. بنابر قضیۀ سینوس ها،  C B Aˆ ˆˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 45 105 30

 . AB
AC

= 2
2

. در نتیجه  AC AB=
12
22

، یعنی  AC AB
B Cˆ ˆsin sin
=

۴70  . C c
bB

ˆsin
ˆsin
= ، پس  b c

B Cˆ ˆsin sin
= بناب�ر قضیۀ س�ینوس ها   3

 cc b
b

( )= −2 2 Cc را ب�ه صورت  b
B
ˆsin( )
ˆsin

= −2 2 اکن�ون می ت�وان برابری 

، ب�ا حل این  b>0 . چون  b b− − =2 2 0 b ی�ا 
b

( )= − ×2 11 2 نوش�ت. پ�س 

 . b=2 معادله به دست می آید 
۴71 ، ABC بنابر قضیۀ سینوس ها در مثلث  1

 

AB AC AC
BC

AC AC

ˆ ˆsinsin sin sin
= ⇒ =

= ⇒ = =

0 0
46
45 120

46 46 3 23 6
2 3 2
2 2

بنابر قضیۀ سینوس ها،  ۴72  1

 AB AC AC B
ABBC C

ˆsin ( )
ˆ ˆ ˆsinsin sin
= ⇒ = 1

، بنابراین از رابطۀ )1( نتیجه می شود AC B
AB C

ˆsin
ˆcos

= از طرف دیگر بنابر فرض 

 B B C C  C C
C C

     

ˆ ˆsin sin ˆ ˆ ˆ ˆsin cos , tan
ˆ ˆsin cos
= ⇒ = = ⇒ = 01 45

پس اندازۀ زاویۀ B برابر است با
 B A Cˆ ˆˆ ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 105 45 30

  

پ�س  ۴73  ، a b
BÂ ˆsinsin

= س�ینوس ها  قضی�ۀ  بناب�ر   2

 b A a Cˆ ˆsin cos= . از مقایسۀ این برابری با برابری  a B b Âˆsin sin=
. اگر س�ینوس  B Ĉˆsin cos= . پس  a B a Ĉˆsin cos= نتیجه می گیریم 
ی�ک زاوی�ه از مثلث با کس�ینوس زاویۀ دیگ�ر آن برابر و دو زاویه حاده باش�ند، 
 . B Bˆ ˆ+ = 03 90 . در نتیجه  B Ĉˆ+ = 090 090 اس�ت، یعن�ی  مجم�وع آن ه�ا 

 . B̂ /= 022 5 بنابراین 

، پس ۴7۴ a b
BÂ ˆsinsin

= بنابر قضیۀ سینوس ها   3

 a B b Âˆsin sin=2 2 2 2

، بنابراین a B̂sin2 2 b در فرض تست قرار می دهیم  Âsin2 2 به جای 

 
a B b A a B a B

a B B a

ˆˆ ˆ ˆcos sin cos sin

ˆ ˆ(cos sin )

+ = +

= + =

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

. a=2 2 ، یعنی  a =2 8 بنابراین 

. از طرف دیگ�ر بنابر قضیۀ  ۴75 BC A
AC B

ˆcos
ˆcos

= بنابر فرض تس�ت   2

. اکنون توجه کنید  A A
B B
ˆ ˆcos sin
ˆ ˆcos sin
= . در نتیجه  BC A

AC B
ˆsin
ˆsin

= س�ینوس ها، 

. چون  A Bˆ ˆ= ، یعنی  A Bˆ ˆtan tan= ک�ه از این براب�ری نتیجه می گیری�م
. اکن�ون از ف�رض تس�ت نتیج�ه می گیری�م  A Bˆ ˆ= = 045 ، پ�س  Ĉ= 090

. BC=4 2 ، بنابراین  BC=8
2
2

. یعنی  BC
cos

=
0

8
45

۴76  . OA OB
sinsin

=
α030

در مثل�ث AOB، بنابر قضیۀ س�ینوس ها،  2

 ،OAC و OBC با استدلالی مشابه در مثلث های. OB
OA

sinα=
2

در نتیجه 

. از ضرب این س�ه تس�اوی به دست آمده  OA
OC

sin γ=
2

OC و 
OB

sinβ=
2

  . sin sin sinα β γ=1
8

نتیجه می شود 

 
بنابر قضیۀ کسینوس ها، ۴77  3

 

a b c bc A

A

A A

ˆcos

ˆ( )cos

ˆ ˆcos cos

= + −

= + + + + − − −

− =− ⇒ =

2 2 2 2

5 3 1 2 3 3 1 2 3 2 3 1

34 3
4
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۴78 c a b ab Ĉcos= + −2 2 2 2 با مقایسۀ برابری فرض مسئله و تساوی   2

 . Ĉ= 060 . پس  Ĉcos =1
2

، نتیجه می گیریم 

. بنابراین ۴79 a b c bc Âcos= + −2 2 2 2 بنابر قضیۀ کسینوس ها،   2

 

b c a b c bc a
bc A bc A

bc Aa bc A a bc
bc A bc A

( )
ˆ ˆ(cos ) (cos )

ˆˆ (cos )cos
ˆ ˆ(cos ) (cos )

+ − + + −=
+ +

++ − += = =
+ +

2 2 2 2 2

2 2

2
1 1

2 12 2 2
1 1

در هر مثلث زاویۀ بزرگ تر روبه رو به ضلع بزرگ تر است. پس در  ۴80  1
Â مورد سؤال است. بنابر قضیۀ کسینوس ها، شکل زیر، کسینوس 

 
BC AB AC AB AC A

A A A

ˆcos

ˆ ˆ ˆ( )( )cos cos cos

= + − ×

= + − ⇒− =− ⇒ = =

2 2 2 2

5 136 16 25 2 4 5 5 40
40 8

۴81  − =
00 0360180 135

8
اندازۀ هر زاویۀ داخلی هشت ضلعی منتظم برابر   ۴

اس�ت. در ش�کل زیر، BC کوچک ترین قطر هش�ت ضلعی منتظم اس�ت. بنابر 
قضیۀ کسینوس ها،

  

BC AB AC AB AC A

BC

BC BC

BC BC

ˆcos

( )( )cos

( )

( )

= + − ×

= + −

= − − ⇒ = +

= + ⇒ = +

2 2 2

2 0

2 2

2

2

16 16 2 4 4 135

232 32 32 16 2
2

16 2 2 4 2 2

 

برای به دست آوردن مجموع کوچک ترین و بزرگ ترین زاویه های  ۴82  3

0180 کم کنیم. در شکل زیر،  مثلث ABC کافی است اندازۀ زاویۀ متوسط را از 
AC ضلع متوسط مثلث ABC است. پس

 

AC AB BC AB BC B

B

B

B

B B

ˆcos

ˆ( ) ( ) ( )( )cos

ˆ( )cos

ˆ( )cos

( )ˆ ˆcos
( ) ( )

= + − ×

= + + − +

= + + − +

− − =− +

− +− −= = = ⇒ =
− + − +

2 2 2

2 2 2

0

2

2 2 1 3 2 2 1 3

4 2 4 2 3 2 2 1 3

2 2 3 2 2 1 3

21 32 2 3 2 45
22 2 1 3 2 2 1 3

  . o«Äj ¾Ä»Hp »j Ì¼µ\¶á = − =0 0 0180 45 135 بنابراین 

اندازۀ هر زاویۀ داخلی هشت ضلعی منتظم برابر است با ۴83  2

 − =
00 0360180 135

8
  

،ABC اکنون بنابر قضیۀ کسینوس ها در مثلث

 

BC AB AC AB AC

BC BC ÍMo¶ SeIv¶

cos

( )( )( )

( ) ( )

= + − ×

= + − −

= + + ⇒ = + ⇒ = +

2 2 2 0

2 2

2 2

2 135

22 2 2 2 2
2

4 4 4 2 4 2 2 4 2 2

را  ۴8۴  B̂cos و   B̂sin بای�د   B̂tan آوردن  به دس�ت  ب�رای   1
به دست آوریم. بنابر قضیۀ کسینوس ها،

 
b a c ac B B

B B B

ˆ ˆcos ( )( )cos

ˆ ˆ ˆcos sin cos

= + − ⇒ = + −

−= = ⇒ = − = − =
−

2 2 2

2

2 9 4 16 2 2 4

11 11 121 3 151 1
16 16 256 16

   

بنابراین

 BB
B
ˆsinˆtan
ˆcos

= = =

3 15
3 1516

11 11
16

  

با رسم قطر BD در مثلث ABD با استفاده از قضیۀ فیثاغورس  ۴85  2
می نویسیم

 BD BD= + = ⇒ =2 2 25 12 169 13
α را  اکنون با اس�تفاده از قضیۀ کس�ینوس ها در مثلث BDC ، کسینوس زاویۀ 

به دست می آوریم: 

  

BD BC DC BC DC cos

( )( )cos cos

cos

= + − × α

= + − α⇒ = + − α

α=− =− ⇒α=

2 2 2

2 2 2

0

2

13 8 7 2 8 7 169 64 49 112

56 1 120
112 2

 . tan tanα= =−0120 3 بنابراین 

۴86  ،ABC بنابر قضیۀ استوارت در مثلث  2

  

AB DC AC BD AD BC BD DC BC

AD AD

AD AD AD

× + × = × + × ×

× + × = × + × × ⇒ + = +

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2

2 2

7 7 13 5 12 5 7 12 343 845 12 420

12 768 64 8
 . ABD W±X¶ ôÃd¶( ) = + + =7 5 8 20 بنابراین 
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برای محاسبۀ اندازۀ زاویۀ B با استفاده از قضیۀ کسینوس ها می نویسیم: ۴87  2
 b a c ac B     (1)

ˆcos= + −2 2 2 2  
از طرف دیگر بنابر فرض

 ac a c b b a c ac     (2)( )= + − ⇒ = + −2 2 2 2 2 22 2 2  

 . B Bˆ ˆcos = ⇒ = 02 45
2

با مقایسۀ برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

ابتدا رابطۀ داده شده بین طول ضلع ها را ساده می کنیم: ۴88  2
b c a ba ca a b c b bc c a b c

a b c bc

( )( ) ( )

( )

+ − = + − ⇒ + − + = +

= + −

3 3 3 2 2 3 2 2 2

2 2 2 1

a b c bc A      (2)
ˆcos= + −2 2 2 2 از طرف دیگر بنابر قضیۀ کسینوس ها، 

. Â= 060 ، پس  Âcos =1
2

با مقایسۀ برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

از ش�کل زیر استفاده می کنیم. در متوازی الاضلاع قطرها منصف  ۴89  3
یکدیگرند. بنابر قضیۀ کسینوس ها،

AOB AB OA OB OA OB: cos

( )( )( )

= + − × ×

= + − − =

2 2 2 02 120

14 16 2 2 4 28
2



. از طرف دیگر، AB=2 7 در نتیجه 

 
BOC BC OB OC OB OC: cos

( )( )( )

= + − × ×

= + − =

2 2 2 02 60

116 4 2 4 2 12
2


 

. بنابراین نسبت اندازۀ دو ضلع متوازی الاضلاع برابر است با  BC=2 3 در نتیجه 
AB
BC

= =2 7 7
32 3

۴90 ، ABC بنابر قضیۀ کسینوس ها در مثلث های AMN و   2

BC AB AC AB AC A
MN AM AN AM AN A

ˆcos
ˆcos

( )( )cos

( )( )cos

+ − × ×=
+ − × ×

+ − + −= = = =
+ −+ −

2 2

2 2

2 2 0

2 2 0

2
2

7 8 2 7 8 60 49 64 56 57 57
79 4 6 73 2 2 3 2 60

شکل تست به صورت زیر است. بنابر قضیۀ کسینوس ها، ۴91  ۴
b a c ac B B

B B

B

ˆ ˆcos ( )( )cos

ˆ ˆcos cos

ˆcos

= + − ⇒ = + −

= + − ⇒− =−

= =

2 2 2 2 2 22 10 15 15 215 15

100 225 225 450 350 450

350 7
450 9

از رابطۀ مساحت مثلث نتیجه می شود ۴92  3

S bc Âsin ( cos )( cos )sin

cos cos

= = + θ − θ =

θ− θ+ =

0

2

1 1 1 3 3 30 2
2 2

3 8 5 0

 . IÄcos cosθ= θ=5 1
3

چون مجموع ضریب های معادلۀ فوق صفر است، پس 

cos قابل قبول نیس�ت. در نتیجه  θ=5
3

. پس ج�واب  cos θ≤1 می دانی�م

. بنابر قضیۀ کسینوس ها، AB=2 AC=4 و  . پس  cos θ=1
 a b c bc Âcos ( )( )cos= + − = + − = −2 2 2 02 16 4 2 4 2 30 20 8 3  

بنابر قضیۀ کسینوس ها، ۴93  3

 
BC AB AC AB AC A

BC BC

ˆcos ( )( )cos

( )( )( )

= + − × × = + −

= − = − = ⇒ =

2 2 2 0

2

2 16 36 2 4 6 60

152 2 4 6 52 24 28 2 7
2

اکنون از قضیۀ میانه ها به صورت زیر استفاده می کنیم: 

  
BCAB AC AM AM

AM AM AM

( )
+ = + ⇒ + = +

= + ⇒ = ⇒ =

222 2 2 2

2 2

2 72 16 36 2
2 2

52 2 14 19 19

  

. اکنون بنابر قضیۀ  ۴9۴ c=2 b=3 و   ، a=4 راه حل اول در شکل   2
میانه ها،

 

a a a

c c c

b b b

ab c m m m

ca b m m m

ba c m m m

+ = + ⇒ + = + ⇒ =

+ = + ⇒ + = + ⇒ =

+ = + ⇒ + = + ⇒ =

22 2 2 2 2

22 2 2 2 2

22 2 2 2 2

16 52 9 4 2
2 2 2

4 232 16 9 2
2 2 2

9 312 16 4 2
2 2 4

  

 . a b cm m m+ + = + + =2 2 2 5 23 31 87
2 2 4 4

بنابراین 

، پس a b cm m m a b c( )+ + = + +2 2 2 2 2 23
4

راه حل دوم می دانیم 

 a b cm m m ( ) ( )+ + = + + = =2 2 2 2 2 23 3 872 3 4 29
4 4 4

 

. چون AD نیمساز زاویۀ داخلی A است،  ۴95 BD
DC

=5
2

طبق فرض  2

 . AB AC=2 5 . پس  AB
AC

=5
2

، یعنی  BD AB
DC AC

= بنابر قضیۀ نیمسازها، 
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M وسط BC است. چون  ۴96  3
AD نیمساز زاویۀ داخلی A است، پس 

 BC ABBD
AB AC

× ×= = =
+ +

15 6 5
6 12

. اکنون می توان نوشت BM BC /= =1 7 5
2

همچنین 
 DM BM BD / /= − = − =7 5 5 2 5

از ش�کل مقاب�ل اس�تفاده  ۴97  2
می کنی�م ک�ه در آن AD نیمس�از زاوی�ۀ 
داخل�ی A اس�ت. بنابر قضیۀ نیمس�ازها، 

AB و  k=2 ، یعن�ی عددی مانند k وجود دارد به طوری که  AB BD
AC DC

= =2
3

. چون مساحت مثلث ABC برابر 27 است، پس AC k=3

 AB AC k k× = ⇒ × × =1 127 2 3 27
2 2

. اکنون بنابر قضیۀ فیثاغورس،  AC=9 AB=6 و  . در نتیجه  k=3 پس 
 BC AB AC= + = + =2 2 2 26 9 3 13

ABD، چ�ون  ۴98 در مثل�ث   1
AO نیمساز است، پس 

 BD ABBO BD
AB AD

×= =
+

2
5

    )1(

′CO نیمساز است، پس همچنین در مثلث CBD چون

 BD CBBO BD
CD CB

×′= =
+

2
5

      )2(

 O پس در واقع . BO BO′= با مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 
. OO′=0 ′O بر هم منطبق هستند و در نتیجه  و 

و  ۴99  MAB مثل�ث  دو  در   1
MAC ، بنابر قضیۀ نیمسازها،

 AD M AE AM
DB MB EC MC

,Α= =

. در نتیج�ه MB MC= AM میان�ه اس�ت، پ�س  از ط�رف دیگ�ر چ�ون 

 . DE BC|| . اکنون بنابر عک�س قضیۀ تالس، نتیجه می گیریم  AD AE
DB EC

=

 . DE AD
BC AB

= پس بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 

چ�ون مثلث های BAO و  500  2
BAD در ارتفاع نظیر رأس B مش�ترک 

هستند، پس

 BAO

BAD

S AO
S AD

( )= 1

در مثلث ABC ، پاره خط AD نیمساز است، بنابراین

 BC ABBD
AB AC

× ×= = =
+ +

8 10 40
10 12 11

. در نتیجه AD ABAO
BD AB

×=
+

همچنین در مثلث BO ، BAD نیمساز است، پس 

 AO AB
AD BD AB

( )= = =
+ +

10 11 2
40 1510
11

 . BAO

BAD

S
S

=11
15

اکنون با مقایسۀ برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

ABE است، پس بنابر قضیۀ نیمسازها، 501 AD نیمساز مثلث  چون   ۴
DE AE
BD AB

=      )1(

ADC است، پس بنابر قضیۀ نیمسازها، AE نیمساز مثلث  همچنین 
EC AC
DE AD

=      )2(

 . EC AE AC
BD AB AD

×=
×

با ضرب کردن دو طرف برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

AD نیمساز وارد بر وتر  502 از شکل زیر استفاده می کنیم که در آن   1

. در نتیجه عددی  AB BD
AC DC

= = =6 3
8 4

BC اس�ت. بنابر قضیۀ نیمس�ازها، 

. اکنون بنابر قضیۀ  AC k=4 AB و  k=3 مانن�د k وج�ود دارد به طوری که 
، ABC فیثاغورس در مثلث 

AB AC BC k k+ = ⇒ + =2 2 2 2 2 29 16 14

. در نتیجه  AC k# = =564
5

AB و  k= =423
5

. پس  k=14
5

در نتیجه 

ABC AB AC BCW±X¶  ôÃd¶( ) /= + + = + + =42 56 14 33 6
5 5

D از ضلع های زاویۀ  503 از ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. چون نقطۀ   ۴
AD نیمس�از اس�ت. بنابر قضیۀ نیمس�ازها،  A ب�ه ی�ک فاصله اس�ت، پس 

AB و  k=3 ، یعن�ی عددی مانند k وجود دارد به طوری که AB BD
AC DC

= =3
4

. بنابر قضیۀ فیثاغورس، AC k=4
AB AC BC k k+ = ⇒ + =2 2 2 2 2 29 16 70

. با معلوم شدن  AC k# = =4 56 AB و  k #= =3 42 . پس  k=14 در نتیجه 
طول ضلع ها می توان نوشت

ABC AB AC BCW±X¶  ôÃd¶( ) = + + = + + =42 56 70 168

 
50۴  A AD نیمس�از زاویۀ  از ش�کل زیر اس�تفاده می کنی�م. چون   3

 . b c=3 ، پس  c
b
=1
3

، یعنی  AB BD
AC DC

= اس�ت، پس بنابر قضیۀ نیمسازها، 

اکنون با توجه به برابری صورت تست می توان نوشت
bc c ca b c c c ×= + − ⇒ = + −2 2 2 2 2 2 312 9
3 3

. در نهایت  b c= =3 12 . پ�س  c=4 ب�ا حل ای�ن معادله به دس�ت می آی�د 
 . ABC a b cW±X¶  ôÃd¶( ) = + + = + + =12 12 4 28 می توان نوشت 
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از ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. بنابر قضی�ۀ فیثاغورس در مثلث  505  2

. بناب�ر قضیۀ نیمس�ازها  AC AB BC= + = + =2 2 2 24 3 5  ، ABC

. از طرف دیگر در مثلث  AC ABAM
AB BC

× ×= = =
+ +

5 4 20
4 3 7

 ، ABC در مثلث 

. اکنون می توان نوشت  AC ADAN
AD DC

× ×= = =
+ +

5 3 15
3 4 7

 ، ADC

MN AM AN= − = − =20 15 5
7 7 7

 
بنابر قضیۀ نیمسازها،  506  3

  
x

BD AB ABAD
DC AC AC

AB x AC xjnHj j¼]»  k¹ºI¶ Ájkø

pIvµÃº 

,

⇒ = ⇒ =

→ = =

7
5

7 5
  

اکنون در مثلث ABC از قضیۀ کسینوس ها استفاده می کنیم:

  

AB AC BC AC BC

x x x

x x x x x

x x

cos

( ) ( ) ( )( )( )

= + − ×

= + −

= + − ⇒ + − =

+ − =

2 2 2 0

2 2 2

2 2 2

2

2 60

17 5 12 2 5 12
2

49 25 144 60 24 60 144 0

2 5 12 0
جواب های این معادله عبارتند از: 

 xx x>− ± + − ± − += = → = = =05 25 96 5 11 5 11 6 3
4 4 4 4 2

   

بنابراین

  
AC x AB x BC

ABCW±X¶  ôÃd¶

, ,

( )

= = = = =

= + + =

15 215 7 12
2 2

15 21 12 30
2 2

راه حل اول بنابر قضیۀ سینوس ها، 507  1

 
B C

c

b c b c b c
B C C C

b

ˆˆsin sin
ˆ ˆ ˆ ˆsin sin sin sin

=

=

= → = ⇒ =

→ =

2

4

2
2

8
 

بنابر قضیۀ نیمساز،

 
BD AB AD
DC AC

BD BD BD DC
BD DC

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

pIvµÃº

,

⇒ = = = →

= ⇒ = ⇒ = =
+ +

4 1
8 2

1 1 3 6
1 2 9 3

 

بنابراین
 AD AB AC BD DC AD= × − × = × − × = ⇒ =2 4 8 3 6 14 14

. بنابراین  a b cP + += =21
2 2

، پس  c=4 b=8 و   ، a=9 راه حل دوم چون 

 
ad bcP P a

b c
( ) ( )= − = × × −

+
× ×= × × × = = =

2 2 21 214 8 9
12 2 2

1 3 2 2 3 7 74 4 21 2 14
6 2 6 2 2

 

. طول نیمساز AD را محاسبه می کنیم.  508 AB CD x= = فرض کنید   3

 AD AB AC BD DC AD x x AD x ( )= × − × ⇒ = − ⇒ =2 2 29 4 5 1
از طرف دیگر بنابر قضیۀ نیمساز، 

 BD AB xAD x x
DC AC x

pIvµÃº      ( )⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =24 36 6 2
9

 

 . AD AD= × ⇒ =2 5 6 30 از تساوی )1( و )2( نتیجه می گیریم 

راه حل اول با توجه به شکل، 509  1

 

ABC ABD ADCS S S

AB AC AB AD AC AD

AD AD

AD AD AD AD

sin sin sin

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

= +

× = × + ×

= +

= + ⇒ = ⇒ = =

0 0 01 1 160 30 30
2 2 2

3 1 18 10 8 10
2 2 2

80 3 40 380 3 8 10 80 3 18
18 9

 

ad طول نیمساز زاویۀ A باشد، آن گاه راه حل دوم اگر 

 

b AC
a c AB

a

bc Ad
b c

d

ˆ
cos

( )( )
cos

= =
= =

= →
+

=
+

× ×= × =

10
8

0

2
2

210 8 60
10 8 2

2 10 8 3 40 3
18 2 9

MP نیمساز  510 MQ و  AMC چون  AMB و  در مثلث های   2
هستند، پس بنابر قضیۀ نیمسازها،

AQ AM AP AM
BQ BM PC MC

,= =

. در نتیجه بنابر عک�س قضیۀ تالس  AQ AP
BQ PC

= ، پ�س  BM MC= چ�ون 

. ب�ا تفضیل در  PQ AQ
BC AB

= . اکن�ون بناب�ر تعمی�م قضی�ۀ تالس،  PQ BC

 . PQ AQ
BC PQ BQ

=
−

، یعنی  PQ AQ
BC PQ AB AQ

=
− −

مخرج به دست می آید

. با ح�ل این معادله به  PQ
PQ

=
−

4
12 6

. بنابراین  AQ AM
BQ BM

= از ط�رف دیگر 

 . PQ /=4 8 دست می آید 
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511  ، CBM ABM و  بنابر قضیۀ نیمسازها در مثلث های   3
BQBP BM BM      

PA MA QC MC
(1) ,= = = =5 5

3 3

. با ترکیب در  PQ AC . پس بنابر عکس قضیۀ تالس  BQBP
PA QC

= در نتیج�ه 

. اکنون  BP
BA

=5
8

BP پس 
BP PA

=
+ +

5
5 3

مخ�رج برابری )1( نتیجه می ش�ود 

نتیج�ه  در   . PQ=5
6 8

یعن�ی   ، PQ BP
AC BA

= تال�س، قضی�ۀ  تعمی�م  بناب�ر 

 . PQ /= =15 3 75
4

 
BAD اس�ت، پس بنابر  512 B از مثلث  BI نیمس�از زاویۀ  چون   3

CI نیمس�از زاویۀ  . همچنین  AB
BD

=2
1

. پس  AI AB
ID BD

= قضی�ۀ نیمس�ازها، 

. در نتیجه  AC
CD

=2
1

. پس  AI AC
ID CD

= ACD است، بنابراین  C در مثلث 

نوش�ت  می ت�وان  تناس�ب  ویژگی ه�ای  بناب�ر  اکن�ون   . AB AC
BD CD

= =2
1

، در نتیج�ه  AB AC+ =2
4 1

ی�ا   AB AC
BC
+ =2

1
، یعن�ی  AB AC

BD CD
+ =
+

2
1

. اکنون می توان محیط مثلث ABC را به دست آورد AB AC+ =8
 ABC AB AC BCW±X¶  ôÃd¶( ) ( )= + + = + =8 4 12

 
راه حل اول بنابر قضیۀ نیمسازها، 513  1

BD AB BD
DC AC BD DC
BD BD BD
BC

Zoh¶ nj KÃ¨oU

= = = → =
+ +

= ⇒ = ⇒ =

6 2 2
3 1 2 1

2 2 8
3 4 3 3

. بنابراین DC= − =8 44
3 3

در نتیجه 

 AD AB AC BD DC= × − × = × − × = − =2 8 4 32 1306 3 18
3 3 9 9

. AD= 130
3

در نتیجه 

. بنابراین a b cP + += =13
2 2

، پس  c=6 b=3 و   ، a=4 راه حل دوم چون 

 
ad bcP P a

b c
( ) ( )= − = × × − = × × ×

+
× × × ×= = =

2 2 13 13 2 53 6 4 3 3 13
9 2 2 9 2

2 3 13 5 1 4 13 5 130
9 2 3 2 3

ch ط�ول ارتفاع ه�ای مثلث ABC باش�ند،  51۴ bh و   ، ah اگ�ر   1

. اکنون می توان نوشت c
Sh
c

=2 b و 
Sh
b

=2  ، a
Sh
a

=2 آن گاه 

 
a b c

a b c
h h h S S S S

a b c

+ ++ + = + + = = =
×

1 1 1 1 1 1 18 3
2 2 2 2 2 12 4

 

می دانیم مس�احت ه�ر مثلث برابر نص�ف حاصل ضرب طول دو  515  3

. چون  S a c B̂sin= × ×1
2

ضلع در سینوس زاویۀ بین آن دو ضلع است، پس 

همچنی�ن   . S b B b Bˆ ˆ( )sin sin= =2 21 2
2

پ�س   ، a c b× = 22

. در  B̂sin =1
2

، یعن�ی  b b B̂sin=2 21
2

. بنابرای�ن  b
bS b h= × =
21

2 2
. چون زاویۀ A در این مثلث منفرجه اس�ت، پس  B̂= 0150 =B̂ یا  030 نتیجه 

=B̂ قابل قبول نیست.  0150
می دانی�م در ه�ر مثلث، نس�بت دو ارتفاع دلخواه، برابر اس�ت با  516  1

معکوس نسبت قاعده های نظیر آن دو ارتفاع، بنابراین

 a c

b b

h hb b
h a h c

,= = = = = =6 3 6 3
4 2 8 4

 

 . a c a c

b b b

h h h h
h h h
+

= + = + =3 3 9
2 4 4

اکنون می توان نوشت 

راه حل اول با اس�تفاده از دستور هرون مساحت مثلث را به دست  517  2
می آوریم:

 
P

S

( )

( ) ( ) ( )

= + + =

= × − × − × − =

1 24 10 26 30
2
30 30 24 30 10 30 26 120

 

 ، Sr
P

= می دانیم اگر r ش�عاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC باش�د، آن گاه 

 . r= =120 4
30

پس 

راه حل دوم برای به دس�ت آوردن مس�احت مثلث ABC، چون 24، 10 و 26 
)، می توان از روش کلاسیک نیز  )= +2 2 226 24 10 اعداد فیثاغورسی هس�تند

 S ×= =24 10 120
2

مساحت مثلث را به دست آورد:  

با استفاده از دستور هرون مساحت مثلث را به دست می آوریم: 518  3

 P S      , ( )( )( )+ += = = − − − =4 5 7 8 8 8 4 8 5 8 7 4 6
2

 

، پس abcR
S

=
4

می دانیم اگر R شعاع دایرۀ محیطی مثلث ABC باشد، آن گاه 

 R × ×= =
×
4 5 7 35
4 4 6 4 6

 

 . RÂ‰Ãd¶#½oÄHj#o‰¤ Ï¼Šá = = 352
2 6

در نتیجه 
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519  ، a=14 از ش�کل زی�ر اس�تفاده می کنی�م. توج�ه کنی�د ک�ه   2

 r می دانیم اگر . a b cP x+ += = +14
2

. در نتیج�ه  c x= +6 b و  x= +8

، یعنی S rP= ، پس  Sr
P

= شعاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC باشد، آن گاه 

 S x      ( ) ( )= +4 14 1

از طرف دیگر بنابر دستور هرون،

 S x x x x      ( )( )( )( ) ( ) ( )= + = +14 6 8 48 14 2  

 . x x x( ( )) ( )+ = +24 14 48 14 با مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

b و   x= + =8 15  ، a=14 ، پس  x=7 ب�ا حل این معادله به دس�ت می آی�د 
، یعنی اندازۀ کوچک ترین ضلع مثلث برابر 13 است. c x= + =6 13

AM=6 را  520 BM′=9 و   ، CM′′=5 راه ح��ل اول میانه های   1

در مثل�ث ABC در نظ�ر بگیری�د. پاره خ�ط OM را به اندازۀ خ�ودش امتداد 
می دهیم تا به D برسیم. در این صورت در مثلث OCD اندازۀ ضلع ها برابرند با 

 OC CM OD AM CD OB BM, ,′′ ′= = = =2 2 2
3 3 3

، پس س�ه ضلع مثل�ث OCD معلوم  CD OD OC» ,#= = =106 4
3

بنابراین 

است و به کمک دستور هرون می توان مساحت آن را به دست آورد. درضمن می دانیم 

 . ABC OCDS S=3 پ�س   ، OMC ABCS S=1
6

و   OCD OMCS S=2

. چون در  OCDS P P OC P OD P CD( )( )( )= − − − توج�ه کنید ک�ه 

 است، پس 
+ +

= =

10 4 6
40 203

2 6 3
مثلث OCD مقدار P برابر 

 
OCDS ( )( )( )= − − −

= × × × =

20 20 10 20 204 6
3 3 3 3 3
20 10 8 2 40 2
3 3 3 3 9

 . ABCS = × =40 2 40 23
9 3

بنابراین 

′S مساحت مثلث ساخته شده با میانه های  راه حل دوم اگر S مساحت مثلث و 

 . S S′=3
4

این مثلث باشد، آن گاه 

′S را به کمک دستور هرون به دست می آوریم:  پس ابتدا 

 
P

S P P a P b P c

S

( )( )( )

( )( )( )

+ += =
′= − − − →

′= − − − = × × × =

5 9 6 10
2

1010 5 10 9 10 6 10 5 1 4 10 2

. S S′= = × =4 4 40 210 2
3 3 3

بنابراین 

O را به دست  521 O A1 2 با اس�تفاده از دستور هرون مساحت مثلث   ۴
می آوریم:

 P S ( ) ( ) ( )+ += = ⇒ = × − × − × − =7 8 5 10 10 10 7 10 8 10 5 10 3
2

اکنون طول ارتفاع AH را به دست می آوریم:
SAH

O O
×= = =

1 2

2 2 10 3 4 3
5

 . AB AH= = × =2 2 4 3 8 3 بنابراین 

اگر ضلع مثلث متساوی الاضلاع a باشد، اضلاع مربع ها نیز به طول  522  3
0120 است. بنابراین 060 و  a هستند و زاویۀ رأس دو مثلث متساوی الساقین رنگی 

a a

a

a
a

Â«ºn Sµv¤ SeIv¶

ÍMo¶ SeIv¶

sin sin

sin sin

+
=

= = =

2 0 2 0

2

2 0 0
2

1 160 120
2 2

60 360
2

متوازی الاض�لاع ABCD با دو ضلع به طول های ثابت a و b و  523  2
θ مفروض است. زاویۀ متغیر 

 
a b

ab

Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ ôÃd¶  SMIY

Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ SeIv¶ oÃûT¶

( )

sin

= + =

= θ=

2
  

مساحت هر چهارضلعی برابر است با نصف حاصل ضرب دو قطر  52۴  3
در سینوس زاویۀ بین دو قطر آن. بنابراین

  Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ SeIv¶ ( )( )sin= = × =01 38 6 60 24 12 3
2 2

   

AB است. 525 Âsin2 مساحت لوزی ABCD برابر   1

 A Aˆ ˆsin cos ( )−= − = − = − = =2 212 144 25 51 1 1
13 169 169 13

  

 . ABCDS AB Âsin ( ) ( )= = =2 2 526 260
13

بنابراین 
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اض�لاع چهارضلع�ی ABCD قطره�ای کوچ�ک هش�ت ضلعی  526  1

. از طرف  AB += = +8 4 2 2 2
4

منتظم هستند، پس مساوی اند. بنابراین 

0135 اس�ت. پس با توجه به  دیگر اندازۀ هر زاویۀ داخلی هش�ت ضلعی منتظم 
شکل زیر و بنابر قضیۀ کسینوس ها،

 

OAB AB AO BO AO BO

x x x

x x x

: ( )( )cos

( ) ( )

( )

= + −

+ = + − −

+ = + ⇒ = +

2 2 2 0

2 2 2 2

2 2 2 2

2 135

22 2 2
2

2 2 2 2 2 2



 

بنابراین

 
OABABCD S

x

 » Â÷±òïSzÀ ¸ÃM SeIv¶

( sin ) ( )( )

=

= = + = +2 0

4

1 24 135 2 2 2 2 2 2
2 2

  

527  ، AC=4  ، AB=2 2 می کنی�م  ف�رض   ABC مثل�ث  در   1

AH ارتفاع وارد بر ضلع BC باش�د. به کمک قضیۀ کسینوس ها  Â و  π=3
4

طول ضلع BC را به دست می آوریم:

  

BC AB AC AB AC

BC

BC BC

cos

cos

( )( )( )
π=−

π= + − ×

→ = + − −

= + + = ⇒ =

2 2 2

3 2
24 2

2

32
4

28 16 2 2 2 4
2

8 16 16 40 2 10

  

اکنون مساحت مثلث ABC را به دو صورت زیر تعیین می کنیم:

 

ABC ABCS AH BC      S AB AC A

AH BC AB AC A AH

AH
sin

ˆ, sin

ˆsin sin

π=

= × = ×

π× = × ⇒ × = × ×

× ×
→ = = = =

3 2
4 2

1 1
2 2

32 10 2 2 4
4

22 2 4
4 4 10 2 102

10 52 10 10

  

ابتدا با استفاده از قضیۀ کسینوس ها طول قطر BD را به دست می آوریم: 528  2

 
ABD BD AB AD AB AD

BD BD BD

: cos

( )( )( )

= + − ×

= + − ⇒ = + − ⇒ =

2 2 2 0

2 2 2 2

2 60

18 3 2 8 3 64 9 24 7
2


  

اکنون به کمک قضیۀ هرون مساحت مثلث BCD را پیدا می کنیم: 

 BCD

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += = =

= − − − = − − −

= × × × =

5 6 7 18 9
2 2

9 9 5 9 6 9 7

9 4 3 2 6 6

   

529  CN و BM و طول میانه های BC=8 در شکل زیر، فرض کنید   3
به ترتیب برابر 6 و 9 باشد. نقطۀ O محل تلاقی میانه های مثلث ABC است. پس

 OB BM       OC CN( ) , ( )= = = = = =2 2 2 26 4 9 6
3 3 3 3

  

اکنون به کمک قضیۀ هرون مساحت مثلث OBC را پیدا می کنیم:

 

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += =

= − − − = − − −

= × × × =

6 4 8 9
2

9 9 6 9 4 9 8

9 3 5 1 3 15

  

از طرف دیگر مس�احت مثلث ABC س�ه برابر مس�احت مثلث OBC است. 
 . ABCS = × =3 3 15 9 15 پس 

ط�ول خط المرکزی�ن دو دای�رۀ مم�اس خارج�ی براب�ر مجم�وع  530  ۴
 ، OO′=8 OO برابر  O′ ′′ ش�عاع های دو دای�ره اس�ت. پ�س اضلاع مثل�ث 
O اس�ت. اکنون مساحت این مثلث را به کمک قضیۀ  O′ ′′=11 OO′′=9 و 

هرون به دست می آوریم:

 

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += =

= − − − = − − −

= × × × = × × × =

8 9 11 14
2

14 14 8 14 9 14 11

14 6 5 3 4 9 7 5 6 35

  

س�ه ضل�ع مثل�ث ABC معلوم اس�ت. ب�ه نظر می رس�د برای  531  1
محاس�بۀ مس�احت از قضیۀ هرون اس�تفاده کنیم ولی طول اض�لاع اعداد گنگ 
هس�تند و محاس�به به کمک رابطۀ هرون وقت گیر می ش�ود. در اینجا با استفاده 
از قضیۀ کس�ینوس ها یکی از زاویه های مثلث مثلًا A را به دس�ت می آوریم تا به 

کمک رابطۀ مساحت سینوسی، مساحت مثلث را پیدا کنیم:

 

BC AB AC AB AC A

A

A A

A A

ˆcos

ˆ( )( )cos

ˆ ˆcos cos

ˆ ˆsin cos ( )

= + − ×

= + + − − + −

− =− ⇒ =

= − = − = − =

2 2 2

2 2

2

5 4 2 3 4 2 3 2 3 1 3 1

33 4
4
3 9 71 1 1
4 16 4

  

بنابراین

ABCS AB AC Âsin ( )( )( )= × = − + =1 1 7 73 1 3 1
2 2 4 4
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مس�احت مثل�ث را ب�ا اس�تفاده از قضی�ۀ ه�رون به ص�ورت زیر  532  3

به دست می آوریم:

 

x xP x

S P P a P b P c

x x x x x x

x x x x

( )( )( )

( )( )( )( )

( )( )( )( ) ( )

+ + += = +

= − − −

= + + − + − + − −

= + − = + −2

5 1 3
2

3 3 5 3 3 1

3 2 3 2 6 6

  

، پس S=6 6 بنابر فرض سؤال 

 
x

x x x x

x x x

( )

( )( ) >

+ − = ⇒ + − =

+ − = → =

2 2

0

6 6 6 6 42 0

7 6 0 6
  

ش�عاع دایرۀ محاطی خارجی نظیر ضلع BC )بزرگ ترین ضلع در  533  1

a به دست می آید.
Sr

P a
=

−
شکل زیر( از رابطۀ 

مساحت مثلث ABC را با استفاده از قضیۀ هرون به دست می آوریم:

 

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += =

= − − − = − − −

= × × × = × × = × =

13 14 15 21
2

2121 13 21 14 21 15

21 8 7 6 21 21 16 21 4 84

 

 . a
Sr

P a
= = = =

− −
84 84 14

21 15 6
بنابراین 

  

ابتدا درایه های ماتریس A را به دست می آوریم: 53۴  ۴

a a a

a a a

, ,

, ,

= = =

= = =
11 12 13

21 22 23

3 3 5

6 8 4

. اکنون به دست می آید A
 

= 
  

3 3 5

6 8 4
بنابراین 

A uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶ = + + + + + =3 3 5 6 8 4 29

535 ،A با توجه به تعریف درایه های ماتریس  1

 a a a, ,= − = = + = =2
24 31 332 1 3 3 1 4 7

. a a a ( ) ( ) ( )− + = − + =24 31 332 3 4 2 3 3 4 4 7 22 بنابراین 

n است، پس 536 n( ) ( )− ×6 2 ماتریس A مربعی از مرتبۀ   3

 n n n n− = ⇒ = ⇒ =6 2 3 6 2  

. بنابراین درایه های روی قطر اصلی آن به صورت زیر هستند. A ij[ ] ×= − 4 42 2 پس 

 A

? ? ?

? ? ?

? ? ?

? ? ?

 
 

− 
= 

− 
 

−  

0

6

16

30
− است. − − =−0 6 16 30 52 بنابراین مجموع درایه های روی قطر اصلی A برابر 

− است، پس این گزینه  537 =−1 2 a12 برابر 1 در گزینۀ )1(، درایۀ   ۴

− است، پس این گزینه  =3 1 2 a23 برابر  درست نیست. در گزینۀ )2(، درایۀ 
− اس�ت، پس این  =1 1 0 a12 برابر  هم درس�ت نیس�ت. در گزینۀ )3(، درایۀ 

گزینه هم درست نیست. بنابراین گزینۀ )4( درست است. 
دو ماتریس هم مرتبه مساوی اند هرگاه درایه های آن ها نظیربه نظیر  538  ۴

، پس A B= با هم برابر باشند. چون 
x y

z z       x x y
x y

,
− =− =− ⇒ =− ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ =

3
1 3 2 2 12 6 3

9

. x y z− + = − − =−62 3 4 4
2 2

بنابراین 

درایه های این دو ماتریس را تعیین می کنیم: 539  ۴

A

B i j

 [ ij ]

[ ]

×

×

 
 

= − = 
 
  
 − − −
 

= − = − − 
 
  

3 3

2
3 3

1 3 5

2 1 3 7 11

5 11 17

2 5 8

3 1 2 5

6 3 0

. فق�ط  A B

   − − −
   

− = − − −   
   
      

1 3 5 2 5 8

2 2 3 7 11 1 2 5

5 11 17 6 3 0

بنابرای�ن 

 . A B

? ?

? ?

? ?

 
 

− = 
 
  

11

2 16

19

A را لازم داریم، پس  B−2 س�تون دوم ماتریس 

A برابر است با  B−2 در نتیجه مجموع درایه های ستون دوم ماتریس 
+ + =11 16 19 46

ماتریس های A و B را در معادلۀ زیر قرار می دهیم:  5۴0  ۴

mA nB  m n

n m

m n m n

n n

m m

m n

m n

− − −     
− = ⇒ −     

−          
− − − − − −     

= ⇒ =     
+ −          

− =− ⇒ =

− =− ⇒ =⇒
+ =

 − =

3 4 0 2 1 0

5 0 1 2 1 3

3 4 2 3 4

5 0 2 3 5 0

3 3

2 4 2

5

2 3 0
توجه کنید مقادیر m و n به دس�ت آمده در معادلۀ چهارم صدق نمی کنند، پس 

n=3 قابل قبول نیست. m=2 و 
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ض�رب دو ماتری�س در صورت�ی قاب�ل تعریف اس�ت ک�ه تعداد  5۴1  3
س�تون های ماتریس س�مت چپ با تعداد س�طرهای ماتریس سمت راست برابر 
3× است،  5 2× و ماتریس C ماتریسی  3 باشد. در اینجا ماتریس A ماتریسی 
2× است. سایر گزینه ها این ویژگی  5 پس ماتریس AC قابل تعریف و از مرتبۀ 

را ندارند و ضرب آن ها قابل تعریف نیست.
ابتدا ماتریس های AB و BA را پیدا می کنیم: 5۴2  3

AB

BA

− − −     
= =     

−          
− − −     

= =     
−          

1 2 1 4 1 4

1 3 1 0 4 4

1 4 1 2 3 14

1 0 1 3 1 2

. AB BA
− − −     

− = − =     
          

1 4 3 14 2 10

4 4 1 2 3 2
بنابراین 

A2 را پیدا می کنیم: 5۴3 راه حل اول ابتدا ماتریس   3
k

A A A
k k k k

− − − − −   
 = × = =   
     + − +     

2
2

1 11 1 1 1

2 2 2 2 2

، پس A A I O+ − =2 2 چون
k

O
kk k

k

k k k

− − −  −   
 + − =   
     + − +     

− −   
 = 
   + + −   

2

2

1 1 1 1 1 0
2

2 0 12 2 2

0 3 0 0

0 02 6 2 3
در نتیجه

k k

k k

k k k k k kIÄ( )( )

− − = ⇒ =−
 + = ⇒ =−


+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =
2

3 0 3

2 6 0 3

2 3 0 3 1 0 3 1
k=−3 که در هر س�ه معادله صدق می کند، قابل قبول اس�ت. پس  بنابرای�ن 

به ازای یک مقدار k تساوی ماتریسی داده شده برقرار است.
راه حل دوم بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون،

 A A k A k
k

( ) ( ) I
− 

= ⇒ = + − + 
  

21 1
1 2

2

. در نتیجه k A k I I A( ) ( )+ − + = −1 2 2 ، بنابراین  A I A= −2 2 طبق فرض 

 
k k

k k( )

+ =− ⇒ =−

− + = ⇒ =−

1 2 3

2 1 3
 

پس فقط یک مقدار برای k به دست می آید.

5۴۴ a b a b

 
 

  = + + =    
  

1

2 2 2 6 16

3

، پس  c =21 16 چون   1

c به دست می آید: =22 0 . همچنین از  a b+ =2 10 یعنی 

a a a a

 −
 

  =− + + =    
  

1

2 2 2 8 0

4
، یعنی  b− + =8 2 10 a به دس�ت می آید  b+ =2 10 a=−8 و از برابری  پس 

. a b− =− − =−8 9 17 . بنابراین  b=9

ابتدا درایه های ماتریس های A و B را به دست می آوریم: 5۴5  3
a a a

a a a

, ,

, ,

= − =− = − =− = − =−

= − = = − =− = − =−
11 12 13

21 22 23

1 2 1 1 4 3 1 6 5

2 2 0 2 4 2 2 6 4

 ، b = + =11 2 1 3 دیگ�ر،  ط�رف  از   . A
− − − 

= 
− −  

1 3 5

0 2 4
پ�س 

. بنابراین B  = 3 4 5 . پس  b = + =13 2 3 5 b و  = + =12 2 2 4

B
C  

A

C C C

 
   

= = − − −   
     − −  

   
   

= × = − − − × − − −   
   

− − − −      
 − −
 

= 
 
  

2

3 4 5

1 3 5

0 2 4

3 4 5 3 4 5

1 3 5 1 3 5

0 2 4 0 2 4

5 10 25

0 15 30

2 14 26

C2 برابر است با در نتیجه مجموع درایه های ماتریس 
− − + + + + + =5 10 25 15 30 2 14 26 57

ابتدا ماتریس AB را به دست می آوریم: 5۴6  1
a

b a b ab
AB a

a a ab a
b

 −
− − − − +     

= =     
− + − − −        

  

2
2 1 2 1

1
2 1 2 1 2 4 2

2 3
در ماتریس قطری درایه های بالا و پایین قطری اصلی صفر هستند، پس

ab ab

a ab a a b pH

      

( )

( )+ = ⇒ =−



+ − = ⇒ + + = ⇒ =− → =
1

1 0 1 1

3 22 1 2 0 2 1 2 0
2 3

 

. a b ( ) ( )− = − − = − =2 23 2 9 13 3 2
2 3 4 4

بنابراین 

در ماتریس قطری درایه های بالا و پایین قطر اصلی صفر هستند، پس 5۴7  ۴
y

y y       x y x y x,
=−

+ = ⇒ =− − = ⇒ = → =−
3
232 3 0 2 0 2 3

2
  

A2 را به دست می آوریم: . اکنون ماتریس 
z

A
− + 
 = −  

3 0

30
2

پس 

z z z
A A A

( ) − + − +    − +
    = × = =    − −          

2
2

3 0 3 0 3 0
3 3 90 0 0
2 2 4

A2 اسکالر است، پس درایه های روی قطر اصلی آن برابر هستند. پس چون 

 
z z

z z
z z

( )

− + = ⇒ =− + = ⇒− + =± ⇒
− + =− ⇒ =

2
3 93

9 3 2 23 3
4 2 3 33

2 2

 

z=3 به دست می آید:
2

x به ازای  y z+ + پس کمترین مقدار 

x y z+ + =− − + =−3 33 3
2 2
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ضرب ماتریس ها را به ترتیب پیدا می کنیم: 5۴8  2

 

x

x

x x

x x x x x x

x

×

× ×

   −
   

 − − =        
−      
 
 

 − + − = ⇒ − + + − = ⇒ =−    
  

1 3

3 3 3 1

1 1 1

2 1 0 2 1 2 0

1 2

1

2 2 2 3 2 0 2 2 2 4 3 0 2

بنابراین معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد. 

p اس�ت، پس AC از  5۴9 q× 5× و C از مرتبۀ  2 چون A از مرتبۀ   3

)AC قابل تعریف باش�د، باید  )32 . ب�رای اینکه  p=2 q×5 اس�ت و  مرتبۀ 

5× باید با ماتری�س 3B قابل تفریق  5 )AC از مرتب�ۀ  )32 . همچنی�ن  q=5

B3 هم مرتبه  باش�ند، یعنی  )AC و  )32 ش�دن باش�د، پس باید ماتریس های 

. pqk= × × =2 5 5 50 . در نتیجه k=5 ×k بنابراین  = ×5 5 5

برای به دست آوردن این درایه به صورت زیر عمل می کنیم: 550  3

CAB  C A BuÄoUI¶ Ï»H ·¼Tw » ³¼w oõw ¾ÄHnj  ³¼w oõw Ï»H ·¼Twá ( ) ( )=

     −
     

   = = =             
          

2 1 1 1 1

0 1 1 0 1 3 2 1 3 3 2 10

1 2 0 1 1

ب�رای به دس�ت آوردن درای�ۀ س�طر دوم و س�تون دوم ماتریس  551  1

BAB به صورت زیر عمل می کنیم:

B
A

B

 ³»j oõw

 ³»j ·¼Tw

( )

( )

↓
↓

↓

 
 

− −   
 −          

 
−  

 
 
− 

 = − − = + − − =  
 
 
−  

4

2 1 1 3 1
3 1

0 6 1 2 2

2

4

1
6 3 4 7 24 3 8 14 5

2

2

 

A را به توان دو می رسانیم: 552 A I= +2 2 ابتدا طرفین تساوی   ۴

 A

A A I A A I A A I A

A A I I A A A I

A A A A A I A A A I

Joò  nj

´Ã¹¨ïÂ¶ 

( )

( )

( )

= + ⇒ = + ⇒ = + +

= + + + ⇒ = + →

= + ⇒ = + + ⇒ = +

2 4 2 4 2

4 4

5 2 5 5

2 2 4 4

4 2 4 12 5

12 5 12 2 5 29 12

 

.α− β= − =2 29 24 5 β=12، پس  α=29 و  بنابراین 

توجه کنید که 553  2

A A A

A A A I

− − −     
= × = =     

− − −          
− −     

= × = = =     
− −          

2

3 2

2 3 2 3 1 3

1 1 1 1 1 2

1 3 2 3 1 0

1 2 1 1 0 1

A20 را به صورت زیر به دست آوریم: اکنون می توانیم ماتریس 

A A A I A A( )
− 

= × = × = = 
−  

20 3 6 2 6 2 2 1 3

1 2

A2 را به دست می آوریم: 55۴ ابتدا ماتریس   3

A A A

   
− − −     

= × = =     
      
      

2
2 2 2 2

0 12 2 2 2
1 02 2 2 2

2 2 2 2
A3 را به دست می آوریم: A2 ماتریس خاصی نیست، ماتریس  چون 

A A A

   
− − −−     

= × = =    
      −      

3 2
2 2 2 2

0 1 2 2 2 2
1 0 2 2 2 2

2 2 2 2
 A4 A3 نیز کمکی برای پیدا کردن توان های بالای A نمی کند، پس  ماتریس 

را پیدا می کنیم:

A A A I
− − −     

= × = = =−     
−          

4 2 2 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1

A4 می نویسیم: A168 آن را برحسب  بنابراین برای پیدا کردن 
A A I I( ) ( )= = − =168 4 42 42

. پس 555 tan
cos

+ α=
α

2
2
11 می دانیم   3

A

I

tan tan

cos cos

cos cos

cos cos

   + α + α
   =
   α α   
   

    α α= = =    
      α α   

2 2
2

2 2

2 2

2 2

0 1 0 1

0 0

1 10 0 1 0

0 10 0

. پس  A A I I ( )= = =8 2 4 4 A و  A A I A A( )= × = × =7 2 3 3 بنابراین 

A A A I+ = +7 8

و  556  
a

 
 
  

1 0

1
ماتری�س  دو  حاصل ض�رب  کل�ی،  حال�ت  در   1

. اکنون با 
a b a b

     
=     

+          

1 0 1 0 1 0

1 1 1
 برابر است با 

b

 
 
  

1 0

1
توجه به این رابطه می توانیم ماتریس A را به دست آوریم:

A
       

=       
              
   

= =   
+ + +      

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 2 1 3 1 10 1

1 0 1 0

1 2 10 1 55 1





. ( )+
+ + + = =

1010 11 2 10 55
2

 دقت کنید که 



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
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A ماتری�س قطری اس�ت و می دانیم حاصل ض�رب دو ماتریس  557  3
قط�ری ی�ک ماتری�س قط�ری اس�ت ک�ه درایه ه�ای قط�ر اصل�ی آن از ضرب 

نظیربه نظیر درایه های این دو ماتریس به دست می آیند. بنابراین

A ( )

    
    
   = − = − = − 
    
          

7 7

7 7

7 7

1 0 01 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 2 0 0 2 0 0 2

72= است. 128 A7 برابر  پس مجموع درایه های ماتریس 

A2 را به دست می آوریم: 558 ابتدا ماتریس   3

A A A

   
   

= × =   
   
      
 ×
 

= 
 
  

2
0 1399 1398 0 1399 1398

0 0 1397 0 0 1397

0 0 0 0 0 0

0 0 1399 1397

0 0 0

0 0 0

A3 را به دست می آوریم: A2 ماتریس خاصی نیست، ماتریس  چون ماتریس 

A A A

O

   ×
   

= × =   
   
      
 
 

= = 
 
  

3 2
0 0 1399 1397 0 1399 1398

0 0 0 0 0 1397

0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

. بنابراین nA O=  ، n≥3 ، پس به ازای هر عدد طبیعی n که  A O=3 چون 
A I I A O I I O I I( )( ) ( )( )− + = − + =− =−4 3 2

، پس  A O=1400 −I است، چون  در بین گزینه ها فقط گزینۀ )3( برابر 
 A I I− =−1400

A2 را به دست می آوریم: 559 ابتدا ماتریس   ۴

A A A

   − −
   

= × = − −   
   

− −      
 −
 

= − 
 
− −  

2
3 3 4 3 3 4

2 3 4 2 3 4

0 1 1 0 1 1

3 4 4

0 1 0

2 2 3

A3 را به دست می آوریم: ماتریس خاصی نیست، ماتریس  A2 چون 

A A A

   − −
   

= × = − −   
   
− − −      

 −
 

= − − 
 
− −  

3 2
3 4 4 3 3 4

0 1 0 2 3 4

2 2 3 0 1 1

1 1 0

2 3 4

2 3 3

A3 نی�ز کمکی ب�رای پیدا ک�ردن توان های بالات�ر A نمی کند، پس  ماتری�س 
A4 را پیدا می کنیم:  ماتریس 

A A A

I

   − −
   

= × = − − −   
   
− − −      

 
 

= = 
 
  

4 3
1 1 0 3 3 4

2 3 4 2 3 4

2 3 3 0 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

. A A I I( )= = =12 4 3 3 بنابراین 

A3 را به دست می آوریم: 560 ماتریس   3

 
AA A I A A A

A A I A A I

Joò  nj

´Ã¹¨ïÂ¶

= − → = −

= − − ⇒ =−

2 3 2

3 3
 

. A A A A I A A A I( ) ( I)= × = − × = × = = −200 3 66 2 66 2 2 2 بنابراین 

A2 را پیدا می کنیم: 561 ابتدا ماتریس   1

A I
− −     

= = =     
− −          

2 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1

. اکنون توجه  A A A IA A= = =5 4 A و  A I I( )= = =4 2 2 2 در نتیج�ه 
کنید که

a b

c d

−     
=     

−          

1 6 0 1

2 4 1 0

. پس  c=−1 b=−4 و  ، در نتیجه 
c d

a b

− −   
=   

− −      

1 6

2 4
یعنی 

b c+ =− − =−4 1 5
562  B و از سمت راست از A در عبارت داده ش�ده از س�مت چپ از  2

فاکتور می گیریم:

A B A B

A B

A B A I B AB

( )

( )

− −   
+   

− −      
− −   

= +   
− −      

− −     
= = = = =     

          

3 1 1 1

6 5 6 3

3 1 1 1

6 5 6 3

2 0 2 1 4 2
2 2 2

0 2 0 3 0 6

A2 را به دست می آوریم: 563 راه حل اول ابتدا ماتریس   2

A
− −     

= =     
          

2 2 1 2 1 9 2

5 4 5 4 10 21
بنابر فرض سؤال،

A A I
−     

=α +β ⇒ =α +β     
          

− α+β α − α+β=    = ⇒ ⇒β=    
α α+β α=        

2
2

9 2 2 1 1 0

10 21 5 4 0 1

9 2 2 2 9
13

10 21 5 4 2

α+β=4 نی�ز ص�دق  α=5 و 21 10 β در دو معادل�ۀ  α و  ای�ن مقادی�ر 
) است.  , )2 13 ) برابر  , )α β می کنند. پس زوج مرتب 
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راه حل دوم بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون 
A A I A I( ) ( )= − + − − − = +2

2 22 4 8 5 2 13

A به دس�ت می آید  A I=α +β2
2 اکن�ون با مقایس�ۀ ای�ن برابری با تس�اوی 

.β=13 α=2 و 
بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون،  56۴  1

 A A I A I( ) ( )= + − + = −2 3 1 3 2 4 5

 A2 . مقدار  A A A= −3 24 5 دو طرف این برابری را در A ضرب می کنیم: 
را در این برابری قرار می دهیم:

 A A I A A I A A I( )= − − = − − = −3 4 4 5 5 16 20 5 11 20
نتیج�ه  در   .β=−20 و   α=11 پ�س   ، A A I=α +β3 چ�ون 

 .α+β= − =−11 20 9
. دو طرف  565 B A I= −2 A به دست می آید  B I− =2 از تساوی   ۴

 ، A A=2 . چون  B A A I= − +2 24 4 این تساوی را به توان دو می رسانیم: 
. B I I I O− = − =2 ، اکنون به دست می آید  B A A I I= − + =2 4 4 پس 

از خاصیت شرکت پذیری ضرب ماتریس ها نتیجه می شود 566  3

A BA B A BA BA BA BA BA B

AB AB AB AB AB AB AB C

( ) ( )( )( )( )( )

( )( )( )( )( )( ) ( )

=

= = =

5

6 6

ص�ورت  567 ب�ه  می ت�وان  را   BA mAB O+ = تس�اوی   1

AB نوش�ت. اکنون دو طرف این تساوی را از سمت راست در  BA
m

( )= − 1

. بنابراین AB BAB
m

( )= −2 1 B ضرب می کنیم: 

AB B AB B BA
m m m

BBA B A
m m m

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − = − −

= − × − =

2

2
2

1 1 1

1 1 1

از خاصی�ت توزیع پذی�ری ضرب ماتری�س روی جمع ماتریس ها  568  2
نتیجه می شود 

A I A I A A A I A A I( )( )+ − − =− − − − =− − −2 23 4 2 4 2 12 6 4 14 6

. پس A A=−2 4 A نتیجه می گیریم  A O+ =2 4 از طرف دیگر، از فرض 
A I A I A A I A I( )( )+ − − = − − = −3 4 2 16 14 6 2 6

حاصل ض�رب دو ماتری�س ک�ه وارون یکدیگرن�د، برابر ماتریس  569  1
همانی است. پس

AA I A I A A I A A I

A A A A A I A A A I

A I A

 nj Hn ¸ÃÎoö

´Ã¹¨Â¶ Joò

( )

( )

− = ⇒ − = ⇒ = − →

= − ⇒ = − − ⇒ = −

+ =

2 2

3 2 3 3

3

2 2 2

2 2 2 3 2

2 3
A به دست می آید: 570 A I= +2 از تساوی   1

 A A I A A I I( )− = ⇒ − =2

 . A A I− = −1 بنابراین ماتریس A وارون پذیر است و 
تساوی داده شده را به صورت زیر می نویسیم: 571  1

 A A IA A A I A A A I I A I( ) ( )+ ++ + =− ⇒ + + =− ⇒ =
−

23 2 23 3
3

بنابراین ماتریس A وارون پذیر است و 

 A A A I( ) ( )− =− + +1 21 1
3

 

از طرف دیگر،
 A A A I O A A I A I ( )+ + + = ⇒ + + =− −3 2 2 33 2 2

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

A A I A I( ) ( )− =− − − = +1 3 31 12 2
3 3

A−1 و از  572 AC را از چ�پ در  CB AB+ = طرفی�ن تس�اوی   1
ضرب می کنیم: B−1 راست در 

A

B

AC CB AB A AC A CB A AB

C A CB B CB A CBB BB

CB A C I

−

−

× − − −

×− − − − −

− −

+ = → + =

+ = → + =

+ =

1

1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

573  I می دانیم حاصل ضرب هر ماتریس وارون پذیر در وارونش برابر  3
. ضرب را به صورت زیر انجام می دهیم: A I A I I( )( )−− − =12 2 است، پس 

 A A I A I I( ) ( )− −− − − =1 12 2 2

A A I I A I( ) ( )− −

 −
 

− = + − = − − 
 

−  

1 1
1 4 2

2 2 2 4 1 2

0 2 1

بنابراین 

A−1 ضرب می کنیم: 57۴ A را در  A I= −2 4 3 طرفین تساوی   2
A

A A I

A A I A I A A A I

A A I

−

−

× − −

=α +β−

= − → = − ⇒ =− +

α=−=− + →
β=

1

1

2 1 1

1

4 3 4 3 3 4

1
1 4 3
3 3 4

3

 

. α−β=− − =−2 42 2
3 3

بنابراین 

ماتریسی وارون پذیر است که دترمینان آن غیرصفر باشد. اکنون  575  3
دترمینان ماتریس هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم:

 a=±1 حاصل ای�ن دترمینان به ازای .
a

a
a

−
= −

+
21 0

1
0 1

گزین��ۀ )۱(: 

صفر است، پس این ماتریس همواره وارون پذیر نیست.

. حاص�ل این دترمین�ان به ازای 
a b

a a b b
b a

+
= + − +

−
2 21

1
گزین��ۀ )۲(: 

b=0 صفر است، پس این ماتریس همواره وارون پذیر نیست. a=0 و 

. حاص�ل ای�ن دترمین�ان هیچ وق�ت صفر 
a

a
+

= +
2

21 0
1

0 1
گزین��ۀ )۳(: 

نمی شود، پس این ماتریس همواره وارون پذیر است.

. حاص�ل ای�ن دترمین�ان به ازای 
a

a b
b

( )= +
+

2
2 2

2

0
1

0 1
گزین��ۀ )۴(: 

a=0 صفر است، پس این ماتریس همواره وارون پذیر نیست. 
ابتدا درایه های ماتریس A را به دست می آوریم: 576  3

 a a a a                  , , ,= − = = − = = − = = − =11 12 21 222 1 1 2 2 0 8 1 7 8 2 6

. در نتیجه A−
 

=  
−  

1 6 01
6 7 1

. بنابراین  A
 

= 
  

1 0

7 6
پس 

 A A I−
     

+ = + = =     
−          

1 6 0 1 0 7 0
6 7

7 1 7 6 0 7
 



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
)72(

ابتدا درایه های ماتریس A را به دست می آوریم: 577  2

 
a a

a a

       

      

,

,

= − =− = − =−

= − = = − =−
11 12

21 22

1 2 1 1 4 3

2 2 0 2 4 2

. بنابراین A
− − 

= 
−  

1 3

0 2
پس 

 
A I

A I

− − −     
+ = + =     

− −          
− − − −     

− = − =     
− −          

1 3 1 0 0 3

0 2 0 1 0 1

1 3 1 0 2 3

0 2 0 1 0 3

 

اکنون تساوی داده شده را به صورت زیر می نویسیم:
 AB B I A A I B I A( )− = + ⇒ − = +  

A ضرب می کنیم: I( )−− 1 طرفین این تساوی را از چپ در 

 

A IA I B I A B A I I A

B

 ( )( ) ( ) ( )
−− × −− = + → = − +

 − −       = = =       − −             

1 1

0 13 3 0 3 0 61 1
16 60 2 0 1 0 2 0
3

 

+ است. =1 41
3 3

بنابراین مجموع درایه های ماتریس B برابر 

می دانی�م حاصل ضرب دو ماتری�س ک�ه وارون یکدیگرند، برابر  578  3
ماتریس همانی است، پس

A I A I I A A I A I I

A A I I A I

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

− − −

− −

− − = ⇒ − − − =

− = + −

     
= + =     

− −          

1 1 1

1 1

1 0 3 4 4 4

0 1 1 1 1 2

 

A برابر 9 است.  A I( )−− 1 بنابراین مجموع درایه های 
از تساوی داده شده به صورت زیر استفاده می کنیم: 579  1

 A B AB AB B A A I B A      ( ) ( )+ = ⇒ − = ⇒ − =2 2 2 1  
توجه کنید که

A I

A I
  

( )−

− −     
− = − =     

− −          
− 

− =  
−  

1

3 2 1 0 7 4
2 2

1 1 0 1 2 1

1 412
1 2 7

 

A ضرب می کنیم I( )−− 12 طرفین تساوی )1( را از سمت چپ در 

 
A I B A B A I A

B B

( ) ( )−− = ⇒ = −

− − −     
= ⇒ =     

− − −          

12 2

1 4 3 2 1 2

2 7 1 1 1 3

 

3− است. پس مجموع درایه های ماتریس B برابر 
B2 به دست می آید: 580 از تفریق دو تساوی فرض سؤال ماتریس   ۴

 

A B j i
B j i i j

A B i j

B i j

[ ]
[( ) ( )]

[ ]

[ ]

× −
×

×

×

+ = − → = − − −
− = − 

 
= − + = 

−  

2 2
2 2

2 2

2 2

2
2 2 2

2

0 3
2 3 3

3 0

 

 . B( )

−
−

 −−     
= = =     

−        
  

1
1

100 3 0 31 32
93 0 3 0 1 0

3

بنابراین 

2  توجه کنید که 581

 A
sin cos sin cos

cos sin cos sinsin cos
−

− θ θ − θ θ   
= =   

− θ − θ − θ − θ   θ+ θ    

1
2 2

1

وارون ماتریس A−1 را به دست می آوریم تا ماتریس A به دست آید: 582  ۴

 A A( )− −

   − − − − − −    
= = = =    

−    +  − −      

1 1
1 1 1 1

1 11 2 2 2 22
1 1 1 1 1 1 1 1
4 4 2 2 2 2

A2 را  پیدا می کنیم: A20 را تعیین کنیم، ماتریس  اکنون برای اینکه بتوانیم 

 A A A
− − − −     

= × = =     
− − −          

2 1 1 1 1 0 2

1 1 1 1 2 0
 

A3 را پیدا می کنیم: A2 ماتریس خاصی نیست، پس  چون ماتریس 

 A A A
− − −     

= × = =     
− −          

3 2 0 2 1 1 2 2

2 0 1 1 2 2
 

A4 را به دست می آوریم: A3 نیز ماتریس خاصی نیست، پس  چون ماتریس 

 A A A I
− − − −     

= × = = =−     
− −          

4 3 2 2 1 1 4 0
4

2 2 1 1 0 4
 

. A A I I I( ) ( )
 −
 = = − =− =− =
 − 

10
20 4 5 5 5 10

10

2 0
4 4 2

0 2
بنابراین

− است. − =−10 10 112 2 2 A20 برابر  پس مجموع درایه های ماتریس 
ب�ه س�ادگی می توان ثاب�ت کرد چ�ون ماتریس A ی�ک ماتریس  583  1

قطری است، پس وارون آن به صورت زیر است:

 A A
bb

−
   
   = ⇒ =   
      

1
33

5 0 1 0
510 0

 

بنابراین

 

a

a
ab

a       b a b b
a

, =

   
   +=   

−     

= ⇒ = =− → =− ⇒ =−
+

3

23 3

1 10 0
5 3

0 40

1 1 2 4 8 2
5 3

 

. a b+ = − =−2 2 4 2 پس 

A به دست می آید 58۴ I−
 

− = 
  

1 2 7
2

1 0
از تساوی   2

 A I−
       

= + = + =       
              

1 2 7 2 0 2 7 4 7
2

1 0 0 2 1 0 1 2
 

. در  A A( )− −
− −   

= = =   
− − −      

1 1 2 7 2 71
8 7 1 4 1 4

از ط�رف دیگر، 

 . A I
− −     

+ = + =     
− −          

2 7 1 0 3 7

1 4 0 1 1 5
نهایت به دست می آید 



)73(

585  ، A I A−α +β = 12 تس�اوی  ب�ه  توج�ه  ب�ا  اول  راه ح��ل   2

، پس 
     

α +β = ×     
−          

1 0 1 0 2 012
21 2 0 1 1 1

 
α+β −α= α=−      = ⇒ ⇒     
−α α+β α+β= β=          

0 2 0 1 1

2 1 1 2 3

 α+β=2 1 ). توجه کنید که این مقادی�ر در معادلۀ  , ) ( , )α β = −1 3 یعن�ی 

نیز صدق می کنند.

A را در A ضرب می کنیم:  I A−α +β = 12 راه حل دوم دو طرف تساوی 

 A A I A A I( ) ( ) ( )
βα +β = ⇒ = − +
α α

2 2 22 1

 A A I ( )= −2 3 2 2 از طرف دیگر بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون: 

با مقایسۀ برابری های )1( و )2( به دست می آید

 
β− = α=− α ⇒ 

β= =−α

3 1

32 2

AXA را از سمت چپ و از سمت راست در  586 I= طرفین تساوی   2

A−1 ضرب می کنیم تا ماتریس X به دست آید: ماتریس 

 A AAXA I XA A X A( )
− −× ×− −= → = → =
1 11 1 2

. بنابراین A−
 

=  
− − −  

1 4 31
2 2 2

توجه کنید که 

 X A( )−
     

= = =     
− − − − − −          

1 2 4 3 4 3 10 61 1
4 42 2 2 2 4 2

در نهایت به دست می آید:

XuÄoUI¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶ ( )= + − − =1 510 6 4 2
4 2

587  ، C
− 

= 
−  

4 3

5 4
B و 

− − 
= 
  

2 1

3 2
ف�رض می کنی�م   ۴

 BAC
 

= 
−  

2 3

0 1
یعنی تس�اوی داده ش�ده در صورت سؤال را به صورت 

می نویسیم. دو طرف این تساوی را از چپ در B−1 و از راست در C−1 ضرب 
می کنیم، در نتیجه

 

A B C

  

− −
 

=  
−  

− −     
= × ×     
− − − − − −          
− − − −     

= =     
− − − −          

1 12 3

0 1

2 1 2 3 4 31 1
1 13 2 0 1 5 4

4 5 4 3 41 32

6 7 5 4 59 46

در نهایت به دست می آید 
AuÄoUI¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶= + − − =−41 32 59 46 32

A−1 و از  588 A را از س�مت چپ در  B AB+ = طرفین تس�اوی   3

B−1 ضرب می کنیم: سمت راست در 

 

A

B

A B AB A A A B A AB

I A B B IB A BB BB

B A I

−

−

× − − −

×− − − − −

− −

+ = → + =

+ = → + =

+ =

1

1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

اکنون به دست می آید 

 
B I A− −

− −   
= − = −   

− +      
− − −     

= + =     
          

1 1 1 0 1 11
2 10 1 1 2

1 0 1 1 0 1

0 1 1 2 1 3

 

589  . byx
a
−

=
1 راه ح��ل اول از معادلۀ اول x را به دس�ت می آوریم   1

 
b b y ay
a a
− + =

2
1 مقدار به دست آمده را در معادلۀ دوم قرار می دهیم:  

. دیگر نیازی به محاسبۀ x نیست،  y
a b

=
+
1 با حل این معادله به دست می آید 

چون در بین گزینه ها فقط در گزینۀ )1( این مقدار y وجود دارد.
راه حل دوم مجهول y را حذف می کنیم:

 
a ax by a x aby a

b bx ay b x aby b

× + = + = ⇒ 
× + = + =  

2

2

1

1

، یعنی  a b x a b( )− = −2 2 معادلۀ دوم را از معادلۀ اول کم می کنیم: 

x
a b

=
+
1

، یعن�ی  590 x y y+ =4 9 از معادل�ۀ اول دس�تگاه به دس�ت می آی�د   2

. x y+ =2 0 . با ساده کردن این تساوی به دست می آید  x y+ =4 8 0

چون دستگاه داده شده بی شمار جواب دارد، پس  591  3

 

m m m m
m

m
m m

m

− − −= = ⇒ =
−

=+ − = ⇒
=−

2 2

2

2

3 3 2 3 2
3 3 3 310

1
2 3 0

3

= درمی آید ک�ه قابل قبول  =1 1 1
3 3 3

ب�ه ازای m=1 تناس�ب اولیه به ص�ورت 

= درمی آید که قابل  =3 3 3 m=−3 تناسب اولیه به صورت  اس�ت. به ازای 
3− است.  قبول است. پس حاصل ضرب مقادیر m برابر 

 را ح�ل می کنی�م. برای ح�ل این  592
x y

x y

+ =


+ =

2 5

2 4
ابت�دا دس�تگاه   3

دس�تگاه از روش تبدی�ل اس�تفاده می کنی�م. از معادل�ۀ اول به دس�ت می آی�د 
 . y y( )− + =2 5 2 4 . مق�دار آن را در معادل�ۀ دوم قرار می دهیم:  x y= −5 2
معادل�ۀ  در  را  جواب ه�ا   . x y= − = − =5 2 5 4 1 پ�س   . y=2 نتیج�ه  در 

یعن�ی   ، m m= + +23 1 پ�س  می دهی�م،  ق�رار   x y m m+ = + +2 1

 . m=1 یا m=−2 . در نهایت به دست می آید  m m+ − =2 2 0
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. اکنون دس�تگاه را به  593 B
y

=
−
1
2

A و 
x

=
−
1

2 1
فرض می کنیم   3

 می نویسیم. به روش حذف این دستگاه را حل می کنیم:
A B

A B

 + =−

 − =

12
3
52 3
3

شکل 

 
A B A B

A B A B

 × + =− + =−  ⇒ 
 − = − =  

1 22 2 2 4
3 3
5 52 3 2 3
3 3

. با  B=− 1
3

. در نتیجه  B=− 77
3

معادلۀ پایی�ن را از معادلۀ بالا کم می کنیم: 

 ، A− =−2 1
3 3

A به دس�ت می آید:  B+ =− 12
3

قرار دادن مقدار B در معادلۀ 

. بنابراین 
x

y

− =


− =−

2 1 3

2 3
. پ�س 

A
x

B
y

 = = −

 = =−
 −

1 1
2 1 3
1 1
2 3

. در نتیج�ه  A=1
3

یعن�ی 

  . x y+ = − =2 1 . در نهایت به دست می آید: 1 y=−1 و x=2

مس�ئله،  59۴ ف�رض  بناب�ر  باش�د،  ضرای�ب  ماتری�س   A اگ�ر   ۴

 .
x

y

−       
= =       

−              

0 1 2 1

2 1 1 3
بنابرای�ن   . A−

− 
= 
  

1 0 1

2 1

  . x y+ = + =1 3 4 بنابراین 
پ�س  595 دارد،  منحصر به ف�رد  ج�واب  مع�ادلات  دس�تگاه  چ�ون   1

 . m≠−2 . در نتیجه  m m− ≠1 3
2 4

از  596  . m
m

− = ≠
+

1 4 6
3 3 9

پ�س  ن�دارد،  ج�واب  دس�تگاه  چ�ون   3

 m− ≠1 6
3 9

. از طرف دیگر از  m=3 m=−5 یا  m به دست می آید 
m

− =
+

1 4
3 3

m=−5 این دستگاه جواب ندارد.   . در نتیجه به ازای  m≠3 به دست می آید 
از این معادلۀ ماتریسی دستگاه معادلات زیر به وجود می آید: 597  ۴

 
m m x y mm x

m m y m mx m y m

( )

( )

+ + + = +  +     = ⇒    
 +    + + =      

2 2

6 2 1 3 62 1 3

3 2 7 3 2 7
 

شرط جواب نداشتن این دستگاه این است که

 

m m
m m m

m m m m m m m
m m

m m m m

      ( )

( )

+ += ≠
+

+ = ⇒ + + + = ⇒ − + =
+

− + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2

2 2

2 1 3 6 1
3 2 7
2 1 3 2 4 2 9 2 4 2 0
3 2

2 1 0 1 0 1

 

= درمی آید که قابل قبول نیس�ت.  ≠1 1 ب�ه ازای m=1 رابط�ۀ )1( به صورت 1
پس m ای که به ازای آن دستگاه فوق جواب نداشته باشد، وجود ندارد. 

در روش ماتری�س وارون جواب ه�ای دس�تگاه به ص�ورت زی�ر  598  2
به دست می آید:

 
x c x c

X A B
y y c

−
−         

= ⇒ = ⇒ =         
− − − −                  

1 1 2 2

1 4 1 4
 

پس

 
x

c

x c c

y c y

=−

=

= − → =

=− − → =−

1

1

2 1

4 5
 

با استفاده از دستور ساروس به دست می آید 599  1

با توجه به تعریف به دست می آید 600  1

 A

 − − −
 

= − − 
 

−  

1 4 7

1 2 5

3 0 3

اگر دترمینان را بر حسب سطر سوم بسط دهیم، آن گاه 

  A  | |
− − − −

= − = × − × =
− − −

4 7 1 4
3 3 3 6 3 6 0

2 5 1 2
  

ماتریس A قطری اس�ت، پس درایه های ب�الا و پایین قطر اصلی  601  1
آن صفر هستند. پس

b b       a a  ,+ = ⇒ =− − = ⇒ =1 0 1 2 0 2
بنابراین 

 A
− 

= 
  

4 0

0 7

درضمن ماتریس B اس�کالر اس�ت، پس هم درایه های بالا و پایین قطر اصلی آن 
صفر هستند و هم درایه های قطر اصلی آن با هم برابرند. پس 

 a b c c+ = ⇒ = − =2 1 1
a=2 درایه های بالا و پایین قطر  توجه کنید در ماتریس B به ازای b=−1 و 

.  در نتیجه B
 

= 
  

1 0

0 1
اصلی صفر هستند. بنابراین 

 AB A B| | | || |
−

= = =− × =−
4 0 1 0

28 1 28
0 7 0 1

 

در ماتری�س قط�ری، درایه ه�ای ب�الا و پایی�ن قط�ر اصل�ی صفر  602  ۴
هس�تند. اکن�ون درایه ه�ای ب�الا و پایین قطر اصل�ی حاصل ضرب داده ش�ده را 

به دست می آوریم:

 
a b

b a

a b
b a

?

?

 
− − − −     

− =     
− − + −        − +  

1 2 2 4 2 2
5 2

1 3 4 15 4
1

پس 

 
b a a b a b

a b a b a b

a a b      ,

+
− − − = − + = − =−    ⇒ ⇒ →  

− + − = + = + =    
=− ⇒ =− =

4 2 2 0 2 6 8 4 24

15 4 0 4 15 4 15

9 9 1 4

 

بنابراین

 
a ab

b a

− − −
= =− − =−

− + −

3 1 4 4
4 16 20

2 4 1
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راه حل اول ابتدا درایه های ماتریس های A و B را به دست می آوریم: 603  2

 

A i j B j i

AB

AB

BA

      [ ] , [ ]

| |

× ×

 
−   

= − = = − =   
−    

  
   −

−     
= = −     

−       −      
=− × − × + × =− − + =

 
−   

=   
−    

 

2
3 2 2 3

1 0
1 2 7

2 3 2 2
3 0 5

5 4

1 0 1 2 7
1 2 7

3 2 9 6 31
3 0 5

5 4 17 10 55

1 20 2 32 7 12 20 64 84 0

1 0
1 2 7

3 2
3 0 5

5 4

BA  | | ( )

 
= 
  



= × − × = − = × =

40 32

22 20

40 20 22 32 8 100 88 8 12 96
 . AB BA| | | |− = − =−0 96 96 پس 

3× در یک ماتریس  توجه کنید که اگر یک ماتریس 2 AB| راه حل دوم برای محاسبۀ |
. AB| |=0 2× ضرب شود، دترمینان ماتریس حاصل ضرب صفر است. پس  3

پ�س  60۴ دارد،  ش�رکت پذیری  خاصی�ت  ماتریس ه�ا  ض�رب   1
. بنابراین A B C A B C( ) ( )× × = × ×

 

A B C A B C

³»j oõw KveoM ôvM

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

−

× × = × × =

−

− −
→ − + −

−

=− − − + = − =−

3 5

1 1 2

1 0 1

3 1 1

1 2 1 1
1 1 1 1

1 1 3 1

1 2 1 3 1 4 3
اگر A و B دو ماتریس مربعی هم مرتبه باشند، آن گاه دو ماتریس  605  3

AB و BA دارای دو ویژگی زیر هستند:
1( مجموع درایه های قطر اصلی AB مساوی مجموع درایه های قطر اصلی BA است. 

 AB BA| | | |=  )2
. در  AB| |=−10 1− اس�ت و  در ماتریس AB مجموع درایه های قطر اصلی 

 این ویژگی ها را دارد.
 
 

−  

2 1

4 3
بین گزینه ها فقط ماتریس 

ماتریس A برابر است با 606  2

 
A

m

A
m m

− 
 
 

= 
 
 

−  
− − − − −   

= =   
− − − − −      

2 3 1 0

1 1 5 1

2 2 1

3 4 2 1

2 3 1 0 1 1

8 6 2 2 2

 

بنابراین 
  A m A m| | | |= + + ⇒ = +2 2 4

از طرف دیگر،
 A A A m m| | | | | |= ⇒ = ⇒ = ⇒ + = ⇒ =−22 12 2 12 3 4 3 1

می  گیری�م: 607 دترمین�ان  ش�ده  داده  تس�اوی  طرفی�ن  از   1

. از حل این معادله به دست  A A| | | |= −24 3 . یعنی 
A

A
A

| |
| |

| |
=

4 1

3

|A و اگ�ر  | − =22 1 ، آن گاه 1 A| |=1 . اگ�ر  A| |= −3
4

|A ی�ا  می آی�د 1=|

  . A| | − =2 12 1
8

، آن گاه  A| |= −3
4

از طرفین تساوی داده شده دترمینان می گیریم: 608  ۴

 

A
A

A A
A A A A

A

A A A       A       A

| |
| |

| | | |
| | | | | |

| |

| | | | | | , | | , | |

 
 
 
 = ⇒ = × ×
 
 
  

= ⇒ =− = =3

5
2
0 2 7 2

2 4
0 0

4
4 2 0 2

 

|A برابر  |−2 ، آن گاه  A| |=2 . اگر  A A A| | ( ) | | | |− = − =−32 2 8 از طرف دیگر 

 ، A  | |A برابر 16 است. همچنین اگر 0=| |−2 ، حاصل  A| |=−2 16− است. اگر 

16− است. |A برابر   |−2 |A برابر صفر است. پس کمترین مقدار  |−2 آن گاه 

ماتریس�ی هم�واره وارون پذی�ر اس�ت ک�ه دترمین�ان آن همواره  609  3

a است  a a( )( )+ +2 2 21 2 غیرصفر باشد. دترمینان ماتریس گزینۀ )1( برابر 

a است  a a− × ×2 2 2 a=0 صفر است. دترمینان گزینۀ )2( برابر  که به ازای 
a است که  a a− × × a=0 صفر اس�ت. دترمینان گزینۀ )4( برابر  که به ازای 
براب�ر   )3( گزین�ۀ  دترمین�ان  ول�ی  اس�ت.  صف�ر   a=0 ازای  ب�ه 

a است که همواره غیرصفر است.  a a( )( )( )+ + +2 2 21 2 3

از طرفین تساوی داده شده دترمینان می گیریم: 610  1

 

A

A

A A A

| |

( )| |( ) | | | |

− −     
=     

−          
− −

=
−

− + − − = − ⇒ =− ⇒ =−

3 1 3 0 1 4

2 1 1 1 2 5

3 1 3 0 1 4

2 1 1 1 2 5

3 2 3 0 5 8 3 3 1

 

611  m براب�ر m

 
 

− 
 
 −  

2 0 0

0 0

10 0
2

دترمین�ان ماتری�س قط�ری   1

 است، پس بنابر فرض سؤال،
m
1 است، پس دترمینان وارون آن برابر 

 m mm m
m

m m m m m m
m m

 ( ) ( )

( ) ( )

−

= ⇒ − − − =
−

−

− + = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − + =

2 4

2 2

2 0 1
1 0 1 11 11 1 0 2 1 1 1

3 2
2 3

1 12 3 2 4 4 1 4 1 0

bS است.
a

=− =4 پس مجموع مقادیر m برابر 
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توجه کنید که 612  3

  

A O A I I A I A I I

| A I A I   I A I A I  I

A I  A I  

( ( )( ))

( )( )| | | ( ) | || | ( ) | |

( )| | | |

= ⇒ − =− ⇒ − + =−

− + = − ⇒ − + = −

− + =− ⇒ + =

2 2

3 3

1 2
2

1 12 2 2 2 1
2 2
1 8 1 1
8

 

A2 را به دست می آوریم: 613 ابتدا ماتریس   ۴

 

A A A

I

   − − − −
   

= × = − −   
   

− − − −      
 
 

= = 
 
  

2
4 1 4 4 1 4

3 0 4 3 0 4

3 1 3 3 1 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 

بنابراین 

 
A A A   A A A

 I I I   I  I  I  

|( ) | |(( ) ( ) ( ) ) |

|( ) | |( ) | | | ( ) | |

− −

− −

+ + = + +

= + + = = = =

4 8 10 1 2 2 2 4 2 5 1

2 4 5 1 1 31 1 13
3 3 27

 

بنابر فرض س�ؤال تس�اوی زیر برقرار اس�ت: 61۴  3

 
a b c a b c

m m

+

− =

− −

3

3 1 3 1 6

4 2 5 4 2 5

 

اکنون اگر هر دو دترمینان را بر حسب سطر اول بسط دهیم، مقادیر b ،a و c با 
ضرایب آن ها حذف می شوند و فقط عبارت زیر باقی می ماند:

 
m

m m m( ) ( )− = ⇒ − − = ⇒− − = ⇒ =−
−

4 3
3 1 6 3 2 12 6 2 12 2 7

4 2

در دترمینان خواسته شده از ستون اول عدد 6، از ستون دوم عدد  615  3
5 و از ستون سوم عدد 3 را فاکتور می گیریم. سپس از سطر اول عدد 2، از سطر 

دوم عدد 7 و از سطر سوم عدد 3 را فاکتور می گیریم. پس

 

a b c a b c

d e f d e f

m n k m n k

a b c

d e f

m n k

= × ×

= × × × × ×

= × × × × × × = × × × =
×

12 10 6 2 2 2

42 35 21 6 5 3 7 7 7

18 15 9 3 3 3

6 5 3 2 7 3

1 16 5 3 2 7 3 30 6 21 30
126 6 21

 

616  − + =−2 1 1 A براب�ر 
 

= 
− −  

2 1

1 1
دترمین�ان ماتری�س   1

. در نتیجه  A| |− =−1 1 است، پس 

 

B
B B B

B
B

B B
B

·I¹Ã¶oUj ¸ÃÎoö pH

´ÄoÃ¬ïÂ¶

| |

| | | |
| |

| |

| | | |
| |

 
 = → = − 
  

= ⇒ =2

1
1

11

1 12
2

 

 . B A B A | | | | | | ( )= = × − =−2 1 11
2 2

بنابراین 

راه حل اول ماتریس های BA و AB را به دست می آوریم: 617  3

AB

BA

 [ ]

[ ]

 
 

= − − − =− − − =− 
 
  

   − −
   

= − − − = −   
   

− −      

1

1 3 2 1 1 3 6 10

3

1 1 3 2

1 1 3 2 1 3 2

3 3 9 6

|AB و  |= −10 اکنون به دست می آید 

BA

Ï»H oõw KveoM ˆvM

| |

( ) ( ) ( )

− −

= −

− −

− −
=− − + − − − =

− − − −
2 3 4

1 3 2

1 3 2

3 9 6

3 2 1 2 1 3
1 1 3 1 2 1 0

9 6 3 6 3 9


 . AB BA| | | |+ = − + =−10 0 10 در نتیجه 

توجه کنید که دترمینان حاصل ضرب  BA| | راه حل دوم برای به دس�ت آوردن 
بنابرای�ن ب�دون محاس�به  ، صف�ر اس�ت.  ×1 3 3× در ماتری�س  1 ماتری�س 

. BA| |=0 می توانستیم نتیجه بگیریم 
حاصل دترمینان را با بس�ط دادن برحس�ب س�تون اول به دست  618  2

ای�ن  . توج�ه کنی�د در حاص�ل 
a b c

d e a dg fe

f g

( )= −0

0

می آوری�م: 

دترمین�ان مقادیر b و c وج�ود ندارند. به عبارت دیگر، b و c هر تغییری کنند، 
روی مقدار دترمینان اثر نخواهند داشت. 

دترمینان ها را حساب می کنیم تا معادلۀ هر دو خط به دست آید: 619  1

x

y a

a y a
x

Ï»H o‰w KveoM ‰vM

( ) ( )

− =

−

−
− + − =

−
2 4

0 1

2 1 0

1 2 3

2 1 2
1 1 1 0

2 3 1 2


. از طرف دیگر، y a x a( )=− + −3 1 با ساده کردن به دست می آید: 

x y
a x y

a

³¼w ·¼Tw KveoM ôvM

( ) ( )= ⇒ − + − =
− −

−

4 5
1

1
1 3 0 1 1 3 1 0

2 1 2 1
2 1 0 

. ش�یب خ�ط اول برابر  ay x=− + +1 1
2 6 3

ب�ا س�اده کردن به دس�ت می آی�د: 

− است. چون دو خط بر هم عمود هستند،  1
2

)a و شیب خط دوم برابر  )− +3 1

 . a( )( )− + − =−13 1 1
2

1− اس�ت:   پ�س حاصل ض�رب ای�ن ش�یب ها برابر 

 . a=−1 یعنی ، a+ =−3 1 2 در نتیجه 
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راه حل اول دترمینان را برحسب سطر اول بسط می دهیم: 620  ۴

a b c

a b c
b c a c

a b c a b
b c a c

a b c

a b
c

a b

ac bc ac bc c a b a b c

a b c

a b c

a b c

( )

( )

+ + =

+
+

+ = −
+

+

+
+ +

+

= + − − − − − − =− + + −

+

→ + =−

+

0

2
2

2
2

2

2
2

2

2 2 2 2 4 4 4 8 4 8

2

2 8

2

a حاصل دترمینان را به دست آوریم: b c= = راه حل دوم می توانستیم با فرض 0=

 

Ï»H oõw KveoM ôvM

( )= − =−4
0 0 2

0 2
0 2 0 2 1 8

2 0
2 0 0 

ب�ا وج�ود آنکه به درایۀ س�طر س�وم و س�تون اول 2 واحد اضافه  621  1
، بنابراین A =31 می شود، حاصل دترمینان تغییر نمی کند. این وقتی امکان دارد که 0

a a
a a

a a a
= = ⇒ − = ⇒ =

12 13

22 23

2 3 20 2 3 0
31

حاص�ل ه�ر دو دترمینان را با بس�ط دادن برحس�ب س�تون اول  622  3
حساب و آن ها را با هم مقایسه می کنیم:

m
m

n
n

n m n m m n

  

  

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ − − − =

−

− − − = ⇒ − − + = ⇒ − =

2 4
1 2

3 4 2
0 3 4 7 1 1 1 1 7

5 3 4
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1 15 4 1 8 3 7 15 4 8 3 7 3 4 0
از طرف دیگر،

m
n m

n

n m

n m n m
oŸ‚

( ) ( )

( ) ( )

( )

= − − −

−

=− − − −

=− + − + = − − =−

3 4
0 6 8

6 8 6 8
5 2 5 1 5 1

5 2
5 5

5 30 8 5 6 16

150 40 30 80 10 4 3 70 70


A را تا حد امکان ساده می کنیم: 623 I A( )− =−2 4 ابتدا تساوی   2

A I A A A I A A I A( )− =− ⇒ − + =− ⇒ + =−2 2 24 2 4 2
اکنون دترمینان دو طرف تساوی بالا را به دست می آوریم:

A I A A| | | | ( ) | | ( ) ( )+ = − = − = − × − =2 32 2 8 1 8

توجه کنید که  62۴  3
 A A A A A A A| | | | (| | ) | || | | |+ = ⇒ + =2 2

. چون  A A A(| | ) | | | |+ =22 چون A ماتریس مربعی از مرتبۀ 2 اس�ت، پس 

. از طرف  A| |=−3 |A یا  . در نتیجه 1−=| A(| | )+ =22 1 ، پ�س  A| |≠0

|A و اگ�ر  |=−2 4 ، آن گاه  A| . اگ�ر 1−=| A A A| | | | | |= =22 2 4 دیگ�ر، 

. A| |=−2 12 ، آن گاه  A| |=−3

، در صورت کس�ر داده  625 A I=3 راه ح��ل اول ب�ا توجه به فرض   1

A3 را قرار می دهیم. در این صورت شده به جای ماتریس I ماتریس 

  A I A A A A I A A I
A

A I A I A I A I
| | | | | ( )| | || |

| |
| | | | | | | |

+ + + +
= = = =

+ + + +

2 2 3 2 2
2

 A I=3 |A را به دست می آوریم. برای این کار از طرفین فرض  | اکنون مقدار 

  A I A A| | | | | | | |= ⇒ = ⇒ =3 3 1 1 دترمینان می گیریم: 

 . A I
A I

| |

| |

+
=

+

2
1 پس 

 A I= ، پس مق�دار عبارت م�ورد نظر را ب�ه ازای  I I=3 راه ح��ل دوم چ�ون 

 . I I I
I I I

| | | |

| | | |

+
= =

+

2 2 1
2

حساب می کنیم: 

A را در ماتریس A ضرب می کنیم. در  626 A− =1 طرفین تساوی   ۴

A می رسیم. پس I=2 این صورت به تساوی 
 I A I I I I| | | | |( ) | ( ) | | ( )−λ = −λ = −λ = −λ = −λ2 2 21 1 1

A−1 و از  627 A را از سمت چپ در  B AB+ =2 طرفین تس�اوی   ۴

B−1 ضرب می کنیم: سمت راست در 

 

A A B B A AB B

A AB A BB A ABB

IB A I I I

( ) ( )− − − −

− − − − − −

− −

+ =

+ =

+ = ×

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

2

2

2
. اکنون به دست می آید: A B I− −+ =1 1 2 بنابراین 

 A B I| | | | ( )− −+ = =1 1 2 4 1

، یعن�ی  A I| | ( ) | |= −3 28 A به دس�ت می آی�د  I=−3 8 از ط�رف دیگ�ر از 

. اکنون می توان نوشت A| |=4 . در نهایت  A| | =3 64
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BB نتیجه می گیریم 628 I− =1 راه حل اول با استفاده از تساوی   2
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A را پیدا کنیم: I−2 پس لازم است ماتریس 

 A I
     
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3 5
بنابراین 

 . BAB I A I| | | |− − = −1 2 2 . در این صورت  B I= راه حل دوم فرض کنید 

از طرف دیگر،

 A I
     

− = − =     
− −          
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. A I| |− =−2 26 بنابراین 
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صفح�ۀ موازی با محور یک س�طح مخروطی از ه�ر دو تکۀ بالا و  629  3
پایین سطح مخروطی عبور می کند. اگر این صفحه از رأس سطح مخروطی عبور 
نکند، مقطع حاصل هذلولی اس�ت و اگر از رأس سطح مخروطی عبور کند مقطع 

حاصل دو خط متقاطع است.
فصل مشترک یک صفحه با یک سطح استوانه ای می تواند دایره،  630  2

بیضی، دو خط موازی یا یک خط باشد ولی مستطیل هیچ وقت ایجاد نمی شود.
به شکل زیر نگاه کنید. برای اینکه سکه به طور کامل درون مربع  631  3

باش�د، باید فاصلۀ مرکز س�که تا ضلع های مربع حداقل برابر 2 باشد، یعنی مرکز 
س�که درون مربع�ی به طول ضل�ع 6 قرار گی�رد. در این حالت مس�احت مکان 

× است.  =6 6 36 هندسی مورد نظر برابر 

d می غلتد از  632 با توجه به شکل، مرکز این توپ که در راستای خط   1
d به فاصلۀ ش�عاع توپ اس�ت، یعنی مکان هندسی مورد نظر خطی است  خط 

. d R )شعاع توپ( از خط  d و به فاصلۀ  موازی خط 

ABC یکی از مثلث های مورد نظر اس�ت.  633 در ش�کل زیر مثلث   3

)S و  ) . چون مس�احت  SAH
BC

= 2 . پس  S AH BC= ×1
2

توجه کنید که 

AH هم ثابت است، یعنی فاصلۀ  BC ثابت هستند، پس اندازۀ ارتفاع  قاعدۀ 
A دو  BC مقداری ثابت اس�ت، بنابراین مکان هندسی رأس  A از خط  رأس 
AH از آن اس�ت )دو خط d1 و  BC در دو طرف آن و به فاصلۀ  خط موازی 

d2 را در شکل ببینید(. 

AM از آن را رسم کرده ایم  63۴ در شکل زیر یکی از مثلث ها و میانۀ   3

. چون نقطۀ  MG AM=1
3

G مرکز ثقل این مثلث اس�ت. توجه کنید که  و 

 G MG هم مقداری ثابت اس�ت، پس مکان هندس�ی  M نقط�ه ای ثابت و 

. توجه کنید که محل برخورد این  AM1
3

M و شعاع  دایره ای اس�ت به مرکز 

BC عضو مکان هندسی نیست. اما در تست ها معمولًا این مکان  دایره با ضلع 
هندسی را یک دایره در نظر می گیریم. 

OAB قائم الزاوی�ه اس�ت و در مثل�ث  635 در ش�کل زی�ر مثل�ث   3

 O . چون  OM AB=1
2

قائم الزاویه، میانۀ وارد بر وتر نصف وتر اس�ت. پس 

M دایرۀ  AB1 مقداری ثابت است، پس مکان هندسی نقطۀ 
2

نقطه ای ثابت و 

AB1 است. 
2

O و شعاع  به مرکز 

ف�رض کنی�د M نقط�ه ای از مکان هندس�ی باش�د و مماس های  636  1
O به نقاط  ′MT بر هم عمود باش�ند )ش�کل زیر را ببینید(. از نقطۀ  MT و 
′OTMT همۀ  ′T وص�ل می کنی�م. در ای�ن ص�ورت در چهارضلع�ی  T و 
 OTMT′ ، برابرند، پس  OT′ OT و  زاویه ها قائمه اند و دو ضلع مجاور آن یعنی 
O ب�ه فاصلۀ ثابت  M از مرکز  R اس�ت. در نتیجه نقطۀ  مرب�ع ب�ه طول ضلع 

R2 است.  O و شعاع  M روی دایره ای به مرکز  R2 است. پس 

M نقطه ای از این مکان هندسی باشد )شکل زیر را ببینید(.  637 فرض کنید   2
 ، OMT ′TMT است، پس در مثلث قائم الزاویۀ  OM نیمس�از زاویۀ  چون 

R ثابت اس�ت، پس 

sin α
2

. مق�دار  ROM
sin

=
α
2

، یعن�ی  R
OM

sin α=
2

R است. 

sin α
2

O و شعاع  M دایره ای به مرکز  مکان هندسی نقطۀ 

M نقطه ای از مکان هندسی باشد )شکل زیر را ببینید(.  638 فرض کنید   2
فیثاغ�ورس،  قضی�ۀ  بناب�ر   ، OMT قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در 
. چون R و L مقادیر ثابتی هستند،  OM OT MT R L= + = +2 2 2 2

OM مقدار ثابتی اس�ت. در نتیجه نقطۀ M از نقطۀ ثابت  R L= +2 2 پس 
R است. در نهایت، مکان هندسی دایره ای است  L+2 2 O به فاصلۀ ثابت 

 . R L+2 2 به مرکز O و شعاع 
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C به طول  639 O R( , ) AB از دایرۀ  راه حل اول در ش�کل زیر، وت�ر   2
H قطع  AB رسم می کنیم تا آن را در نقطۀ  O عمودی بر وتر  L است. از نقطۀ 
، بنابر قضیۀ  OAH کند. در این صورت H وسط AB است. در مثلث قائم الزاویۀ 

L مقادیر  R و  . چ�ون  LOH OA AH R= − = −
22 2 2
4

فیثاغورس، 

H در فاصلۀ ثابتی از نقطۀ ثابت  OH طول ثابتی دارد. بنابراین  ثابتی هستند، پس 

 . LR −
22
4

O و شعاع  O است، یعنی مکان هندسی، دایره ای است به مرکز 

. در این صورت مکان هندسی مورد نظر وسط  L R=2 راه حل دوم فرض کنید 
، یعنی مرکز آن اس�ت. فقط در گزین�ۀ )2( به ازای  C O R( , ) قطره�ای دای�رۀ 

L نقطۀ O به دست می آید.  R=2

M نقطه ای از مکان هندس�ی باش�د )ش�کل زیر را  6۴0 ف�رض کنید   2
x پ�س  x− − =6 5 MH یعن�ی  MH′− =5 ببینی�د(. بناب�ر ف�رض س�ؤال 

′d است.  1 از خط 
2

′d و به فاصلۀ  d و  M روی خطی موازی  ، یعنی  x=1
2

 d′ d و  M روی خطی موازی  ، نقطۀ  MH MH′− =5 به همین صورت اگر 

 d d است، یعنی مکان هندسی مورد نظر دو خط موازی  1 از خط 
2

و به فاصلۀ 

′d است. و 

توج�ه کنید ک�ه نقطه هایی که بین دو خط هس�تند تفاضل فاصلۀ  6۴1  ۴
آن ه�ا از دو خط کمتر از 5 اس�ت. نقطه هایی ک�ه روی دو خط یا در دو طرف دو 
خط هس�تند، تفاضل فاصله ش�ان از دو خط برابر 5 است. در نتیجه نقطه ای که 

تفاضل فاصلۀ آن از دو خط موازی مورد نظر برابر 6 باشد وجود ندارد. 
d3 دوب�ه دو متقاطع  6۴2 d2 و   ، d1 مطاب�ق ش�کل زیر، س�ه خ�ط  3

ABC نقطه های  هس�تند. محل همرس�ی نیمس�ازهای داخلی و خارجی مثلث 
مورد نظر هستند. 

اگر صفحه از رأس س�طح مخروطی م�وازی با مولد )در هر یک از  6۴3  2

وضعیت های آن( عبور کند، فصل مشترک آن ها یک خط است.

فصل مشترک صفحۀ P با یک  6۴۴  ۴
سطح استوانه ای در صورتی که P بر محور آن 

عمود باشد یک دایره است.
و اگ�ر صفحۀ P مماس بر س�طح اس�توانه ای 

باشد، مقطع یک خط است.

و در صورتی که صفحۀ P موازی با محور سطح استوانه ای آن را قطع کند، مقطع 
دو خط موازی است.

ولی در هیچ حالتی مقطع صفحه با سطح استوانه ای دو خط متقاطع نیست.
3  اگ�ر صفحۀ قاطع هر دو تکۀ بالا و پایین س�طح مخروطی را قطع  6۴5

کند و از رأس سطح مخروطی عبور نکند، آن گاه سطح مقطع یک هذلولی است.
اگر صفحۀ P بر محور س�طح مخروطی عمود باش�د و از رأس آن  6۴6  ۴

بگذرد، سطح مقطع یک نقطه است. 
در صورتی که صفحۀ P موازی محور س�طح مخروطی و گذرا از رأس آن باش�د، 

سطح مقطع دو خط متقاطع است. 
اگر صفحۀ P موازی مولد سطح مخروطی )در هر یک از وضعیت های آن( و گذرا 
از رأس باشد، سطح مقطع یک خط است. ولی در هیچ حالتی سطح مقطع صفحه 

و سطح مخروطی دو خط موازی نیست.
′OH را به  6۴7 در مثلث ABC ، در ش�کل زی�ر عمودهای OH و   1

ترتیب بر اضلاع AC و AB وارد می کنیم. توجه کنید که

OAB

OAC

OAB

OAC

OH ABS
OH ABS ABOH AC OH OH

AC OH ACS AB
S AC

′× 
=  ′×

× ′⇒ = ⇒ =
 ×
= 

1
2 1
1 2
2 1

2

پس نقطۀ O از دو ضلع زاویۀ A به یک فاصله است. در نتیجه O روی نیمساز 
داخلی یا خارجی زاویۀ A است )بدیهی است که O روی نقطۀ A نمی تواند قرار 

بگیرد. زیرا در این صورت مثلث های AOB و AOC تشکیل نخواهند شد(.

به m دو مقدار دلخواه می دهیم و جواب های مشترک دو معادلۀ به دست  6۴8  2
آمده را پیدا می کنیم. به این ترتیب مختصات مرکز دایره به دست می آید. توجه کنید که 

 m x x m y y      ,=− ⇒− + = ⇒ = =− ⇒ + = ⇒ =−2 1 0 1 1 1 0 1  
O اس�ت.  ( , )′ −1 1 پ�س مرک�ز دای�ره نقط�ۀ 

)M برابر ش�عاع  , )5 2 ′O تا نقط�ۀ  فاصل�ۀ 
دایرۀ مورد نظر است:

 . r O M′= = + =2 24 3 5  
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O مرکز دایره باشد،  6۴9 ( , )′ α β راه حل اول مطابق ش�کل زیر، اگر   2
+rβ است. بنابراین مرکز و شعاع دایرۀ مورد  بیشترین عرض نقاط دایره برابر 

نظر را تعیین می کنیم. توجه کنید که

 
O

r
ABr

´µÄq¨I¶ Æoø

( , ) ( , )+ − ′= = ⇒ =β+ = + =
+ = = =

4 2 2 2 3 0
2 2 0 5 5

4 16 5
2 2

 

=r است. پس معادلۀ  5 O و ش�عاع آن  ( , )′ 3 0 راه حل دوم مرکز این دایره 

x است و در این معادله، بیشترین و کمترین  y( )− + =2 23 5 دایره به صورت 

)x برابر صفر باش�د. پس جواب های  )− 23 مقادیر y وقتی ایجاد می ش�وند که 

 5 y بیش�ترین و کمتری�ن مقادی�ر y را معل�وم می کن�د. در نتیج�ه  =2 5

− کمترین مقدار y است. 5 بیشترین مقدار y و 

y2 با هم برابرند:  650 x2 و  در معادلۀ گستردۀ دایره ضرایب   ۴
 a b a b a b− = − ⇒ =−3 2 2  

a استفاده می کنیم: b=−2 در معادلۀ دایره از برابری 

 
b b x b b y bx by

b x b y bx by

( ) ( )

( ) ( )

− − + − − + − =

− + − + − =

2 2

2 2

2 3 4 5 5 0

5 5 5 5 0
 

. اکنون  x y x y+ − + =2 2 0 b−5 تقس�یم می کنیم:  دو طرف تس�اوی را بر 

. r a b c= + − = + − =2 21 1 24 1 1 0
2 2 2

شعاع دایره به دست می آید 

آن گاه  651  ، c<0 اگ�ر   x y ax by c+ + + + =2 2 0 معادل�ۀ  در   2
معادله دایره است، یعنی گزینه های )1( و )3( دایره هستند. اکنون در گزینه های 
a را به دس�ت می آوری�م. گزین�ۀ )2( دای�ره نیس�ت، زی�را  b c+ −2 2 4 دیگ�ر 

. گزینۀ )4( دایره است، زیرا  a b c+ − = + − <2 2 4 4 9 16 0
a b c+ − = + − >2 2 4 16 25 20 0

برای اینکه این معادله نش�ان دهندۀ یک دایره باشد باید ضرایب  652  3

. ب�ه ازای k=1 معادلۀ  k=±1 ، در نتیجه  k
k

= 1 y2 براب�ر باش�ند:  x2 و 

آن  در  ک�ه  اس�ت   x y x+ − + =2 2 2 2 0 ص�ورت  ب�ه  ش�ده  داده 

 k=−1 ، یعنی این معادله دایره نیست. به ازای  a b c+ − = + − <2 2 4 4 0 8 0
 ، c=− <2 0 x است. چون  y x+ + − =2 2 2 2 0 معادلۀ داده ش�ده به صورت 

پس این معادله نشان دهندۀ یک دایره است. 
راه ح��ل اول معادل�ۀ دای�رۀ محیط�ی ای�ن مثل�ث را ب�ه صورت  653  2

x در نظ�ر می گیریم. نقطه ه�ای B ،A و C در این  y ax by c+ + + + =2 2 0
معادله صدق می کنند: 

 
A a c B b c

C a b c

½oÄHj       ½oÄHj  

½oÄHj

,∈ ⇒ + + = ∈ ⇒ − + =

∈ ⇒ + + − + =

1 0 1 0

1 1 0
 

دادن  ق�رار  از   . a b c− + =−2 و   b c− + =−1  ، a c+ =−1 یعن�ی 
. در نتیجه  a=−1 معادلۀ دوم( در معادلۀ سوم به دست می آید( b c− + =−1
ب�ه ص�ورت   ABC یعن�ی معادل�ۀ دای�رۀ محیط�ی مثل�ث   ، b=1 و   c=0

x است. اکنون قطر دایره را به دست می آوریم:  y x y+ − + =2 2 0

 r a b c= + − = + =2 22 4 1 1 2  
راه حل دوم این روش را توضیح می دهیم، محاس�بات به عهدۀ خودتان. معادلات 
عمودمنصف های دو پاره خط AB و AC را می نویسیم و سپس محل برخورد آن ها 
را به دس�ت می آوریم. این نقطه مرکز دایرۀ محیطی اس�ت )نقطۀ O را در شکل زیر 

ببینید(. فاصلۀ O از هر کدام از رأس ها برابر شعاع دایرۀ محیطی است.

راه حل سوم این روش گاهی اوقات جواب می دهد. در این روش نقطه های داده شده 
را در دس�تگاه مختصات مشخص می کنیم. اگر مثلث قائم الزاویه بود، آن گاه وسط 

وتر مرکز دایرۀ محیطی و طول وتر قطر دایرۀ محیطی است )شکل زیر را ببینید(:
  r AB= = + =2 22 1 1 2  

M نقطه ای از این مکان هندس�ی باش�د.  65۴ x y( , ) فرض می کنیم   1
)B دو نقطۀ داده شده باشند، آن گاه  , )1 2 )A و  , )2 1 اگر 

MA MB x y x y

x x y y x x y y

x y x y x y x y

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= ⇒ − + − = − + −

+ − + + − = + − + + −

+ − − + = ⇒ + − − + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 1 2 1 2

4 4 1 2 4 1 2 4 4

4 143 3 4 14 15 0 5 0
3 3

m مرکز این دایره است. در نتیجه n( , ) مکان هندسی نقطۀ M یک دایره است و نقطۀ 
a bO m n m n( , ) ( , ) ( , )− − = = ⇒ + = + =2 7 2 7 3
2 2 3 3 3 3

 

ابتدا وضعیت نقطۀ A و دایره را نسبت به هم مشخص می کنیم:  655  1

و  اس�ت  دای�ره  درون   A نقط�ۀ  پ�س   . C A( )= + + + − =− <1 1 31 2 5 0
4 4 2

می دانیم از نقطه ای درون دایره هیچ مماسی بر دایره رسم نمی شود. 
، یعن�ی  656 C A( )>0 چ�ون نقط�ۀ A خ�ارج دای�ره اس�ت، پ�س   2

. از طرف دیگر ش�رط دایره  m>4 . پس  C m( , )− = + − − + >1 3 1 9 2 12 0

 . m+ − >4 16 4 0 a یعنی  b c+ − >2 2 4 0 بودن معادلۀ داده شده این است که 
>m است.  <4 5 . اشتراک دو نابرابری حاصل به صورت  m<5 بنابراین 

C اس�ت و ط�ول بلندترین  657 A| ( )|2 ط�ول کوتاه ترین وتر برابر   1
)r است. )2 وتر همان طول قطر 

 
C A

x y x y r
r

oU» ¸ÄoUï½IU¼¨ Ï¼ö

oU» ¸ÄoUk¹±M Ï¼ö

| ( )| | |= = + − − − =

+ − − − = ⇒ = + + =

= =

2 2
2 2 1 1 4 2 4 4 2

14 2 4 0 16 4 16 3
2

2 6
 

 . oU» ¸ÄoUï½IU¼¨ Ï¼ö

oU» ¸ÄoUk¹±M Ï¼ö

= =4 2 2 2
6 3

در نتیجه 
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O و  658  ( , )−1 2 راه ح��ل اول از معادل�ۀ دای�ره به دس�ت می آی�د   1

. در نتیجه  OA= + =2 23 3 3 2 . همچنین  r= + − =1 4 3 2

A AT OA r½oÄHj oM  ¾õ£º pH ½k{ ´wn tIµ¶ Ï¼öá = = −

= − =

2 2

18 2 4

 
C است، در نتیجه A( ) راه حل دوم طول مماس رسم شده از نقطۀ A بر دایره برابر 

   AT C A( )= = + − × + × + =2 24 1 2 4 4 1 3 4  

فرض کنید AT بر دایره مماس است. با توجه به روابط طولی در  659  2

، پس بای�د مربع طول مماس را به دس�ت آوریم.  AT AM AN= ×2 دای�ره، 
. AT C A( )= = + + − =9 4 6 7 12 می دانیم  

  . MA NA AT× = =2 12 در نتیجه 

)O و  660 , )1 1 x یک دایره به مرکز  y x y+ − − =2 2 2 2 2 معادل�ۀ   1

=r اس�ت. برای مش�خص کردن وضعیت خ�ط و دایره  + + =1 1 2 2 ش�عاع 
نس�بت به هم، فاصل�ۀ مرکز دایره تا خط را به دس�ت می آوریم و با ش�عاع دایره 

 ، OH r< . چون  O OHôi IU  ¾â ±ÅIÎ

| |+ −
= = =

1 1 1 2
22

مقایس�ه کنی�م: 

 O( , )1 1 پ�س خط دایره را در دو نقطه قط�ع می کند. در ضمن مختصات مرکز 

در معادلۀ خط صدق نمی کنند. پس گزینۀ )4( نمی تواند درست باشد. 
y اس�ت. پ�س فاصل�ۀ مرکز  661 x= معادل�ۀ نیمس�از ناحی�ۀ اول   3

 . r OH
| |

= = =
2 2
2

)O از ای�ن خ�ط برابر ش�عاع دایره اس�ت. پس  , )2 0

x اس�ت. اکنون طول نقاط  y( )− + =2 22 2 بنابرای�ن معادلۀ دایره به صورت 
y=1 می یابیم:  برخورد دایره را با خط 

x y
x x

y

x x x x      

( )
( ) ( )

,

 − + = ⇒ − + = ⇒ − =
=

− = ⇒ = − =− ⇒ =

2 2
2 22 2

2 1 2 2 1
1

2 1 3 2 1 1

 

662  . r= + =4 1 5 O و  ( , )′ −2 1 از معادلۀ دایره به دست می آید   1
فاصلۀ مرکز دایره از خط داده شده برابر شعاع دایره است، در نتیجه

a
O H r a a

| |
| |

− −′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±
+

2 2 5 5 5
1 4

 

مکان هندس�ی نقاطی که از آن نقاط بتوان مماس�ی به طول L بر  663  2

L است  R+2 2 C رس�م کرد، دایره ای به مرکز O و ش�عاع  O R( , ) دایرۀ 

 x y x y+ − − =2 2 2 2 5 )ش�کل زیر را ببینید(. مرکز O و شعاع R را در دایرۀ 
به دست می آوریم:

 a b a b cO R     ( , ) ( , ) , + − + +− − = = = =
2 2 4 4 4 201 1 7

2 2 2 2
 

ش�عاع  و   O( , )1 1 مرک�ز  ب�ه  دای�ره ای  روی  نق�اط  از  بنابرای�ن 

3 بر  2 ) می ت�وان مماس های�ی به ط�ول  ) ( )+ = =2 23 2 7 25 5

x و دایرۀ  y+ =3 x رس�م کرد. نقاط تلاقی خط  y x y+ − − =2 2 2 2 5 دایرۀ 
)O و شعاع 5، جواب های این تست هستند: , )1 1 به مرکز 

 

x y

x y y x

x x x x x x

x x x x x x

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

 − + − =


+ = ⇒ = −

− + − − = ⇒ + − + + − =

− − = ⇒ − − = ⇒ − + =

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1 25

3 3

1 3 1 25 1 2 4 4 25

2 6 20 0 3 10 0 5 2 0

 

 ، x=−2 ) است. اگر  , )−5 2 ، پس نقطۀ مورد نظر  y=−2 ، آن گاه  x=5 اگر 
) است که در گزینه ها وجود ندارد.  , )−2 5 ، پس نقطۀ مورد نظر  y=5 آن گاه 

دو خط داده ش�ده متقاطع هس�تند )ش�کل زیر را ببینید(. فاصلۀ  66۴  3
مرکز دایره تا دو خط مماس برابر است:

 

b b
MH MH b b

b b b b

r

b b b

b r

| | | |
| | | |

| |

| |

− −′= ⇒ = ⇒ − = −
+ +

− = − ⇒ = ⇒ =

−
= =

− =− + ⇒ =−

+
=− ⇒ = =

10 3 3 10 10 3 3 10
1 9 1 9

10 3 3 10 4 4 10 10

10 3 10 2
10

10 3 3 10 2 2 10

10 3 1010 4
10

پس شعاع دایرۀ کوچک تر برابر 2 است. 
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y=−1 در نقط�ۀ C بر این دایره  665 راه ح��ل اول ف�رض کنید خط   ۴
y=−1 عمود  مماس است. اگر O مرکز دایره باشد، آن گاه شعاع OC بر خط 
 AB=4 است و در نتیجه OC بر AB عمود است )شکل زیر را ببینید(. چون 
. بنابراین در مثلث قائم الزاویۀ  BH=2 و OH عمودمنصف AB اس�ت، پس 

. در نتیجه OH r= BH=2 و 1−  ، OB r=  ،OBH

OBH OB BH OH r r

r r r r

: ( )= + ⇒ = + −

= + + − ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2

2 1

54 1 2
2



) است. فرض کنید معادلۀ دایره ای که  , )−1 1 راه حل دوم با توجه به شکل بالا، C نقطۀ 

x باشد. بنابراین y ax by c+ + + + =2 2 0 از نقاط B ،A و C می گذرد به صورت 

 a c

A a c a c
a c

B a c a c

C a b c b

b

½oÄHj

  

½oÄHj

½oÄHj
,

,

=− =−

∈ ⇒ + + = + =−  ⇒ ⇒ =− =− 
∈ ⇒ − + = − + =−  

∈ ⇒ + + − + = → − − − =

=−

2 3

9 3 0 3 9
2 3

1 0 1

1 1 0 2 2 3 0

3
x است، پس y x y+ − − − =2 2 2 3 3 0 بنابراین معادلۀ دایره 

  a b cr + − + += = =
2 2 4 4 9 12 5

2 2 2
 

توجه کنید که  666  3

a b cr + − += = = =
2 2 4 16 16 4 2 2 2

2 2 2
ب�ا توجه به ش�کل زیر، در حالت�ی که MN از مرکز O عبور کند بیش�ترین طول 

MN ایجاد می شود. بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه، 
OT

OT

OMT M OT OM OM

ONT N OT ON ON

ˆ:

ˆ:

=

′=

= ⇒ = → =

′ ′= ⇒ = → =

2 20

2 20

130 4 2
2

245 4
2




 

  . MN OM ON ( )= + = + = +4 2 4 4 2 1 در نتیجه 

)O و شعاع r بر محور x مماس  667 , )α β راه حل اول دایرۀ به مرکز   1
|r )شکل زیر را ببینید(. |β = است، هرگاه 

 
a b mO

x y mx y
ma b c mr

( , ) ( , )

| |

 − − = −+ − + + = ⇒
+ − + − = = =

2 2
2 2 2

1
2 2 22 1 0

4 4 4
2 2 2

بنابراین
 m

r m m
| |

| | | |β = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±1 2 2
2

 

 x y mx y+ − + + =2 2 2 1 راه حل دوم معادلۀ حاصل از برخورد محور x و دایرۀ 0
را به دس�ت می آوریم. معادلۀ محور y=0 ، x است. بنابراین در معادلۀ دایره قرار 

x معادلۀ حاصل از برخورد محور x و  mx− + =2 1 0 . در نتیجه  y=0 می دهیم
. m=±2 این دایره است. این معادله باید ریشۀ مضاعف داشته باشد، پس 

)O و شعاع آن برابر 5 است. پس 668 , )0 0 مرکز این دایره نقطۀ   ۴

 OM OA      ( ) ( ) ,= − + − − = + = =2 26 0 8 0 36 64 10 5  
در نتیج�ه در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ OM ، OAM دو براب�ر OA اس�ت. پ�س 
. پس  MA MB= . از طرف دیگر می دانیم  AMBˆ = 060 ˆAMO و  = 030
 AMB 060 است. بنابراین مثلث مثلث AMB متساوی الساقین با زاویۀ رأس 

متساوی الاضلاع است. اکنون طول MA را به دست می آوریم
 OAM MA OM OA MA AB: = − = ⇒ = ⇒ =2 2 2 75 5 3 5 3

C رس�م  669 O r( , ) اگ�ر از نقطۀ A دو مماس عمود بر هم بر دایرۀ   ۴
′ATOT مربع به ضلع r اس�ت، پس  کنی�م، مطابق ش�کل زی�ر چهارضلع�ی 

. اکنون مرکز و شعاع دایره را به دست می آوریم: OA r= 2

 

x y x y a

a bO

a b c ar a

( , ) ( , )

+ − + + − =

 − − = −


+ − + − + = = = −

2 2

2 2

2 2 1 0

1 1
2 2

4 4 4 4 4 3
2 2

 

بنابراین 

 OA r a a

a a a a a

»j ·H¼U( )= ⇒ − + = − →

+ − + = − ⇒ = ⇒ − =

2 2

2 2 2

2 1 2 2 3

1 2 4 6 2 1 1 0
 

اگر از A به مرکز O وصل کنیم و امتداد دهیم تا دایره را در نقاط  670  1
M و N قطع کند، آن گاه M نزدیک ترین و N دورترین نقطۀ دایره به A است. 
س�ؤال  ف�رض  بناب�ر   . AN OA r= + و   AM OA r= − همچنی�ن 
. از طرف دیگر می دانیم  OA r− =2 2 36 ، پس  OA r OA r( )( )+ − =36

، پس OA r C A( )− =2 2

 
C A C m

m m m

( ) ( , )= ⇒ = ⇒ + + − + =

− = ⇒ =− ⇒ =−

36 3 4 36 9 16 6 4 1 36

32 4 36 4 4 1
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)O و شعاع r بیشترین مقدار  671 , )α β راه حل اول در دایرۀ به مرکز   ۴
+rα است. بنابراین مرکز و شعاع این دایره را به دست می آوریم x برابر 

 

x y x y

a bO

a b cr

( , ) ( , )

+ + − + =

 − − = −


+ − + − = = = =

2 2

2 2

8 10 37 0

4 5
2 2

4 64 100 148 16 2
2 2 2

 

+rα است. =− + =−4 2 2 پس بیشترین مقدار x در این دایره برابر 
راه حل دوم معادلۀ دایره را به صورت استاندارد می نویسیم:

 
x y x y x y

x y

( ) ( )

( ) ( )

+ + − + = ⇒ + − + − − + =

+ + − =

2 2 2 2

2 2

8 10 37 0 4 16 5 25 37 0

4 5 4
 

)y صفر باشد، آن گاه بیشترین و کمترین مقدار x به دست می آیند. پس )− 25 اگر 

 
x x

x
x x

( )
+ = ⇒ =−+ = ⇒
+ =− ⇒ =−

2 4 2 2
4 4

4 2 6
 

6− است. 2− و مینیمم آن برابر  پس ماکزیمم x برابر 

این خطوط را در دس�تگاه مختصات رسم می کنیم. از برخورد این  672  1
خطوط مثلث قائم الزاویۀ ABC ایجاد می ش�ود )ش�کل زی�ر را ببینید(. بنابراین 
C پس   ( , )0 2 B و   ( , )−1 4 BC قط�ر دایرۀ محیط�ی این مثلث اس�ت. چون 

مرکز و شعاع دایره به صورت زیر است:

 BCO      r( , ) ( , ),− + + += − = = =1 0 4 2 1 1 4 53
2 2 2 2 2 2

 

بنابراین معادلۀ دایره به صورت زیر است:

 
x y x x y y

x y x y

( ) ( )+ + − = ⇒ + + + + − =

+ + − + =

2 2 2 2

2 2

1 5 1 53 9 6
2 4 4 4

6 8 0
 

M نقطه ای از این مکان هندس�ی باش�د.  673 x y( , ) فرض می کنیم   3
بنا بر فرض 

 
MA MO x y x y

x x y y x y x y x y

»j ·H¼U( ) ( )= ⇒ − + + = + →

+ − + + + = + ⇒ + + − − =

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 1 1 2

1 2 1 2 2 2 2 2 2 0
پس مکان هندسی مورد نظر دایره است و شعاع آن برابر است با:

 a b cr 4 4 4+ − + += = =
2 2 8 2

2 2
 

. r½oÄHj SeIv¶ 4=π = π2 بنابراین 

تم�ام خط های قائم ب�ر دایره ای دلخواه از مرک�ز دایره می گذرند.  67۴  ۴

. در نتیج�ه مجم�وع  a bM( , ) ( , )− − = 2 1
2 2

پ�س M مرک�ز دای�ره اس�ت: 

مختصات M برابر 3 است.  
در هر دایره خط های قائم بر آن همواره از نقطۀ ثابت مرکز می گذرند.  675  1

x2 و  )A مرکز این دایره است. چون در معادلۀ دایره ضرایب  , )−2 2 پس نقطۀ  

. در نتیجه معادلۀ دایره به صورت زیر درمی آید:  a=3 y2 برابرند، پس 

 

x y bx cy

b cx y x y

b c
b cO b c

 oM ´Ãv£U

    ( , ) ( , ) ( , ) ,

+ + + − = →

+ + + − =

− −
= − − = − ⇒ =− =

32 2

2 2

3 3 3 0

1 0
3 3

3 3 2 2 12 12
2 2 6 6

x است. بیشترین فاصلۀ نقاط  y x y+ − + − =2 2 4 4 1 0 بنابراین معادلۀ دایره 
روی دایره برابر قطر دایره است:

  r ( ) ( )= − + − − = + + = =2 22 4 4 4 1 16 16 4 36 6  

ابتدا مرکز و شعاع دو دایره را به دست می آوریم: 676  3

 
C x y x y O r

C x y y x y y O r

: ( , ),

: ( , ),

+ − + + = ⇒ − =

′ ′ ′+ − − = ⇒ + − − = ⇒ =

2 2

2 2 2 2

2 4 4 0 1 2 1

2 2 4 30 0 2 15 0 0 1 4

 . OO′= + =1 9 10 اکنون طول خط المرکزین دو دایره را به دست می آوریم: 
، پس دو دایره متقاطع هستند. r r OO r r| |′ ′ ′− < < + چون 

ابتدا مرکز و شعاع دو دایره را به دست می آوریم: 677  1

 
C x y x y k O r k

C x y x y O r

: ( , ),

: ( , ),

+ − + + = ⇒ − = −

′ ′ ′+ − − + = ⇒ = =

2 2

2 2

2 2 0 1 1 2

2 4 1 0 1 2 4 2
 

. چون دو  OO′=3 اکن�ون طول خط المرکزین دو دایره را به دس�ت می آوریم: 
. در  k= − +3 2 2 ، یعنی  OO r r′ ′= + دایره مماس خارج هس�تند، پ�س 

 . k=1 نهایت به دست می آید 

ابتدا مرکز و شعاع دایرۀ داده شده را به دست می آوریم: 678  ۴

 x y x y O r( , ),′ ′+ − − − = ⇒ =2 2 4 6 3 0 2 3 4  

 . OO′= + =4 4 2 2 اکنون طول خط المرکزین دو دایره را به دست می آوریم: 
 . r− =±4 2 2 ، یعنی  r r OO| |′ ′− = چون دو دایره مماس داخل هستند، پس 

در نتیجه 
r= ±4 2 2
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ابتدا مرکز و شعاع دو دایره را به دست می آوریم: 679  3

 
x y x y O r

x y x O r

  

  

( , ),

( , ),

+ − − + = ⇒ =

+ + − = ⇒ − =

2 2
1 1

2 2
2 2

6 4 9 0 3 2 2

2 3 0 1 0 2
 

چ�ون ش�عاع های دو دای�ره ب�ا ه�م برابرن�د، پ�س مرکز دای�رۀ مورد نظ�ر روی 
O است )شکل زیر را ببینید(: O1 2 عمودمنصف 

 
O O

O O

m H

m
mþ~¹¶j¼µø

      

 

, ( , ) ( , )− − += = =
+

=− =− =−

1 2

1 2

2 0 1 3 1 2 0 1 1
3 1 2 2 2

1 1 2
1
2

 

، در  y x( )− =− −1 2 1 O را می نویس�یم:  O1 2 اکن�ون معادل�ۀ عمودمنص�ف 
y مرکز  x= +2 5 . محل برخ�ورد این عمودمنصف با خط  y x+ =2 3 نتیج�ه 

دایرۀ خواسته شده است: 

 
y x

x x x x O
y x

( , )
+ = ⇒ + + = ⇒ =− ⇒ =− ⇒ −
= +

2 3 1 12 5 2 3 4 2 4
2 22 5

 

با فرض اینکه r شعاع دایرۀ خواسته شده است، به دست می آید: 

 r O O r ( ) ( ) −= − = + + − − = − =2 2
1 1

1 65 65 43 2 4 2 2
2 2 2

توجه کنید که  680  ۴
MA MB MA MB MA MA MB

MA
− = ⇒ − = − ⇒ + =
−

2 2 4 4
2

یعنی مجموع فاصله های نقطۀ M از دو نقطۀ ثابت A و B مقدار ثابت 4 اس�ت 
و این مقدار بیشتر از فاصلۀ دو نقطۀ ثابت A و B است. در نتیجه، مکان هندسی 

a=2 است.  4 نقطۀ M، یک بیضی با دو نقطۀ ثابت A و B و مقدار ثابت 
′′R یکی از دایره های  681 ′′O و ش�عاع  در ش�کل زیر دایرۀ به مرکز   3

. در ای�ن ص�ورت  R R′> م�ورد بح�ث در مس�ئله اس�ت و ف�رض کرده ای�م 
. ب�ا جم�ع ک�ردن برابری ه�ای ب�الا  O O R R′ ′′ ′′ ′= − OO و  R R′′ ′′= −
، یعن�ی مجموع فاصله ه�ای نقطۀ  OO O O R R′′ ′ ′′ ′+ = − به دس�ت می آید 
R اس�ت، همچنین  R′− ′O براب�ر مقدار ثابت  ′′O از دو نقط�ۀ ثاب�ت O و 
′′O ی�ک بیضی با نقطه های ثابت  ، در نتیجه مکان هندس�ی  OO R R′ ′< −

R است.  R′− ′O و مقدار ثابت  O و 

′F باشند، چون  682 اگر دو نقطۀ ثابت تعریف بیضی )کانون ها( F و   3
، پس M درون بیضی است.  MF MF a′+ = < =3 2 6

چون نقطۀ M درون بیضی است، پس 683  2
FF MF MF a x

x x /

′ ′≤ + < ⇒ ≤ − <

≤ < ⇒ ≤ < =

2 5 2 1 14

156 2 15 3 7 5
2

 . x { , , , , }∈ 3 4 5 6 7 یعنی 

68۴  . BF BF′= ′FF اس�ت، پ�س  چ�ون B روی عمودمنص�ف   2
. BF a= ، در نتیجه  BF a=2 2 ، یعنی  BF BF a′+ =2 همچنین می دانیم 

a=2 و M روی بیضی است، پس  685 12 چون طول قطر بزرگ برابر   3
. دو طرف این برابری را به توان دو می رسانیم: MF MF′+ =12

MF MF MF MF′ ′+ + × =2 2 2 144
.در نتیجه  MF MF′+ + =2 2 52 144 ، پس  MF MF′× =26 می دانیم 

MF MF′+ =2 2 92
می دانیم مس�احت یک چهارضلعی که قطره�ای آن بر هم عمود  686  3

هستند، برابر نصف حاصل ضرب دو قطر است. پس

ABA B AA BB a b abÂ÷±ònI¿a  SeIv¶( )′ ′ ′ ′= × = × × =1 1 2 2 2
2 2

از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ OAB، بنابر قضیۀ فیثاغورس، 
AB OA OB a b= + = +2 2 2 2

اکنون نسبت خواسته شده به دست می آید 
ABA B ab

AB a b

 Â÷±ònI¿a  SeIv¶( )′ ′
=

+2 2
2

توج�ه کنید ک�ه طول و ع�رض این مس�تطیل، ب�ه ترتیب همان  687  3
اندازه های قطر بزرگ و قطر کوچک این بیضی هستند. در نتیجه

a b a b®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( ) ( )= + = +2 2 2 4
دقت کنید که مقدار b را باید حساب کنیم:

b a c= − = − =2 2 2 210 6 8  
®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( )= + =4 10 8 72  

راه ح��ل اول عرض کانون ها برابر یکدیگر اس�ت، پس قطر بزرگ  688  ۴
 F′ بیضی موازی محور x اس�ت )ش�کل زیر را ببینید(. مرکز بیضی وس�ط F و 
 b برابر x است. با توجه به شکل، فاصلۀ مرکز بیضی تا محور O  ( , )−1 1 یعنی 
 c FF c′= = ⇒ =2 4 2 . از طرف دیگر،   b=1 است، پس 

، a را به دست می آوریم  a b c= +2 2 2 اکنون با استفاده از برابری 
 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 1 4 5 5  

a=2 است.  2 5 بنابراین قطر بزرگ این بیضی 
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 2a چون اندازۀ بلندترین قطر بیضی . c FF′= =2 4 راه حل دوم توجه کنید که 
، یعنی باید گزینه ای را انتخاب کنیم که  a c> =2 2 4 ، پس باید  a c> است و 

از 4 بزرگ تر باشد. فقط گزینۀ )4( این شرط را دارد. 

راه حل اول در ش�کل زیر O مرکز دایره و مرکز بیضی اس�ت. در  689  2
مثلث قائم الزاویۀ OAT، بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

AT OA OT a c= − = −2 2 2 2

 . AT b b= =2 ، پس  a c b− =2 2 2 در بیضی 

، پس  AT a c a c( )( )= − + راه حل دوم بنابر روابط طولی در دایره، 

AT a c b= − =2 2

راه حل اول بنابر فرض مسئله، 690  3
a b a b©nqM oõ¤ Ï¼ö ¦a¼¨ oõ¤ Ï¼ö( ) ( )= ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2

، پس a b c= +2 2 2 از طرف دیگر، چون 
b b c b b c b c b c( ) = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 22 4 3 3

در مثلث قائم الزاویۀ OBF، بنابر نسبت های مثلثاتی 
OF c bOBF
OB b b

ˆtan( )= = = =3 3

. در نتیجه  OBFˆ = 060 پس 
 FBF OBFˆ ˆ( )′= = × =0 02 2 60 120

. پس در مثلث قائم الزاویۀ OBF ، وتر BF دو  BF a= راه ح��ل دوم می دانیم 
. در نتیجه در مثلث متساوی الساقین  BFOˆ = 030 برابر ضلع OB است. پس 

030 است. پس  ، اندازۀ دو زاویۀ مجاور قاعده،  BFF′

 FBFˆ ( )′= − + =0 0 0 0180 30 30 120  

راه حل اول بنابر فرض های مسئله، 691  4
FA a c FA a c      , ′= − = = + =8 18

بنابراین
b a c a c a c¦a¼¨ oõ¤ Ï¼ö ( )( )= = − = − + = × =2 22 2 2 2 8 18 24

، در  F F′ =10 ، پس  F A F F′ ′ ′+ =18 F و  A FA′ ′= =8 راه حل دوم چون 
. در نتیجه a OA c FA= = + = + =5 8 13 . بنابراین  c=5 نتیجه 

 b a c b= − = − = ⇒ =2 2 169 25 12 2 24  

692  . b=6 a=10 و  . پس  b=2 12 a=2 و  بنابر فرض مس�ئله 20  4

. توجه کنید  FF c′= =2 16 . بنابراین  c a b= − = − =2 2 2 210 6 8 پس 
، میانۀ OM نصف ضلع ′FF است، پس این مثلث قائم الزاویه  MFF′ که در مثلث 

، بنابر قضیۀ فیثاغورس،  MFF′ . در مثلث قائم الزاویۀ  FMFˆ ′= 090 است و 
MF MF FF′ ′+ = = =2 2 2 216 256

. از طرف  693 OM a= ′AA است، پس  چون M روی دایرۀ به قطر   1
. اکنون در مثلث قائم الزاویۀ OMF، بنابر قضیۀ فیثاغورس،  OF c= دیگر می دانیم 

MF OM OF a c b b= − = − = =2 2 2 2 2

694  MF .طول ه�ای برابر دارند ، F ف�رض کنید، نقطۀ M و کانون   2

. از طرف دیگر  OF c= bMF و 
a

=
2

نص�ف وتر کانونی بیضی اس�ت، پ�س 

چ�ون  نتیج�ه  در   ، b= 6 پ�س   ، b=2 2 6 و   a=3 پ�س   ، a=2 6
. بنابر قضیۀ فیثاغورس، c= − =9 6 3 ، پس  c a b= −2 2 2

bMF
a

OF c
OMF OM MF OF

bOM c
a

:

( ) ( )

=

=
= + →

= + = + =

2

2 2 2

22 2 2 26 3 7
3



2 است. 7 ′MM برابر  . در نتیجه اندازۀ قطر  OM= 7 پس 

695  ، c FF′= =2 8 فاصل�ۀ دو کان�ون بیض�ی برابر 2c اس�ت، پس   2
′F است. پس  . از طرف دیگر، مرکز بیضی وسط دو کانون F و  c=4 یعنی 

OÂñÃM q¨o¶ ( , ) ( , )− + += = −8 0 0 0 4 0
2 2

. می دانیم  b a c= − = − =2 2 2 25 4 3 ، پ�س  a OA= =5 در نتیج�ه 

)M نقطۀ مورد نظر است.  , )90
5

. پس  bMF
a

= =
2 9

5
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696  ، a AA ( )′= = − − + =22 2 4 0 6 ، پس  AA a′=2 می دانیم   2

. اکنون به دست  c= 5 ، پس  a=3 c و 
a
= 5

3
. همچنین چون  a=3 یعنی 

. bMN
a

×= = =
2 22 2 2 8

3 3
. در نتیجه  b a c= − = − =2 2 9 5 2 می آید 

697  ، ABF′ ′B می گذرد. زاویۀ  ′AF از دو رأس B و  دای�رۀ به قطر   ۴

. بنابر روابط طولی  ABFˆ ′= 090 ′AF است، پس  زاویۀ محاطی مقابل به قطر 
. در  b ac=2 ، یعن�ی  OB OA OF′= ×2  ، ABF′ در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ 

ط�رف  دو   . ac ce e
aa

= − = − = −
2

1 1 1 پ�س   ، be
a

= −
2

2
1 ضم�ن 

. ب�ا حل این  e e= −2 1 e را ب�ه ت�وان دو می رس�انیم، پس  e= −1 براب�ری 

 . e −= 5 1
2

معادله به دست می آید 

بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه،  698  3

 BF aBFC C BF BC BC a ˆ: == ⇒ = → =0
1

130 2
2

  

. در نتیج�ه  OD BC a= =2 چهارضلع�ی BCDO مس�تطیل اس�ت، پ�س 
نتیج�ه  در   ، B Bˆ ˆ+ = 0

1 2 90 و   C Bˆ ˆ+ = 0
1 1 90 دیگ�ر  ط�رف  .از  AD a=

. اکنون  بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه، B Ĉˆ = = 0
2 1 30

 BF a
OF c

aBOF B OF BF c a FA 

 

ˆ: =
=

= ⇒ = → = ⇒ =0
2

1 130
2 2 2

  

. AD a
AF a

= =2

2

در نتیجه 

x با محور x رأس A اس�ت. پس  699 y+ =3 4 12 نقطۀ تلاقی خط   3

از حل معادلۀ حاصل از برخورد این خط با محور x نقطۀ A به دست می آید:

 
x y

x x A
y

( , )
+ = ⇒ = ⇒ = ⇒
=

3 4 12
3 12 4 4 0

0
 

از طرف دیگر فاصلۀ مرکز بیضی تا رأس A برابر نصف قطر بزرگ بیضی است. بنابراین
 a OA a©nqM oõ¤ Ï¼ö= = ⇒ = =4 2 8  

، گذرن�ده از F و عمود بر خط d را می نویس�یم،  700 ∆ معادل�ۀ خط   1
. بنابراین  y x: ( )∆ − =− −2 1 ، در نتیج�ه  m∆ ، پ�س 1−= dm چ�ون  1=

∆ را به دست می آوریم: . محل برخورد دو خط d و  x y:∆ + =3
x y

H
x y

( , )
+ = ⇒
− =

3
3 0

3

 . S( , ) ( , )+ + =1 3 2 0 2 1
2 2

نقطۀ S، رأس س�همی، وسط پاره خط FH است، پس 

 . + =2 1 3 بنابراین مجموع طول و عرض رأس سهمی برابر است با 

با توجه به شکل، FM نصف طول وتر کانونی است، پس  701  2
FM a FH= = =2 4

شکل سؤال به صورت زیر است. چون A روی سهمی است، پس  702  2
AHH مربع�ی ب�ه ضل�ع 2a اس�ت.  F′ ، بنابرای�ن چهارضلع�ی  AH AF=
x برابر 2a است. در نتیجه  y+ =3 4 5 A از خط   ( , )1 3 بنابراین فاصلۀ نقطۀ 

. پ�س فاصل�ۀ کانون�ی  a=1 . در نتیج�ه  a AF
| |+ −

= = = =
+

3 12 5 102 2
59 16

سهمی برابر 1 است. 

y اس�ت. بنابراین  703 ax=2 4 ص�ورت کل�ی معادلۀ ای�ن س�همی   3
. در نتیجه فاصلۀ رأس تا کانون این سهمی برابر 4 است. a=4 ، پس  a=4 16

می دانیم نزدیک ترین نقطۀ س�همی به کانون، رأس سهمی است.  70۴  1
)S است. , )0 0 x است که در آن رأس،  y=−2 4 معادلۀ سهمی، 

. در ضمن از موقعیت F و S نس�بت به  705 a SF| |= =4 می دانی�م   3
هم نتیجه می گیریم دهانۀ سهمی رو به راست است، پس معادلۀ سهمی به شکل 
 y xÂµ¿w ¾²jI÷¶á : =2 16 y است، در نتیجه  ax=2 4
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کانون و خط هادی را در شکل زیر رسم کرده ایم. به سادگی می توان  706  2
. همچنین دهانۀ س�همی رو به چپ  a=5 )S اس�ت و  , )0 0 فهمید رأس س�همی 
y و در نتیج�ه معادلۀ  ax=−2 4 اس�ت، پس صورت کل�ی معادلۀ این س�همی 
y اس�ت. برای به دس�ت آوردن محل برخورد این س�همی با  x=−2 20 س�همی 

y را با سهمی به دست می آوریم x= نیمساز ربع سوم معادلۀ حاصل از برخورد 

 

y x
x x x x y

y x

A

A

.¡.¡.ù  

RI~Th¶ Ì¼µ\¶

( ),

( , )

 =− ⇒ =− ⇒ = =− ⇒ =−
=
− −

=− − =−

2
220

20 0 20 20

20 20

20 20 40

x اس�ت،  707 ay=2 4 )S و صورت کلی آن  , )0 0 رأس این س�همی   2
پس در این سهمی مقدار a برابر 2 است. همچنین دهانۀ این سهمی رو به بالا و 
)F کانون  آن اس�ت. بنابراین ش�کل س�همی به صورت زیر است. معادلۀ  , )0 2
، را به دس�ت  d x y: + =1 5 )F و م�وازی خ�ط  , )0 2 d2 گذرن�ده از  خ�ط 
 ، d y x: − =−2 2 ، در نتیجه  dm =−

2
، پس 1 dm =−

1
می آوری�م. چون 1

. معادل�ۀ حاص�ل از برخ�ورد این خط را ب�ا خط هادی  d x y: + =2 2 بنابرای�ن 
)y به دست می آوریم تا مختصات A به دست آید: )=−2

 
x y

A
y

( , )
+ = ⇒ −
=−

2
4 2

2
 

مساحت مثلث ASF به صورت زیر به دست می آید:

 ASFS FS AH= × × = × × =1 1 2 4 4
2 2

 

می دانیم محور کانونی هر س�همی محور تقارن آن است. پس قرینۀ  708  ۴
)A نس�بت به محور تقارن این س�همی روی آن قرار دارد. رأس سهمی  , )3 7 نقطۀ 

)b اس�ت و y=1 محور تقارن آن است. برای  , )1 y نقطۀ  a x b( ) ( )− = −21 4

AH را بر این  A عمود  )A نسبت به خط y=1 از  , )3 7 پیدا کردن قرینۀ نقطۀ 
H به  ′A برسیم. نقطۀ  خط وارد می کنیم و به اندازۀ خودش امتداد می دهیم تا به 

. پس  A H A′= −2 . بنابراین  A AH ′+=
2

) است و  , )3 1 مختصات 

A ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )′= − = − = −2 3 1 3 7 6 2 3 7 3 5

ابتدا معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد می نویسیم: 709  ۴

 
y x y x

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( )

=− + + ⇒ =− + +

+ = + ⇒ + = +

2 2

2 2

12 2 1 2 4
2

1 1 14 2 2
2 2 4

)S است. بنابراین فاصلۀ مبدأ از رأس برابر است با  , )− −1 2
2

رأس این سهمی نقطۀ 

OS= + =1 174
4 2

به موازات هر خط دلخواهی می توان مماس بر س�همی رس�م کرد  710  2

به غیر از خطوطی که موازی محور تقارن س�همی هس�تند. چ�ون در معادلۀ این 
سهمی توان y برابر 2 است، پس محور تقارن آن موازی محور x است. در نتیجه 

y نمی توان مماس بر این سهمی رسم کرد.  k= به موازات خطوط با معادلۀ 

ابتدا معادلۀ سهمی را به شکل استاندارد می نویسیم  711  1

 

yx x y x x

yx x

− −
− =− − ⇒ − =

− − +
− + =

2 2

2

4 113 6 4 11 2
3

4 11 32 1
3

 S h k( , ) ( , )= −1 2 . در نتیجه رأس این سهمی  x y( ) ( )− =− +2 41 2
3

در نتیجه 

. همچنین دهانۀ این س�همی رو به پایین اس�ت. بنابراین معادلۀ  a=1
3

اس�ت و 

y است.  k a= + =− + =−1 52
3 3

خط هادی آن به صورت 

معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد می نویسیم: 712  3

x x y x x y

x y( ) ( )

− =− + ⇒ − + =− + +

− =− −

2 2

2

4 8 12 4 4 8 12 4

2 8 2

. همچنین دهانۀ  a=2 S اس�ت و  h k( , ) ( , )= 2 2 در نتیجه رأس این س�همی 

می آی�د  به دس�ت  کان�ون  اکن�ون  اس�ت.  پایی�ن  ب�ه  رو  س�همی  ای�ن 
. نقط�ۀ A وس�ط پاره خط SF اس�ت، پس  F h k a( , ) ( , ) ( , )− = − =2 2 2 2 0

. توج�ه کنید که MN خط گذرا از A و عمود بر  A
( , ) ( , )

( , )
+

= =
2 2 2 0

2 1
2

( اس�ت، پس معادلۀ آن y=1 اس�ت. ب�ا قرار دادن  x=2 مح�ور تق�ارن )خط 

y=1 در معادلۀ سهمی طول نقطه های M و N به دست می آیند:

x x x x  ,− − = ⇒ = + = −2
1 24 4 0 2 2 2 2 2 2

. در نتیجه  N( , )−2 2 2 1 )M و  , )+2 2 2 1 پس 

MN | |= + − + =2 2 2 2 2 2 4 2  



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
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معادلۀ داده شده را مرتب می کنیم: 713  ۴

x y x y mx m x y x y
m m

( )+ + + = − ⇒ + + + + =2 2 2 2 22 28 12 1 8 12

x2 وجود ندارد، پس باید  در معادلۀ س�همی ای که دهانۀ آن رو به راست است 
. بنابراین معادلۀ  m=−1 یعن�ی ، m+ =1 0 ضریب آن صفر باش�د، در نتیجه 
y اس�ت. اکن�ون معادلۀ س�همی را به  x y− + =2 2 8 12 س�همی ب�ه ص�ورت 

صورت استاندارد می نویسیم تا مختصات رأس آن را به دست آوریم:
y y x y x

y x y x

( )

( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + − = +

+ = + ⇒ + = +

2 2

2 2

8 2 12 4 16 2 12

4 2 28 4 2 14
)S است.  , )− −14 4 بنابراین رأس این سهمی نقطۀ 

راه حل اول ابتدا معادلۀ سهمی را به شکل استاندارد می نویسیم: 71۴  3
m my my nx y my nx

m my n x
n

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − + = +

− = +

2 2 2 2

22

2 2

2 4

. چون  na=
4

m اس�ت و  mS h k
n

( , ) ( , )= −
2

4 2
بنابرای�ن رأس این س�همی 

، یعنی  m=1
2

ع�رض رأس س�همی برابر 1 اس�ت )ش�کل زی�ر را ببینید(، پ�س 

F اس�ت، پ�س  h a k( , ) ( , )+ = 0 1 . همچنی�ن کان�ون ای�ن س�همی  m=2

n=−2 قابل  . مقدار  n=±2 ، پ�س  n
n

− =1 0
4

، یعن�ی  n
n

( , ) ( , )− =1 1 0 1
4

 . m n= =2 قبول نیست، چون دهانۀ سهمی رو به راست است.  بنابراین 

راه ح��ل دوم فرض کنید س�همی مح�ور عرض ها را در نق�اط A و B قطع کرده 
) است و مختصات آن در  , )0 2 است. چون F وسط A و B است، پس B نقطۀ 
 m m= ⇒ =4 2 2 معادلۀ سهمی صدق می کنند: 
)A و  , )0 0 )AB برابر 4a اس�ت. چون  ) از ط�رف دیگ�ر، ط�ول وت�ر کانون�ی 

. ب�ا توجه به  a=1
2

. در نتیج�ه  a=4 2 . بنابرای�ن  AB=2 ، پ�س  B( , )0 2

S است. مختصات S در معادلۀ  a( , ) ( , )− = − 11 1
2

شکل زیر، رأس این سهمی 

n n= − ⇒ =11 2 2
2

سهمی صدق می کنند:  

راه ح��ل اول چ�ون س�همی از مب�دأ مختص�ات می گ�ذرد، پ�س  715  ۴
)O در معادلۀ سهمی صدق می کنند: , )0 0 مختصات 

 O n nÂµ¿w∈ ⇒ − = + ⇒ =0 0 0 0
اکنون معادلۀ سهمی را به شکل استاندارد می نویسیم:

 y y mx y m x
m

( ) ( )− + = + ⇒ − = +2 2 44 4 4 2  

 y k a x h( ) ( )− =− −2 4 چون دهانۀ سهمی رو به چپ است، پس معادلۀ آن به شکل 

. همچنین کانون  ma=−
4

S است و  h k
m

( , ) ( , )= − 4 2 است. رأس این سهمی 

، بنابراین F( , )0 2 F است. با توجه به شکل  h a k( , )− سهمی نقطۀ 

 mh a
m

− = ⇒− + =40 0
4

 

m=4 قابل  . چون دهانۀ س�همی رو به چپ اس�ت مقدار  m=±4 در نتیج�ه 
. m n+ =− + =−4 0 4 . در نتیجه  m=−4 قبول نیست، پس 

. با توجه به ش�کل  n=0 راه ح��ل دوم س�همی از مبدأ مختصات می گذرد، پس 
 a a= ⇒ =2 2 1 ، پس  AF=2 زیر، AB وتر کانونی سهمی است. چون 
S اس�ت. بنابراین مختص�ات S در معادلۀ  a( , ) ( , )=2 1 2 رأس س�همی نقط�ۀ 

 m m− = ⇒ =−4 8 4 سهمی صدق می کنند: 
 . m n+ =−4 در نتیجه 

a نمایش می دهیم. در اینجا برای  716 در س�همی فاصلۀ کانونی را با   3
اینکه اشتباهی صورت نگیرد، در معادلۀ سهمی داده شده، به جای m ، a را قرار می دهیم. 

x می شود. اکنون توجه کنید که mx my− = +2 2 3 پس معادلۀ داده شده 
mma

SwH 1 â¾]nj ·A ¾M SLvº ,RnILø ¾¨ ÁoÃûT¶ KÄoò

 ¾â ]nj oÃûT¶ KÄoò

| |
| | | |

( )
= = =

×
2

4 2 4 2

 ، m| |
=3

2
. در نتیجه  a=3 چون فاصلۀ کانون تا خط هادی برابر 2a است، پس 

m=6 معادلۀ س�همی را به ش�کل اس�تاندارد  . اکن�ون ب�ه ازای  m=±6 یعن�ی 
)S است.  , )−3 1 x می نویسیم. در این معادله رأس سهمی  y( ) ( )− = +23 12 1

m=−6 لازم نیست.  چون این جواب در گزینه ها هست، پس دیگر بررسی 
م�کان هندس�ی نقاطی ک�ه از رأس س�همی به فاصلۀ 1 هس�تند،  717  ۴

دایره ای به مرکز رأس س�همی و ش�عاع 1 اس�ت. نقاط برخورد این دایره با خط 
 a .است a هادی نقاط مورد نظر هس�تند. فاصلۀ رأس سهمی تا خط هادی برابر

را با شعاع دایره مقایسه می کنیم:

a
SwH 1 â¾]nj ·A ¾M SLvº ,RnILø ¾¨ ÁoÃûT¶ KÄoò

 ¾â ]nj oÃûT¶ KÄoò

| | | |
( )

−= = =
× ×

6 3
4 2 4 1 2

، پس دایره خط هادی را قطع  a= >3 1
2

چون 

نمی کند، یعنی چنین نقطه ای وجود ندارد.

آینۀ س�هموی را مطابق ش�کل  718  2
روی محورهای مختصات قرار می دهیم به طوری 
ک�ه رأس آن مبدأ مختصات باش�د. با توجه به 
)A روی این آینۀ  , )20 4 فرض تس�ت نقط�ۀ 
س�هموی قرار دارد. همچنین از روبه رو این آینه 
x است. پس ay=2 4 یک سهمی به معادلۀ 

 Ax ay a a Âµ¿w ( )∈= → = ⇒ = =2 2 4004 20 4 4 25
16
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بنابر خاصیت بازتابندگی سهمی بازتاب پرتوهای نوری که موازی  719  1
محور س�همی بر آن می تابند از کانون آن می گذرند. پس باید کانون سهمی داده 

شده را به دست آوریم:

 
x x y x y

x y x y

( )

( ) ( ) ( )

− + + = ⇒ − − + + =

− =− − ⇒ − =− +

2 2

2 2

2 4 5 0 1 1 4 5 0

1 4 4 1 4 1
 

S است. همچنین  h k( , ) ( , )= −1 1 پس دهانۀ این سهمی رو به پایین و رأس آن 

. مختصات کانون این سهمی به صورت زیر است: a=1 در نتیجه ، a=4 4
F h k a( , ) ( , ) ( , )− = − − = −1 1 1 1 2  

≥x نمایانگر مس�تطیلی در دستگاه  720 ≤2 5 −y و  ≤ ≤1 3 رابطۀ   1

 ، x=5  ، x=2 2 اس�ت، به طوری ک�ه اضلاع آن روی خط های 
 مختصات 

y=3 قرار دارند.  y=−1 و 

S2 رس�م شده است )شکل های زیر را ببینید(.  721 S1 و  نمودارهای   ۴

S همانند شکل گزینۀ )4( است. S1 2 پس 

x=3 ق�رار دارد و  722 ب�ا توجه به ش�کل، پاره خ�ط AB روی خط   2
3− اس�ت. پس رابطۀ مرب�وط به پاره خط  ع�رض A براب�ر 1 و عرض B برابر 

−y است. ≤ ≤3 x=3 و 1 AB به صورت 

723  y=−4 y=3 و پاره خط DC روی خط  پاره خط AB روی خط   3
 x=1 روی خط AD و پاره خط x=4 قرار دارد. همچنین پاره خط BC روی خط 
−y صدق می کند. ≤ ≤4 3 ≥x و  ≤1 4 قرار دارد. بنابراین ناحیۀ رنگی در رابطۀ 

x مش�خص کنندۀ یک دایره به مرکز مبدأ و  72۴ y+ =2 2 4 معادلۀ   3

x نشان دهندۀ نقاط درون و روی این دایره است. y+ ≤2 2 4 شعاع 2 است. رابطۀ 

و  725  x y( ) ( )− + − ≤2 23 2 9 رواب�ط  در  ک�ه  ناحی�ه ای   3
) و شعاع  , )3 2 /x صدق می کند قس�متی از س�طح دایرۀ به مرکز  /≤ ≤1 5 4 5
x قرار دارد )ش�کل زیر را  /=4 5 x و  /=1 5 3 اس�ت ک�ه بین دو خط م�وازی 
ببینید(. در ش�کل مثلث OAB مثلث متس�اوی الاضلاع به ضلع 3 است. پس 

. بنابراین BOCˆ = 0120 ˆAOB و  = 060

OBC OAD

OAB OCD 

S S

ÌIõ¤ SeIv¶ ÌIõ¤ SeIv¶ ( )

( )( )sin

π= = π =

= = = × =

0 2
0

0

60 33
2360

1 9 3 9 33 3 120
2 2 2 4

در نتیجه
OBCOAB SÂ«ºn Sµv¤ SeIv¶ ÌIõ¤ SeIv¶( )

( ) ( )

= +

π= + = π+

2 2

3 9 3 9 32 2 3
2 4 2

x 1 5/� x 4 5/�
3

A B

y

x

D C

O

3

2

را به صورت زیر می نویسیم: 726 x y x y+ − + ≤2 2 2 4 3 رابطۀ   2

x y x y x y

x y

( ) ( )

( ) ( )

+ − + ≤ ⇒ − − + + − ≤

− + + ≤

2 2 2 2

2 2

2 4 3 1 1 2 4 3

1 2 8

( , )−1 2 x درون  و روی دایرۀ به مرکز  y x y+ − + ≤2 2 2 4 3 بنابرای�ن رابطۀ 

 x=3 x≥3 سمت راست و روی خط  2اس�ت. همچنین رابطۀ  2 و ش�عاع 
x≥3 ی�ک قطع�ه از دایره را  x و  y x y+ − + ≤2 2 2 4 3 اس�ت. پ�س روابط 
مشخص می کنند )شکل زیر را ببینید(. فاصلۀ مرکز O از وتر AB برابر 2 است 
، پ�س بناب�ر قضی�ۀ فیثاغورس در مثلث ه�ای OAH و  OA OB= =2 2 و 
اس�ت   090 براب�ر   AOB زاوی�ۀ  نتیج�ه  در   . AH BH= =2  ،OBH

. در نتیجه AB OA OB( )= +2 2 2

OAB OABÂ«ºn Sµv¤ SeIv¶ ÌIõ¤  SeIv¶ W±X¶ SeIv¶

Â«ºn Sµv¤ SeIv¶

( ) ( )

( ) ( )( )

= −

= π − = π−
0 2
0

90 12 2 2 2 2 2 2 4
2360

y

x

H

A

B

2

O

x 3�

ارتفاع و عرض نقطۀ A منفی و طول آن مثبت اس�ت، پس نقطۀ  727  ۴

3 واقع است. 
 A در ناحیۀ هشتم دستگاه مختصات 

y=2 معادلۀ صفحه  ای موازی  728 x=0 معادلۀ صفحۀ yz است و   1

 xy خطی عمود بر صفحۀ 
x

y

=


=

0

2
صفحۀ  xz  و به فاصلۀ 2 از آن است. پس 

و در نتیجه موازی محور z است. 

z=3 است و عرض  729 x=2 و  یال AB فصل مشترک دو صفحۀ   3
نقاط روی آن بین صفر و 7 هستند. پس معادلات یال AB به صورت زیر هستند:

 
x

AB y

z

:

=
 ≤ ≤


=

2

0 7

3

، پس، 730 z>0 ، y>0 و  x<0در ناحیۀ دوم دستگاه مختصات فضایی  2

a a ( )+ > ⇒ >− 12 1 0 1
2

، پس z<0 و  y<0  ، x>0 در ناحیۀ هشتم دستگاه مختصات فضایی 

a a ( )− < ⇒ <143 14 0 2
3

. پس بیشترین مقدار  a− < <1 14
2 3

از نابرابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

صحیح a برابر 4 است.
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، H و M روی فقط یک وجه مکعب قرار دارند. سایر  731 F  ، E نقاط   3
( یا روی دو یا سه وجه هم زمان واقع  D نقطه ها یا روی هیچ وجهی قرار ندارند )مثل 

هستند. پس چهار نقطه بین این نقاط روی فقط یک وجه قرار دارند.
732  z=1 اس�ت و xz معادل�ۀ صفح�ه ای موازی ب�ا صفحۀ y=3  1

 فصل 
y

z

=


=

3

1
معادل�ۀ صفح�ه ای موازی با صفحۀ xy اس�ت. پس مع�ادلات 

 . x مشترک این دو صفحه را نشان می دهند که خطی است موازی محور 
z

y

x

z 1�

، C و D همگی برابر 3 اس�ت، پس این  733 B  ، A ارتفاع های نقاط   3
z=3 ق�رار دارن�د. تصوی�ر آن ه�ا روی صفح�ۀ xy نق�اط  نق�اط روی صفح�ۀ 
D هس�تند. این   ( , , )′ −2 1 0 C و    ( , , )′ − −1 1 0  ، B   ( , , )′ −1 1 0  ، A  ( , , )′ 2 1 0
′A برابر 1  ′B و  z=0 قرار دارند، عرض دو نقطۀ  نق�اط همگ�ی روی صفحۀ 
′C برابر  ′B و  1− اس�ت. طول دو نقطۀ  ′D برابر  ′C و  و عرض دو نقطۀ 
C بین  D′ ′ A و  B′ ′ ′D برابر 2 است. بنابراین  ′A و  1− و طول دو نقطه 
 y=1 y=−1 و  A بی�ن  D′ ′ B و  C′ ′ x=2 ق�رار دارن�د و  x=−1 و 
 z=0 −y و  ≤ ≤1 1 ، x− ≤ ≤1 2 A در روابط  B C D′ ′ ′ ′ هستند. پس سطح 

صدق می کند. این سطح با سطح ABCD هم مساحت و موازی است.
z

y

x

D�

B�

A�

C�

x=4 قرار دارد، متغیر y در آن  73۴ ADD روی صفحۀ  A′ ′ وج�ه   2
بی�ن صف�ر و 5 و متغی�ر z در آن بین صفر و 1 اس�ت. بنابراین روابط مش�خص 

≥z هستند.  ≤0 1 ≥y و  ≤0 5  ، x=4 کنندۀ این وجه   
′D است، پس روی وجه های  735 ) مختصات نقطۀ  , , )−5 6 1 نقطۀ   2

A قرار دارد. پس گزینۀ )2( نادرست  B C D′ ′ ′ ′ ADD و  A′ ′  ، DCC D′ ′

است. به درستی سایر گزینه ها توجه کنید.
، C و D برابر 3 اس�ت، پس این  736 B  ، A ارتف�اع هر چه�ار نقطۀ   3

z=3 هس�تند. در ضمن عرض دو نقط�ۀ A و B برابر 1 و  نق�اط روی صفحۀ 
1− اس�ت. همچنین ط�ول دو نقطۀ B و C برابر  ع�رض دو نقطۀ C و D برابر 
x=−1 و  1− و ط�ول دو نقطۀ A و D برابر 2 اس�ت. پ�س AB و CD بین 
y=1 قرار دارن�د. بنابراین  y=−1 و  x=2 ق�رار دارن�د و BC و AD بی�ن 
−y و  ≤ ≤1 1  ، x− ≤ ≤1 2 س�طح محدود ب�ه چهارضلعی ABCD ب�ا روابط 

z=3 مشخص می شود.
z

y

x

D

C B

A

737  z منفی و y ،منف�ی x در ناحیۀ س�وم دس�تگاه مختص�ات فضایی  3
A در این ناحیه قرار ندارد، پس گزینۀ )3(   ( , , )−1 2 3 مثبت اس�ت. پس نقطۀ 

نادرست است. درستی سایر گزینه ها را بررسی کنید.

738  
y

z

=


=−

5

1
 و 

x

z

=


=

7

2
دو یال این مکعب مستطیل روی خط های   1

 ، y=5  ، y=1 ، x=7  ، x=3 هستند. پس این مکعب مستطیل به صفحات 
z=2 محدود اس�ت و شکل آن به صورت زیر است. پس ابعاد این  z=−1 و 
 AA ( )′= − − =2 1 3 =AB و  − =5 1 4  ، AD= − =7 3 4 مکعب مستطیل 
′DC است. بنابراین  yoz برابر  است. در ضمن قطر وجه های موازی صفحۀ 

AC
DC
| |

| |

′ + += =
′ +

2 2 2

2 2
4 4 3 41

254 3
z

y

x

D C

B
A

A� B�

C�
D�

نقط�ۀ  739  yz صفح�ۀ  ب�ه  نس�بت   A x y z( , , ) نقط�ۀ  قرین�ۀ   1
. از طرف دیگر، قرینۀ  A ( , , )′ − −2 4 5 A اس�ت، پس در اینجا  x y z( , , )′ −

A اس�ت.  x y z( , , )′′ − − y نقط�ۀ  A نس�بت ب�ه مح�ور  x y z( , , ) نقط�ۀ 
A است.  ( , , )′′ 2 4 5 y نقطۀ  A نسبت به محور  ( , , )′ − −2 4 5 بنابراین قرینۀ 

 . A A Ax y z′′ ′′ ′′+ + = + + =2 4 5 بنابراین 11
A نقط�ه ای باش�د که در ش�رط مس�ئله صدق  7۴0 x y z( , , ) اگ�ر   2

 x A yz A n¼d¶ pH  ¾â ±ÅIÎ  ¾â dÿÅ pH  â¾±ÅIÎ( )=1
2

می کند، آن گاه 

. تنها گزین�ۀ )2( در این  y z x( )+ =2 2 24 . پس  y z x| |+ =2 2 1
2

یعن�ی 

برابری صدق می کند.
A از صفحه های xz ، xy و  7۴1 x y z( , , )0 0 0 ف�رض کنید فاصل�ۀ   ۴

yz به ترتیب برابر 1 ، 2 و 3 باشد. در این صورت:

 
xy A  z   xz  A  y  

yz  A x  

â¾dÿÅ IU  â¾±ÅIÎ      ¾â dÿÅ IU  â¾±ÅIÎ

 ¾â dÿÅ IU  ¾â ±ÅIÎ

| | , | |

| |

= = = =

= =
0 0

0

1 2

3
 

OA است. بنابراین  x y z| |= + +2 2 2
0 0 0 می دانیم فاصلۀ A تا مبدأ مختصات برابر 

 OA  | |= + + =9 4 1 14
|y اس�ت، پس   7۴2 | xz برابر  x از صفحۀ  y z( , , ) فاصل�ۀ نقطۀ   2

. بنابراین  m=±1

 
m M   y M x z

m M   y M x z

 n¼d¶ pH  â¾±ÅIÎ

 n¼d¶ pH  ¾â ±ÅIÎ

( , , )

( , , )

= ⇒ ⇒ = + = + =

=− ⇒ − ⇒ = + = + =

2 2

2 2

1 2 1 1 4 1 5

1 0 1 1 0 1 1

5 وجود دارد.  در بین گزینه ها عدد 
مکان هندسی نقاطی که از A به فاصلۀ 1  7۴3  1

هس�تند کره ای به مرکز A و ش�عاع 1 اس�ت و مکان 

3 هستند کره ای 
2

هندس�ی نقاطی که از B به فاصلۀ 

3 است. نقاط تلاقی این دو کره 
2

به مرکز B و ش�عاع 

جواب این مسئله است. توجه کنید که 
AB| | ( ) ( ) ( )= − + − + − = + + =2 2 23 1 2 4 1 2 4 4 1 3

|AB از مجموع شعاع های دو کره بیشتر است، پس دو کره نقطۀ تلاقی  | چون 
ندارند. پس این مسئله جواب ندارد. 
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. اگر M وسط  7۴۴ B ( , , )′ −0 0 3 A و  ( , , )′ 1 2 0 بنابر فرض مسئله   2

A باشد، آن گاه B′ ′ پاره خط 

A BM
( , , ) ( , , )

( , , )
+ −′ ′+= = = −

1 2 0 0 0 3 1 31
2 2 2 2

)A و  7۴5 , , )4 5 2 )M وس�ط پاره خط واصل نقاط  , , )2 3 0 چون نقطۀ   3

 M رأس های مجاور متوازی الاضلاع هستند. نقطۀ B و A نیست، پس  B( , , )2 4 1
وس�ط قطر BD در متوازی الاضلاع ABCD است )شکل زیر را ببینید(. در نتیجه 

 . D M B     ( , , ) ( , , ) ( , , )= − = − = −2 2 2 3 0 2 4 1 2 2 1 پ�س   . B DM +=
2

 . AD| |= + + =4 9 9 22 |AB و  |= + + =4 1 1 6 اکنون توجه کنید که 

22 است.  در نتیجه طول بزرگ ترین ضلع متوازی الاضلاع برابر 

اگ�ر C روی خط AB نباش�د، آن گاه بناب�ر نابرابری های مثلث،  7۴6  2
AC و اگ�ر C روی خ�ط AB باش�د، بیش�ترین مق�دار  BC AB| | | | | || |− <

AC زمانی اتفاق می افتد که C در طرفین پاره خط AB باش�د، در  BC| | | |−

 AC BC| | | || |− . پس بیشترین مقدار  AC BC AB| | | | | |− = این صورت 

. AB| |= + + =1 4 4 3 برابر است با 

7۴7  AB وس�ط M را به دس�ت می آوریم. اگر AB ابتدا نقطۀ وس�ط  1
باشد، آن گاه

A B m m mM m( , , ) ( , , )+ − + − − −= = = − −2 2 2 3 1 1 11
2 2 2 2

2 است، پس فاصلۀ M از مبدأ برابر 

OM m

m m m m m m

| | ( )

( )

= ⇒ − + + =

− + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2 2

2 1 1 1 2

2 3 2 2 1 0 1 0 1
7۴8  B باشد، آن گاه B نس�بت به نقطۀ A قرینۀ نقطۀ A′ اگر نقطۀ   3

′AA قرار دارد. بنابراین وسط 
A AB A B A

A A( , , ) ( , , ) ( , , )

′+ ′= ⇒ = −

′ ′= − − − ⇒ −

2
2

2 2 3 1 1 2 4 3 8 6

برداری که اندازۀ آن برابر یک است، بردار یکه است. گزینه ها را  7۴9  3
بررسی می کنیم

 i  j

 i j

 i  j   

 i j

(1) ¾â ¹Äq¬

(2) â¾¹Äq¬

(3) â¾¹Äq¬

(4) â¾¹Äq¬

:| | ( ) ( )

:| |

:| | ( ) ( )

:| |

− = + − = ≠

+ = + = ≠

− − = − + − = + =

− = + = ≠

2 2

2 2

2 2

2 2

3 3 3 3 2 1
3 3 3 3 3

1 1 2 1

2 2 2 2 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 2 1

 

 

 

 



b موازی هستند، پس باید مضرب هم باشند و چون  750


a و 
 چون   ۴

a است، پس 2− برابر مؤلفۀ x در   ، b′


مؤلفۀ x در 

 b a  m m

m m

( , ) ( , ) ( , )=− ⇒ − =− − + = − −

− = ⇒ =

2 2 4 21 2 2 2 4

2 4 4 4





a هم اندازه هس�تند، زیرا  751 b−


 a و  b+


 توجه کنید که بردارهای   ۴

a و  b+


 ) اس�ت. از ط�رف دیگر  ) ( )+2 27 2
8 3

ان�دازۀ ه�ر دوی آن ها برابر 

b هس�تند. متوازی الاضلاع با 


a و 
 a قطرهای متوازی الاضلاع به اضلاع  b−





. a b⊥


 قطرهای برابر مستطیل است، پس 

a پس متوازی الاضلاع�ی که روی دو  752 b   a b| | | |+ = −3 3
 

  چ�ون   1

b ایج�اد می ش�ود، دارای قطرهایی با طول برابر اس�ت، یعنی این 


a3 و  ب�ردار 
. a b⊥



 a در نتیجه  b⊥3


 متوازی الاضلاع مستطیل است و 

753  AB BC AC+ =
  

تساوی داده شده را ساده می کنیم. می دانیم   3

، پس  MP PN MN+ =
  

و 
AB BC MP PN o AC MN o AC MN+ + + = ⇒ + = ⇒ =−3 3 3 3
       

 

MN مض�رب منف�ی یکدیگرن�د. پ�س م�وازی و غیرهم جهت 


AC و 


پ�س 
0180 است. هستند، در نتیجه زاویۀ بین آن ها 

، پس 75۴ AB OB OA= −
  

چون   ۴
OA BZ AZ AB OB

OA OZ OB OZ OA OB OA OB OZ( ) ( )

+ + + +

= + − + − + − + =

3 6 2 5

3 6 2 5 8

    

        

ب�ردار  755  xz صفح�ۀ  روی   a ( , , )= −3 1 4 ب�ردار  تصوی�ر   2

 . ( )− + =2 23 4 5 b است و اندازۀ این بردار برابر است با  ( , , )= −3 0 4


a نسبت  756
 a′ قرینۀ  می دانیم بازتاب ایزومتری اس�ت. پس اگر   3

. a a| | | |′ = = + + =4 1 4 3  باشد، آن گاه  b


به 

v با صفحۀ xy موازی اس�ت، پس بر محور z عمود  757 چون بردار   3
، پس  m− =1 0 اس�ت. در نتیج�ه مختص )مؤلف�ۀ( z در آن صفر اس�ت، یعنی 

 . v| |= + =16 9 5 . در نتیجه  v ( , , )= 4 3 0 . بنابراین  m=1

توجه کنید که 758  1
a b         

a b           

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

− = − − = − − = −

+ = + − = + − =

2 2 3 1 21 1 1 2 3 1 2 2 2 0 5 1

2 2 3 1 21 1 1 2 3 1 2 2 2 4 1 3









 

 . a b
a b
| |

| |

− += = =
+ + +

2 25 1 26 1
2 16 1 9 26









در نتیجه 
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a دو قطر متوازی الاضلاعی هس�تند که  759 b−


 a و  b+


 بردارهای   2
b دو ضلع مجاور آن هستند:



a و 


a b        

a b       

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

+ = − + − =

− = − − − = −

3 1 2 1 2 1 4 1 1

3 1 2 1 2 1 2 3 3









اکنون توجه کنید که 
 a b a b     | | , | |+ = + + = − = + + =16 1 1 3 2 4 9 9 22

 

 

3 است.  2 بنابراین طول قطر کوچک برابر 

760 ، a b   a b| | | |− > +
 

  b منفرجه است، پس 


چون زاویۀ بین دو بردار a و   3

. دو ط�رف را به توان  x x x x( ) ( ) ( )+ + + − > − + +2 2 2 21 16 1 3 1 یعنی 

x x x x( ) ( ) ( )+ + + − > − + +2 2 2 21 16 1 3 1 دو می رسانیم: 

 . x>− 4
3

با ساده کردن این نابرابری به دست می آید 

a راستای نیمساز زاویۀ  761 b+


 . پس  a b| | | |= =3


 توجه کنید که   3

b است:


a و 
 بین دو بردار 

b a a b»  ¸ÃM ¾â Ä»Hp pIvµÃº ÁITwHn ( , , ) ( , , )

( , , )

= + = − + −

= −

1 2 2 2 1 2

3 3 4

 

 

a نیمساز زاویۀ بین  762 b+


 ، پس  =
0 0150 75

2
توجه کنید که چون   ۴

b لوزی است و  


a و 
 b است. در نتیجه متوازی الاضلاع ایجاد شده روی 



a و 


a b a b( ) ( )+ ⊥ −
 

 

763  ، a b| | | |=


 b قرینۀ هم هس�تند، پس 


a و 
 توجه کنید که چون   ۴

b لوزی اس�ت. در لوزی قطرها 


a و 
 بنابراین متوازی الاضلاع ایجاد ش�ده روی 

. a b a b( ) ( )+ ⊥ −
 

  بر هم عمود هستند، در نتیجه 

a
�

a b�
��

b

�

b است  76۴


a و 
 b در راستای نیمساز زاویۀ بین  a a b| | | |+

 

  بردار   2

. ه�ر ب�ردار هم راس�تا و  b a a b        | | | | ( , , ) ( , , ) ( , , )+ = − + =1 2 1 2 3 1 0 0 1 1 2
 

  و 

) است. پس  , , )1 1 2 b مضرب مثبت بردار 


a و 
 هم جهت با نیمساز زاویۀ بین 

. اندازۀ این  m>0 m در نظ�ر می گیریم ک�ه  m m( , , )2 ب�ردار م�ورد نظر را 

m m m m+ + = ⇒ =2 2 24 6 6 6 6 است، پس  بردار برابر 
) است.  , , )1 1 2 در نتیجه m=1 و بردار مطلوب 

ابتدا مختصات دو بردار موازی را پیدا می کنیم: 765  1
a j  m   m  

i b     n  n

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

+ = + = +

− = − − = − −

2 21 2 0 1 0 2 2 1 4

3 1 0 0 3 2 1 5 3 3





 

می دانیم مختصات دو بردار موازی متناسب اند، پس
m m m

m
n n n

n

+ =− ⇒ + =− ⇒ =−+= = ⇒
− −  =− ⇒ = ⇒ = −

2 1 2 1110 5 6
2 2 1 4 3 5 10
5 3 3 4 2 106 20

3 5 3

. mn ( )( )= − =−11 103 3 11
10 3

بنابراین 

. در  766 k
m

= =4 2
3 1

b موازی هس�تند، پس 


a و 
 چ�ون دو ب�ردار   2

 . m k+ = + =2 6 8 . بنابراین  m=2 k=6 و  نتیجه 

. براب�ری  767 BC OC OB= −
  

AC و  OC OA= −
  

1  می دانی�م 
دوم را از برابری اول کم می کنیم

OB OA ABAC BC OB OA

AB( , , ) ( , , )

− =− = − →

− − − − =1 3 1 1 1 3

  

   



. AB| |= + + =4 16 16 6


. در نتیجه  AB ( , , )= −2 4 4


 بنابراین 

، پس  768 AM BM| | | |=2
 

چ�ون M روی پاره خ�ط AB اس�ت و   1

. در نتیجه OM OA OB OM( )− = −2
   

. بنابراین  AM MB=2
 

OA OBOM
    ( , , ) ( , , )

( , , )
− + −+= = =

2 3 2 2 3 1 12 8 1 0
3 3 3 3

 



 . M  RI~Th¶ Ì¼µ\¶= + =8 1 3
3 3

در نتیجه 

توجه کنید که ترتیب قرار گرفتن نقطه ها روی خط مهم نیس�ت،  769  1

. بنابراین AB AC
 

 باید 
AB OB OA k k

AC OC OA m m

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

= − = − − = − −

= − = − = −

1 3 5 1 2 6 2 2

9 5 5 1 2 4 1 3

  

  

. بنابرای�ن   k
m

− −= =
−

6 2 2
4 1 3

AC م�وازی اس�ت، پ�س 


AB ب�ا 


چ�ون 

. در نتیجه  k=− 5
2

−=m و  1
3

mk ( ) ( )= × − × − = =1 530 30 25 5
3 2

، به دست می آید  770 b ( , )= 1 2


a و  ( , )= −2 3 چون   ۴

a b⋅ = − =−2 6 4






)93(

. در  771 m=9 بنابرای�ن    ، m− − =1 4 4 ، پ�س  a b⋅ =4


 چ�ون   ۴

 . b| |= + =64 4 2 17


b و   ( , )= 8 2


نتیجه 

، پس 772 a b
a b

cos
| || |
⋅θ=








از تعریف ضرب داخلی به دست می آید   ۴

 cos −θ= =3 2 1
5 10 5 2

 

توجه کنید که 773  1
a b a b  

 

 | | |( , , ) ( , , )| ( , , ) ( , , )

|( , , )| ( )

+ + ⋅ = − + − − + − ⋅ − −

= − + − − − = + − = − =−

1 1 1 1 4 5 1 1 1 1 4 5

0 3 4 1 4 5 9 16 10 5 10 5

 

 

77۴  a b a b| | | |+ > −
 

  b باش�د، از 


a و 
 θ زاویۀ بین دو بردار  اگر   ۴

. در نتیجه a b⋅ >0


 ، یعنی  ≤θ< 00 90 نتیجه می گیریم 

 
m m m m m m

m m

( , , ) ( , , )

/

− ⋅ + − > ⇒ + + − + >

+ > ⇒ >− −

1 3 2 2 1 4 0 6 3 4 8 0

113 11 0 3 67
3


 

3− است.  کوچک ترین مقدار صحیح m برابر 
775  . a b ( , , ) ( , , ) ( , , )− = − − =1 2 3 1 1 1 0 1 4



 ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

θ باشد، آن گاه b برابر 


a و  b−


 اکنون اگر زاویۀ بین بردارهای 
a b b
a b b

( , , ) ( , , )( )
cos

| || |

⋅ −− ⋅ −θ= = = =−
− + + +

0 1 4 1 1 1 1 4 3
171 16 1 1 1 17 3

 



 



پ�س  776 اس�ت،  براب�ر  ه�م  ب�ا  ب�ردار  دو  ای�ن  ان�دازۀ  چ�ون   ۴

. دو ط�رف این تس�اوی را به توان دو  m m( )+ + + = + +2 24 1 16 16 9

. ب�ا حل ای�ن معادله به دس�ت می آید  m m( )+ + = +2 21 20 25 می رس�انیم:
θ زاویۀ بین این دو بردار  . اگر  b ( , , )= 2 4 3



a و  ( , , )= 2 3 4 ، یعن�ی  m=2
باشد، آن گاه

a b
a b

cos
| || |
⋅ + +θ= = =

+ + + +
4 12 12 28

294 9 16 4 16 9









 

AC را به دس�ت می آوریم. توجه  777


AB و 


زاوی�ۀ بی�ن دو ب�ردار   3

، پس AC ( , , )= −3 3 0


AB و   ( , , )= −2 1 2


کنید که  

 AB ACA A
AB AC

ˆ ˆcos
| || |

⋅ += = = ⇒ =
×

06 3 2 45
23 3 2

 

   

778  . OB m( , , )= −1 2 2


OA و  m( , , )= 1 2


توج�ه کنی�د ک�ه   1

، یعنی OA OB⋅ =0
 

OB بر هم عمود هستند، پس 


OA و 


چون 
m m m m( , , ) ( , , )⋅ − = ⇒ − + + =1 2 1 2 2 0 1 2 4 0

 . m=−1 با حل معادلۀ بالا به دست می آید
، یعنی 779 a b⋅ =0



 b بر هم عمود هستند، پس 


a و 
 چون   2

n m m n m n( , , ) ( , , )⋅ = ⇒ + + = ⇒ + =−4 5 2 3 0 8 5 3 0 5 3 8

در بین گزینه ها فقط اعداد گزینۀ )2( در این برابری صدق می کنند.
780 . a x y( )⋅ + ≠0   بنابر فرض می خواهیم   2

 . a x y( )⋅ + =0   ، پس  x y o+ =
  y باش�د، آن گاه  x قرینۀ  گزین��ۀ )۱( اگر 

پس گزینۀ )1( جواب نیست.
آن گاه  باش�ند،  عم�ود  ه�م  ب�ر  دوب�ه دو  ب�ردار  س�ه  اگ�ر   )۳( گزین��ۀ 

. پس گزینۀ )3( هم جواب نیست. a x y a x a y( )⋅ + = ⋅ + ⋅ = + =0 0 0     

y عمود باش�د، بر هر بردار  x و  a بر صفحۀ دو بردار 
 گزین��ۀ )۴( اگ�ر بردار 

y است،  x و  x در صفحۀ دو بردار  y+  درون این صفحه عمود است. بردار 
. در نتیجه گزین�ۀ )4( هم  a x y( )⋅ + =0   x عم�ود اس�ت و  y+  a بر 

 پ�س 
جواب نیست. بنابراین گزینۀ )2( درست است.

توجه کنید که 781  2

 a b a a b a a( ) ( )⋅ + = ⋅ + ⋅ = × − + =− + =−22 2 2 3 2 6 4 2
 

      
عبارت خواسته شده را ساده می کنیم: 782  2

a b a b a a a b b a b b

a a b b

( ) ( )

| | | |

+ ⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= + ⋅ + = × + × + × = + + =2 2

2 3 3 6 2

3 7 2 3 4 7 4 2 9 12 28 18 58

     

     

 

 

a بر هم عمود هس�تند، پس  783 b+5


 a و  b+3


 چ�ون برداره�ای   3
، یعنی a b a b( ) ( )+ ⋅ + =3 5 0

 

 

a a a b a b b b a a b b| | | |⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒ + ⋅ + =2 25 15 3 0 5 16 3 0
     

     

بنابرای�ن    .
 

a b| || |cos+ θ+ =
1 1

5 16 3 0


 پ�س   . a b| | | |= =1


 چ�ون 

. θ= 0120 . در نتیجه  cos θ=− 1
2

توجه کنید که 78۴  2
a b a b a b a b a b| | | | | | | | | | | || |cos− = + − ⋅ = + −

= × + × − × × × =

2 2 2 2 2 02 3 4 9 12 4 9 12 60

14 9 9 16 12 3 4 108
2

    

    

 . a b| |− = =2 3 108 6 3


 در نتیجه 

|b و  785 |=6


 ، a| |=4 از برابری ه�ای داده ش�ده به دس�ت می آید   2

یعن�ی   ، a b a b a b| | | | (| | | | )+ + − = +2 2 2 22
  

   می دانی�م   . a b| |+ =3




 . a b| |− = 95


 . در نتیجه  a b| |− =2 95


 . پس  a b| | ( )+ − = +29 2 16 36




786 ، a b a b a b| | | |+ − − = ⋅2 2 4
  

   با توجه به اتحاد   3

a b a b a b− = ⋅ ⇒ − = ⋅ ⇒ ⋅ =2 210 8 4 100 64 4 9
  

  

، پس   787 a b c+ =−


  a نتیج�ه می گیری�م  b c o+ + =


   از براب�ری   ۴

. a b⋅ =1


 . در نتیجه  a b+ + ⋅ =9 25 2 36


 . یعنی  a b a b c| | | | | |+ + ⋅ = −2 2 22
 

  

a نتیجه می گیریم 788 b c o+ + =


   از برابری   1

a b c a b a c b c| | | | | | ( )+ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ =2 2 2 2 0
  

     

یعنی

a b a c b c a b c(| | | | | | )

( )

⋅ + ⋅ + ⋅ =− + +

=− + + =− × =−

2 2 21
2

1 1 7716 25 36 77
2 2 2

  

     

توجه کنید که 789  3
v a b c a b c a b a c b c

v

| | | | | | | | | |

| |

= + − = + + + ⋅ − ⋅ − ⋅

= + + + × × × − × × × − × × × = ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 14 25 16 2 2 5 2 2 4 2 5 4 27 3 3
2 2 2

   

       



می گیری�م  790 نتیج�ه   a b c o+ + =2 4


   براب�ری  از   1

. در نتیجه a b c c| | | |+ + = −2 22 2 2


   ، پس  a b c c+ + =−2 2 2


  

 
a b c a b a c b c c

a b a c b c a b

| | | | | | | |

(| | | | ) ( )

+ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

⋅ + ⋅ + ⋅ =− + =− + × =−

2 2 2 2

2 2

4 4 4 4 8 4

1 12 4 4 4 1 2
4 4

  

      

  

    



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
)94(

. در این  791 b ( , , )= −2 2 2


a و  x y z( , , )= 2 2 ف�رض کنید   3

صورت بنابر نابرابری کوشی - شوارتز،

a b a b x y z x y z

x y z

| | | || | | |

| |

⋅ ≤ ⇒ + − ≤ + + + +

+ − ≤

2 2 2

1040

4 2 2 4 2 4 4 2

4 2 2 20

 

 





x برابر 20 است. y z+ −4 2 2 پس حداکثر مقدار عبارت 

. در این  792 b ( , , )= 1 1 2 2


a و  x y z( , , )= 3 2 2 فرض کنید   1

صورت بنابر نابرابری کوشی - شوارتز،

a b a b x y z x y z

x y z x y z

| | | || | | |⋅ ≤ ⇒ + + ≤ + + + +

≤ + + ⇒ ≤ + +

2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 2 4 9 4 2 1 1 8

5 259 4 2 9 4 2
1010

 

 

2/ است. 5 x برابر  y z+ +2 2 29 4 2 پس حداقل مقدار عبارت 
793  a′

 . اگر  b ( , , )= − −2 1 2


a و  ( , , )= −0 3 6 ف�رض می کنی�م   2

b باشد، آن گاه


a بر امتداد 
 تصویر قائم 

a ba b
b

( ) ( )( , , ) ( , , )
| |

⋅ + −′= = − − = −
2

0 3 12 2 1 2 2 1 2
9











توجه کنید که 79۴  2
v v

v v
v

oM ´GI¤ oÄ¼~U Ï¼ö

| |

| |

⋅ + += = =
+ +

1 2
2 1

2

2 2 4 8
34 1 4

 

 



 

. اکنون  795 a b
a

b
| |

| |
| |

⋅′ =






 b باشد، آن گاه 


a بر 
 ′a تصویر قائم 

 اگر   2

بنابر فرض سؤال،
a b i j k a b a b

a b a b a b a b

| | | |

| | | |

− =− + + ⇒ − = + + ⇒ − =

+ − ⋅ = ⇒ + − ⋅ = ⇒ ⋅ =−

2

2 2

4 7 1 16 49 66

2 66 9 49 2 66 4

     

  

   

   

 . a b
a

b
| | | |

| |
| |

⋅ −′ = = =
4 4
7 7







 پس 

′a و  796
 توجه کنید ک�ه زاویۀ بین   3

b برابر اس�ت. بنابر 


a و 
 ′b ب�ا زاوی�ۀ بی�ن 



. از طرف دیگر،  a a| | | |′ =1
2

  فرض، 

a b a b
a a

b b
| | | || ||cos |

| | | ||cos |
| | | |

⋅ θ′ = = = θ
 

 

 

 

 . |cos |θ =1
2

، یعنی  a a| ||cos | | |θ =1
2

  پس 

 . θ= 0120 =θ یا  060 در نتیجه 
797  b



a روی امتداد بردار 
 با توجه به شکل طول تصویر قائم بردار   1

3 است، پس  برابر 

 
a b m m

a m m
b m

m m m m m m

| | | |
| | ( ( ) ) ( )

| | ( )

⋅ − + −′ = ⇒ = ⇒ + − = −
+ −

+ + − = + − ⇒ − − =

2 2
2

2 2 2

1 13 3 1 1 2 2
1 1

3 3 3 6 4 4 8 2 2 0







  

مجموع ریشه های این معادلۀ درجه دوم برابر است با

 b m
a

oÄjI£¶ Ì¼µ\¶
−− =− = ⇒ =2 2 2
1

 

راه حل اول با توجه به ش�کل، درمی یابی�م اگر زاویۀ بین دو بردار  798  1

060 خواهد  ′b نیز 


′a و 
 060 باش�د، آن گاه زاویۀ بین دو بردار  b برابر 



a و 


بود. از طرف دیگر،

 

a b

a a b b

a b a b

a b a b

a b

     

( )

| | | |cos , | | | |cos ( )

| || |cos

(| |cos )(| |cos )cos

(| || |cos )cos ( )

⋅

′ ′= =

′ ′ ′ ′⋅ = →

′ ′⋅ =

= = × =

0 0

10

0 0 0

0 2 0 2

60 60 1

60

60 60 60

160 60 4 1
2





 

 

 

 

 

 







 

. بنابراین  a b
b

a
| |

| |
| |

⋅′ =






a و  b
a

b
| |

| |
| |

⋅′ =






 راه حل دوم می دانیم 

a b a b
a b a b

ab
a b a b

ab

a b

| | | |
| || |cos cos

| || |

| || |cos | |
cos

| || |

| |cos cos ( )

⋅ ⋅′ ′ ′ ′⋅ = θ= × × θ

θ ⋅
= × × θ

= ⋅ θ θ= × =214 1
2

 

 

 

 





 

 









a
�

a��

b

�

b�
�

0
60

799  BC میانۀ وارد بر ضلع AM ارتفاع و AH در ش�کل فرضی زیر  1

BC است و می دانیم 


AM بر امتداد 


MH تصویر قائم میانۀ 


است، بنابراین 

. پس a b
a

b
| |

| |
| |

⋅′ =






 b باشد، آن گاه 


a روی امتداد 
 a′ تصویر قائم  اگر 

 
B CM  AM OM OA   

BC OC OB

    ( , , ) , ( , , )

( , , )

+= = = − = −

= − = − −

0 3 1 0 4 1
2

2 2 0

  

  

BC را پیدا کنیم:


AM بر 


اکنون باید اندازۀ تصویر قائم 

 AM BC
AM

BC

| | | |
| |

| |

⋅ − +′ = = = = =
+ +

0 8 0 8 4 2 2
4 4 0 2 2 2

 





توجه کنید که  800  1
i j k

v v

i j k i j k( ) ( ) ( )

× = −

−

= − − − + + − =− − −

1 2 2 1 3

1 0 2

2 0 4 3 0 1 2 7

  

 

     

طول تصویر قائم این بردار روی محور y برابر 7 است.
b عمود اس�ت، یعنی  801



a و 
 a بر ه�ر ترکیب خطی  b×



 می دانی�م   ۴
. پس این تساوی به ازای تمام مقادیر m درست است.  a b a b( ) ( )+ ⋅ × =0

 

  همواره 



)95(

b عمود است. پس بر هر ترکیب  802


a و 
 a بر صفحۀ ش�امل  b×



  3
a و هر مضرب مخالف صفر آن  b×



 b نیز عمود اس�ت. در نتیجه 


a و 
 خطی 

a عمود هستند: b−2


 a و  b+2


 بر 
i j k

a b i j k× = − = − −1 2 1 3 2

2 3 0

  

   



 a b−2


 a و  b+2


 a اس�ت، پ�س بر  b×


 در بی�ن گزینه ه�ا، گزینۀ )3( قرینۀ 
عمود است. 

c عمود است، پس هر مضرب ناصفری از  803
 b و 



b بر  c×


 چون   ۴
c عمود 

 b و 


c عمود است و برعکس، یعنی هر برداری که بر 
 b و 



آن هم بر 
b اس�ت. از طرف  c×



 a مضرب 
 b باش�د. در نتیجه  c×



 باش�د، باید مضرب 

 m ع�ددی ناصف�ر مانند .
i j k

b c i j k× = − =− + +1 1 2 3 2

2 0 1

  

   

 دیگ�ر

، پس a| |=2 . چون  a m b c m m m( ) ( , , )= × = − 3 2


  وجود دارد که به ازای آن 

m m m m| |+ + = ⇒ =2 2 29 4 2 14 2

ی�ا   a ( , , )−= 2 6 4
14 14 14

 یعن�ی   ، m=± 2
14

نتیج�ه  در 

. در نهایت به دست می آید a ( , , )− −= 2 6 4
14 14 14



x y z −+ + = + + =2 6 4 8
14 14 14 14

یا
x y z+ + = − − =−2 6 4 8

14 14 14 14
b باشد، آن گاه 80۴



a و 
 θ زاویۀ بین  اگر   2

a b a b| || |sin | || |cos sin cos

tan

θ= θ⇒ θ= θ

θ= ⇒θ= 0

3 3

3 60

 

 

بنابر اتحاد لاگرانژ، 805  1

a b a b a b| | | | | | ( ) ( )× = − ⋅ = × − = − = ×2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 15 24 2 15 12 2 9
  

  

. a b| |× =18


 در نتیجه 
توجه کنید که 806  2

a b a b a a a b b a b b

o b a b a o b a b a

|( ) ( )| | |

| | | | | || |sin

sin sin

+ × − = × − × + × − ×

= + × + × − = × = θ

= × × θ= θ

2 2

2 5 4 40

     

     

   

     

. در  sin θ=1
2

، یعنی  sin θ=40 20 ، پ�س  a b a b|( ) ( )|+ × − =20
 

  چ�ون 

 . θ= 030 نتیجه 
داده  807 عب�ارت   . k i j× =

  

و   j k i× =
  

 ، i j k× =
  

می دانی�م   3
شده را تا حد امکان ساده می کنیم:

i i i j i k j i j j j k k i k j

o k j k o i j i i j k

× + × − × + × − × + × + × + ×

= + + − − + + − =− + −

2 2

2 2 2

               

        

 

می دانی�م ض�رب خارج�ی روی جم�ع و تفریق برداره�ا خاصیت  808  3
توزیع پذیری دارد. پس

OA OB OA OC OA OB OA OC o

OA OB OC o OA CB o( )

× = × ⇒ × − × =

× − = ⇒ × =

       



    

 

CB موازی هس�تند. پس A روی خطی قرار دارد که از مبدأ 


OA و 


بنابراین 
) اس�ت.  , , )0 0 1 CB برابر 



CB موازی اس�ت. مختصات 


O می گ�ذرد و ب�ا 
، یعنی موازی محور z است و چون این خط از  k



بنابراین خط فوق موازی بردار 
مبدأ می گذرد، پس مکان نقطۀ A همان محور z است.

a را ساده می کنیم: 809 b a b( ) ( )− × +
 

  ابتدا بردار   1

 

 

o o
a b a b a a a b b a b b a b a b a b

i j k

i j k j k

( ) ( )

( ) i

− × + = × + × − × − × = × + × = ×

= − = − − = − −

−

2

2 0 1 1 2 2 2 2 4 4

2 1 2

 

        

        

  

    


− است. − =−2 4 4 6 پس مجموع مختصات این بردار مساوی 

b و هم بر  810


، هم بر  a
 a و مضارب غیرصفر آن هم بر  b×



 بردار   1
a عمود هستند.  b+3 9



 a و  b−7


 b مثل 


a و 
 ترکیب های خطی 

 
i j k

a b i j k× = − = + −

−

1 2 1 3 3 3

2 1 1

  

   

  

) اس�ت.  , , )−3 3 3 ) مضرب بردار  , , )−1 1 1
4 4 4

در بی�ن گزینه ه�ا تنها ب�ردار 
توجه کنید که 

 a b( ) ( , , ) ( , , )× = − = −1 1 1 1 13 3 3
12 12 4 4 4



  

ب�ه کمک نمودار چرخش�ی  حاصل ضرب خارجی  811  3

 ، j k i× =
  

i و  k j× =−
  

 ، i j k× =
  

k برابر هستند با 


j و 


 ، i


بردارهای 
در نتیجه

 






jk i

i i j k i k k j k i( ( )) ( )
−

− × × × = − × × = × =2 3 6 6 6


 

         

به کم�ک نم�ودار چرخش�ی  ضرب ه�ای خارج�ی  812  1

. پس j i k× =−
  

k و  i j× =
  

 ، j k i× =
  

k برابر هستند با 


j و 


 ، i


بردارهای 
 i j k j k i k j i i i j j k k( ) ( ) ( )⋅ × − ⋅ × + ⋅ × = ⋅ − ⋅ − ⋅2 2 3 2 2 3
              

 

  

i j k| | | | | |= − − = − − =−
2 2 2

1 1 1

2 2 3 2 2 3 3
  



فصل اول: پاسخ تشریحی ایستگاه های یادگیری
)96(

d عمودند، پس این  813


c بر بردار  d×


 b و  d×
 

 ، a d×


 سه بردار   1
سه بردار در صفحۀ عمود بر d قرار دارند. 

ضرب داخلی و ضرب خارجی بین دو بردار تعریف می ش�وند. در  81۴  2
a یک عدد اس�ت و ضرب خارجی بین یک عدد  b⋅



 a حاصل  b c( )⋅ ×


  عبارت 
a تعریف نشده است.  b c( )⋅ ×



  c تعریف نشده است. پس 
 و بردار 
a را به دست می آوریم: 815 a b( )× −2



  مختصات بردار   ۴

 

o

i j k

a a b a a a b a b

i j k i j k

( )

( )

× − = × − × =− × =− −

−

=− − + + = − −

2 2 2 2 2 2 1 2

0 1 1

2 2 2 2 4 4



  

  

     

     

 

4− است.  پس مختص عرض این بردار برابر 
816 . AC ( , , )= − −4 4 2



و   AB ( , , )= −1 2 2


ک�ه  کنی�د  توج�ه   ۴

iدر نتیجه j k

AB AC ( , , )× = − =

− −

1 2 2 4 10 12

4 4 2

  

 

بنابراین مساحت مثلث ABC برابر است با 

 S AB AC  | | |( , , )|= × = = + + =1 1 14 1012 16 100 144 65
2 2 2

 

b برابر  817


a و 
 مس�احت مثل�ث س�اخته ش�ده توس�ط دو ب�ردار   3

θ زاویۀ بین دو بردار  a را به دست آوریم. اگر  b| |×


 a است. پس باید  b| |×1
2





b باشد، با استفاده از فرض سؤال به دست می آید


a و 


a b a b| || |cos cos

cos sin cos

⋅ = θ⇒ = × θ

θ= ⇒ θ= − θ= − =2

18 3 2
5

3 9 41 1
5 25 5

 

 

. بنابراین  a b a b| | | || |sin× = θ= × × =4 243 2
5 5

 

  پس 

 ABCS a b| |= × = × =1 1 24 12
2 2 5 5





a را به دست می آوریم 818 b×


 ابتدا اندازۀ بردار   ۴

 

o ob a

a b a b a a a b b a b b

b a b a a b

|( ) ( )| | |

| | | | | |

×

+ × − = ⇒ × − × + × − × =

× = ⇒ × = ⇒ × =

6

1 16 4 3 24 6 4 3
2 2

1 3 310 3
2 5 5


 



     

     



  

  

از طرف دیگر بنابر اتحاد لاگرانژ،

 
a b a b a b a b

a b a b

| | ( ) | | | | ( )

( )

× + ⋅ = ⇒ + ⋅ =

⋅ = ⇒ ⋅ =±

2 2 2 2 2

2

9 1
25

16 4
25 5

   

   

 

 

 

 . a b⋅ =4
5



 b حاده است، پس 


a و 
 چون زاویۀ بین دو بردار 

a باش�د، آن گاه  819
 b روی امتداد بردار 



′b تصویر قائم بردار 


اگر   1

θ زاوی�ۀ بین دو بردار  . اگر  a b
a

| |

| |

⋅
=2







، پ�س  b| |′ =2


a و چ�ون  b
b

a
| |

| |
| |

⋅′ =








b باشد، آن گاه


a و 


b

a b a b
a a

b
| |

| | | || ||cos |

| | | |

| ||cos | |cos |
=

⋅ θ
= ⇒ =

θ = → θ =
3

2 2

22
3



 

 

 



مس�احت  می دانی�م   . sin cosθ= − θ= − =2 4 51 1
9 3

پ�س 

a ساخته می شود، برابر  b−3 2


 a و  b+2


 متوازی الاضلاعی که توسط دو بردار 
اندازۀ حاصل ضرب خارجی این دو بردار است. بنابراین

  

o ob a
S a b a b a a a b b a b b

b a b a

|( ) ( )| | |

| | | || |sin ( )( )( )

− ×

= + × − = × − × + × − ×

= × = θ= =

2 3 2 6 4 3 2

57 7 7 3 4 28 5
3



 


     

     

 

 

بنابر فرض تست،  820  3

a b m m  m
m m m m

( , , ) ( , , )⋅ = ⇒ ⋅ − =
− + = ⇒ =
7 2 3 3 1 2 7

3 2 6 7 1





. در نتیجه  b  ( , , )= −3 1 2


a و  ( , , )= 1 2 3 پس 

i j k

a b i j k

a b( , , ) | |

× = = − +
− −

−

= − ⇒ × = + + =

2 3 1 3 1 2
1 2 3

1 2 3 2 3 1
3 1 2

7 7 7 49 49 49 7 3

  

   







b برابر است با a−2


 a و  b+2


 از طرف دیگر مساحت مثلث ایجاد شده با 





oo

a b
S a b b a  a b a a b b b a

a b  a b  

|( ) ( )| | |

| | | |

− ×

= + × − = × − × + × − ×

= × = × = × =

2

1 12 2 2 4 2
2 2

1 4 2 2 7 3 14 3
2








     

     

 

 

821  MB


MA و 


θ زاویۀ بین دو ب�ردار  راه ح��ل اول می دانی�م اگر   2

. بنابراین با توجه به شکل، MA MB MA MB| | | || |sin× = θ
   

باشد، آن گاه 

MAAHMAH
MA

MA MB MA MB

: sin sin

| | | || |sin

= + =θ= → θ=

× = θ= × × =

2 23 2 13 2
13

213 7 14
13

   



MA دو برابر مس�احت مثلث ایجادشده توسط  MB| |×
 

راه حل دوم می دانیم 
این دو بردار است )یعنی مثلث MAB در شکل(، پس ابتدا مساحت این مثلث 

را حساب می کنیم:

MABS MB AH| | | |= × × = × × =1 1 7 2 7
2 2

 



)97(

. MABMA MB S| |× = =2 14
 

در نتیجه 

c شکل زیر را در نظر گرفت.  822
 b و 



 ، a
 می توان برای بردارهای   ۴

، پس مثلث ش�کل زی�ر قائم الزاویه اس�ت. از طرف دیگر  + =2 2 23 4 5 چ�ون 

a است. در نتیجه b| |×1
2



 b برابر 


a و  مساحت مثلث ساخته شده روی بردارهای 

 a b S| |× = = × × × =12 2 3 4 12
2



  

823  ،ABCD در متوازی الاضلاع  3

 ABCD ABCDAB AD   AC AB BD AC S| | | | S ,| |× = × = × =2
     

بنابراین 
AB AD AC AB BD AC| | | | | |× + × + × = + + =10 10 20 40
     

c س�اخته  82۴
 b و 



 ، a
 حج�م متوازی الس�طوحی که ب�ا بردارهای   3

b را به دست می آوریم: c×


 a است. پس ابتدا  b c| ( )|⋅ ×


  می شود، برابر 
i j k

b c i j k

( , , )

− −
× = − = − +

= −

2 2 1 2 1 2
1 2 2

1 3 0 3 0 1
0 1 3

8 3 1

  

   



اکنون توجه کنید که
 a b c( ) ( , , ) ( , , )⋅ × = − ⋅ − = + + =2 1 1 8 3 1 16 3 1 20


   

در نتیجه حجم این متوازی الس�طوح برابر 20 اس�ت. پس حجم هرم هم حجم با 
این متوازی السطوح نیز برابر 20 است. 

825  c
 b و 



 ، a2 حجم متوازی السطوح ساخته شده روی بردارهای   3
 . a b c| ( )|⋅ × =6



  ، پس  a b c| ( )|⋅ × =2 12


  a است. بنابراین  b c| ( )|⋅ ×2


  برابر 
 ، a b+



 از ط�رف دیگ�ر، حج�م متوازی الس�طوح س�اخته ش�ده روی بردارهای 
a اس�ت. چون ضرب  b b c c a|( ) (( ) ( ))|+ ⋅ + × +

 

    c مس�اوی  a+
  b و  c+





داخلی و ضرب خارجی روی جمع بردارها خاصیت توزیع پذیری دارند و  

b b a b b c a c a a b a( ) ( ) ( ) ( )⋅ × = ⋅ × = ⋅ × = ⋅ × =0
    

      

پس



o

o o o o

a b b c c a

a b b c b a c c c a

a b b c b a c a

a b c a b a a c a b b c b b a b c a

a b c b

( ) (( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

+ ⋅ + × +

= + ⋅ × + × + × + ×

= + ⋅ × + × + ×

= ⋅ × + ⋅ × + ⋅ × + ⋅ × + ⋅ × + ⋅ ×

= ⋅ × + ⋅



   

 

   

  

      

  

    

      

          

   

 

  

c a a b c a b c

a b c

) ( ) ( )

( )

× = ⋅ × + ⋅ ×

= ⋅ × = × =2 2 6 12

 

    



 

بنابراین حجم متوازی السطوح مورد نظر برابر 12 است. 

. پس 826 a b c c a b( ) ( )⋅ × = ⋅ ×
 

    می دانیم   ۴

a b c c a b c c c( ) ( ) | |⋅ × = ⋅ × = ⋅ = = + + =2 4 9 1 14
 

      

a نتیجه می گیریم 827 b a c× = ×


   از برابری   1
a b a c o a b c o( )× − × = ⇒ × − =
 

      

a )درستی گزینۀ )2((. گزینۀ )3( هم همواره برقرار است. دو  b c|| −


  در نتیجه 
می کنی�م:  داخل�ی  ض�رب   c

 در  را   a b a c× = ×


   براب�ری  ط�رف 
 ، a
 ، یعنی  c a b( )⋅ × =0



  ، پس  c a c( )⋅ × =0   . چ�ون  c a b c a c( ) ( )⋅ × = ⋅ ×


    

c هم صفحه اند، یعنی موازی یک صفحه اند )درستی گزینۀ )4((. 
 b و 



c در یک صفحه هستند، هرگاه حاصل ضرب  828
 b و 



 ، a
 سه بردار   3

مختلط آن ها صفر باشد:

 

m

a b c

m

m
m m

m m m m m

Ï»H oõw KveoM ôvM

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

−

⋅ × = ⇒ = →

−

− − + − + − =
− −

− − − − + − = ⇒ + + − = ⇒ =

2 3 4

1 3

0 2 1 0 0

4 1

1 0 2 0 2 1
1 1 1 3 1 0

4 1 1 4

1 1 2 3 8 0 1 2 24 3 0 25



 

 

، C و D در ی�ک صفحه اند، ه�رگاه حاصل ضرب  829 B  ، A نق�اط   ۴

AD برابر صفر باشد، توجه کنید A را نقطۀ شروع هر 


AC و 


 ، AB


مختلط 
س�ه ب�ردار گرفته ای�م چ�ون مختص�ات A از بقیه س�اده تر و محاس�بات در کل 

راحت تر می شود:

 

AB OB OA

AC OC OA

AD OD OA m m

 ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

= − = − − = −

= − = − =

= − = − − − = − − −

1 2 1 1 0 0 2 2 1

2 0 2 1 0 0 1 0 2

1 1 1 0 0 1 1 1

  

  

  

بنابراین 

 

AB AC AD

m

m

m m m

³»j oõw KveoM ôvM

( )

( )

( )

( ) ( )

−

⋅ × = ⇒ =

− − −

→ −
− −

−
+ − =

− −

− − + − − + = ⇒ − + = ⇒ =

3

5

2 2 1

0 1 0 2 0

1 1 1

2 1
1 1

1 1

2 2
2 1 0

1 1

72 1 2 2 2 2 0 1 8 4 0
4

  
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مجموع�ۀ نقطه هایی که از نقطۀ A به فاصلۀ 4 هس�تند، دایره ای  1  2
 L و شعاع 4 )قطر 8(. همچنین مجموعۀ نقطه هایی که از خط A اس�ت به مرکز
به فاصلۀ 5 هس�تند، دو خط موازی L و به فاصلۀ 5 از آن هس�تند )دقت کنید 
 ،L فاصلۀ این دو خط 10 است(. تعداد نقطه های مشترک دایره و دو خط موازی

تعداد جواب ها است. حالت های زیر به دست می آید.

دو جواب داردهیچ جوابی ندارد1 جواب دارد
توج�ه کنی�د، چون قط�ر دای�ره )8( از فاصل�ۀ دو خ�ط )10( کمتر اس�ت، پس 

حالت های دیگری رخ نمی دهد.
مجموع�ۀ نقطه های�ی که از خط d ب�ه فاصلۀ 4 هس�تند، دو خط  2  2

L2 را در شکل زیر ببینید(.  L1 و  موازی d و به فاصلۀ 4 از آن است )دو خط 
 N و M در نتیجه تعداد نقطه هایی که این ش�رط را دارند دو تا اس�ت )نقطه های

در شکل(.

m−2 هستند، محل  3 مجموعۀ نقطه هایی که از A و B به فاصلۀ   1
r اس�ت. چون بنابر  r m= = −1 2 2 برخورد دو دایره به مراکز A و B و ش�عاع 
صورت مسئله می خواهیم دو نقطه دارای این ویژگی باشند، باید دو دایره متقاطع 
 r r  AB r r m m| |− < < + ⇒ < < − ⇒ <1 2 1 2 0 4 2 4 4 باشند، یعنی 

AB عمودمنص�ف  4 ، پ�س  BC BD= و   AC AD= چ�ون   4
پاره خ�ط CD اس�ت. بنابراین هر نقطه روی پاره خ�ط AB از دو نقطۀ C و D به 

یک فاصله است.

مجموع�ۀ نقاط�ی ک�ه از دو رأس B و C ب�ه ی�ک فاصله ان�د،  5  1
عمودمنص�ف ضلع BC اس�ت. این عمودمنصف با ارتفاع AH موازی اس�ت. 

بنابراین نقطه ای روی AH وجود ندارد که از B و C به یک فاصله باشد.

می دانیم هر نقطه روی نیمس�از یک  6  3
زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است. پس 
عمود DH برابر DB و مس�اوی 4 است. در ضمن 
دو مثلث قائم الزاویۀ ABD و AHD به حالت وتر 

و یک ضلع زاویۀ قائمه همنهشت هستند. پس 
AH AB m= =2

، پس بنابر قضیۀ فیثاغورس CH AC AH m m= − = + − =2 3 2 3 در نتیجه 
 DCH DC CH DH DC: = + = + = ⇒ =2 2 2 2 23 4 25 5  

نقاط�ی که از دو ضلع مثلث به یک فاصله اند روی نیمس�از زاویۀ  7  1
بی�ن آن دو ضل�ع قرار دارند. اگر نیمس�ازهای زاویه های B و C را رس�م کنیم تا 
 AH روی N و M قطع کنند، دو نقطۀ N و M را به ترتیب در نقاط AH ارتفاع
از دو ضل�ع مثل�ث به یک فاصله اند. توجه کنید نیمس�از زاویۀ A ارتفاع AH را 

درون مثلث قطع نمی کند.

زاویۀ بین دو قطر مس�تطیل معلوم نیست، پس با تغییر این زاویه  8  4
2 قابل رسم است. 6 نامتناهی مستطیل با معلوم بودن طول قطر مساوی 

3 از 5 بزرگ تر اس�ت. پس مس�تطیل با طول قطر 5 و  9 3 عدد   4
3 وجود ندارد، پس گزینۀ )1( نادرس�ت است. در ضمن با تغییر  3 طول ضلع 
زاوی�ۀ بی�ن دو ضلع مجاور متوازی الاض�لاع نامتناهی متوازی الاضلاع قابل رس�م 
است. پس گزینۀ )2( نادرست است. با معلوم بودن طول یک ضلع لوزی و تغییر 
زاویۀ بین دو ضلع آن نامتناهی لوزی قابل رس�م اس�ت، پس گزینۀ )3( نادرس�ت 
است.ولی چون در مربع قطرها مساوی و عمودمنصف یکدیگرند، با داشتن طول 

یک قطر مربع فقط یک مربع قابل رسم است.

در متوازی الاض�لاع قطره�ا منص�ف یکدیگرن�د. پ�س در صورت�ی  10  4
متوازی الاضلاع ABCD قابل رسم است  که مثلث OBC قابل رسم باشد، بنابراین 

اضلاع مثلث OBC باید در نابرابری های مثلث یا نتیجۀ آن صدق کنند، در نتیجه
 x x x x| |− < − < + ⇒ < − < ⇒ < < ⇒ < <4 83 2 5 3 3 2 1 5 3 5 4 5 8

5 5

نقاطی که از A به فاصلۀ 1 هستند روی دایرۀ به مرکز A و شعاع  11  2
1 و نقاطی که از B به فاصلۀ 4 هستند روی دایرۀ به مرکز B و شعاع 4 هستند. 
مطابق ش�کل مقابل، این دو دایره در نقطۀ M مماس هس�تند و این نقطه جواب 

این سؤال است.

فصل‌دوم:‌پاسخ‌تشریحی‌آزمون‌ها
فصل دوم: پاسخ تشریحی آزمون ها
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مجموع�ۀ نقطه هایی که ه�م از A و هم از B به فاصلۀ 5 هس�تند  12  3
 ، r r= =1 2 5 نقطه های برخورد دو دایره به مراکز A و B و شعاع 5 است. با فرض 

r r  AB r r| |− < < +1 2 1 2 ، پس  AB=6 r و  r  | |− =1 2 0  ، r r+ =1 2 10 چون 
بنابراین دو دایره متقاطع هستند و دو نقطه با این ویژگی وجود دارد.

، پس A روی عمودمنصف BC قرار دارد. از  13 AB AC= چون   2
، پ�س O نی�ز روی عمودمنص�ف BC ق�رار دارد.  OB OC= ط�رف دیگ�ر 

بنابراین OA عمودمنصف BC است.

خاصی�ت  14 بناب�ر  اس�ت،   BC عمودمنص�ف  روی   D چ�ون   2
، پس مثلث BDC متساوی الس�اقین است، بنابراین  BD DC= عمودمنصف 

D1 زاویۀ خارجی برای مثلث BDC است: . زاویۀ  B Ĉˆ = = 0
1 20

D B Ĉˆ ˆ ( )= + = + =0 0 0
1 1 20 20 40 1

B B Bˆ ˆ ˆ ( )= − = − =0 0 0
2 1 60 20 40 2 از طرف دیگر 

. بنابراین  D Bˆ ˆ= = 0
1 2 40 از مقایس�ۀ برابری ه�ای )1( و )2( به دس�ت می آی�د 

. AD AB= =6 مثلث ABD متساوی الساقین است و 

نقط�ۀ M از دو رأس B و C ب�ه یک فاصله اس�ت، پس M روی  15  2
عمودمنصف ضلع BC است. در ضمن نقطۀ M از دو ضلع AB و AC به یک 
فاصل�ه اس�ت، پ�س M روی نیمس�از زاویۀ A ق�رار دارد و عموده�ای MH و 
′MH مس�اوی اند. بنابر فرض س�ؤال تصویر AM روی AC برابر 9 اس�ت، 

. از طرف دیگر، AH=9 پس 

   
MB MC

MH MH MCH MBH BH CH

H H

MH MH

AM AM AMH AMH AH AH

BH BHH H

Í±ò ¦Ä » oU»

Í±ò ¦Ä » oU»

ˆ ˆ

ˆ ˆ

=
′ ′ ′= → ≅ ⇒ =


′= = 
′=
 ′ ′= → ≅ ⇒ =
 ′ ′+ = ⇒ =′= = 

0

0

90

7 9 290

 

 

. AC= + =9 2 11 ، در نتیجه  CH=2 پس 

16  BC و AB از دو ضلع M شکل سؤال به صورت زیر است. نقطۀ  3
. پس M روی نیمس�از زاویۀ B اس�ت.  MA MH( )= ب�ه یک فاصله اس�ت 

یعنی BM نیمساز زاویۀ B است. بنابراین 
BB C B B HBM
ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ= − = − = ⇒ = = = ⇒ =0 0 0 0 0 0

1 290 90 50 40 20 20
2

در مثلث ABC میانۀ AM را  17  2
 D به اندازۀ خودش امتداد می دهیم تا به نقطۀ
 ADC برسیم. در این صورت سه ضلع مثلث
براب�ر 8، 5 و 9 اس�ت و با این داده ها فقط یک 
مثلث ADC قابل رس�م است )توجه کنید 8، 
5 و 9 در نابرابری های مثلث صدق می کنند(، 

پس فقط یک مثلث ABC قابل رسم است.

در مستطیل ABCD با داشتن  18  1
BC=5 ب�ه کمک  BD=6 و ضل�ع  قط�ر 
رابطۀ فیثاغورس ضلع DC به دست می آید و با 
داشتن طول سه ضلع، مثلث BCD به صورت 
یکت�ا قابل رس�م اس�ت. اگ�ر از B و D موازی 
اض�لاع روبه روی آن ها رس�م کنیم، مس�تطیل 
ABCD به دست می  آید. پس با این معلومات 

فقط یک مستطیل قابل رسم است.
در  19 اگ�ر  پ�س  یکدیگرن�د،  منص�ف  قطره�ا  متوازی الاض�لاع  در   1

و    OB /=3 1 آن گاه   ، AC /=3 6 و   BD /=6 2  ،ABCD متوازی الاض�لاع 
، پ�س  / / /= +4 9 3 1 1 8 . در ای�ن ص�ورت در مثل�ث OBC، چ�ون  OC /=1 8
، یعنی ط�ول ضلع ها در نابرابری ه�ای مثلث صدق نمی کنند.  BC OB OC< +

بنابراین چنین متوازی الاضلاعی وجود ندارد.

20  B ذوزنقۀ مورد نظر باش�د. اگر از رأس ABCD فرض می کنیم  1
خط�ی موازی س�اق AD رس�م کنیم، تا قاع�دۀ DC را در E قط�ع کند، آن گاه 
ذوزنقه به یک متوازی الاضلاع و یک مثلث تقس�یم می ش�ود. برای آنکه ذوزنقه 
قابل رس�م باش�د باید مثلث BEC قابل رسم باشد. پس لازم است اضلاع این 

مثلث در نابرابری های مثلث یا نتیجۀ آن صدق کنند. پس  
  

  
 x x

x x

¸ÃÎoö pH

´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ Hn

| |− < − < + ⇒ < − < →

− <− < ⇒ < <

138 5 13 8 5 3 13 13

10 0 0 10
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پ�س  21 اس�ت،   AB پاره خ�ط  عمود منص�ف  روی   M نقط�ۀ   2

. از طرف دیگر از قضیۀ خطوط  B MABˆˆ = = 0
2 50 . بنابرای�ن  MA MB=

. بنابراین  B̂ = 0
1 50 موازی و مورب نتیجه می گیریم 

 x B Bˆ ˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0
1 2180 180 50 50 80

در هر مثلث نیمسازهای زاویه های داخلی درون مثلث همرس هستند.  22  4
پس نوع این مثلث مشخص نیست، می تواند حاده الزاویه، قائم الزاویه یا منفرجه الزاویه 

باشد. بنابراین جایگاه نقطۀ تلاقی ارتفاع های این مثلث نامشخص است. 

. پس نقطۀ  23 Â= 0110 B نتیجه می گیریم  Ĉˆ+ = 070 از ف�رض   3
همرس�ی عمود منصف های اضلاع ای�ن مثلث بیرون آن قرار دارد )ش�کل زیر را 
ببینید(. در ضمن نقطۀ تلاقی عمود منصف های اضلاع هر مثلث از سه رأس آن 
 ،OBC در نتیج�ه مثلث های . OA OB OC= = ب�ه یک فاصله اس�ت، پس 

OAB و OAC متساوی الساقین هستند. بنابراین با توجه به شکل

ABC
A

W±X¶ ÁIÀï¾Ä»Hp Ì¼µ\¶

ˆ α+ β+ γ== ⇒α+β+γ+α= →

α+ = ⇒α=

02 2 2 1800 0

0 0 0

110 110

90 110 20

. BOCˆ ( )= − α+α = − =0 0 0 0180 180 40 140 پس 

در مثل�ث ABC از ه�ر رأس خطی م�وازی ضلع روب�ه رو به آن  24  4
رس�م می کنیم. مثلث DEF به دست می آید. می دانیم نقطۀ همرسی ارتفاع های 
مثلث ABC همان نقطۀ همرس�ی عمود منصف های مثلث DEF است و چون 
 ABC همرس هس�تند، پ�س ارتفاع های مثلث DEF عمودمنصف های مثلث

نیز همرس هستند.

. در نتیجه   25 C xˆ =6 B و  xˆ =5 . پس  A xˆ = فرض می کنیم   3

A B C x x x x xˆ ˆˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ =0 0 0 0180 5 6 180 12 180 15
. پس زاویۀ بین نیمس�ازهای داخلی  Ĉ= 090 =B̂ و  075  ، Â= 015 بنابرای�ن 

. A ½k{¾TwH¼i ¾Ä»Hp

ˆ
/= + = + =

00 0 01590 90 97 5
2 2

Ĉ برابر است با  B̂ و 

26  M به یک فاصله اس�ت، پس ABC از اض�لاع مثلث M نقط�ۀ  4
نقطۀ تلاقی نیمسازهای مثلث ABC است. بنابراین

  A  AM A A ASwH pIvµÃº
ˆ ˆ ˆ ˆ⇒ = = ⇒ =0 0

1 2 32 64  

، یعنی  Ĉ B̂ و  از طرف دیگر می دانیم زاویۀ بین نیمس�ازهای زاویه های داخلی 

Â+090 است. بنابراین
2

زاویۀ BMC مساوی 

 ABMC
ˆˆ = + = + =

00 0 06490 90 122
2 2

 

نقطۀ تلاقی ارتفاع های مثلث ABC درون آن قرار دارد پس همۀ  27  3
زاویه های این مثلث حاده هستند. پس گزینۀ )1( نادرست است.

، پس مثلث ABH متساوی الساقین است. بنابراین  HA HB= از طرف دیگر 
ارتفاع HM در مثلث ABH میانه هم هس�ت، پس M وس�ط AB قرار دارد. 
 ABC پ�س  میان�ه ه�م هس�ت.   ABC مثل�ث  در   CM ارتف�اع  بنابرای�ن 
. با توج�ه به ش�کل دو زاویۀ BHC و  CA CB( )= متساوی الس�اقین اس�ت 

 . MHNˆ = 0112 MHN متقابل به رأس هس�تند پس مس�اوی اند. در نتیجه 

0360 اس�ت در نتیج�ه  چ�ون مجم�وع زوای�ای چهارضلع�ی AMHN براب�ر 
. پس  B̂= 068 . بنابراین  Â= − =0 0 0180 112 68

C A Bˆ ˆ ˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 68 68 44

عک�س قضیه ه�ای مطرح ش�ده در گزینه ه�ای )1(، )3( و )4(  28  2
درس�ت هس�تند، پس آن ها را به صورت دو ش�رطی می توان نوشت. ولی عکس 
قضیۀ »اگر دو مثلث همنهش�ت باش�ند، آن گاه هم مس�احت هستند« به صورت 

»اگر دو مثلث هم مساحت باشند، آن گاه همنهشت هستند« نادرست است.
گزارۀ )ب( یک قضیه است، پس همواره درست است و نمی توان  29  4

با مثال نقض آن را رد کرد. ولی سه گزینۀ دیگر با مثال نقض رد می شوند. برای 
گزارۀ )الف( دو مثلث قائم الزاویه و متس�اوی الاضلاع با مساحت 5 هم مساحت 

هستند، ولی همنهشت نیستند.
− گنگ هس�تند ولی مجموع آن ها برابر  2 2 و  ب�رای گزارۀ )پ( دو عدد 

صفر است و گنگ نیست. 
برای گزارۀ )ت( چهارضلعی مقابل دارای دو قطر مس�اوی و عمود بر هم است ولی 

لوزی نیست.

اگر O نقطه ای دلخواه درون مثلث ABC باشد، آن گاه  30  3
ABC  OA OB OC ABC

OA OB OC

ôÃd¶ þ~º ôÃd¶( ) ( )

( )

< + + <

< + + <3 6 1

 

از طرف دیگر 
OAC OBC OAB

OA OB OC ABC OA OB OC

ôÃd¶ ôÃd¶ ôÃd¶

ôÃd¶

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ +

= + + + = + + +2 2 6

  



 . OA OB OC( )< + + + <12 2 6 18 اکنون از نابرابری )1( به دس�ت می آید 
در میان اعداد داده شده، فقط 13 در این نابرابری ها صدق می کند.
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31  Ax را موازی دو نیم خط موازی Dz خط D مطابق شکل از نقطۀ  3
و Cy رسم می کنیم.

AD

CD

Ax Dz D
D

Cy Dz D

Jn¼¶

Jn¼¶

ˆ
ˆ

ˆ

+
 → = α → = α
 → =α

1

2

2
3





0360 است. پس از طرف دیگر مجموع زوایای چهارضلعی ABCD مساوی 
α+ α+ α+ = ⇒ α= ⇒α=0 0 0 03 3 4 100 360 10 260 26

. D̂= × = 03 26 78 بنابراین 

. پس 32 C xˆ =7 B و  xˆ =3  ، A xˆ =2 در مثلث ABC فرض کنید   1

 A B C x x x x xˆ ˆˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ =0 0 0 0180 2 3 7 180 12 180 15  
. بنابراین مثلث ABC یک زاویۀ  Ĉ= 0105 =B̂ و  045  ، Â= 030 در نتیجه 

منفرجه دارد، پس نقطۀ تلاقی ارتفاع ها خارج مثلث است.
راه حل اول  33  4

. Â= 070 ، پس  B Ĉˆ+ = 0110 1( چون 
و   OA OB= پ�س  اس�ت،  عمودمنصف ه�ا  همرس�ی  مح�ل   O چ�ون   )2
، یعنی دو مثلث OAB و OAC متساوی الس�اقین هس�تند و در  OA OC=

آن ها زاویه های روبه رو به ساق ها با هم برابرند.
0180 است: 3( در مثلث OBC ، مجموع زاویه های داخلی 

 
O B C O B C B C

B C A

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆˆ( ) ( )

+ + = ⇒ = − + = − −α+ −β

= − + − = − − =

0 0 0
1 1 1 1
0 0 0 0 0

180 180 180

180 180 110 70 140

 O با س�ه زاویۀ حاده، اگر ABC راه ح��ل دوم با توج�ه به درس نامه »در مثلث
«. اکنون به سادگی  BOC Aˆ ˆ=2 محل همرس�ی عمودمنصف ها باش�د، آن گاه 

به دست می آید
 BOC A B Cˆ ˆ ˆˆ( ( )) ( )= = − + = − = × =0 0 0 0 02 2180 2180 110 2 70 140  

34  A فرض کنید نیمس�از زاویۀ  4
میان�ۀ BM را در نقط�ۀ O قط�ع کند. چون 
. یعنی  AB AM= ، پ�س  AC AB=2
مثلث ABM متساوی الس�اقین اس�ت.پس 
نیمساز A در این مثلث، ارتفاع هم هست و بر 

BM عمود است. 

در ش�کل زیر O محل برخورد نیمسازهای زاویه های خارجی B و  35  3
،OBC است. در مثلث C

B CBOC B C

B C A A

ˆˆˆ ˆˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆˆ

− −= − + = − +

+ −= = = −

0 00 0
1 1

0 0

180 180180 180
2 2

180 90
2 2 2

. در نتیجه BOCˆ = 060 ، پس  Ô= 0120 با توجه به شکل زیر چون 
A A
ˆ ˆ= − ⇒ =0 0 060 90 60
2

CD را امتداد می دهیم تا ضلع AB را در G قطع کند )شکل زیر  36  2
را ببینید(. چون ارتفاع های مثلث همرس هستند، پس CG ارتفاع وارد بر ضلع 

. x= − =0 0 090 50 40 AB است. اکنون به دست می آید 

نقط�ۀ I از اضلاع مثلث ABC به یک فاصله اس�ت، پس I نقطۀ  37  2
 . IH IN IM x′= = = تلاقی نیمسازهای زاویه های داخلی مثلث است. فرض کنید 
در ضم�ن کوتاه تری�ن ارتفاع مثلث ارتف�اع وارد بر بزرگ ترین ضلع مثلث اس�ت، 

IH را به دست آوریم. با توجه به شکل می نویسیم
AH

′ بنابراین باید نسبت 

 
ABC AIB AIC BIC

IH x

S S S S AH x x x

x IHAH x x x x
AH AH

( ) ( ) ( )

′=

= + + ⇒ × = + +

′= + + = ⇒ = → =

1 1 1 16 4 5 6
2 2 2 2

6 26 4 5 6 15
15 5

3 و 7 در نابرابری های مثلث  38 2  ،2 3 توج�ه کنید که اعداد   2
صدق می کنند، یعنی

             , ,< + < + < +7 3 2 2 3 2 3 7 3 2 3 2 7 2 3  
اکنون طرفین نابرابری های بالا را در a ضرب می کنیم

 

a a a a a

a a a a a

a a a a a

( )

( )

( )

< + ⇒ < +

< + ⇒ < +

< + ⇒ < +

7 3 2 2 3 7 3 2 2 3

2 3 7 3 2 2 3 7 3 2

3 2 7 2 3 3 2 7 2 3

  

a3 و 7a وجود دارد. بنابراین گزینۀ  2  ، a2 3 پ�س مثلث با طول اض�لاع 
)2( همیشه درست است و مثال نقض ندارد.

در گزین�ۀ )1( مثل�ث منفرج�ه و در گزین�ۀ )3( هم�ۀ مثلث ه�ا ب�ه ج�ز مثل�ث 
متساوی الاضلاع و در گزینۀ )4( مثلث قائم الزاویه می توانند مثال نقض باشند.

نقطۀ همرس�ی نیمس�ازهای زاویه های داخلی مثل�ث از ضلع های  39  4
. در نتیجه  x=4 . یعن�ی  x x+ = +3 1 2 5 مثل�ث به ی�ک فاصله اس�ت، پس 
فاصل�ۀ نقط�ۀ همرس�ی نیمس�ازهای زاویه ه�ای داخلی از هر س�ه ضل�ع برابر با 

+x است. = × + =2 5 2 4 5 13
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مانند شکل زیر روی امتداد ضلع AC نقطۀ D را طوری انتخاب  40  1
 AMB و   AMD ای�ن ص�ورت دو مثل�ث  . در  AB AD= می کنی�م ک�ه 

،MDC اکنون در مثلث . MD MB= همنهشت اند )ض ز ض(. بنابراین 
CD MD MC CA AD MD MC< + ⇒ + < +

، پس  AD AB= MD و  MB= چون 
CA AB MB MC+ < +

. MB MC
CA AB

+<
+

1 بنابراین 

بای�د هر ک�دام از عددهای داده ش�ده از مجم�وع دو عدد دیگر  41  2
کوچک تر باشد:

 x x x x  x x x x

x x x x

     ,+ < + − ⇒ < < + + − ⇒− <

− < + + ⇒ <

9 15 2 4 4 2 5 4 4
5 3

4 4 2 5 9

>x محدودۀ x اس�ت. توجه  <9 9
5

اش�تراک جواب های به دس�ت آمده، یعنی 

x+5 مثبت هستند. ، 2x و  x( )−4 1 کنید که در این محدوده 

نتیج�ه  42  AC قط�ر  رس�م  ب�ا   3
می ش�ود دو مثلث ABC و ADC به حالت 
پ�س  هس�تند.  همنهش�ت  )ض ض ض( 
 AC بنابرای�ن   . C Cˆ ˆ=1 2 و   A Aˆ ˆ=1 2

نیمس�از زاویه های A و C اس�ت. پس گزارۀ 
)الف( درست است. از طرف دیگر نقطه های 
A و C از دو س�ر پاره خط BD به یک فاصله 
هس�تند. پس AC عمودمنصف BD است. 
بنابرای�ن گزارۀ )پ( نیز درس�ت اس�ت. ولی 

گزاره های )ب( و )ت( درست نیستند.
43  A وتر دایره است. بنابراین AB  1

و B روی دایره اند. پس فاصلۀ آن ها تا مرکز دایره 
یعنی OA و OB یکسان است. بنابراین O روی 
عمودمنصف AB واقع ش�ده است. یعنی فاصلۀ 

O تا عمودمنصف AB صفر است.
مرکز دایره ای که از دو نقطۀ B و C می گذرد، روی عمودمنصف ضلع  44  1

BC اس�ت. چون مثلث ABC متساوی الساقین نیست، پس عمودمنصف BC و 
ارتفاع AH موازی اند )شکل زیر را ببینید(. بنابراین دایره ای با این شرایط وجود ندارد.

45  . DC BD= در مثلث BCD دو زاویۀ B و C مس�اوی اند، پس   3
 . DC DA= ، پس  BD DA= در ضم�ن ب�ا توجه به اطلاعات روی ش�کل 
بنابرای�ن نقط�ۀ D از دو س�ر پاره خ�ط AC به ی�ک فاصله اس�ت. پس D روی 
عمودمنص�ف AC اس�ت. توجه کنی�د نقطۀ B از دو س�ر پاره خط AC به یک 
 BD نیست، به عبارت دیگر AC روی عمودمنصف B فاصله نیست. بنابراین

عمودمنصف AC نیست.

ف�رض کنی�د ABCD لوزی م�ورد نظر  46  3
باشد. با توجه به شکل اگر مثلث ADC با ابعاد 6، 6 و 
m−2 قابل رسم باشد،  لوزی ABCD نیز قابل رسم  6

خواهد بود، پس 
 m m m− < − < + ⇒ < < ⇒ < <6 6 2 6 6 6 6 2 18 3 9
 m پس . m− >2 6 0 توج�ه کنید که در این مح�دوده، 

می تواند 5 عدد صحیح 4، 5، 6، 7 یا 8 باشد.
رد گزین��ۀ )1( مطاب�ق ش�کل زی�ر دو پاره خ�ط AC و BD، هر  47  4

یک به طول 5 س�انتی متر را عمود بر هم رس�م کرده ایم. واضح اس�ت که در این 
چهارضلعی قطرها برابرند و بر هم عمودند ولی این چهارضلعی مربع نیست.

رد گزینۀ )2( با رس�م یک مثلث قائم الزاویه )مانند ش�کل زیر( معلوم می ش�ود 
AB ارتفاع است ولی با خود ضلع AB هم طول است. 

رد گزینۀ )3( ضلع BC و خط d موازی آن را در نظر می گیریم. اگر رأس س�وم 
مثل�ث روی خط d باش�د، مس�احت مثلث های ایجاد ش�ده برابرن�د ولی این دو 
 A BC2 A و  BC1 مثلث لزوماً همنهش�ت نیس�تند )در شکل زیر مثلث های 

هم مساحت اند ولی همنهشت نیستند(.

. اکنون  48 A B Cˆ ˆˆ= − −0180 ، پس  A B Cˆ ˆˆ+ + = 0180 می دانی�م   3
با استفاده از فرض می نویسیم

A B C B C B C C B

CB B

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

= − ⇒ − − = − ⇒ + =

= + ⇒ >

0 0

0 0

2 180 2 180 2

90 90
2

پ�س مثلث ABC منفرجه  اس�ت. بنابرای�ن نقطۀ تلاقی ارتفاع ه�ای این مثلث 
خارج آن قرار دارد.

با اس�تفاده از قضیۀ خطوط موازی  49  4
و مورب می نویسیم

AC
Ax By A C

C

Jn¼¶ ˆ ˆ

ˆ

→ =

= α
1

1 4



0180 است. پس از طرف دیگر مجموع زوایای مثلث BDC برابر 

+ α+α+ α= ⇒ α= ⇒α= =
0 00 0 0 132 3348 3 4 180 8 132

8 2

. بنابراین Ĉ = α= × =
0 0

1
334 4 66
2

در نتیجه 

BEC AEB AEB B C W±X¶ Â]nIi â¾Ä»Hp 
ˆˆ ˆ ˆ⇒ = + = + =0 0 0
1 48 66 114
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>Ĉ و  50 045 از فرض تس�ت ش�کل زیر را خواهیم داش�ت. چون   3

. بنابراین A Cˆ ˆ>1 ، در نتیجه  Â > 0
1 45 ، پس  A Cˆ ˆ+ = 0

1 90

AHC A C CH AH      (1)
ˆ ˆ: > ⇒ >1

. در نتیجه  Â < 0
2 45 ، پس  B Âˆ+ = 0

2 90 <B̂ و  045 از ط�رف دیگر چون 
ABH B A AH BH      

ˆˆ: ( )> ⇒ >2 2 . بنابراین  B Âˆ > 2
با مقایسۀ نابرابری های )1( و )2( نتیجه می شود

BH AH CH AH< < ⇒ < <3 5
در بین گزینه ها تنها عدد 4 در این فاصله قرار دارد.

51  A در ارتف�اع نظی�ر رأس ABD و ADE ، ACE مثلث ه�ای  3
مش�ترک هستند. پس نسبت مس�احت های آن ها برابر نسبت قاعده هایی است 

که این ارتفاع بر آن ها وارد شده است. پس

 

ACE DE x

ADE

BD yACE

ABD

S EC EC x
S DE

S EC EC y
S BD

=

=

= = → =

= = → =

3 3
1

2 2
1

 

، بنابراین x y=3 2 پس 

 

y x xDE BC DE BD DE EC x
BD DE BD DE y x

yx
y x

+ ++ ++ = + = +

= + + = + + =

3

2 3 374 4
3 2 6

 

بنابر فرض س�ؤال، طول پاره خط ها روی شکل نوشته شده است.  52  3
هس�تند. مش�ترک   N رأس  نظی�ر  ارتف�اع  در   AMN و   MNE مثل�ث   دو 

. همچنین دو مثلث AMN و AMC در ارتفاع نظیر  MNE

AMN

S z
S z

= =2 2
3 3

پ�س 

 ABC و AMC و دو مثلث AMN

AMC

S y
S y

= =
4 4
5 5

رأس M مشترک هستند. پس 

. بنابراین  AMC

ABC

S x
S x

= =3 3
4 4

در ارتفاع نظیر رأس A مشترک هستند، پس 

 MNE AMN AMC ABC ABCS S S S S( ) ( )= = = =2 2 4 8 3 2
3 3 5 15 4 5

 

و  53  ANC مثل�ث  دو   2
AMB در ارتفاع نظیر رأس A مشترک 
هس�تند. پس نسبت مساحت های آن ها 
براب�ر نس�بت قاعده هایی اس�ت که این 
ارتفاع بر آن ها وارد شده است. در نتیجه

 ANC

AMB

NHS NC BM NH
S BM BM MHMH

×
= = = ⇒ = ⇒ =

′′×

1 7
2 1022 2

1 75
2

 

اگ�ر ط�ول ضل�ع س�وم را x ف�رض کنی�م، بناب�ر فرض مس�ئله  54  2
. x=4 5 ، یعنی  x = ×2 8 10

با توجه به اطلاعات مسئله شکل زیر را رسم می کنیم. توجه کنید  55  3
. بنابرای�ن ع�ددی مانن�د k وج�ود دارد که ب�ه ازای آن  AB x y= =8 5 ک�ه 

. اکنون می نویسیم y k=8 x و  k=5
 MN AM NA x y k k k= − = − = − =5 3 25 24  

. در نهایت به دست می آید: k=3 ، پس  MN=3 چون 
 AB x k= = =8 40 120  

عدد x واسطۀ هندسی y و 4 است، پس 56  3
 x y ( )=2 4 1  

.  در نتیجه  x=212 36 در ضمن عدد 12 واسطۀ هندسی x و 36 است، پس 
. در  y=4 . یعنی  y=24 4 . اکن�ون از براب�ری )1( به دس�ت می آی�د  x=4

. x y− = − =−2 4 8 4 نهایت به دست می آید 

ab اس�ت که برابر  57 ac
bc
+ راه ح��ل اول عکس نس�بت مورد نظر   1

. بنابراین a
c
= =2 1
6 3

a و 
b
=2
3

. از طرف دیگر بنابر فرض  a a
c b
+ است با 

a a
c b
+ = + =1 2 1

3 3
بنابراین نسبت مورد نظر نیز برابر است با 1.

راه حل دوم نسبت های داده شده را برابر m در نظر می گیریم. پس

 a b c m a m     b m  c m     , ,= = = ⇒ = = =2 3 6
2 3 6

 

بنابراین

 m mbc m m
ab ac m m m m m m m

( )( )

( )( ) ( )( )
= = = =

+ + +

2 2

2 2 2
3 6 18 18 1

2 3 2 6 6 12 18
با استفاده از ویژگی های تناسب می نویسیم  58  2

 a b c d a b c d c ca b c d c+ + += = = ⇒ = ⇒ + + + = =
+ + +

16 8
2 3 6 5 2 3 6 5 6 6 3

 

و  59  BAM مثلث ه�ای   2
 B رأس  نظی�ر  ارتف�اع  در   BCM

 . BAM

BCM

S AM
S MC

= مش�ترک اند، بنابراین 

. به همی�ن  ترتی�ب  AM
MC

= =8 4
6 3

پ�س 

مثلث ه�ای DAM و DCM در ارتف�اع نظی�ر رأس D مش�ترک اند، در نتیجه 

 . DCMS /=7 5 ، پس 
DCMS

=10 4
3

. بنابراین  DAM

DCM

S AM
S MC

= =4
3
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در ش�کل B را ب�ه E وص�ل کرده ایم. مس�احت دو مثلث BDE و  60  3
MDE برابر اس�ت، زیرا قاعدۀ DE در آن ها مش�ترک است و رأس های B و M در 
 ،BDE این دو مثلث، روی خطی موازی این قاعده قرار دارند. از طرف دیگر در مثلث
اگ�ر BD را قاع�ده در نظ�ر بگیری�م، ارتف�اع وارد بر ای�ن قاعده AE اس�ت، پس 

. MDE BDES S= =4 . در نتیجه  BDES BD AE= × × = × × =1 1 2 4 4
2 2

61  ، x t=3 . بنابراین  yx z t= = =
3 4 5

راه ح��ل اول ف�رض کنی�د   1

. اکنون می توان نوشت z t=5 y و  t=4
x t t

x y z t t t t
= = = =

+ + + +
3 3 3 1

3 4 5 12 12 4

 . y x y zx z + +
= = =

+ +3 4 5 3 4 5
yx نتیجه می شود  z= =

3 4 5
راه حل دوم از تناس�ب 

. x
x y z

= =
+ +

3 1
12 4

، در نتیجه x y zx + +
=

3 12
پس 

62  . zy=
3

=zx و 
2

x نتیج�ه می ش�ود  y z= =2 3 از تس�اوی   2

اکنون این مقدارها را در عبارت خواسته شده قرار می دهیم:
z z zz z zx y z z

x y z z z z z

+ −+ −+ − − −= = = =
+ ++

9 2 123 23 2 162 3
3 2 5 5

2 3 6

، پس  63 a b a=− +2 4 a نتیجه می ش�ود 
b a

=−
−

2
2

از تناس�ب   2

a نتیجه  c
a c
+ =
−

3 5
3

. از طرف دیگر با طرفین وس�طین کردن تناسب  b a/=1 5

. در نتیجه c a=2 ، پس  a c a c− = +15 5 3 می شود 
a محیط مثلث b c a a a a/ /= + + = + + =1 5 2 4 5

ان�دازۀ پاره خط ه�ای AM و AN را تعیی�ن می کنی�م. تفاض�ل  64  2
اندازه های این دو پاره خط برابر طول MN است )شکل زیر را ببینید(. در تناسب 

AM با ترکیب کردن در مخرج به دست می آید
MB

=3
1

AM AM AM a
AM MB AB

= ⇒ = ⇒ =
+ +

3 3 3
3 1 4 4

BN با ترکیب کردن در صورت به دست می آید
AN

=3
1

و در تناسب 

BN AN AB AN a
AN AN
+ += ⇒ = ⇒ =3 1 4 1

1 1 4

. aMN AM AN a a= − = − =3 1
4 4 2

بنابراین 

MC ترکیب در مخرج می کنیم: 65
MB

=1
2

در تناسب   1

MC MC
MB MC BC

= ⇒ =
+ +

1 1
2 1 3

ط�ول ارتف�اع نظی�ر رأس A در مثل�ث ABC، با طول ارتفاع نظی�ر رأس D در 
مثل�ث DMC برابر اس�ت. بنابراین نس�بت مس�احت های ای�ن دو مثلث برابر 

نسبت طول قاعده های نظیر این ارتفاع ها است، یعنی 
DMC

ABC

S MC
S BC

     (1)= =1
3

از طرف دیگر با توجه به شکل زیر،

DMC

ABC

MD CHS MD CH CH
S AB CH CHAB CH

     (2)

× × ×
= = =

× ××

2 2 2

1 11

1
42

1 3
2

از مقایسۀ تساوی های )1( و )2( 
نتیجه می شود

CH CH
CH CH

= ⇒ =2 1

1 2

4 1 4
3 3

در ش�کل مقاب�ل  66  1
به ترتی�ب   DH2 و   BH1
ارتفاع ه�ای مثلث های BDC و 
DAB هس�تند. چون دو مثلث 
ارتف�اع  دارای   DAB و   BDC

، پس نس�بت مس�احت های آن ها برابر نسبت  BH DH( )=1 2 برابر هس�تند 

 ، DABS
=2

6 3
. پس  DAB

BDC

S AB
S DC

= قاعده های نظیر این ارتفاع ها اس�ت، یعنی 

. DABS =4 در نتیجه 

مثل�ث  67 دو   1
ارتف�اع  در   PQN و   PN M′
مش�ترک اند.   P رأس  نظی�ر 
بنابرای�ن نس�بت مس�احت های 

آن ها برابر نس�بت قاعده هایی اس�ت که این ارتفاع بر آن ها وارد ش�ده اس�ت. از 
MN نتیجه می گیریم  MN′=2 MN و  NQ=2 ط�رف دیگر از فرض ه�ای 

، پس MN NQ′=

PN M
PN M PQN

PQN

S MN S S
S NQ

′
′

′= ⇒ = =8

با تفضی�ل در مخرج  68  1

به دس�ت   ABP

ABC

S
S

=2
5

تناس�ب 

 ، ABP

ABC ABP

S
S S

=
− −

2
5 2

می آید 

 . ABP

ACP

S
S

=2
3

یعنی 

از طرف دیگر، دو مثلث ABP و ACP در ارتفاع نظیر رأس A مش�ترک اند، پس 

 M ه�م در ارتفاع نظیر رأس MCP و MBP دو مثل�ث . ABP

ACP

S BP
S PC

= =2
3

، در نتیجه NBP

NCP

S BP
S PC

= =2
3

. به طور مشابه  MBP

MCP

S BP
S PC

= =2
3

مشترک اند، پس 

NBP MBP NBP BMNMBP

MCP NCP MCP NCP CMN

S S S SS
S S S S S

−
= = ⇒ = ⇒ =

−
2 2 2
3 3 3
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ابتدا B را به E وصل می کنیم )شکل زیر را ببینید(. 69  2

ADE ABE

ABE ABC

S SAD AE
S AB S AC

     
/ ,
/

= = = = = =9 5 19 7 1
12 5 25 21 3

. اکنون  ADE

ABC

S
S

=19
75

اگر این تس�اوی ها را در هم ضرب کنیم، به دست می آید 

اگر این تناسب را تفضیل در مخرج کنیم، به دست می آید
ADE ADE

ABC ADE BCED

S S
S S S

= ⇒ =
− −

19 19
75 19 56

نقطه ه�ای B و E را ب�ه ه�م وص�ل می کنیم )ش�کل را ببینی�د(. چون  70  3
 EBD و CBD در مثلث ه�ای E و C پ�س ارتفاع ه�ای نظیر رأس های ، EC BD||

. از طرف دیگر BD قاعدۀ مشترک نظیر این دو ارتفاع  CH EH=1 2 برابرند، یعنی 
 ، ABD CBD ABD EBDS S S S+ = + . در نتیجه CBD EBDS S= است، پس 

. اکنون می توان نوشت  ABCD ABES S= یعنی 

 ABCDS AB AE /= × = × × =1 1 6 5 8 26
2 2

71  . LC x=3 AD و  x=2 ، نتیجه می گیریم  DL x= با فرض   1
با استفاده از تعمیم قضیۀ تالس،

AD ED xABC ED BC BC
AC BC x BC
AL FL x FLABC FL BC FL
AC BC x

: ||

: ||

⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 8 24
6
3 12
6 24





ش�کل مسئله به صورت زیر اس�ت. اگر x فاصلۀ مورد نظر باشد،  72  2
x x x x

x
= ⇒ = + ⇒ =

+
1 3 10 5

10 3
بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 

، پ�س بنابر عک�س قضیۀ تال�س در مثلث  73 BM BP
MA PQ

= چ�ون   2

MP ،BAQ م�وازی AQ اس�ت. بنابراین MN هم موازی AC اس�ت. بنابر 

. x=7 ، پس  x x
x x
− =
+ +
3
1 7

، یعنی  BM BN
MA NC

=  ،BAC قضیۀ تالس در مثلث

بنابر فرض سؤال شکل مقابل  74  4
را خواهیم داشت. MN را امتداد می دهیم تا 

AB را در E قطع کند. توجه کنید که

 
BM MCBM BE BEME AC

MC EA EA
ABBE EA

 u²IU â¾Ãñ¤|| =→ = → =

= =

1

2

 

در مثلث ABC نقطۀ M وسط BC و نقطۀ E وسط AB است پس بنابر قضیۀ 

. از طرف دیگر،  ACME=
2

میان خط 

 

A AME AC
N A N A

AD

ABAE NE NE

 ó¼õi ¾Ãñ¤

 Jn¼¶ » ÁpH¼¶
Jn¼¶ 

ˆ ˆ||
ˆ ˆˆ ˆ=→ = → =



= ⇒ =

1 2
1 2 1 1

2

 

 
AC AB AC ABMN ME NE − −= − = − = = =8 6 1
2 2 2 2

بنابراین  

دو مثل�ث ABD و ACD در ارتف�اع نظی�ر رأس A مش�ترک  75  1

. اکنون با استفاده از فرض سؤال نتیجه می گیریم ABD

ACD

S BD
S CD

= هستند، پس 

  

AC

A C AD CE

BD BA
CD EA

C E AE AC AE

Jn¼¶ » ÁpH¼¶ ó¼õi â¾Ãñ¤ u§ø

u²IU â¾Ãñ¤

ˆ ˆ ||

ˆ ˆ =

= →

→ =

= ⇒ = → =

1 1

8
1 1 8

 

. ABD

ACD

S BD AB
S CD AE

= = = =12 3
8 2

بنابراین 

DC برابرن�د و  76 AB و  ، دو ضل�ع  ABCD در چهار ضلع�ی   2
BD هس�تند. همچنی�ن N و M به  AC و  نق�اط E و F وس�ط های دو قط�ر 

ترتیب وسط های BC و AD هستند. بنابر قضیۀ میان خط در مثلث،

AB  DC

ABABC EN

ABABD MF
EN MF ME NF

DCADC ME

DCBDC NF

:

:

:

:

=

= 

=
→ = = =
=



= 


2

2

2

2









MENF لوزی است. بنابراین چهارضلعی 
 MENF چهارضلع�ی  ک�ه  کنی�د  توج�ه 
متوازی الاضلاع نیز هس�ت ولی لوزی پاس�خ 

جامع تر و کامل تری است.
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AC و  77  ، AB نق�اط N ،M و E به ترتی�ب وس�ط های اض�لاع   3
،ABC هستند، پس بنابر قضیۀ میان خط در مثلث BC

AC AB BCME  NE   MN, ,= = =
2 2 2

ME و   ، MN از ط�رف دیگ�ر نقاط F ،P و K ب�ه ترتیب وس�ط های اضلاع 
،MNE هستند. پس بنابر قضیۀ میان خط در مثلث MNE NE در مثلث 

MN NE MEFK   PF     PK, ,= = =
2 2 2

بنابراین
MN NE BC AB

FK PF
BC BC BC

BC AB
BC

/

+ +
+ = =

+ += = = =
×

2 2 4 4

8 4 12 0 375
4 4 8 32

78  Q و P وس�ط های دو قاع�ده و نقطه های N و M اگ�ر نقطه های  3
وس�ط های دو قط�ر ذوزنقه باش�ند، آن گاه بناب�ر قضیۀ میان خ�ط در مثلث های 
ABC و MP ،ABD نصف BC و MQ نصف AD اس�ت و چون ساق های 
. از طرف دیگر بنابر قضیۀ میان خط  MP MQ= AD و BC مساوی اند، پس 
در مثلث های ADC و NP ،BDC نصف AD و NQ نصف BC اس�ت، در 
. بنابراین چهارضلعی MPNQ لوزی اس�ت. قطر MN در  NP NQ= نتیجه 
این لوزی برابر ارتفاع ذوزنقه، یعنی 4 و قطر دیگر آن، یعنی PQ مس�اوی نصف 

6= است. بنابراین 3
2

تفاضل دو قاعده، یعنی 

مساحت لوزی MN PQ ( )( )= × = =1 1 4 3 6
2 2

BH ذوزنقۀ  79 H C1 2 در شکل M وسط ساق  BC است. چهارضلعی   1

MH3 میان خط آن است، در نتیجه  قائم الزاویه است و 
BH CH

MH
+ += = =1 2

3
5 9 7

2 2

80  M را امتداد می دهیم تا یکدیگر را در ABCD ساق های ذوزنقۀ  4
قطع کنند. از تعمیم قضیۀ تالس نتیجه می شود

MA MB AB MA MBAB DC
MD MC DC MD MC

⇒ = = ⇒ = =4
9



با تفضیل در مخرج کردن تناسب به دست آمده نتیجه می گیریم
MA MB MA MB

MD MA MC MB
= = ⇒ = =

− − −
4 4

9 4 5 6 5

، پس محیط مثلث  AMB برابر است با MB=24
5

MA=4 و  بنابراین 

MA MB AB /+ + = + + = =24 644 4 12 8
5 5

در مثلث MCD ، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 81  2

 MA AB MA
MD DC MD

= ⇒ = =5 1
15 3

 

، بنابر تعمیم قضیۀ تالس می نویسیم MDH1 اکنون در مثلث 

 
MH MA x x
MH MD x

= ⇒ = ⇒ =
+

2

1

1 2
4 3

 

 DC M MH x â½køI¤ IU  ¾â ±ÅIÎ= = + =1 4 6 در نهایت به دست می آید 

از فرض سؤال نتیجه می گیریم 82  3

 

 

 

BD BN x BNBMC DN CM
DC MN x MN

BN MN

yAE AM AMAND DN ME
ED MN y MN

AM MN

u²IU ¾â Ãñ¤

u²IU ¾â Ãñ¤

: ||

: ||

→ = ⇒ =

=

→ = ⇒ =

=

2
3

2
3

2
3

2
3




 

. پس BN AM MN= =2
3

بنابراین 

 
AM AM AM

AB AM MN BN
AM AM AM

+ +
+ += = =

3
72
2

 

83  F را در AB رس�م می کنیم تا ضلع CN خطی موازی E از نقطۀ  1
قطع کند. بنابر قضیۀ تالس،

AN AMAFE MN FE AN NF
NF ME
BF BEBNC FE NC BF FN
FN EC

: ||

: ||

⇒ = = ⇒ =

⇒ = = ⇒ =

1

1




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. از طرف دیگر بنابر قضیۀ  AN AB=1
3

. پس  AN NF BF= = بنابرای�ن 

FE NCAEF MN       BNC:FE=: ,=
2 2

  میان خط در مثلث، 

ANC در ارتفاع نظیر  AMN و  . چون دو مثل�ث  NCMN=
4

در نتیج�ه 

AMN

ANC

S MN
S NC

( )= =1 1
4

رأس A مشترک هستند، پس 

ABC در ارتفاع نظیر رأس C مش�ترک  ANC و  همچنی�ن چون دو مثل�ث 
ANC

ABC

S AN
S AB

( )= =1 2
3

هستند، پس 

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم

AMN ANC ABC ABCS S S S( )= = = = × =1 1 1 1 1 48 4
4 4 3 12 12

با دو بار استفاده از قضیۀ تالس می نویسیم 84  2
ME MBMAC BE AC
AE BC
MA MBMDC AB DC
AD BC

: ( )

: ( )

⇒ =

⇒ =

1

2









، آن گاه ME x= . اگر  ME MA
AE AD

= با مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 

x x x x x x /+= ⇒ = + ⇒ = ⇒ =3 7 3 9 4 9 2 25
3 7

. MD / /= + + =2 25 3 7 12 25 بنابراین 

شکل مس�ئله به صورت زیر است. چون MN با BC موازی است،  85  2

، در نتیجه  y x= =3
4 6 8

، یعنی  AM AN MN
AB AC BC

= = بنابر تعمیم قضی�ۀ تالس، 

. بنابراین طول ضلع بزرگ تر مثلث حاصل برابر 6 سانتی متر است. y=9
2

x=6 و 

، از عکس قضیۀ خطوط م�وازی و مورب نتیجه  86 E Bˆ ˆ=1 1 چ�ون   3

 ، AD AE
AB AC

= می ش�ود DE با BC موازی اس�ت. در نتیجه بنابر قضیۀ تالس، 

. AC / /= × =4 0 3 1 2 ، پس 
AC
/=1 0 3

4
یعنی 

′AA موازی اس�ت. بنابر تعمیم  87 ′CC با   ، BAA′ در مثلث   1
CC BC
AA AB

( )′ =
′

1 قضیۀ تالس،  

′BB موازی اند، بنابر تعمیم  ′CC و  ، چون  ABB′ از طرف دیگر، در مثلث 
CC AC
BB AB

( )′ =
′

2 قضیۀ تالس، 

با جمع کردن دو طرف تساوی های )1( و )2( 

. اکنون  CC CC
AA BB

′ ′+ =
′ ′

1 به دست می آید 

و   AA′=6 مقداره�ای  دادن  ق�رار  ب�ا 
ک�ه  می ش�ود  معل�وم   BB′=2

. CC′=3
2

. پس  CC CC′ ′+ =1
6 2

طول هر ضلع لوزی را برابر x می گیریم. بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 88  4
BF MF xABD MF AD
BD AD
CE NE xACD NE AD
CD AD

: ( )

: ( )

⇒ = =

⇒ = =

1
6

2
6








 

. بنابر ویژگی های تناسب  BF CE x
BD CD

= =
6

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

، یعن�ی  BC EF− BF مس�اوی  CE+ . مق�دار  BF CE x
BD CD

+ =
+ 6

می نویس�یم 

BD برابر BC و مساوی 12 است. بنابراین، CD+ x−12 است. در ضمن 
x x x x x x− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =12 12 2 3 12 4

12 6
x4 و مساوی 16 است. پس محیط لوزی MNEF برابر 

دو بار از قضیۀ تالس استفاده می کنیم و می نویسیم 89  3

 
CM ACAMC DE AM
ME AD

BM ABBFE AM FE
ME AF

: || ( )

: || ( )

⇒ =

⇒ =

1

2




 

، پس یک طرف تساوی های )1( و )2( با هم مساوی اند و در نتیجه  CM BM= چون 

 AC AB AF AB AF AF
AD AF AD AC

¸ÃÎoö ÁI] ÇÄ¼÷U= → = ⇒ = ⇒ =4 4
3 3
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90  F و E راه ح��ل اول از قضیۀ میان خ�ط در ذوزنقه نتیجه می گیری�م اگر  3
وسط های دو ساق باشند، آن گاه EF موازی با قاعده ها است. بنابر تعمیم قضیۀ تالس،

AE EN ENADC EN DC EN DC
AD DC DC
DE EM EMABD EM AB EM AB  
AD AB AB

: ( )

: ( )

⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ = ⇒ =

1 1 1
2 2
1 1 2
2 2









از تفریق تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

MN DC AB MN( ) ( )= − ⇒ = − =1 1 12 4 4
2 2

راه حل دوم چون E و F وس�ط های س�اق های ذوزنقه هستند، پاره خط EF موازی 
 EM پس  ، EM AB قاعده هاست. از طرف دیگر چون E وسط AD است و 
 ABCD از ذوزنقۀ BD نیز وسط قطر M میان خط است، یعنی DAB در مثلث
اس�ت. به طور مش�ابه N نیز وسط قطر AC اس�ت و می دانیم اگر M و N وسط 

DC AB
MN

| |− −= = =12 4 4
2 2

قطرهای ذوزنقۀ ABCD باشند، آن گاه 

در ش�کل های زی�ر دو مثلث، متساوی الس�اقین هس�تند و یک زاویۀ  91  3
مساوی دارند، ولی متشابه نیستند، چون بقیۀ زاویه های آن ها نامساوی اند. پس گزینۀ 
)1( نادرست است. در ضمن دو متوازی الاضلاع که یک زاویۀ مساوی داشته باشند، 
سایر زاویه های آن ها نیز مساوی هستند، ولی لزومی ندارد اضلاع آن ها متناسب باشند. 
پس گزینۀ )2( نادرس�ت اس�ت. ولی دو لوزی با زاویه های مس�اوی حتماً متشابه اند 
زیرا اضلاع آن ها در هر صورت متناسب اند. دو مثلث متساوی الساقین ممکن است 

متشابه نباشند. برای مثال نقض می توانید شکل های زیر را در نظر بگیرید.

با توجه به داده های روی شکل و فرض سؤال نتیجه می گیریم 92  4

 a b AB AE BE
a b DC BC BD
= = ⇒ = =3 6 3

4 8 4
 

پ�س دو مثل�ث ABE و CDB ب�ه حال�ت )ض ض ض( متش�ابه اند. پ�س 
زاویه های نظیر این دو مثلث مساوی اند:

 
x x y x y

x y
x y x y

,
− = + − =  ⇒ ⇒ = = 
− = + − =  

0 02 7 7
9 2

2 1 15 2 16
 

پس
 
A x x x

C y x y x y

ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

= − − + − = − − =

= − + + + = − + + =

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

180 2 7 2 1 180 4 8 152

180 15 180 2 15 152
 

. A Cˆ ˆ+ = 0304 بنابراین 
در دو مثل�ث ABD و ACB زاویۀ A مش�ترک اس�ت و واضح  93  2

 . ABC ADBˆ ˆ= اس�ت که دو زاویۀ ABC و ABD نامس�اوی اند، پس باید 
می ش�ود  نتیج�ه   ACB و   ABD مثلث ه�ای  تش�ابه  از  نتیج�ه  در 

، پ�س  AD
AB

=1
2

. چ�ون  AD AB
AB AD

= =
+

1
4 2

. پ�س  AD AB DB
AB AC BC

= =

. به این ترتیب AB k=2 AD و  k= عددی حقیقی مانند k وجود دارد که 

 AB k
AD k

= ⇒ =
+ +

1 2 1
4 2 4 2

. اکنون می توان نوشت AD=4
3

AB=8 و 
3

. در نتیجه  k=4
3

بنابراین 

 AB AD+ = + =8 4 4
3 3

 

چون AB و DC موازی اند، از قضیۀ اساسی تشابه نتیجه می شود  94  2
که مثلث های OAB و OCD متشابه اند. بنابراین

 OA OB OC
OC OD OC

= ⇒ = ⇒ =

3
2 2 8

6
 

. AC AO OC= + = + =2 8 10 به این ترتیب 

ب�رج پی�زا و تی�ر فلزی نگ�ه دارن�ده را با  95  4
پاره خط های�ی مطابق ش�کل زیر نش�ان می دهی�م. در دو 

 ، B Bˆ ˆ= و   C Eˆ ˆ= = 090  ،BED و   BCA مثل�ث 
بنابراین دو مثلث قائم الزاویۀ BCA و BED متشابه اند 

، در نتیجه  AB=50
11 10

، یعنی  AB AC
DB DE

= )ز ز(، پس 

AB=55

پ�س  96 متش�ابه اند،   A B C′ ′ ′ و   ABC مثل�ث  دو  چ�ون   3

 OCB بنابراین دو مثلث . OCB OC Bˆ ˆ ′ ′= ACB و در نتیجه  A C Bˆ ˆ′ ′ ′=

OC به حالت )ز ز( متشابه هستند و  B′ ′ و 

 OB OC BC
OB OC B C

( )= =
′ ′ ′ ′

1  

A متشابه اند B C′ ′ ′ از طرف دیگر چون دو مثلث ABC و 

 BC AC
B C A C

( )=
′ ′ ′ ′

2  

، پس OC AC
OC A C

=
′ ′ ′

از مقایسه تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 

 OC A C OC AC′ ′ ′× = ×  



)111(

. از طرف  97 B Ĉˆ =1 AC و BC مورب اس�ت، پ�س 1 BE چون   3

 ABC در نتیجه دو مثلث . B Dˆ ˆ=2 AB و BD مورب است، پس  ED دیگر 

 . BC AB
BD DE

= و EDB به حالت )ز ز( متش�ابه اند و نس�بت تشابه آن ها برابر است با 

. x=8 x و در نتیجه  x= +3 2 8 ، یعنی  x
x

=
+

2
4 3

بنابراین 

. از  98 A Aˆ ˆ= D و  Bˆ ˆ=1 دو مثلث ADE و ABC متشابه اند، زیرا   1

تش�ابه  اساس�ی  قضی�ۀ  بناب�ر  پ�س   ، FE BC|| چ�ون  دیگ�ر  ط�رف 
، بنابراین AEF ABC~ 

 AD
AE

ED AD EDADE AEF
EF AE EF

~ =
=

⇒ = → =4
7

4
7

 

بنابر فرض های تس�ت ش�کل زیر را خواهیم داش�ت. بنابر قضیۀ  99  1
اساسی تشابه، دو مثلث ODN و OBC متشابه هستند. بنابراین

 OD ND x BC
OB BC x BC

= ⇒ = ⇒ =4 16
4

 

، زیرا در متوازی الاضلاع ضلع های مقابل مساوی اند و در نتیجه  AD=16 پس 
AN= − =16 4 12

دو مثلث MNC و BAC را در نظر می گیریم: 100  3

AC MC

NMC B NC MCMNC BAC
AC BCC C

MC MC
MC

MC AC

p p( )
ˆ ˆ

~
ˆ ˆ

=

= → ⇒ =
= 

→ = ⇒ =
+

= ⇒ =

2 24 20
2 6 4

2 5 4 5

 

 

، آن گاه نسبت  101 C Cˆ ˆ ′= B و  Bˆ ˆ ′=  ، A Aˆ ˆ ′= اگر در این تش�ابه   3

AB یا معکوس آن است )درستی گزینۀ )1((.  AC BC
A B A C B C

= =
′ ′ ′ ′ ′ ′

تش�ابه برابر 

، پس  A B A C
AB AC
′ ′ ′ ′= ب�ا اس�تفاده از ویژگی های تناس�ب می توان دید ک�ه چون 

، یعنی گزینۀ )2( هم همان نسبت تشابه است. از طرف  A B A C
AB AC
′ ′ ′ ′+

+
نسبت 

می گیری�م  نتیج�ه   AB AC BC
A B A C B C

= =
′ ′ ′ ′ ′ ′

2
2

تناس�ب  از  دیگ�ر 

. پس گزینۀ )4( هم درست است. AB BC AC AB
A B B C A C A B

+ +=
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +

2
2

در دو مثلث متش�ابه ضلع ها نظیر به نظیر متناسب هستند. پس  102  2
 a را به دس�ت آوریم. اگر a نظیر قرار می دهیم تا بیش�ترین مقدار b را با 9 یا با a

را با 9 نظیر بگیریم، به دو تناسب زیر می رسیم

 a aa a
b b

   IÄ     = = ⇒ = = = ⇒ =5 4 45 5 4 36
9 7 7 9 7 7

a می رسیم 
b
= =4 5
9 7

a یا 
b
= =4 5
7 9

اگر a را با b نظیر بگیریم، به تناس�ب های 

a=45 بیشترین مقدار برای a است.
7

که این تناسب ها درست نیستند. پس 

اگ�ر زاوی�ۀ ح�ادۀ ی�ک مثل�ث قائم الزاویه ب�ا زاویۀ ح�ادۀ مثلث  103  1
قائم الزاویۀ دیگری مساوی باشد، آن گاه این دو مثلث با داشتن دو زاویۀ مساوی 
متش�ابه خواهند ب�ود. اگر دو ضلع قائم دو مثلث قائم الزاویه متناس�ب باش�ند، 
090 هم هس�تند، پس متشابه اند.  آن گاه این دو مثلث دارای زاویۀ بین مس�اوی 
اگر نسبت دو زاویۀ حادۀ دو مثلث قائم الزاویه برابر باشد، آن گاه دو مثلث دارای 
زاویه های حادۀ مساوی هستند، پس دو مثلث متشابه می شوند. تساوی وترهای 

دو مثلث قائم الزاویه تشابه آن ها را نتیجه نمی دهد.

NC بنابر عکس قضیۀ تالس نتیجه می شود  104 MC
BC AC

= از تناسب   2

MN موازی AB اس�ت که خلاف فرض تست است. پس گزینۀ )1( نادرست 

، چ�ون ضلع های نظیر ب�ه نظیر دو  NC BC
AC MC

= اس�ت. در ضمن در تناس�ب 

مثل�ث قرار دارند، پس نمی توان تش�ابه را نتیجه گرف�ت، بنابراین گزینۀ )3( نیز 
BNM نمی توان تساوی زاویه های دو مثلث  ABCˆ ˆ= نادرست است. با فرض 
 MNC BACˆˆ = را نتیجه گرفت، پس گزینۀ )4( نیز نادرست است. ولی با فرض 
تش�ابه دو مثلث NMC و ABC نتیجه می ش�ود، زیرا زاوی�ۀ C نیز در دو مثلث 

مشترک است، پس گزینۀ )2( درست است.

مطاب�ق ش�کل زی�ر، چ�ون چهارضلع�ی ABCD مربع اس�ت و  105  2
، پس FC ED=

 BF EC x FC ED x     ,= = = = −24
 FCE و FBG پس بنابر قضیۀ اساس�ی تش�ابه، دو مثل�ث ، BG EC چ�ون 

 
FB BG x x
FC CE x x

−= ⇒ =
−

4
24

متشابه اند. بنابراین 

 . x=8 x=6 و  x و این معادله دو ریشه دارد:  x− + =2 14 48 0 پس 
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106  MN را رسم می کنیم و فرض می کنیم AH ارتفاع ABC در مثلث  1
′MH با BH موازی است، بنابر قضیۀ اساسی تشابه  ′H قطع می کند. چون  را در 

. با استدلالی مشابه  AH AM
AH AB

′ = ABH متش�ابه اند و  ′AMH و  دو مثلث 

 . MN AH
BC AH

′= ، پس  MN AM
BC AB

= دو مثلث AMN و ABC متش�ابه اند و 

، یعنی  BC MN AH AH
BC AH

′− −= ب�ا تفضی�ل در ص�ورت به دس�ت می آی�د 

. a

a

a h
MN

a h
×

=
+

 و از این تساوی به دست می آید 
a

a MN MN
a h

− =

ABE و  107 DBCˆ ˆ+ = 090 ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل معل�وم می ش�ود   1

. بنابراین دو مثلث قائم الزاویۀ  ABE BDCˆ ˆ= ، پ�س  BDC DBCˆ ˆ+ = 090

 ، AE
BC DC

= 2 ، یعنی  AE BE
BC DC

= ABE و BDC متش�ابه اند )ز ز(، در نتیجه 

پ�س   ، AE DC× =10 چ�ون  دیگ�ر  از ط�رف   . BC AE DC= ×2 پ�س 
، یعنی ارتفاع این ذوزنقه برابر 5 است. BC=5

. از  108 A Bˆ ˆ+ = 0
2 1 90 ، پس  AHBˆ = 090 با توجه به شکل زیر، چون   3

. بنابراین دو مثلث قائم الزاویۀ ABD و  B Âˆ =1 ، پس 1 A Aˆ ˆ+ = 0
2 1 90 طرف دیگر 

. x=6 x و  = ×2 4 9 ، پس  x
x
=4
9

، یعنی  AB AD
AD DC

= DAC متشابه اند )ز ز( و 

دو مثلث قائم الزاویۀ ABD و DAC را در نظر بگیرید. 109  2

 
A BA A

ABD DAC
A DB A

AD AB AD AB DC
DC AD

p p)(
ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆˆ

  =+ = ⇒ → 
= =+ = 

= ⇒ = ×

0
1 11 2

00
1 2

2

90

9090
 

پس ارتفاع AD واسطۀ هندسی بین دو قاعدۀ AB و DC است.

BAC را در نظر بگیرید: 110 دو مثلث ADC و   2
A B AC DCADC BAC

BC ACC C

DC DC DC DC
BC

(p p)

ˆ ˆ

ˆ ˆ

( )

 = → ⇒ =
=

= ⇒ + = ⇒ =

1

4 6 16 2
4

 

از ط�رف دیگ�ر دو مثل�ث ADC و ABC در ارتف�اع نظی�ر رأس A مش�ترک 
هس�تند، پس نسبت مس�احت های آن ها برابر نس�بت قاعده هایی است که این 

 . ADC

ABC

S DC
S BC

= = =2 1
8 4

ارتفاع  بر آن ها وارد شده است. پس 

، پ�س دو مثل�ث MNC و BAC به  111 C Cˆ ˆ= M و  Bˆ ˆ= چ�ون   2
می نویس�یم  را  مثل�ث  دو  تش�ابه  نس�بت  اکن�ون  متش�ابه اند.  ز(  )ز  حال�ت 

. بنابرای�ن  ACMC=
2

. چ�ون M وس�ط AC اس�ت، پ�س  MC NC
BC AC

=

. در نتیجه  AC NC
BC AC

=
2

 AC NC BC NC NC NB

AC

( ) ( )= × = + = × × + =

=

2 2 2 2 2 2 4 24

2 6

در دو مثلث متشابه ضلع های نظیر متناسب اند. پس 112  2

 
x

yx x y
y

 == = ⇒ ⇒ + = =
 =

64
8 1205 24

8 7 5 556
5

 

yx هم نوشته شود، جواب نهایی همان مقدار 24 است. = =8
7 8 5

دقت کنید اگر تناسب 

2 اس�ت  113 1  توجه کنید که طول ضلع مربع به مس�احت 2 برابر 
. همچنی�ن ط�ول ضل�ع مربع ب�ه مس�احت 18 برابر  NE EH= = 2 پ�س 
 . ME= − =3 2 2 2 2 . در نتیج�ه  MH=3 2 3 اس�ت پ�س  2
اکن�ون دو مثلث قائم الزاوی�ۀ PQR و MNE را در نظر بگیرید. با فرض اینکه 

طول ضلع مربع سوم برابر x باشد داریم:

 PRQ RPQ

RQ BC
PRQ C

PC
PRQ MNE B C

NE BC
MNE B

BN

MNE RPQ PQR NEM

QR PQ x x x x x
ME NE

Jn¼¶ 

Jn¼¶ 

ˆ ˆ

||
ˆˆ

ˆˆ ˆ ˆ
||

ˆ ˆ

ˆ ˆ ~

+

+ =

 ⇒ = 
  → + = + =

 ⇒ = 
  

→ = ⇒

− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0

0

90

90

3 2 3 2 2 2
2 12 2 2

   
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x است. =2 8 بنابراین مساحت مربع سوم برابر 

  

مثل�ث FBE قائم الزاوی�ه اس�ت. پ�س بنابر قضی�ۀ فیثاغورس،  114  3

، پس دو  E Dˆ ˆ= = 090 F و  Fˆ ˆ=1 2 . از طرف دیگر، چون  y= + =2 23 4 5

، یعنی  BF FE EB
FC FD DC

= = مثل�ث FEB و FDC متش�ابه اند )ز ز(، در نتیجه 

. اکنون می توان نوشت  z=16
3

x=20 و 
3

. بنابراین 
x z
= =5 3 4
4

x y z+ + = + + =20 165 17
3 3

زاویه ه�ای  115  . A Bˆ ˆ= =β2 و   A Cˆ ˆ= =α1 می کنی�م  ف�رض   3

 ACN و ABM ب�ه ترتی�ب زاویه ه�ای خارجی مثلث ه�ای ANM و AMN
هستند. بنابراین

 AMN A B ANM C A     
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,= + =α+β = + =α+β1 2  

. از ط�رف دیگ�ر دو  AM AN x= = AMN و در نتیج�ه  ANMˆ ˆ= پ�س 
مثلث AMB و CNA متشابه اند )ز ز(. بنابراین

 AN NC x
BM AM x

= ⇒ = 9
4

 

. + + =6 6 7 19 x=6 و محیط مثلث AMN برابر است با  در نتیجه 

Ê2 در دو مثل�ث قائم الزاویۀ BHE و  116 Ê1 و  ب�ا توجه به ش�کل   2

. در نتیجه B Dˆ ˆ= DAE برابرند، پس 

 

B D
BEH DCH

H H

EH BH x x x
HC DH x

pp( )
ˆ ˆ

~
ˆ ˆ

= →
= = 

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0

2

90

4 20 2 5
5

 
 

4 است. 5 بنابراین وتر BC مساوی 

117  . B Dˆ ˆ=1 1 AB با DC موازی اس�ت و BD مورب است، پس   1

. پس دو مثلث BAD و DBC متش�ابه اند  AB BD
DB DC

= =2
3

از طرف دیگر، 

 . x=10
3

، پس  x =2
5 3

، یعنی  AD
BC

=2
3

)ض ز ض(. بنابراین 

اگر اندازۀ عرض مستطیل را x در نظر بگیریم، آن گاه اندازۀ طول  118  1
 BF x= 5  ، BE x= 2 x3 است و بنابر قضیۀ فیثاغورس  مستطیل برابر 

 ، BE x
ED x

= =2 2
2 2

نس�بت های  ص�ورت  ای�ن  در   . BD x= 10 و 

BF مس�اوی یکدیگرن�د، بنابرای�ن  x
BD x

= =5 2
210

EF و  x
BE x

= = 2
22

. در نتیج�ه دو مثلث BEF و DEB ضلع های متناس�ب  BE EF BF
ED BE BD

= =

دارند، در نتیجه متشابه اند )ض ض ض(. 

دو مثلث APQ و ACB را در نظر بگیرید: 119  4
AQAP

AC AB APQ ACB
A A

m m m m m
m

(Æ p Æ)

ˆ ˆ

 = ⇒ = →
 =

−= ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =
−

4 5
8 10

4 20 3 5 40 2 5 45 9
8 3 5

 

بنابراین

 
BPQC BP PQ QC BC m m

m

ôÃd¶= + + + = + − + + −

= + = + =

6 20 3 3 5

24 2 24 18 42

در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ ADC ب�ا اس�تفاده از قضی�ۀ فیثاغورس  120  1
می توان نوشت

AC AD DC AC= + = + = + = ⇒ =2 2 2 2 22 6 4 36 40 2 10
از طرف دیگر،

AC

AB DC ABM CDM

AM AB AM
MC DC AC

AM AM

ÂwIwH ¾â Ãñ¤

¾MIzU

nj KÃ¨oU

Zoh¶

=

→

= = = → =

→ = ⇒ =2 10

2 1 1
6 3 4

1 10
4 22 10

  

10 است. 1 برابر 
2

پس AM مساوی 
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بناب�ر فرض س�ؤال، مثل�ث AMB قائم الزاویه اس�ت. با فرض  121  3
. اکنون با اس�تفاده از روابط طولی  MC x= −20 DM نتیج�ه می گیریم  x=

در مثلث قائم الزاویۀ AMB می نویسیم
MH AH BH x x x x

x x x   xIÄ

( )

( )( )

= × ⇒ = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2 28 20 20 64 0

16 4 0 4 16
پس فاصلۀ نزدیک تر برابر 4 است.

در دو مثلث متشابه نسبت محیط ها برابر نسبت اضلاع متناظر است.  122  3
P a P
P a P P

/
/ /

+ + ×′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
′ ′ ′ ′

6 5 9 5 20 5 20 12 5 50
12 5 12 5 5

پس 

زی�را    123 متش�ابه اند،   BDA و   ADC قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  دو   3

 . C BADˆ ˆ= نتیج�ه در   ، C DACˆ ˆ+ = 090 و   BAD DACˆ ˆ+ = 090
، بنابراین نس�بت ارتفاع ه�ای نظیر در این دو  ADC ADBˆ ˆ= = 090 همچنین 

مثلث متشابه برابر نسبت ضلع های نظیر آن ها است:

 DE AB AB
DF AC AC

= ⇒ =3
4

در مثلث ABE، بنابر قضیۀ فیثاغورس، 124  2

 AB AE BE= + = + =2 2 2 215 20 25
. اکن�ون بنابر قضیۀ  DC AB= =25 چون ABCD مس�تطیل اس�ت، پ�س 

 . DF DC FC= − = − =2 2 2 225 7 24  ،DFC فیثاغورس در مثلث

با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه می نویسیم 125  2

AB BH BC AB

AC CH BC AC

= × = × ⇒ = × =

= × = × ⇒ = × =

2

2

9 25 3 5 15

16 25 4 5 20
 ABC AB AC BCôÃd¶= + + = + + =15 20 25 60 بنابراین 

هر مثلث با رس�م میانه به دو مثلث هم مساحت تقسیم می شود.  126  4
از طرف دیگر نسبت مساحت های دو مثلث متشابه مساوی توان دوم نسبت تشابه 

 ABM ABCS S=1
2

. چون  ABC

A B C

S AC
S A C

( )
′ ′ ′

= =
′ ′

2 4 آن ها است. بنابراین 

 . ABM

A C M

S
S ′ ′ ′

=4 ، پس  A C M A B CS S′ ′ ′ ′ ′ ′=1
2

و 

127 ،BHM بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  1

 MH MB BH= − = − =2 2 2 25 4 3
 ، B Bˆ ˆ= ( زاوی�ه  دو  تس�اوی  حال�ت  ب�ه   BCA و   BMH مثل�ث  دو 

 ، BC=10
5 4

، یعنی  BC AB
BM BH

= ( متش�ابه اند، پ�س  BHM BACˆˆ = = 090

. اکنون  HC BC BH= − = − =25 174
2 2

. از ط�رف دیگر،  BC=25
2

پس 

 . MH
HC

= =3 6
17 17
2

به سادگی معلوم می شود 

با توجه به شکل زیر، ضلع های MN و ME را به ترتیب از سمت  128  2
N و E امت�داد می دهی�م تا ضل�ع BC را در نقطه ه�ای P و Q قطع کنند. بنابر 

قضیۀ خطوط موازی و مورب،

 
NE PQ MP AB

BC
N P P B

MP
  

Jn¼¶ Jn¼¶

   
ˆ ˆ ˆ ˆ,

  ⇒ = ⇒ = 
  

1 1 1
 

. پ�س دو مثلث  E Ĉˆ =1 . ب�ه همین ترتیب ثابت می ش�ود  N Bˆ ˆ=1 بنابرای�ن 
MNE و ABC دو زاویۀ مس�اوی دارند و در نتیجه متش�ابه هس�تند. بنابراین 
نسبت مساحت های آن ها مساوی توان دوم نسبت ضلع های نظیر آن ها است:

 MNE
ABC

ABC ABC

S NE S
S BC S

( )( )
( ) ( ) /

/
= ⇒ = ⇒ =2 2

1 4 7
72 87 5

17 5

129  HAC و   ABC قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  دو  زی�ر،  مطاب�ق ش�کل   1

HAC

ABC

S AC AC      
S BC BC

( ) ( )= =
22
2

1 متشابه اند. پس 

از طرف دیگر،
BC AB AC BC AC AC AC     ( ) ( )= + ⇒ = + =2 2 2 2 2 2 22 5 2

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم
ACH

ABC ACH
ABC

S AC S S
S AC

= = ⇒ =
2

2
1 5
55
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مساحت مثلث AEF را برابر S در نظر می گیریم. در نتیجه مساحت  130  1

. از طرف دیگر ABCS S=16 ذوزنقۀ BCFE بنابر فرض 15S است. پس 

 
AEF

ABC

S AEEF BC AEF ABC
S AB

AE AE AE BE
AB AB BE AE

ÂwIwH ¾â Ãñ¤

¾MIzU

nj ®ÃñÿU

Zoh¶

( )

( )

→ ⇒ =

= ⇒ = → = ⇒ =

2

21 1 1 3
16 4 3

  

طول BH را برابر x در نظر می گیریم و با استفاده از روابط طولی  131  2

در مثلث قائم الزاویه می نویسیم

 

ABC AH BH CH AH x

BMN MH BH HN MH x

AH AH MH
MH AHMH

:

:

 = × ⇒ =


= × ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2

2

2

9

19 3
3





زی�را  132 متش�ابه اند،   CAH و   ABH قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  دو   1

A و  Bˆ ˆ=1 . در نتیجه  A Bˆ ˆ+ = 0
2 90 A و  Aˆ ˆ+ = 0

1 2 90

ABH

ACH

A B      H H ABH CAH

S AB
S AC

(p p)ˆ ˆ ˆ ˆ,

( ) ( )

= = = →

= = =

0
1 1 2

2 2

90

7 49
5 25

 

دو مثلث متش�ابه اند، پس اضلاع نظیر آن ها متناسب اند.  توجه  133  1

 ، A Cˆ ˆ= A زیرا اگر  Cˆ ˆ≠ . از طرف دیگر  E Eˆ ˆ=1 2 کنید که مطابق شکل زیر 

. در نتیجه B Ĉˆ = A و  Dˆ ˆ= AB که این طور نیست، پس  DC آن گاه
x x x x x x+ −= ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =1 2 1910 10 14 28 4 38
14 10 2

بنابراین

 ABE

DCE

S x
S

( ) ( ) ( ) ( )
−

−= = = = =2 2 2 2
19 2

2 15 3 92
10 10 20 4 16

مطاب�ق ش�کل زی�ر MN و AH ه�ر دو ب�ر BC عمودند، پس  134  1
موازی ان�د و HM و AB ه�ر دو ب�ر AC عمودن�د، پ�س موازی ان�د. اکنون با 

استفاده از قضیۀ تالس می نویسیم
CM CHMH AB

CH CN xAM BH
BH HN xCM CNMN AH

AM HN

x x x

 ⇒ = −⇒ = ⇒ =
 ⇒ =

= − ⇒ =

16 16
9

14416 144 9
25





، پس دو مثلث HMN و BCA متش�ابه اند )ز  M Ĉˆ =1 از ط�رف دیگر چون 
ز(. پس نسبت محیط های دو مثلث برابر نسبت اضلاع نظیر است:

AB BH BC    ABMHN HN
ABC AB

MHN 
ABC 

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

ôÃd¶

= × = × ⇒ == →

= = = =
×

2 9 25 15

144
144 144 4825

15 25 15 375 125

از قضیۀ خطوط موازی و مورب نتیجه می شود 135  3

 
KL BC NP AB

L C N A
AC AC

   

Jn¼¶ Jn¼¶

  
ˆ ˆˆ ˆ,

  ⇒ = ⇒ = 
  

1 1
 

بنابرای�ن دو مثلث NOL و ABC متش�ابه هس�تند )ز ز(. پ�س ضلع های آن ها 

. از ط�رف دیگ�ر می دانیم ضلع ه�ای مقابل  ON OL NL
AB BC AC

= = متناس�ب اند: 

.بنابراین نسبت تشابه  ON MK AB= =2
5

متوازی الاضلاع مساوی اند. پس 

2 است. پس نسبت محیط های این دو 
5

دو مثلث متشابه NOL و ABC برابر 

2=/ است.  0 4
5

مثلث مساوی 

با توجه به ش�کل زی�ردر مثلث MAC، بناب�ر قضیۀ فیثاغورس،  136  1

. از  BD MB MD= +2 2 2 ،MBD و در مثل�ث AC MA MC= +2 2 2

. اکن�ون  MD MC DC+ =2 2 2 MA و  MB AB+ =2 2 2 ط�رف دیگ�ر 
می توان نوشت

 
AC BD MA MC MB MD

MA MB MC MD AB DC( ) ( )

+ = + + +

= + + + = + =

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 32
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′ADH و BDH زاوی�ۀ حادۀ مس�اوی  137 دو مثل�ث قائم الزاوی�ۀ   2
، پس متش�ابه هس�تند. نس�بت ضلع ه�ای نظی�ر آن ها را  D Dˆ ˆ( )=1 2 دارن�د 

BH=4 و   ، DH′=6 . بناب�ر ف�رض تس�ت  DH BH
DH AH

=
′ ′

می نویس�یم: 

، بنابراین  DH=3
 AH

AH
′= ⇒ =

′
3 4 8
6

،BDH از طرف دیگر بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث
BD BH DH= + = + =2 2 16 9 5

′ABH می نویسیم:  . اکنون در مثلث قائم الزاویۀ  BH′= + =5 6 در نتیجه 11

 AB AH BH′ ′= +

= + =

2 2 2

64 121 185
. AB= 185 بنابراین 

′BB را به دس�ت آوریم. مس�احت  138 با توجه به ش�کل باید طول   4

 DB′ 1 مساحت مثلث ABC است. از طرف دیگر چون 
16

 ، DB C′ مثلث 

 ABC و DB C′ با AB موازی اس�ت، بنابر قضیۀ اساسی تش�ابه، مثلث های 
k2 است.  متش�ابه اند. اگر نسبت تشابه k فرض ش�ود، نسبت مساحت آن ها 

 ، CB′ =1
8 4

. یعنی  CB k
CB

′ = =1
4

. از ط�رف دیگر  k=1
4

k و  =2 1
16

پ�س 

. بنابراین  CB′=2 پس 
 BB BC B C′ ′= − = − =8 2 6

139  AD DB=4
5

اگر طول AD را برابر 4x انتخاب کنیم، آن گاه از   2

. بنابر تعمیم قضیۀ تالس، DB x=5 نتیجه می گیریم 

 DE AD xDE BC
BC AB x

⇒ = = =4 4
9 9



′BH را به ترتیب در مثلث های EBC و EBD رسم  اکنون ارتفاع های EH و 
 BC و DE می کنی�م. ای�ن دو ارتف�اع مس�اوی اند، زیرا فاصل�ۀ دو خط م�وازی

هستند. بنابراین

 EBC

EBD

EH BCS BC
S DEBH DE

/
×

= = = =
′×

1
92 2 25

1 4
2

ب�دون اینکه از کلی بودن راه حل چیزی کم ش�ود، فرض می کنیم  140  2
،ABC بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث . AC= 15 AB=1 و 

BC AB AC= + = + =2 2 1 15 4
، پس  AB BC BH= ×2  ،ABC بناب�ر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویۀ

. اکنون می توان نوشت BH=1
4

، بنابراین  BH= ×1 4

 MH BM BH= − = − =1 72
4 4

چون مثلث های ABC و AMH در ارتفاع نظیر رأس A مشترک اند، پس

 ABC

AMH

S BC
S MH

= = =4 16
7 7
4

ط�ول ضلع ه�ای زاوی�ۀ قائم�ه را در ای�ن مثل�ث 3x و 5x فرض  141  1

، یعنی  x x× × =1 5 3 16
2

می کنی�م. چ�ون مس�احت مثل�ث 16 اس�ت، پ�س 

 220
15

212 و 
15

. بنابراین طول ضلع ه�ای زاویۀ قائمه برابر  x= 24
15

است و بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

oU» Ï¼ö ( ) ( )= × + × =2 22 2 1712 20 8
15 15 15

زاویه های دو مثلث قائم الزاویۀ ABH و CBA مساوی اند، پس  142  1
این دو مثلث متشابه اند )ز ز(.

 

ABC

ABH

ABC

ABC ABH

ABC
ABC AHC

AHC

S BCABH CBA
S AB

S
S S

S
S S

S

Zoh¶ nj ®ÃñÿU

( ) ( )⇒ = = =

→ =
− −

= ⇒ =

2 24 16
3 9

16
16 9

16 16
7 7

 

   

نقطه ه�ای B و D را ب�ه یکدیگ�ر وص�ل می کنی�م. اگ�ر ف�رض کنیم  143  2
 DEC دو مثلث . CE y=2 AD و  x=2 ، نتیجه می شود  BE y= DC و  x=

، DEC

DBC

S yCE
S BC y

= = =
2 2
3 3

 و DBC در ارتف�اع نظی�ر رأس D مش�ترک اند، پ�س 

. از طرف دیگر دو مثلث BCD و BAC در ارتفاع نظیر  DEC DBCS S=2
3

یعنی 

. BCD BACS S=1
3

، یعنی  BCD

BAC

S CD x
S AC x

= = =1
3 3

 رأس B مشترک اند، پس

اکنون می توان نوشت 
ABC

DEC ABC ABC
CDE

S
S S S

S
( )= = ⇒ =2 1 2 9

3 3 9 2
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، پس ع�ددی حقیق�ی مانند k وج�ود دارد که  144 CM
MB

=1
2

چ�ون   2

. چ�ون MB و AD موازی ان�د، بناب�ر تعمی�م قضیۀ  CM k= MB و  k=2

ED را ترکیب در مخرج می کنیم:
EB

=3
2

. تناسب  ED AD
EB MB

= =3
2

تالس، 

ED ED
EB ED DB

= ⇒ =
+ +

3 3
2 3 5

 . EF DE
BC DB

= =3
5

، بنابر تعمیم قضیۀ تالس،  EF BC در مثلث DBC، چون 

. AD=15 . بنابراین  BC=15 ، در نتیجه 
BC

=9 3
5

پس 

145  N را به نقطۀ M شکل را به صورت زیر نام گذاری می کنیم و نقطۀ  1

 ، CM CN
AM BN

= ، بنابراین  CN
BN

=3
1

CM و 
AM

=3
1

وصل می کنیم. با توجه به شکل 

پس بنابر عکس قضیۀ تالس MN موازی AB است. بنابراین دو مثلث AME و 
BNF دارای ارتفاع و قاعدۀ مس�اوی اند، پس هم مساحت هستند. اگر از مساحت 

هر دوی آن ها مساحت مثلث OEF را کم کنیم، نتیجه می شود
AME OEF BNF OEF AMOF BNOES S S S S S− = − ⇒ =

بنابراین دو چهارضلعی رنگی هم مساحت هستند.

D و چون  146 Âˆ =1 بنابر فرض 2  1

. در نتیجه  D Âˆ =1 1 ، بنابرای�ن  A Aˆ ˆ=1 2
مثلث EAD متساوی الس�اقین اس�ت، پس 
. همچنی�ن بناب�ر عک�س  AE DE= =8
قضی�ۀ خطوط م�وازی و م�ورب، از تس�اوی 
نتیج�ه   AC و   DE ت�وازی   D Âˆ =1 2
می شود. اکنون از قضیۀ تالس نتیجه می شود

BD BE BD AB AEDE AC
BC AB BC AB

− −⇒ = ⇒ = = =12 8 1
12 3



. از قضی�ۀ تالس  147 BM MC= چ�ون AM میانه اس�ت، پ�س   3
نتیجه می شود

AB BMBDN AM DN
AD MN

: ( )⇒ = 1

AC MCAMC AM EN
AE MN

: ( )⇒ = 2

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم
AB AC
AD AE
AB AD
AC AE

KwI¹U ÁIÀïÂ¬sÄ»= →

=

AB نتیجه 
AC

=2
3

پ�س بناب�ر ف�رض 

. AD
AE

=2
3

می شود 

، پ�س  148 A Eˆ ˆ=1 1 چ�ون   3

EF ب�ا AB م�وازی اس�ت. EF را از 
ط�رف E امتداد می دهی�م تا BC را در 
G قط�ع کند. در مثل�ث ABD، چون 
EG م�وازی AB اس�ت، بناب�ر تعمیم 

. از طرف دیگر در  xEG=
2

EG یا 
x
=1
2

، یعن�ی  EG DE
AB AD

= قضی�ۀ تالس، 

مثل�ث FG ،CAB و AB ب�ا هم موازی هس�تند، پس بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 

 . x=6  و در نتیجه 
x

x

+
=

1
62
9

، یعنی  FG CF
AB CA

=

در مثلث CAM، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 149  1

 DF CD
AM CM

( )= 1

از طرف دیگر در مثلث BED، بنابر تعمیم قضیۀ تالس،
DE BD
AM BM

( )= 2

دو طرف تساوی های )1( و )2( را با هم جمع می کنیم
DF DE CD BD
AM AM CM BM

+ = +

، پس  BM CM= چون 
DF DE BD CD BC

AM BM BM
+ += = =2

. DF DE AM+ = =2 5 پس 

از قضیۀ تالس نتیجه می شود 150  1
BA BOABD OA AD
AA OD

AB AOABC OB BC
BB OC

BO AOAB DC
OD OC

: ( )

: ( )

( )

′′ ⇒ =
′
′′ ⇒ =
′

⇒ =

1

2

3









  

از تساوی های )1(، )2( و )3( نتیجه می گیریم
BA AB AA BA
AA BB BB AB

KwI¹U ÁIÀïÂ¬sÄ» ( )*
′ ′ ′ ′= → =
′ ′ ′ ′

از طرف دیگر از قضیۀ تالس نتیجه می شود
BA BOABD OA AD
BA BD

AB AOABC OB BC  
AB AC

AO BOAB DC
AC BD

: ( )

: ( )

( )

′′ ⇒ =

′′ ⇒ =

⇒ =

4

5

6











از تساوی های )4(، )5( و )6( نتیجه می گیریم
BA AB BA BA BA AB
BA AB AB AB

KwI¹U ÁIÀïÂ¬sÄ»′ ′ ′ ′ ′= → = = ⇒ =
′

1

. AA
BB

′ =
′

) مشخص می شود 1 )* بنابراین با توجه به تناسب 
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اضلاع این دو مثلث را به ترتیب از بزرگ به کوچک می نویسیم: 151  4

 
, ,

, ,


⇒ = = =



6 4 2 2
6 4 2 2 34 4 4 42 3 2 3

3 6 3 6

 

پس دو مثلث به حالت )ض ض ض( متشابه اند، پس نسبت مساحت های آن ها 

= است.
2

3 3 برابر توان دوم نسبت تشابه یعنی 

. در ای�ن ص�ورت  152 yx z k= = =
2 3 6

راه ح��ل اول ف�رض کنی�د   3

. x y k k
z k
+ += =2 3 5

6 6
. بنابراین  z k=6 y و  k=3  ، x k=2

، در نتیجه  x y z+
=

+2 3 6
، بنابر ویژگی های تناسب  yx z= =

2 3 6
راه حل دوم چون 

 x y
z
+

=5
6

در دو مثلث متش�ابه نس�بت میانه های نظیر برابر نسبت تشابه  153  1

، در نتیجه m
m k
′ = 1 m آن گاه  k

m
=
′

اس�ت، پس اگر 

 m m kk k k
m m k k

′ ++ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ − + =
′

2 210 1 10 1 10 3 10 3 0
3 3 3

 

این معادلۀ درجۀ دوم را حل می کنیم

 k k k k IÄ 
± − ±= ⇒ = ⇒ = =10 1000 36 10 8 13

6 6 3
 

1 است.
9

k2 یعنی 9 یا  بنابراین نسبت مساحت های این دو مثلث متشابه برابر 

دو  154  . ABCS BC AH= × = × × =1 1 3 4 6
2 2

ک�ه  کنی�د  توج�ه   1

مثلث ABC و DBC، قاعدۀ مش�ترکی دارن�د )BC( و رأس های روبه روی این 
قاعده )A و D(، روی یک خط، موازی این قاعده اس�ت، پس مس�احت های این 

، یعنی  CD BH′× =1 6
2

. در نتیجه  DBC ABCS S= مثلث ها برابرند. یعنی 

. BH′=2 ، پس  BH′× × =1 6 6
2

را  155  CD
DB

=1
2

تناس�ب   3

می کنی�م  مخ�رج  در  ترکی�ب 

 . CD
BC

=1
3

، یعن�ی  CD
CD DB

=
+ +

1
2 1

پ�س  مش�ترک اند،   A رأس  نظی�ر  ارتف�اع  در   ABC و   ADC مثل�ث  دو 

. از طرف دیگر دو  ADCS =10 ، پس  ADCS
=1

30 3
، یعن�ی  ADC

ABC

S DC
S BC

=

بنابرای�ن  مش�ترک اند،   D رأس  نظی�ر  ارتف�اع  در   DAC و   DAE مثل�ث 

. DAES =5 ، پس  DAES
=1

10 2
. یعنی  DAE

DAC

S AE
S AC

=

′HH فاصلۀ  156 ′HH را بر AB رسم می کنیم.  از نقطۀ H عمود   2
H تا ضلع AB است. بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه،

 

ABD BD AB AD BD

ABD AH BD AB AD AH

ABD AB BH BD BH BH

AH BHABH HH AB AH BH HH
AB

:

:

:

:

= + = + = ⇒ =

×× = × ⇒ = =

= × ⇒ = × ⇒ =

× ×′ ′× = × ⇒ = = =

2 2 2

2

12 4 16 4

2 3 2 3
4

12 4 3

3 3 3
22 3









از قضیۀ تالس و تعمیم آن استفاده می کنیم 157  4
AE ADABF DE FB
AB AF
AE EFABC EF BC
AB BC

: ( )

: ( )

⇒ = = =

⇒ =

3 1 1
9 3

2








 

EF BC EF
BC

= ⇒ =1 3
3

از تناسب های )1( و )2( نتیجه می شود 

158  AC و AB ب�ه ترتیب وس�ط های ضلع های E′ نقطه ه�ای E و   2

. از طرف دیگر نقطه های  BCEE′= =6
2

هس�تند. پس بنابر قضیۀ میان خ�ط 

′AE هس�تند، پس بنابر  ′D ب�ه ترتی�ب وس�ط های پاره خط های AE و D و 

. DD EE′ ′+ = + =6 3 9 . بنابراین  EEDD ′′= =3
2

قضیۀ میان خط 

از A به C وصل می کنیم تا MN را در O قطع کند. بنابر تعمیم  159  3
قضیۀ تالس،

AM OMADC OM DC
AD DC

CN ON BN AB ONABC ON AB
BC AB BC AB

   
nj#®Ã…ŸU

Rn

  

¼‚

  

   

: ( )

: ( )

⇒ =

−⇒ = → =

1

2









. از مقایس�ۀ این  AM BN
AD BC

= از ط�رف دیگ�ر بنابر قضی�ۀ تال�س در ذوزنقه، 

AM نتیجه می گیریم
AD

=1
3

تناسب با تناسب های )1( و )2( و بنابر فرض 

OM AB ON OM ON
DC AB

− −= = ⇒ = =1 3 1
3 6 3 3

. MN=4 . در نتیجه  ON=2 OM=2 و  بنابراین 
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′AH را بر BC وارد می کنیم. در این صورت  160 عمودهای OH و   4
′AH موازی هستند. از تعمیم قضیۀ تالس نتیجه می شود OH و 

OH OMAMH OH AH
AH AM

: ( )′ ′⇒ =
′

1

 ،)BC( دارای قاعدۀ مس�اوی هس�تند OBC و ABC از طرف دیگر دو مثلث
پس نسبت مساحت های آن ها برابر نسبت ارتفاع های وارد بر این قاعده است:

OBC

ABC

S S OH
S S AH

( )′= =
′

2

. S OM
S AM
′ = با مقایسۀ تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

راه حل اول بنابر فرض سؤال  161  1
 n   n  

n n  n n

n n n n

n n n n n n

Â÷±ò  ÁIÀoõ¤ jHk÷U Â÷±ò ÁIÀoõ¤ jHk÷U( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

+ − + =

+ + − − + + − =

+ − − + − =

+ − − + + = ⇒ = ⇒ =2 2

2 1 10

1 12 2 3 1 1 3 10
2 2
1 12 1 1 2 10
2 2

2 2 20 2 20 10

  n n nÂ÷±ò   ÁIÀoõ¤ jHk÷U ( ) ( )( )= − = − =1 13 10 10 3 35
2 2

بنابراین  

n تا کمت�ر از تعداد  n( )+ − =1 1 ضلعی  n( )+1 راه ح��ل دوم تع�داد قطرهای 
، در نتیجه  n=10 ضلعی است. بنابراین  n( )+2 قطرهای 

 Â÷±ò  ÁIÀoõ¤ jHk÷U

( )( )−
= =
10 10 310 35

2
 

به گزاره های زیر توجه کنید: 162  3

zz متوازی الاضلاع�ی ک�ه قطرهایش عمودمنصف هم باش�ند لوزی اس�ت، ولی
لزومی ندارد مربع باشد.

zz در مس�تطیل هم�واره طول دو قطر برابر هس�تند و این ویژگ�ی جدیدی برای
مستطیل نیست.

zz.لوزی ای که دو قطرش برابر باشند، مربع است
zz.متوازی الاضلاعی که قطرهایش نیمساز زاویه های آن باشند، لوزی است

پس گزینۀ )3( درست است.
در متوازی الاضلاع زاویه های مجاور مکمل اند، پس 163  3

Ĉ= − =0 0 0180 70 110
مثلث های DAM و CMB متساوی الساقین هستند. پس 

 M      Mˆ ˆ,− −= = = =
0 0 0 00 0

1 2
180 70 180 11055 35

2 2
اکنون به دست می آید

x M Mˆ ˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0
1 2180 180 55 35 90

مثلث BEC متساوی الاضلاع است، پس 164  1

 BC BE ( )= 1

در مربع ضلع های مجاور با هم برابرند، پس
 AB BC ( )= 2

، بنابراین مثلث  AB BE= از مقایس�ۀ تس�اوی های )1( و )2( نتیجه می ش�ود 
ABE متساوی الساقین است، پس

 ABEBAE
ˆ ( )ˆ − +−= = =

0 0 00 0180 90 60180 15
2 2

. DAE BAEˆ ˆ= − = − =0 0 0 090 90 15 75 اکنون می توان نوشت 

از برخ�ورد نیمس�ازهای زاویه ه�ای داخل�ی متوازی الاضلاعی به  165  1

  a b| |sin θ−
2

θ یک مستطیل به طول اضلاع  اضلاع a و b و یک زاویۀ برابر 

a به دست می آید. بنابراین b| |cos θ−
2

و 

 a b

  a b  

®ÃõTv¶ Í±ò ¦Ä

®ÃõTv¶ o«Äj Í±ò

| |sin ( )sin

| |cos ( )cos

θ= − = − = × =

θ= − = − = × =

0

0

120 3 513 8 5 3
2 2 2 2

120 1 513 8 5
2 2 2 2

پس

®ÃõTv¶ SeIv¶= × =5 5 253 3
2 2 4

در مثل�ث قائم الزاویۀ ABC نیمس�از AD و میانۀ AM وارد بر  166  4
 . AM MC= وت�ر را رس�م کرده ایم. چون میانۀ AM نصف وتر اس�ت، پس 
. از طرف دیگر AD نیمس�از زاویۀ قائمه اس�ت،  MAC Cˆ ˆ= = 024 بنابرای�ن 

پس
BAD DAC x xˆ ˆ= = ⇒ + = ⇒ =0 0 0 045 24 45 21

می دانی�م در ه�ر مثلث قائم الزاوی�ه میانۀ وارد ب�ر وتر نصف وتر  167  4

 ،ABC مثل�ث  در  همچنی�ن   . AM BC= = × =1 1 10 5
2 2

پ�س  اس�ت، 

و   EM AC نتیج�ه  در  هس�تند،  میان خ�ط   MF و   EM پاره خط ه�ای 
 O متوازی الاض�لاع اس�ت. بنابراین AEMF پ�س چهارضلع�ی ، MF BA

محل تقاطع قطرهای این متوازی الاضلاع و در نتیجه وسط AM است. 

 AMOM /= = =5 2 5
2 2
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ارتفاع AH را رس�م می کنیم. در دو مثلث قائم الزاویۀ ایجاد شده  168  2
می نویسیم

ABH B A BH

ACH C A CH

ˆˆ:

ˆ ˆ:

= ⇒ = ⇒ = × =

= ⇒ = ⇒ = × =

0 0
1

0 0
2

160 30 2 3 3
2

245 45 3 2 3
2





از جمع این دو تساوی به دست می آید:
BH CH BC+ = + ⇒ = +3 3 3 3

اگ�ر در مثلث�ی طول میانۀ وارد بر ی�ک ضلع نصف طول آن ضلع  169  4
بناب�ر ف�رض تس�ت  اینج�ا  اس�ت. در  قائم الزاوی�ه  مثل�ث  آن  آن گاه  باش�د، 

. بنابراین  C Bˆ ˆ=1
11
5

. از طرف دیگر  Â= 090 ، پس  BCAM=
2

C B B B Bˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= + ⇒ = + ⇒ =0 0 0
1

1190 90 75
5

1 برابر وتر است:
4

. در نتیجه ارتفاع وارد بر وتر  Ĉ= 015 پس 

AH BC BC BC= ⇒ = ⇒ =1 12 8
4 4

اکنون به دست می آید

ABCS BC AH= × = × × =1 1 8 2 8
2 2

در مثلث BDC پاره خط AB میانه  170  3
 BDCˆ و ط�ول آن نصف طول DC اس�ت. پس 

قائم الزاویه است. بنابراین طبق قضیۀ فیثاغورس،
BD DC BC

BD

( )= − = −

= − = ⇒ =

2 2 2 2 28 2 7

64 28 36 6
پس

BDC BD DC BCôÃd¶= + + = + + = +6 8 2 7 14 2 7

171   
n

−
00 360180 ان�دازۀ هر زاویۀ داخلی یک n ضلعی منتظم برابر   2

)n ضلع�ی منتظ�م براب�ر  )+3 اس�ت. پ�س ان�دازۀ ه�ر زاوی�ۀ داخل�ی ی�ک 

  است.
n

−
+

00 360180
3

 

  
n n n n

n
n n
n n n n

n n n n n( )( )

− + = − ⇒ − =
+ +

− =
+

+ × − − =

+ − × = ⇒ − + = ⇒ =

0 0 0 00 0 0 0

0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 2 0 0 0

360 360 360 360180 10 180 10
3 3

360 10 360
3

360 3 360 10 30 360

10 30 3 360 0 10 9 12 0 9

 

n−3 قطر رسم می شود، پس از سه رأس متوالی آن ظاهراً  از هر رأس یک n ضلعی 
)n قطر عبور می کند ولی یک قطر از بین آن ها دو بار محاسبه شده است: )−3 3

nâÂ²H¼T¶ tHn ¾w pH ½k{ ´wn ÁIÀoõ¤ jHk÷U ( ) ( )= − − = − − =3 3 1 3 9 3 1 17

در ش�کل زی�ر قطرهای چهارضلع�ی ABCD مس�اوی و بر هم  172  3
عمودن�د ولی ABCD مربع نیس�ت. پس گزینۀ )3( نادرس�ت اس�ت. س�ایر 

گزینه ها قضیه هستند.

از برخورد نیمسازهای زاویه های داخلی یک مستطیل به طول a و  173  3

a ایجاد می ش�ود. پ�س طول ضلع  b( )−2
2

ع�رض b مربع�ی به طول ضلع 

) و مس�احت آن براب�ر اس�ت ب�ا )− =2 3 24 1
2 2

مرب�ع ABCD براب�ر 

 MNOP از ط�رف دیگ�ر، مس�احت چهارضلعی . ABCDS ( )= =23 2 9
2 2

 . MNOPS = × × =1 4 1 2
2

براب�ر نصف مس�احت مس�تطیل اولیه اس�ت، پس 

 . ABCD

MNOP

S
S

= =

9
92

2 4
اکنون می توان نوشت 

در ش�کل زیر نقاط M و N به ترتیب وسط AC و AB هستند.  174  1
چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع اس�ت، چ�ون قطرهایش یکدیگر را نصف 
AD و  BC= می کنن�د )نقطۀ M وس�ط AC و وس�ط BD اس�ت(. بنابراین 
. به طور مش�ابه چهارضلعی ACBE نیز متوازی الاضلاع اس�ت،  AD BC

. به این  AE BC AE و  BC= زی�را قطرهایش منصف یکدیگرند. بنابراین 
ترتیب AD و AE که موازی با BC هستند، در یک راستا قرار دارند. در نتیجه

 . DE
BC

=2 . پس  DE AE AD BC BC BC= + = + =2

. با  175 AP PQ QC= = می ت�وان ثابت کرد در ش�کل داده ش�ده   3

، پ�س بنابر فرض  PQ x= AC و  x=3 AP نتیج�ه می گیریم  x= ف�رض 
سؤال می توان نوشت:

AC PQ x x x+ = ⇒ + = ⇒ =36 3 36 9

. AQ x= = × =2 2 9 18 بنابراین 
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از برخ�ورد  176 b ع�رض مس�تطیل باش�د، آن گاه  a ط�ول و  اگ�ر   1

a و از  b( )−2
2

نیمس�ازهای زاویه های داخلی این مس�تطیل مربع�ی به ضلع 

a ایجاد  b( )+2
2

برخورد نیمس�ازهای زاویه های خارجی آن مربع�ی به ضلع 

می شود. بنابر فرض سؤال،

a b a b a b
a ba ba b

aa b a b a b
b

( ( )) ( )

( )( ( ))

( ) ( )

− − −= ⇒ = ⇒ =
+++

+− = + ⇒ − = + ⇒ =
−

2
2

22

2
1 1 12
8 82 2 2

2
2 2 12 2 2 2 2 2 1 2 2 1
2 2 1

، از قضیۀ خطوط موازی و  177 AB DC با توجه به شکل زیر چون   3
. در نتیجه MAB Dˆ ˆ= 1 مورب نتیجه می شود 

 
MAB D

BM DFMM M

AM MD

(pƒp)

ˆ ˆ

ˆ ˆ

 =
 →∆Α ≅∆=


=

1

1 2

 . FM
OB

=2 ، پس  OB BM=1
2

. از طرف دیگر  FM BM= بنابراین 

مطابق ش�کل از رأس A خطی موازی ضلع BC رس�م می کنیم تا  178  2
قاعدۀ CD را در نقطۀ E قطع کند. بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب

 AE BC AED Ĉˆ⇒ = = 030

پس مثلث ADE قائم الزاویه اس�ت. در ضمن ABCE متوازی الاضلاع است، 
. می دانیم در هر  DE CD CE= − =8 ، در نتیجه  CE AB= =5 بنابرای�ن 
، نصف اندازۀ وتر و طول ضلع  030 مثلث قائم الزاویه، طول ضلع روبه رو به زاویۀ 

3 اندازۀ وتر است. پس
2

 ، 060 روبه رو به زاویۀ 

 
ADE D AE DE

AEAHE AEH AH

ˆ:

ˆ:

= ⇒ = =

= ⇒ = = =

0

0

360 4 3
2

4 330 2 3
2 2





در مثلث ABC بنابر فرض سؤال می نویسیم 179  1

A B C A B C A B CKwI¹U Â¬sÄ»
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ+ += = → = = = = =

+ +

0 0180 15
6 5 1 6 5 1 6 5 1 12

، در نتیج�ه مثل�ث ABC قائم الزاوی�ه  Ĉ= 015 =B̂ و  075  ، Â= 090 پ�س 

1 وتر است. بنابراین
4

است و در آن ارتفاع وارد بر وتر 

S (oU» oM jnH» ÌIÿUnH)(oU») ( )( )= = =1 1 64 64 512
2 2 4

180  . AB BC AC+ =2 2 2 )، پس  ) ( )+ =2 2 23 3 2 3 چون   2
مثل�ث،  ای�ن  در  اس�ت.  قائم الزاوی�ه   B رأس  در   ABC مثل�ث  نتیج�ه  در 

 A نیمس�از زاویۀ AD چون . Â= 060 =Ĉ و  030 . بنابرای�ن  AB AC=1
2

، پس ADBˆ = 060 . در مثلث قائم الزاویۀ BAD، چون  BADˆ = 030 است، پس 

AB AD AD AD= ⇒ = ⇒ =3 33 2
2 2

از طرف دیگر، در مثلث  قائم الزاویه، طول 
میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است، پس 

BM AC= = × =1 1 2 3 3
2 2

اکنون می توان نوشت 
AD
BM

= =2 2 3
33

مثل�ث  181 می کنی�م  ف�رض   3
ABC متساوی الس�اقین ب�ا س�اق هایی به 
 AH 2 باشد وa و قاعده ای به اندازۀ b اندازۀ

ارتفاع وارد بر قاعده باشد. در این صورت

AHC AH AC HC b a

b a b a     (1)

:

( )( )

= − ⇒ = −

− + =

2 2 2 2 2 23

9



از طرف دیگر محیط مثلث ABC برابر 18 است، پس
b a b a      (2)+ = ⇒ + =2 2 18 9

. بنابراین b a− =1 از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 
b a

b a
b a

 ,
+ = ⇒ = =
− =

9
5 4

1

. ABCS AH BC ( )( )= × = =1 1 3 8 12
2 2

پس 

مثلث BEC متساوی الساقین  182  3
با قاعدۀ BE اس�ت. پس مجموع فاصله های 
 CE و CB روی قاعدۀ آن از دو س�اق M نقطۀ
براب�ر ارتفاع وارد بر س�اق BH اس�ت. چون 
. MK MK AD′+ = ، پس  BH AD=

س�اق های ذوزنقه را امتداد می دهیم تا یکدیگر را در نقطۀ O قطع  183  3

. یعنی مثلث های OAB و  Ô= 090 ، پس  Ĉ= 015 =D̂ و  075 کنن�د. چون 
ODC قائم الزاوی�ه هس�تند. بنابر قضیۀ خطوط م�وازی و مورب می توان نتیجه 

. اکنون اگر ارتفاع OH را بر DC وارد کنیم،  B̂ = 0
1 15 Â و  = 0

1 75 گرف�ت 
آن گاه OH بر AB نیز عمود خواهد بود، بنابراین

ABOAB B OHˆ: ′= ⇒ = = =0
1

415 1
4 4



DCODC C OHˆ: = ⇒ = = =0 1215 3
4 4



. ABCDS HH AB DC( ) ( )( )′= + = + =1 1 2 4 12 16
2 2

بنابراینHH′=2 و
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چهارضلع�ی DCFE ذوزنق�ه اس�ت و اندازۀ ارتف�اع آن با اندازۀ  184  1
ارتفاع متوازی الاضلاع ABCD برابر است. پس

ABCD

DCFE

S h DC DC
S EF DCh EF DC( )

× =
++

2
1
2

 . DC EF=3 ، پس  AB DC= AB و  چون  EF=3 از طرف دیگر بنابر فرض 
در نتیجه

ABCD

DCFE

S EF EF
S EF EF EF

( )
= = =

+
2 3 6 3

3 4 2

از نقط�ۀ O خط�ی عمود ب�ر دو قاع�دۀ ذوزنقه رس�م می کنیم تا  185  1
′H و H قطع کند )شکل زیر را ببینید(. قاعده های AB و DC را به ترتیب در 

   

AB DC OAB OCD

AB OA    
DC OC

ODC OC DC OD OC     

AB AB

¾MIzU ÂwIwH â¾Ãñ¤

 »( ) ( )

( )

: ( )

→

=

= − = − = ⇒ =

→ = ⇒ =

2 2 2 2 2

2 1

1

15 9 144 12 2

4 5
15 12

  



از طرف دیگر بنابر رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه،

ODC OH DC OD OC OH OH

OH AB OHOAB OCD OH
OH DC

: ×× = × ⇒ = ⇒ =

′ ′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ =

9 12 36
15 5

5 12
36 15 5
5





 

HH¾£ºp»l ÌIÿUnH /′= = + = =36 12 48 9 6
5 5 5

بنابراین 

نقطه های M و N را به هم وصل می کنیم )ش�کل زیر را ببینید(.  186  4
چهارضلعی های AMND و MBCN ذوزنقه هس�تند. بنابر قضیۀ ش�به پروانه 

MPN APD MQN BCQS S S S     ,= = = =4 6 در این دو ذوزنقه، 

. MPNQ MPN MQNS S S= + = + =4 6 10 در نتیجه 

چون نقطۀ همرس�ی عمودمنصف ها روی یکی از اضلاع قرار دارد،  187  2
پس مثلث قائم الزاویه است و نقطۀ همرسی عمودمنصف ها وسط وتر است. پس 
′AHMH مستطیل است، پس  ش�کل مسئله به صورت زیر است. چهارضلعی 
قضی�ۀ  از  اکن�ون   . HM AH CH′ ′= = =4 و   MH AH BH′= = =2

فیثاغورس در مثلث ABC نتیجه می شود
BC AB AC BC BC= + ⇒ = + = ⇒ =2 2 2 2 2 24 8 80 4 5

. از  GM AM=1
3

اگر G محل همرسی میانه های مثلث ABC باشد، آن گاه 

طرف دیگر چون در مثلث قائم الزاویه میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است، پس
BCAM

GM AM GM
= =

= → = × =
2 5

21 1 2 52 5
3 3 3

188  O را در نقطۀ BD قطر دیگر متوازی الاضلاع را رس�م می کنیم تا قط�ر  3
 ABC قط�ع کند. چ�ون قطرهای متوازی الاض�لاع منصف یکدیگرند، پ�س در مثلث
پاره خط BO میانه است. در ضمن AM نیز میانه است، پس N نقطۀ همرسی میانه های 

 ABC 1 مساحت مثلث
6

مثلث ABC اس�ت. پس مساحت مثلث BMN مساوی 

است و چون مثلث ABC هم نصف متوازی الاضلاع ABCD مساحت دارد، در نتیجه
ABCD ABC BMN BMNS S S S( )= = = = × =2 2 6 12 12 4 48

i1 را به ترتی�ب تع�داد نق�اط م�رزی و درون�ی چندضلعی  189 b1 و   2

b
b S i i/= ⇒ = + − = +1
1 1 1 115 1 6 5

2
شبکه ای بزرگ در نظر می گیریم 

i2 را به ترتیب تعداد نقاط مرزی و درونی چندضلعی ش�بکه ای  b2 و  همچنین 
b

b S i i= ⇒ = + − = +2
2 2 2 28 1 3

2
کوچک در نظر می گیریم 

مس�احت بی�ن دو چندضلعی ش�بکه ای ب�ه صورت 
S به دس�ت می آی�د. بناب�ر  S i i/− = + −1 2 1 23 5

، پس i i− =1 2 12 فرض مسئله 

 
ÁHï¾§L{ Â÷±òk¹a »j ¸ÃM SeIv¶ /

/

= +

=

3 5 12

15 5
190  . bS i= + −1

2
برای محاس�بۀ مس�احت از قضیۀ پیک، می دانیم   2

می آی�د  به دس�ت  ش�ود  اضاف�ه  واح�د   1 درون�ی  نقطه ه�ای  ب�ه  اگ�ر 

. یعنی  b bS S i i( ) ( )′− = + − + − =1 1
2 2

. بنابرای�ن  b bS i i′= + + − = +1 1
2 2

مقدار مساحت 1 واحد افزایش می یابد.
از نقطۀ O به س�ه رأس مثلث ABC وصل می کنیم. مثلث ABC به  191  2

سه مثلث OAC ،OBC و OAB تقسیم می شود )شکل زیر را ببینید(. توجه کنید که 

ABC OBC OAC OABS S S S ax by cz

ax by cz( )

= + + = + +

= + +

1 1 1
2 2 2

1
2

. ABCax by cz S S+ + = =2 2 بنابراین 
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مطابق شکل زیر اگر طول MA را برابر 3x در نظر بگیریم، آن گاه از  192  1

. ارتفاع AH را رس�م می کنیم.  MB x=2 MA نتیج�ه می گیریم 
MB

=3
2

فرض 

، پس AH بر MN نیز عمود است. بنابر قضیۀ اساسی تشابه، MN BC چون 

 AH AM xMN BC AMN ABC
AH AB x

′⇒ ⇒ = = =3 3
5 5

  

. از طرف دیگر با  HH
AH

′ =2
5

با تفضیل در صورت کردن تناس�ب فوق نتیجه می شود 

MN می رس�یم. اکنون  AM
BC AB

= =3
5

اس�تفاده از تعمی�م قضی�ۀ تالس به تناس�ب 

می توانیم نسبت مساحت متوازی الاضلاع به مساحت مثلث ABC را به دست آوریم:

 BMNE

ABC

S HH MN HH MN
S AH BCAH BC

( )( ) ( )( )′ ′×= = = =
×

2 3 122 2
1 5 5 25
2

×% است.  =12 100 48
25

12 معادل 
25

عدد 

از B م�وازی AD رس�م کرده ای�م ت�ا DC را در E قط�ع کن�د.  193  3
چهارضلع�ی ABED متوازی الاض�لاع اس�ت و در متوازی الاض�لاع ضلع های 

مقابل با هم برابرند:
DE AB EC CD DE  BE AD     ,= = ⇒ = − = − = = =2 20 2 18 15

مثلث BCE متساوی الساقین است. ارتفاع BH را در این مثلث رسم کرده ایم. 
در مثلث BCH بنابر قضیۀ فیثاغورس،

BH BC CH= − = − =2 2 2 215 9 12

. ABCDS AB CD BH( ) ( )= + × = + × =1 1 2 20 12 132
2 2

اکنون می نویسیم 

194  ABCD وس�ط های دو س�اق ذوزنق�ۀ N و M اگ�ر نقطه ه�ای  1
AB CDMN      ( )+= 1

2
باشند، آن گاه بنابر قضیۀ میان خط در ذوزنقه 

از طرف دیگر مساحت ذوزنقه برابر است با

ABCDS AB CD AH

AB CD AB CD     

( )

( ) ( ) ( )

= + ×

= + × ⇒ + =

1
2

1 128 7 4 2
2 2

. MN=4 از برابری های )1( و )2( به دست می آید 

195  O را امت�داد می دهیم تا یکدیگر را در نقطۀ DC و AB دو ضل�ع  4

. پس Ô= 060 قطع کنند. در این صورت مثلث OAD متساوی الاضلاع است، زیرا 
OC OCOBC B OC

OD

ˆ: tan= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

=

0 0
1

330 30 2
32 3 2 3

10



بنابراین

ABCD OAD OBCS S S OD  OC BC

 

( )

( ) ( )

= − = − ×

= − × = − =

2

2

3 1
4 2

3 110 2 2 3 25 3 2 3 23 3
4 2

نق�اط M و N وس�ط های س�اق های ذوزنق�ۀ ABCD هس�تند،  196  3
پس MN میان خط ذوزنقۀ ABCD اس�ت. در نتیجه MN موازی دو قاعده و 

مساوی نصف مجموع دو قاعده است، یعنی
AB DCMN + += = =4 6 5

2 2
در ضمن اگر ارتفاع AH را رسم کنیم، آن گاه

AM MD

AM AHADH MH DH
MD HH

AH HH h

u²IU ¾â Ãñ¤:

=

′′ → =
′

′ ′→ = =



بنابراین

MNCD

ABCD

h MN DCS
S h AB DC

( )
/

( )( )( )

+
+= = = =
++

1
5 6 112 0 55

1 2 4 6 202
2

می دانیم نقطۀ برخورد میانه ها در هر مثلث هر میانه را به نسبت  197  4
1 به 2 تقسیم می کند. پس

GM AM     GC CN,= = × = = = × =1 1 2 29 3 6 4
3 3 3 3

چون مثلث GMC قائم الزاویه است، پس

GMCS GM GC= × = × × =1 1 3 4 6
2 2

در ضم�ن می دانی�م اگ�ر میانه ه�ای مثلث�ی رس�م ش�وند، آن را به ش�ش مثلث 
هم مساحت تقسیم می کنند و مثلث GMC یکی از این شش مثلث است. پس

ABC GMCS S= = × =6 6 6 36
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ش�کل سؤال به صورت زیر است. دو مثلث PRM و APM در  198  3
ارتفاع نظیر رأس P مشترک هستند. پس

PRM

APM

S yRM      
S AM y

( )= = =1 1
4 4

در ضمن دو مثلث APM و ABM دارای ارتفاع مشترک از رأس M هستند. پس

APM

ABM

S AP x     
S AB x

( )= = =4 4 2
5 5

 AMC و ABM میانه اس�ت. پ�س دو مثلث AM پاره خط ABC در مثلث
هم مساحت اند. پس

ABM

ABC

S
    

S
( )=1 3

2
از تساوی های )1(، )2( و )3( نتیجه می گیریم

PRM APM ABM ABC ABCS S S S S( ) ( )= = = =1 1 4 1 1 1
4 4 5 5 2 10

. PRM

ABC

S
S

%= =1 10
10

بنابراین 

′S مساحت  199 فرض کنید S مساحت چندضلعی شبکه ای اولیه و   2
چندضلعی شبکه ای جدید باشد. بنابر قضیۀ پیک،

b bS i       S i, ( )+′= + − = + − −81 1 1
2 2

، پس S S′=3 از طرف دیگر 
b b b bi i i i b i( )+ + − = + − ⇒ + + − = + − ⇒ + =8 32 3 1 4 2 3 3 2 5
2 2 2 2

با استفاده از تساوی بالا، در جدول زیر حالت های مختلف i و b نوشته شده است.
i

b

0 1 2

5 3 1

. در ضمن حالت  b≥3 i=2 قابل قبول نیس�ت، زیرا  b=1 و  مس�لماً حالت 
b=5 نیز قابل قبول نیست، زیرا در این صورت در چندضلعی شبکه ای  i=0 و 
 i=1 1− می ش�ود که ممکن نیست. پس فقط حالت جدید تعداد نقاط درونی 

b=3 قابل قبول است. و 
200  S تع�داد نق�اط درونی و i ،تعداد نق�اط م�رزی b ف�رض کنی�د  3

b و  b′=4 مس�احت چندضلع�ی ش�بکه ای کوچک ت�ر باش�د. در این ص�ورت 
S به ترتیب تعداد نقاط مرزی، درونی و مس�احت چندضلعی  S′=4 i و  i′=3

شبکه ای بزرگ تر هستند. بنابر قضیۀ پیک

 

bS i     

b bS i S i

b i b i b i b i i

pH( )

( )

( )

= + −

′′ ′= + − ⇒ = + − →

+ − = + − ⇒ + − = + − ⇒ =

1

1 1
2

41 4 3 1
2 2

4 1 2 3 1 2 4 4 2 3 1 3
2

در هر چندضلعی شبکه ای کمترین تعداد نقاط مرزی برابر 3 است، پس حداقل 
مساحت چندضلعی شبکه ای کوچک تر برابر است با

bS i /= + − = + − = =3 71 3 1 3 5
2 2 2

090 و اندازۀ هر زاویۀ داخلی پنج ضلعی  201 اندازۀ هر زاویۀ مربع برابر   4

=α+β+γ )شکل  0360 ) اس�ت. در ضمن  )−
=

0
05 2180 108

5
منتظم برابر 

+ +γ= ⇒γ=0 0 0 090 108 360 162 زیر را ببینید(، بنابراین  

 n
n

( )− × 02 180 ضلعی منتظم مس�اوی  n از طرف دیگر اندازۀ هر زاویۀ داخلی 

است. در نتیجه

 
n

n n
n

n n

( )− ×
= ⇒ − =

= ⇒ =

0
0 0 0 0

0 0

2 180 162 180 360 162

18 360 20
در مثلث متساوی الساقین زاویه های روبه روی ساق ها مساوی هستند،  202  2

. چون AMNP متوازی الاضلاع اس�ت، پس ضلع های مقابل در  B Ĉˆ = =α پس 
آن موازی هستند. بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب،

  BCAC MN N C B MB MNJn¼¶ ˆˆ ˆ→ = =α= ⇒ =1

بنابراین

 
AM MNAMN

AM

A

P

MB

B

#ˆÃd¶ ( )(

(

)

)

= +

= +

= =

2

2

2 10
با اس�تفاده از فرض های تست ش�کل زیر را رسم کرده ایم. در مثلث  203  3

HE AB AE= =1
2

قائم الزاویۀ AHB، پاره خط HE میانۀ وارد بر وتر است، پس 

 H Âˆ ( )=1 1 1 . یعنی مثلث AEH متساوی الساقین است. بنابراین 

از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ AHC، پاره خط HF میانۀ وارد بر وتر است، 

. یعنی مثلث AFH متساوی الساقین است. بنابراین ACHF AF= =
2

پس 

 H Âˆ ( )=2 2 2

 . H H A Aˆ ˆˆ ˆ+ = +1 2 1 2 از جمع کردن تس�اوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

 EHF Âˆ = = 090 یعنی  

045 است، پس این مثلث  204 در مثلث قائم الزاویۀ ABC زاویۀ C برابر   3
،ABD از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ . AB AC= متساوی الساقین است و 

 BDD AB ABD AD BDˆ ˆ,= ⇒ = = ⇒ =0 0 330 60
2 2

. با تفضی�ل در مخرج ک�ردن این 
BD

AC AB
AD AD BD

= = = 12
3 3
2

بنابرای�ن 

 
AC AC

AD AC CD
= ⇒ =

− − −
1 1
3 1 3 1

تناسب به دست می آید  
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205  ABCD از برخ�ورد نیمس�ازهای زاویه ه�ای داخل�ی مس�تطیل  4
)با طول AB و عرض BC( مربع MNEF ایجاد می ش�ود به طوری که اندازۀ 

 ME اس�ت. پس طول قطر این مربع یعنی AB BC( )−2
2

ضلع این مربع 

2 برابر اندازۀ ضلع این مربع است. بنابراین مساوی 

 ME AB BC AB BC( ( )) ( )= − = −22 1
2

با توجه به شکل چون نقطه های M و E روی طول های مستطیل ABCD قرار 
. پس از تساوی )1( نتیجه می شود ME BC= دارند، پس 

 BC AB BC AB BC ( )= − ⇒ =2 2

از طرف دیگر بنابر فرض تست، مساحت مربع MNEF برابر 8 است. بنابراین
AB BC

AB BC AB BC
( )

( ( )) ( )
−

− = ⇒ = ⇒ − =
2

22 8 8 4 3
2 2

از تساوی های )2( و )3( نتیجه می گیریم
 BC BC BC AB,− = ⇒ = =2 4 4 8  

ABCD AB BC#ˆÃd¶( ) ( ) ( )= + = + =2 2 8 4 24 بنابراین 

می دانیم تفاضل فاصله های هر نقطۀ دلخواه بر امتداد قاعدۀ مثلث  206  2
متساوی الس�اقین از دو س�اق برابر طول ارتفاع وارد بر س�اق است و این ویژگی به 
اینک�ه M در کج�ای امت�داد قاع�ده ق�رار دارد بس�تگی ن�دارد. پ�س ف�رض 
MB در حل این تس�ت تأثیری ندارد. بنابراین با توجه به ش�کل باید  MC=4
 ABC را به دست آوریم. به همین علت ابتدا مساحت مثلث BH′ اندازۀ ارتفاع 
را پی�دا می کنی�م. برای ای�ن کار ارتفاع AH وارد بر قاعدۀ BC را رس�م می کنیم. 
. در نتیجه AH= − =2 25 4 3 می دانیم این ارتفاع، میانه هم هست. بنابراین 

ABCS AH BC BH AC BH

BH /

′ ′= × = × ⇒ × = ×

′= =

1 1 3 8 5
2 2

24 4 8
5

207  B1 045 دارد، پس زاویۀ  مثل�ث قائم الزاویۀ ABH ی�ک زاویۀ   4

045 است )شکل زیر را ببینید(. بنابراین مثلث ABH متساوی الساقین است و  نیز 

 ( )+9 1 3
2

. در ضم�ن مس�احت مثل�ث ABC مس�اوی  AH BH= =3

است. بنابراین

ABCS BH AC

AC AC

( ) ( )

( )

= + ⇒ × = +

× × = + ⇒ = +

9 1 91 3 1 3
2 2 2

1 93 1 3 3 3 3
2 2

. در نتیج�ه بناب�ر  CH=3 3 ، پ�س  AC= +3 3 3 AH=3 و  چ�ون 
 ،BHC قضیۀ فیثاغورس در مثلث

BC BH CH BC( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 23 3 3 36 6

، پس 208 a b cS ah bh ch= = =2 چون   3

a b c

S S Sa b c
h h h

          , ,= = =2 2 2

این عبارت ها را در تساوی داده شده قرار می دهیم:
a b c

a b c

a b c

h h h
h h h

S S S S S S S S
h h h

+ + = ⇒ + + = ⇒ + + =1 1 1 4 4 8
2 2 2 2 2 2

بنابر قضیۀ میان خط در ذوزنقه، طول پاره خطی که وس�ط های دو  209  4
س�اق ذوزنقه را به ه�م وصل می کند نصف مجموع طول دو قاعده اس�ت. پس 

مجموع طول دو قاعدۀ این ذوزنقه برابر 16 است. بنابراین

¾£ºp»l#SeIv¶ “IŸUnH# ½k–I¤#»j#Ï¼Š “¼µ\¶( )( ) ( )( )= = =1 1 4 16 32
2 2

با توجه به شکل تعداد نقطه های مرزی برابر 6 و تعداد نقطه های  210  2
(. در نتیجه مس�احت ش�کل مورد نظر برابر  i=12 b=6 و درونی 12 اس�ت )

. اگر وس�ط های ضلع ه�ای مجاور یک  bS i= + − = + − =1 3 12 1 14
2

اس�ت با 

چهارضلعی را به هم وصل کنیم، مس�احت چهارضلعی ایجاد ش�ده نصف مساحت 

14=  است. 7
2

چهارضلعی اصلی است. بنابراین مساحت چهارضلعی حاصل برابر 

)n ضلعی تبدیل شود، به تعداد قطرهای  211 )+1 اگر یک n ضلعی به   2

)n ضلعی  )−1 n ضلع�ی n−1 قط�ر اضافه می ش�ود. پس n ضلعی نس�بت به 

 . n n( )− = −32 1
4

n قطر بیشتر دارد. اکنون می توان نوشت n( )− − = −1 1 2

. مجم�وع زاویه ه�ای داخل�ی ه�ر n ضلع�ی مح�دب براب�ر  n=5 در نتیج�ه 
، پس n=5 )n است. چون  )× −0180 2

مجموع زاویه های داخلی پنج ضلعی محدب  ( )= × − =0 0180 5 2 540

212  BEDF چهارضلع�ی  پ�س   ، BE DF= و   BE DF چ�ون   4

. اگر از M خطی موازی EB رس�م کنیم تا  BF DE متوازی الاضلاع اس�ت. بنابراین 
پ�س  اس�ت،  متوازی الاض�لاع   BLME آن گاه  کن�د،  قط�ع   L در  را   NB
. در نتیجه سه مثلث MNL ، AME و CNF به حالت  ML BE AE FC= = =

. NC MC=1
2

، یعنی AM MN NC= = )ز ض ز( همنهشت هستند و در نتیجه
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′DH را بر AH وارد می کنیم. در این صورت  213 از رأس D عمود   2
. از ط�رف دیگر دو  HH k′= ′DEHH مس�تطیل اس�ت، پس  چهارضلعی 

′′CBH همنهشت هستند، زیرا ′ADH و  مثلث قائم الزاویۀ 
D B

AD BC ADH CBH

H H

½jIe ¾â Ä»Hp ¦Ä#»#oU»

ˆ ˆ

ˆ ˆ

 =
 ′ ′′= → ≅


′ ′′= =

1 1

090

 

، پس AH m= . چون  AH CH n′ ′′= = در نتیجه 
 AH AH HH m n k′ ′= + ⇒ = +

فرض می کنیم ارتفاع س�اختمان یعنی AH برابر x باش�د )ش�کل زیر را  214  2

045 اس�ت، پ�س این مثلث  ببینی�د(. در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ ABH ی�ک زاویۀ حاده 
. از طرف دیگ�ر در مثلث  BH AH x= = متساوی الس�اقین نی�ز هس�ت. بنابرای�ن 
ˆHAC و می توان نوشت = 060 030 است. در نتیجه  قائم الزاویۀ AHC زاویۀ C برابر 

 
ACAHC C AH  

AHC HAC HC AC

             
ˆ: ( )

ˆ: ( )

= ⇒ =

= ⇒ =

0

0

30 1
2

360 2
2





از تقسیم تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 

AC
AH x x x
HC xAC

x x( )

= = ⇒ = ⇒ = +
+

− = ⇒ =
−

1 12 3 14
143 3 3

2
143 1 14
3 1

. پس  x
/ /

= =
−

14 14 20
1 7 1 0 7
 3 تقریباً مس�اوی 1/7 اس�ت، بنابراین  عدد 

ارتفاع ساختمان تقریباً 20 متر است.

. اکن�ون  215 AB a=2 ، در ای�ن ص�ورت  AD a= ف�رض کنی�د   2
نیمساز زاویۀ C را رسم می کنیم تا AB را در M قطع کند. در این صورت بنابر 

قضیۀ خطوط موازی و مورب،
C   C MCAB DC M C M C

MB BC a

Jn¼¶
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ=→ = → =

= =

1 2
1 2 1 1

، پ�س نقطۀ M وس�ط AB اس�ت. ب�ه همین ترتی�ب نتیجه  AB a=2 چ�ون 
می ش�ود نیمس�از زاویۀ D نیز از نقطۀ M وس�ط AB می گذرد پس نقطۀ تلاقی 

D̂ وسط ضلع AB است. Ĉ و  نیمسازهای 

فرض می کنی�م h طول ارتفاع  216  3
ABC ب�ه ط�ول  مثل�ث متس�اوی الاضلاع 
ضلع a باش�د. از نقطۀ M به رأس های مثلث 
ABC وص�ل می کنی�م. ب�ا توجه به ش�کل 

نتیجه می شود

ABC AMB MBC AMCS S S S

ah MH a MH a  MH a h MH MH MH

= + −

′ ′′ ′ ′′= × + × − × ⇒ = + −1 1 1 1
2 2 2 2

بنابراین مقدار خواسته شده برابر طول ارتفاع مثلث ABC است.

در مثل�ث BCD پاره خط AB ارتفاع وارد بر ضلع DC اس�ت.  217  2

. BCDS AB DC ( )( )= × = =1 1 6 6 3
2 2

بنابراین 

، یعنی  218 a
b
= =3 1
6 2

، در نتیجه  b

a

ha
b h
= ، پس  a bah bh= چون   2

a5 است. بنابراین . از طرف دیگر بنابر فرض تست محیط مثلث برابر  b a=2
b aa b c a b c a a c a c a =+ + = ⇒ + = → + = ⇒ =25 4 2 4 2

، در نتیجه مثلث ABC متساوی الساقین است. b c= ، پس  c a=2 b و  a=2 چون 
، مس�احت مثل�ث OBC برابر  219 ABCD می دانی�م در ذوزنق�ۀ   3

اس�ت با مساحت مثلث OAD. پس مساحت مثلث OAD نیز برابر 8 است. 

 . OA= × =1 8 2
4

. در نتیجه OA AC=1
4

، پس  OA OC=1
3

از طرف دیگر 

چون مثلث OAD قائم الزاویه است، پس

OADS AD OA AD AD= × ⇒ = × × ⇒ =1 18 2 8
2 2

از قضیۀ فیثاغورس در مثلث ADC نتیجه می شود

DC AD AC DC= + = + ⇒ =2 2 2 2 28 8 8 2

مس�احت چهارضلعی ش�بکه ای ABCD را به کمک قضیۀ پیک  220  4
. پ�س  i=16 b=10 و  به دس�ت می آوری�م. در ای�ن چهارضلع�ی ش�بکه ای 

. از ط�رف دیگ�ر به کم�ک قضی�ۀ فیثاغورس  bS i= + − = + − =101 16 1 20
2 2

اندازۀ قاعده های AB و CD را در این ذوزنقه به دست می آوریم

AB AB

CD CD

= + = ⇒ =

= + = ⇒ =

2 2 2

2 2 2

3 3 18 3 2

5 5 50 5 2
در صورتی که h طول ارتفاع این ذوزنقه باشد، می توان نوشت

S h AB DC h h( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ =1 1 520 3 2 5 2
2 2 2
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خط d صفحۀ P را قطع نکرده اس�ت، پس d با P موازی اس�ت.  221  4
پس هر صفحۀ موازی با P با خط d موازی است یا خط d بر آن واقع است.

نادرستی سایر گزینه ها را بررسی کنید.
در هرم با قاعدۀ شش ضلعی )شکل  222  2

زی�ر( ی�ال AB ب�ا یال ه�ای OC و OD و OE و 
OF متناف�ر اس�ت. توج�ه کنید AB ب�ا یال های 
BC و CD و ED و EF و AF نمی توان�د متنافر 
باش�د زی�را AB با آن ها در یک صفحه اس�ت. در 
ضمن AB با یال های OB و OA متقاطع است.

بررسی گزینه ها: 223  3
گزینۀ )1( اگر خطی با صفحه ای موازی باش�د با نامتناهی خط از آن صفحه موازی 

است، اما با تمام خط های آن  صفحه موازی نیست و با برخی متنافر است.
گزین��ۀ )2( در ش�کل زی�ر دو صفح�ۀ P و Q بر 
صفحۀ R عمود هستند، ولی با هم موازی نیستند. 

گزینۀ )4( دو خط عمود بر یک خط در فضا، لزوماً موازی نیستند.

ثابت می کنیم AC و BD متنافر هستند.  224  2
برهان خلف فرض می کنیم AC و BD متنافر نباشند )فرض خلف(. دو حالت 
رُخ می دهد: AC و BD موازی هس�تند یا اینکه AC و BD متقاطع هس�تند. 
در هر دو  حالت صفحه ای شامل AC و BD وجود دارد )این صفحه را P می نامیم(. 
چون A و B در صفحۀ P هس�تند، پس خط d1 در این صفحه اس�ت و از طرف 

d2 هم در صفحۀ P قرار دارد. این  دیگر چون C و D در صفحۀ P هستند، پس 

d2 در تناقض است  مطلب با متنافر بودن d1 و 
)چون دو خط متنافر نمی توانند در یک صفحه قرار 
گیرن�د( در نتیج�ه AC و BD ن�ه م�وازی و ن�ه 

متقاطع اند. یعنی AC و BD متنافرند.

تنه�ا زمان�ی ش�رایط مس�ئله رُخ  225  2
می ده�د ک�ه صفحۀ گذرن�ده از نقط�ۀ O و خط 
d )صفحۀ Q در ش�کل زی�ر( با صفحۀ P موازی 
 P م�وازی صفحۀ  d باش�د. در ای�ن حال�ت خط

است. پس گزینۀ )2( درست است.
)توجه کنید که لازم اس�ت نقطۀ O و خط d در صفحۀ موازی با P قرار داش�ته 

باشند تا شرایط سؤال برقرار شود(
می دانی�م دو خط عمود بر ی�ک صفحه با هم موازی اند. پس  اگر  226  1

′d بر آن عمود باش�ند، می توان  صفحه ای مانند P وجود داش�ته باش�د که d و 
′d موازی ان�د و ای�ن خ�لاف فرض مس�ئله اس�ت. نتیجه  نتیج�ه گرف�ت d و 

می گیریم هیچ صفحه ای مانند P وجود ندارد.
d2 می توانند متقاطع یا متنافر باشند اما نمی توانند  227 ∆ و  دو خط   3

موازی باش�ند. در حقیقت، می دانیم دو خط موازی با یک خط، با هم موازی اند. 
d2 ه�م موازی باش�ند و این امکان  d2 م�وازی باش�ند، باید d1 و  ∆ و  اگ�ر 

d2 را در شکل های زیر ببینید. ∆ و  ندارد. حالت متقاطع و متنافر بودن 

d2 می تواند با صفحۀ P موازی باشد.  228 خط   4

d2 می تواند بر صفحۀ P واقع باشد. و از طرف دیگر خط 

دو خط AB و CD حتماً متنافر هستند زیرا در غیر این صورت یا  229  4
متقاطع یا موازی خواهند بود، که در هر دو حالت صفحه ای وجود دارد که شامل 
خطوط AB و CD می شود. یعنی چهار نقطۀ C ،B ،A و D در یک صفحه قرار 

می گیرند که با فرض سؤال در تناقض است. پس AB و CD متنافرند.

فق�ط گزاره ه�ای )پ( و )ت( هم�واره درس�ت  230  2
∆ با تمام  هس�تند. گ�زارۀ )الف( نادرس�ت اس�ت، زیرا اگ�ر 
 P موازی باشد، آن گاه تمام خط ها در صفحۀ P خط های صفحۀ

∆ با نامتناهی خط از صفحۀ P موازی  با هم موازی اند که نادرست است. در ضمن خط 
و با نامتناهی خط از صفحۀ P متنافر است. پس گزارۀ )ب( نیز نادرست است.

در فض�ا اگ�ر صفحه ای یک�ی از دو خط موازی را قط�ع کند لزوماً  231  4
خط دیگر را نیز قطع می کند. پس گزینۀ )4( درس�ت اس�ت. در شکل های زیر، 

نادرستی سایر گزینه ها را می توانید ببینید.
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س�ه صفح�ۀ دوب�ه دو متقاط�ع Q ،R و P ب�ه دو ص�ورت که در  232  4
ش�کل های )1( و )2( رسم ش�ده اند، می توانند باشند. در ش�کل )1( سه صفحه 
دارای نقطۀ مش�ترک O هس�تند که مورد نظر سؤال نیس�ت و در شکل )2( سه 
صفحه دوبه دو متقاطع اند و فاقد نقطۀ مشترک هستند، ولی از این نوع صفحات 

گذرنده از A و متقاطع با Q و P نامتناهی وجود دارد.

′EE در یک صفحه ق�رار ندارند و موازی با هم  233 دو خ�ط AB و   3
نیستند، پس متنافرند. نادرستی سایر گزینه ها را بررسی کنید. 

، آن گاه از  234 d∆ 2 d2 نمی توانند موازی باشند. چون اگر  ∆ و  دو خط   3

d که درست نیست. به شکل های زیر نگاه کنید: d1 2 ∆d نتیجه می گیریم  1

می دانی�م دو خط عمود بر یک صفح�ه موازی اند، پس گزینۀ )4(  235  4
درس�ت اس�ت. البته گزینۀ )2( نیز می تواند قابل قبول باش�د ولی گزینۀ )4( دقیق تر 

است زیرا دو خط موازی AB و d خود به خود در یک صفحه قرار می گیرند.

اگر دو صفحۀ متقاطع بر صفحه ای  236  4
عمود باشند، فصل مشترک آن ها نیز بر آن صفحه 
عمود اس�ت. در شکل زیر صفحه های متقاطع P و 
′′P عمود هس�تند و فصل مش�ترک آن ها  ′P بر 

′′P عمود است. یعنی خط d بر 
مطابق ش�کل های زیر فقط گزینۀ )4( ممکن نیس�ت و در نتیجه  237  4

پاسخ تست است.

d2 موازی باشد.  238 صفحۀ P می تواند با خط   1

d2 متقاطع باشد. از طرف دیگر صفحۀ P می تواند با خط 

از نقطۀ O صفحۀ Q را موازی با صفحۀ  239  1
P رسم می کنیم تا خط D را در نقطۀ A قطع کند. در این 
 D خط OA خط مورد نظر است، زیرا خط OA صورت
را قط�ع کرده و چون در صفحه ای قرار دارد که با صفحۀ 

P موازی است، پس موازی صفحۀ P است.

می دانیم از نقطۀ A فقط یک خط مثل  240  4
 ، d P⊥ AH موازی با خط d می توان رس�م کرد. چون 
AH ، بنابراین از AH هر صفحه ای عبور  P⊥ پ�س 
کند هم عمود بر صفحۀ P و هم موازی d است. توجه 
 AH و d کنید که یکی از این صفحات ش�امل دو خط

است که در این حالت d بر آن صفحه واقع می شود.

نمای چپ شکل به صورت  و نمای بالای آن به شکل   241  4
اس�ت. اگر مس�احت هر مربع کوچک a واحد مربع باشد، آن گاه  مساحت نمای 

a×6 واحد مربع است.بنابراین a×8 واحد مربع و مساحت نمای بالا  چپ 
a
a

Oa ÁIµº SeIv¶

¯IM ÁIµº SeIv¶

×= =
×
8 4
6 3

در کل ش�کل مورد نظر از 60 مکعب تش�کیل ش�ده اس�ت. 12  242  3
مکعب که ش�کل نمای بالای خواس�ته شده را تش�کیل می دهند نگه می داریم و 
س�ایر مکعب ه�ا را برمی داری�م. پ�س حداکث�ر مکعب ه�ای ح�ذف ش�ده برابر 

− است. =60 12 48
این شکل فضایی استوانه ای به شعاع قاعدۀ 1 و ارتفاع 3 است که روی  243  1

استوانۀ دیگری به شعاع قاعدۀ 3 و ارتفاع 4 قرار دارد )شکل زیر را ببینید(. بنابراین
  ®§{ ´\e  ÌIÿUnH ¾M ¾ºH¼TwH ´\e ÌIÿUnH ¾M ¾ºH¼TwH ´\e

( ) ( ) ( ) ( )

= +

=π +π = π+ π= π2 2

4 3

3 4 1 3 36 3 39

شکل سؤال به صورت زیر اس�ت. صفحۀ موازی با قاعدۀ استوانه  244  2
به فاصلۀ 2 از آن این شکل را در دو دایره قطع می کند. در حقیقت، استوانه را در 
دایره ای به ش�عاع 4 مساوی ش�عاع قاعدۀ استوانه و کره را در دایره ای به شعاع 

AH قطع می کند. توجه کنید که

 
OH      OA= =

OAH AH OA OH AH

½o¨ ÌI÷{,

:

= − =

= − = − = ⇒ =2 2 2 2 2

4 2 2 4

4 2 12 2 3

2 است:  3 پس مساحت مقطع حاصل مساحت بین دو دایره به شعاع های 4 و 
½k{ ¾TwH¼i SeIv¶ ( ) ( )=π −π = π− π= π2 24 2 3 16 12 4
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A است. بنابر قضیۀ فیثاغورس، 245 C B′ ′ سطح مقطع حاصل مثلث   3

BB C BC BB B C BC:′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + = + = ⇒ =2 2 2 2 24 3 25 5
BC متساوی الس�اقین است. برای به دست آوردن مساحت آن  A′ ′ پس مثلث 

C را رسم می کنیم. این ارتفاع میانه هم هست. از طرف دیگر H′ ارتفاع 
AA B A B AB AA A B

A H

A C H C H A C A H C H

: ( )

:

′ ′ ′ ′= + = + = ⇒ =

′ =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

4 3 4 64 8

4

5 4 9 3




در نتیجه

A BCS C H A B ( )( )′ ′ ′ ′= × = =1 1 3 8 12
2 2

سطح مقطع یک مکعب با صفحه های قائم، افقی و مایل می تواند مستطیل،  246  3
مربع، مثلث متساوی الاضلاع و شش ضلعی منتظم باشد )شکل های زیر را ببینید(.

اما هیچ گاه یک لوزی ایجاد نمی شود.
مثل�ث ABC متساوی الس�اقین اس�ت. ارتف�اع AH را رس�م  247  2

 BH=3 می کنیم. از دوران این مثلث حول BC دو مخروط مس�اوی با ارتفاع 
=AH ایجاد می شود. − =16 9 7 و شعاع قاعدۀ 

AH BH®ÅIe ®§{ ´\e ( ) ( ( ) )= π × = π× × = π2 21 12 2 7 3 14
3 3

شکل حاصل به صورت زیر است، که فضای بین دو استوانه است. 248  2

ش�کل حاصل از برخورد دو کره یک دایره اس�ت. در ش�کل زیر  249  4
′AOO برابر 3، 4 و 5 هستند، پس  AH شعاع این دایره است. اضلاع مثلث 

′AOO قائم الزاویه است. پس مثلث 

AH OO OA O A AH AH′ ′× = × ⇒ × = × ⇒ =125 3 4
5

بنابراین

AHÍõ£¶ cõw SeIv¶ ( ) /=π =π = π= π2 212 144 5 76
5 25

مثل�ث ABC مثلث�ی متس�اوی الاضلاع ب�ه ضل�ع 4 اس�ت که  250  1
نیم دایره ای به شعاع 1 از آن جدا شده است. از دوران این  مثلث حول AO یک 

=OA و ش�عاع قاعدۀ 2 ایجاد می ش�ود  × =3 4 2 3
2

مخ�روط ب�ه ارتفاع 

به طوری که نیم کره ای به شعاع 1 از آن جدا شده است. پس

 

 

®ÅIe ´\e ó»oh¶ ´\e ½o¨ï´Ãº ´\e ( ) ( ) ( )= − = π − π

−= π− π= π

2 31 22 2 3 1
3 3

8 3 2 8 3 2
3 3 3

اگر همۀ مکعب ها را به جز ردیف اول که در پایین شکل قرار دارد  251  2
حذف کنیم، آن گاه نمای بالای شکل تغییر نمی کند. پنج ردیف بالای ردیف اول 
در هر ردیف دارای 15 مکعب کوچک هس�تند به جز ردیف بالایی، پس حداکثر 

× است. − =5 15 1 74 تعداد مکعب هایی که باید حذف شوند برابر 
)E F و  252 , )  ، A C( , ) در ش�کل گس�تردۀ داده ش�ده وجه ه�ای   4

B مقابل هم قرار دارند. پس گزینه های )1(، )2( و )3( نادرست هستند. D( , )

نمای روبه روی این منش�ور مثلث قائم الزاویۀ ABC است، چون  253  3
اضلاع مثلث ABC در رابطۀ فیثاغورس صدق می کنند، پس

ABCS»nï¾M»n ÁIµº SeIv¶= = × × =1 6 3 9
2

نمای بالای این منشور مستطیلی به طول 6 و عرض 2 است، پس
¯IM ÁIµº SeIv¶ ®ÃõTv¶ SeIv¶= = × =6 2 12

+ است. =9 12 بنابراین مجموع مساحت های نمای بالا و روبه رو برابر 21
اگر مربع هایی را که با علامت × مشخص شده اند از ردیف بالای  254  4

مکعب مس�تطیل داده شده حذف کنیم و این حذف کردن را در لایه های زیرین 
نی�ز انجام دهیم، نمای بالا به صورت خواس�ته ش�ده درمی آی�د. بنابراین تعداد 

× مکعب کوچک را باید حذف کنیم. =3 8 24

بزرگ ترین استوانۀ ممکن درون منشور هم ارتفاع با منشور است و  255  1
قاعده های این اس�توانه دایره های محاطی هر دو قاعده هستند. صفحۀ موازی با 
قاعده، این ش�کل را در یک ش�ش ضلعی منتظم و یک دایره قطع می کند. مقطع 
حاصل به صورت زیر اس�ت. باید مساحت قسمت رنگی را به دست آوریم. چون 
پ�س  اس�ت،   2 ضل�ع  ب�ه  متس�اوی الاضلاع  مثل�ث   OAB مثل�ث 

. بنابراین OH AB ( )= = =3 3 2 3
2 2

 Íõ£¶ SeIv¶ ´ÊT¹¶ Â÷±òïy{ SeIv¶ ½oÄHj SeIv¶

( ( ) ) ( )

= −

= −π = − π2 236 2 3 6 3 3
4
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س�طح مقطع حاصل از این برش عمودی ذوزنقۀ متساوی الساقین  256  1
′BH را  ABCD است. برای محاسبۀ مساحت این ذوزنقه ارتفاع های AH و 
′BCH )به  رس�م می کنی�م. در این ص�ورت مثلث های قائم الزاوی�ۀ ADH و 
 . DH CH′= =2 حالت وتر و یک ضلع زاویۀ قائمه( همنهش�ت هس�تند، پس 

از قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ ADH به دست می آید
AH AD DH AH= − = − = ⇒ =2 2 2 2 25 2 21 21

بنابراین

ABCDS AH AB DC( ) ( )( )= + = + =1 1 21 4 8 6 21
2 2

از دوران مثل�ث قائم الزاوی�ه حول  257  4
خط d یک مخروط، از دوران مستطیل یک استوانه 
و از دوران رب�ع دایره یک نیم کره به وجود می آید. 

بنابراین شکل ایجاد شده به صورت مقابل است.
با توجه به شکل مقابل از دوران  258  4

رب�ع دایره ح�ول AB یک نیم ک�ره، از دوران 
مس�تطیل CDBM حول AB یک اس�توانه 
و از دوران مثل�ث قائم الزاوی�ۀ BCM ح�ول 
AB یک مخروط به دست می آید. پس شکل 
حاصل یک نیم کره اس�ت که استوانه ای از آن 

حذف و مخروطی به آن اضافه شده است.

ضل�ع BC را امتداد می دهیم تا خ�ط d را در نقطۀ O قطع کند.  259  3
جس�م حاصل از دوران این ش�کل حول خط d دو مخروط و یک اس�توانه خواهد 
بود )ش�کل زی�ر را ببینید(. پس برای محاس�بۀ حجم خواس�ته ش�ده باید حجم 
مخروط بزرگ تر را منهای مجموع حجم های مخروط کوچک تر و اس�توانه کنیم. 

اکنون با استفاده از قضیۀ تالس می نویسیم:
OH BH OH OHC BH CH
OH CH OH

OH OH OH OH
HH

Zoh¶ nj ®ÃñÿU

: ′ ′ ′′ ⇒ = ⇒ =

′ ′ ′→ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
′

3
4

3 3 6 8
1 2 1



بنابراین

CH OH

BH OH

AH AB

©nqM ó»oh¶ ´\e

¦a¼¨ ó»oh¶ ´\e

¾ºH¼TwH ´\e

´v] ´\e ©nqM ó»oh¶ ´\e ¦a¼¨ ó»oh¶ ´\e ¾ºH¼TwH ´\e

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

= π = π = × =

′ ′= π = π =

=π =π =

= − +

= − + =

2 2

2 2

2 2

1 1 4 8 16 8 128
3 3
1 1 3 6 54
3 3

3 2 54

128 54 54 20
π را 3 در نظر گرفته ایم. توجه کنید در محاسبات بنابر فرض سؤال 

از دوران مثل�ث قائم الزاویۀ ABC حول وت�ر BC دو مخروط با  260  1
قاعدۀ مشترک به دست می آید.

BH  CH 

AH BH AH CH

AH BH CH AH BC

®§{ ´\e ÌIÿUnH IM ó»oh¶ ´\e ÌIÿUnH IM ó»oh¶ ´\e

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= +

= π + π

= π + = π

2 2

2 2

1 1
3 3
1 1
3 3

از طرف دیگر، بنابر قضیۀ فیثاغورس،
 ABC BC AB AC BC: = + = + = ⇒ =2 2 2 2 24 3 25 5

پس طبق روابط طولی در مثلث قائم الزاویه، 

 AH BC AB AC AH ×× = × ⇒ = =3 4 12
5 5

 

بنابراین

®§{ ´\e ( ) ( ) /= π = π= π21 12 485 9 6
3 5 5

می دانی�م اگ�ر خط d بر دو خ�ط Ax و Ay واقع بر صفحۀ P در  261  3
نقطۀ A عمود باش�د، آن گاه خط d بر صفحۀ P عمود است. بنابراین گزینۀ )3( 

درست است. 

با توجه به شکل های زیر سایر گزینه ها نادرست هستند.

خ�ط d بر خ�ط ∆ که 
P اس�ت عمود  موازی 
 d خ�ط  ول�ی  اس�ت 
ب�ر P عم�ود نیس�ت. 

)نادرستی گزینۀ )4((

خط d ب�ر دو خط موازی 
در صفحۀ P عمود است 
ولی d بر P عمود نیست.

)نادرستی گزینۀ )2((

در   ∆ ب�ر خ�ط   d خ�ط 
صفحۀ P عمود است ولی 
d ب�ر P عم�ود نیس�ت. 

)نادرستی گزینۀ )1((

دو صفح�ه بر ه�م عمودند هرگاه یک خط واق�ع در یکی از صفحه ها بر  262  4
صفح�ۀ دیگر عمود باش�د و هرگاه خطی بر دو خط متقاطع واق�ع در صفحه ای در نقطۀ 
برخورد آن ها عمود باشد بر آن صفحه عمود است. پس با شرط های  گزینۀ )4( یک خط 

′P عمود است. ′P عمود است، بنابراین صفحۀ P بر  واقع در صفحۀ P بر صفحۀ 
می دانیم از خطی عمود بر صفحۀ P نامتناهی  263  3

 P می گذرد و از خطی غیر عمود بر صفحۀ P صفحۀ عمود بر
فقط یک صفحۀ عمود بر P می گذرد. بنابراین اگر خط گذرا 
بر دو نقطۀ A و B بر صفحۀ P عمود باشد، از این دو نقطه 

نامتناهی صفحۀ عمود بر P عبور می کند.
در صورتی که خط گذرا بر دو نقطۀ A و B برصفحۀ P عمود 
نباشد، از این دو نقطه فقط یک صفحه عمود بر P می گذرد.
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اگ�ر خطی ب�ر صفحه ای عمود نباش�د، از آن خط تنها یک صفحۀ  264  2
عمود بر آن صفحه می توان رسم کرد.

اگر خط D با صفحۀ P موازی باشد، از D فقط یک صفحه موازی  265  1
با P می گذرد و چون D بر P عمود نیس�ت، از خط D فقط یک صفحه عمود بر 

صفحۀ P می گذرد.
266 1
نمای بالای ش�کل به صورت زیر اس�ت و قسمت رنگی آن شامل  267  1

ی�ک مربع به ضلع 1 و 5 مثلث قائم الزاویه به اضلاع زاویۀ قائمۀ 1 اس�ت، پس 
مساحت قسمت رنگی برابر است با

½k{ ¾TwH¼i SeIv¶ ( )= + × × × = + =2 1 5 71 5 1 1 1
2 2 2

268  O A′ فرض می کنیم صفحه، کرۀ به شعاع 10 را در دایرۀ به شعاع   3
π25 است، پس  قطع کند )شکل زیر را ببینید(. چون مساحت سطح مقطع حاصل 

O A O A′ ′π = π⇒ =2 25 5
OO نتیجه می شود A′ از قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

OO OA O A′ ′= − = − =2 2 2 2 210 5 75
5 است. 3 . پس فاصلۀ مرکز کره از صفحۀ برش برابر با  OO′=5 3 بنابراین 

از دوران ضل�ع AC ح�ول خ�ط d یک اس�توانه ایجاد می ش�ود.  269  4
همچنین از دوران ضلع BC حول خط d یک مخروط و از دوران ضلع AB حول 
خط d مخروط دیگری به وجود می آید. پس ش�کل حاصل یک استوانه است که 

از آن یک مخروط جدا شده و مخروط دیگری به آن اضافه شده است.

از دوران متوازی الاضلاع ABCD حول ضلع DC یک اس�توانه  270  4
با دو مخروط مس�اوی ایجاد می ش�ود که یک مخروط از آن جدا شده و مخروط 
دیگر به آن اضافه شده است. بنابراین حجم خواسته شده معادل حجم استوانه ای 
به ارتفاع AB و ش�عاع قاعدۀ AH اس�ت. در مثل�ث قائم الزاویۀ ADH ضلع 

. بنابراین ADAH= =2
2

030 است، پس  AH روبه رو به زاویۀ 

AH AB´\e ( ) ( )=π =π × = π2 22 6 24

∆′ می توانند هر س�ه  271 ∆ و  ب�ا توجه به ش�کل های زی�ر دو خط   1
حالت موازی، متنافر و متقاطع را داشته باشند.

از نقطۀ A یک خط عمود بر صفحۀ P می توان رسم کرد و از این  272  4
خط نامتناهی صفحه می گذرد، به طوری که همگی آن ها بر P عمود هستند.

اگر سه خط به صورت  یا    باشند، از آن ها  273  4

فق�ط یک صفحه می گ�ذرد و در صورتی که دو خط در نقطۀ A متقاطع باش�ند و 
خط سوم از A بگذرد و در صفحۀ دو خط متقاطع دیگر نباشد، از آن ها صفحه ای 

عبور نمی کند. پس گزینۀ )4( درست است.
از یک نقطه خارج یک صفحه، می توان نامتناهی صفحه بر صفحۀ  274  2

مف�روض عم�ود کرد، زی�را با توجه به اینک�ه از هر نقطه خ�ارج یک صفحه فقط 
ی�ک خط می توان بر صفحۀ مفروض عمود ک�رد همۀ صفحه هایی که از این خط 

منحصر به فرد می گذرند بر صفحۀ مفروض عمود هستند. 
275 3
هر سه نمای شکل داده شده به صورت زیر هستند.  276  4

نمای بالای مکعب مس�تطیل داده ش�ده به صورت زیر است. اگر  277  4
س�ه ردی�ف کام�ل از نم�ای ب�الای مکع�ب مس�تطیل را ح�ذف کنی�م، یعن�ی 
× مکعب، تا به ردیف آخر برسیم و از ردیف آخر 6 مکعب را که با  × =3 4 5 60
× مش�خص ش�ده اند، حذف کنی�م، آن گاه نمای بالای ش�کل حاصل  علامت 
همان ش�کلی خواهد ش�د که مورد نظر اس�ت. پس حداکثر مکعب هایی که باید 

حذف کنیم 66 است.

278  O A′ س�طح مقطع صفح�ۀ موازی P با کره، دایره ای به ش�عاع   3
OO نتیجه می شود A′ است. از قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

O A OA OO′ ′= − = − =2 2 2 2 28 2 60
بنابراین

O A”‰£¶ c‰w#SeIv¶ ′=π = π2 60

′BH را در ذوزنقۀ ABCD رس�م می کنیم.  279 ارتفاع های AH و   4
′BCH ب�ه حال�ت )وت�ر و یک ضل�ع قائمه(  دو مثل�ث قائم الزاوی�ۀ ADH و 
همنهش�ت هس�تند. از دوران  این دو مثلث قائم الزاویه ح�ول DC، دو مخروط 

ABH یک استوانه ایجاد می شود. H′ ایجاد می شود و از دوران مستطیل 
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متس�اوی الاضلاع  280 مثل�ث  دوران  از   2
ABC حول ارتفاع AH یک مخروط ایجاد می شود 
و از دوران دایره حول AH یک کره به وجود می آید. 
برای محاسبۀ حجم خواسته شده باید حجم مخروط 
را منه�ای حجم ک�ره کنیم. در مخروط ایجاد ش�ده 

3 برابر طول ضلع مثلث ABC است 
2

پاره خط AH ارتفاع و طول آن مساوی 

و BH شعاع قاعدۀ این مخروط، نصف طول ضلع BC است. بنابراین 
BCh AH  R BH     ( ) ,= = = = = =1

3 2 3 3 3
2 2

بنابراین 
R h‡»oh¶#´\e ( ) ( )= π = π = π2 2
1

1 1 3 3 3
3 3

 ABC از طرف دیگر مرکز دایره نقطۀ برخورد میانه های مثلث متساوی الاضلاع

. بنابراین شعاع کره برابر 1 است. در نتیجه  R h= = =2
1 3 1
3 3

است. پس 

R½o¨#´\e ( )= π = π = π3 3
2

4 4 41
3 3 3

پس حجم خواسته شده برابر است با 

 ´\e
π= π− π=4 53

3 3
چون خط و دایره نقطۀ مشترکی ندارند، شکل زیر را رسم می کنیم،  281  2

. در نتیجه r OH< OH و  x x x= − + − = +2 1 3 2 پس  
x x x− < + ⇒ <2 1 2 3  

 . x<3فاصله اس�ت، پس باید مثبت باشد، در نتیجه x−3 از طرف دیگر چون 

x x− > ⇒ >12 1 0
2

همچنین طول شعاع دایره باید مثبت باشد، یعنی 

 . x< <1 3
2

از اشتراک محدوده های به دست آمده نتیجه می شود 

DC عمود  282 OM بر خ�ط مماس  با توجه به ش�کل زیر ش�عاع   1
OA بر خط مماس  BC و شعاع  OB بر خط مماس  است. در ضمن شعاع 

AD عمود است. بنابراین
OB OM= ⇒ C است.  OC نیمساز زاویۀ 
OA OM= ⇒ D است.  OD نیمساز زاویۀ 

در ضم�ن دو مثل�ث قائم الزاوی�ۀ OMC و OBC بنا به حال�ت وتر و یک ضلع 
 . DM AD= . به طور مشابه  BC MC= زاویۀ قائمه همنهشت هستند، پس 
AB عمودن�د، پس موازی اند. در  BC بر  AD و  از ط�رف دیگ�ر دو مماس 

نتیجه بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب،
 D C D C DOCˆ ˆ ˆˆ ˆ+ = ⇒ + = ⇒ =0 0 0

1 1180 90 90
ODC قائم الزاویه است. از رابطه های طولی در این مثلث نتیجه می شود پس مثلث 

 OM DM MC r AD BC= × ⇒ = ×2 2  

  

283  ABC از طرف دیگر مثلث . BC= 060 ، پس  Â= 030 چ�ون   2
متساوی الساقین است، بنابراین



 

AD ACB AC ADˆ + == ⇒ = → =
01800 0 075 150 30

کمان های محصور بین دو وتر موازی، مساوی اند: 
  AB DE BE AD BE|| ⇒ = ⇒ = 030  

 
 BE BCx + += = =

0 0 030 60 45
2 2

زاویۀ EDC زاویۀ محاطی است، پس 

چ�ون کمان ه�ای محصور بی�ن دو وتر م�وازی مس�اوی اند، پس  284  3

. در ضمن AB قطر دایره است. بنابراین AC BD=
  

 

  

 

AC BDAC CD BD BD CD BD

BD BD /

=+ + = → + + =

+ = ⇒ =

0 0

0 0 0

180 180

2 45 180 67 5

، در نتیجه BDBD  ·Iµ¨#Ï¼Š#·Iµ¨#Á½pHkºH

½oÄHj#ˆÃ

 

d¶

=
0360

از طرف دیگر، 

 BD
BD

·Iµ¨#Ï¼Š

·Iµ¨#Ï¼

 

Š 
/

( )
π= ⇒ =

π

0

0
67 5 3

2 4 2360

285  ACB وصل می کنی�م. در این صورت زاویۀ محاطی C ب�ه A از  3
ACE روبه رو به قطر است، پس قائمه است. در مثلث قائم الزاویۀ

CEE A
AE

ˆˆ ( )= ⇒ = ⇒ =0 0
2

160 30 1
2

از طرف دیگر دو زاویۀ A1 و C1 محاطی روبه رو به کمان BD هستند، پس مساوی اند 
و دو زاویۀ B و D محاطی روبه رو به کمان AC هستند، پس مساوی اند. بنابراین

A C
ABE CDE

B D
(p p)

ˆ ˆ
~

ˆ ˆ

 = →
=

1 1
 

CE است، پس نسبت مساحت های آن ها 
AE

نسبت تشابه این دو مثلث متشابه برابر 

 CDE

ABE

S CE
S AE

( ) ( )= 2 2 مساوی توان دوم این نسبت تشابه است، یعنی 

 . CDE

ABE

S
S

( )= =21 1
2 4

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود 
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با توجه به شکل زیر، 286  1

 x y x yA       Oˆ ˆ,
− +

= ⇒ = = ⇒ =0 0 0 027 27 71 71
2 2

بنابراین

 
x y

x x
x y

+
 − = → = ⇒ =

+ =

0
0 0

0

54
2 196 98

142

. x
y
= =

0

0
98 49

2244
، در نتیجه  y= 044 پس 

با توجه به شکل زیر، 287  3
x t y z x t y z

x z y t x z y t

x y x y

´Ã¹¨ïÂ¶ Íµ]

+ + − = ⇒ + + − = →
+ + − = ⇒ + + − =

+ = ⇒ + =

0 0

0 0

0 0

80 160
2

50 100
2

2 2 260 130

. x yP̂ +
= = =

0 0
1

130 65
2 2

بنابراین 

زاویۀ A محاطی است، پس کمان BC برابر 4x است. پس 288  3
x x x x+ + = ⇒ =0 02 3 4 360 40

0120 است. در نتیجه AC، پس زاویۀ مرکزی AOC برابر  x= = 03 120 بنابراین 

  AC r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α= π = π = π
0

0 0
1202 2 3 2

360 360

α انتخاب می کنیم. در این صورت 289 زاویۀ مرکزی AOB را برابر   2
rAB r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α απ= π ⇒ =

0 0
2 5 1

360 180
از طرف دیگر،

 

rA B  r

A BpH

·Iµ¨ Ï¼ö

·Iµ¨ Ï¼ö 5
( )

( )α απ′ ′ = π = ×

′ ′→ = × =

0 0

1

2 3 3
360 180

3 15
مساحت قطاع OAB به صورت زیر به دست می آید 290  1

×π× = π
0 2
0

30 6 3
360

. اکنون می توان نوشت sin× × × =01 6 6 30 9
2

مساحت مثلث OAB برابر است با 

OAB OAB ¾÷õ¤ SeIv¶ ÌIõ¤ SeIv¶ W±X¶ SeIv¶( ) ( )

( )

= −

= π− = π−3 9 3 3

از مرک�ز O ب�ه نقطه های A و B وصل می کنی�م. در این صورت  291  4
. پس اندازۀ  OA OB AB r( )= = = مثلث OAB متس�اوی الاضلاع اس�ت 

=AB. از طرف دیگر اگر  060 060 اس�ت. بنابراین  زاویۀ مرکزی AOB برابر 
 . CD r= 2 OC و  OD r= = از O ب�ه نقطه های C و D وصل کنیم، آن گاه 
. پس  CD OD OC= +2 2 2 بنابرای�ن مثل�ث OCD قائم الزاویه  اس�ت، زیرا 
=CD. در ضمن  090 090 اس�ت. بنابراین  ان�دازۀ زاویۀ مرک�زی COD برابر 

زاویۀ M زاویۀ بین امتداد دو وتر است، بنابراین

  M CD ABˆ ( ) −= − = =
0 0 01 90 60 15

2 2

292  . A Mˆ ˆ= =α چون مثلث AMD متساوی الساقین است، پس   1
زاویۀ A زاویۀ محاطی در دایره است، پس

 
   

 

A
A DC BC DC BC

BC BC      (1)

ˆ
ˆ ( )

=α
= + → + = α

+ = α⇒ = α−0 0

1 2
2

18 2 2 18
از طرف دیگر زاویۀ M زاویۀ بین امتداد دو وتر است، پس

   MM AD BC AD BC      (2)

ˆˆ ( ) =α= − → − = α1 2
2

در ضمن AB قطر دایره است، پس

   



 DCAD DC BC AD BC     (3)
=+ + = → + =

0180 0180 162
از تساوی های )2( و )3( به دستگاه زیر می رسیم:

 
 

 



AD BC
BC

AD BC
     (4)

−
 − = α → = − α
 + =

0
0

2
2 162 2

162

اکنون از تساوی های )1( و )4( نتیجه می گیریم
 M̂( )α− = − α ⇒ α= ⇒ α= ⇒ =0 0 0 0 02 2 18 162 2 6 198 33 33

با توجه به شکل زیر زاویۀ B1 زاویۀ خارجی مثلث متساوی الساقین  293  4

 ABD مثلث ، B C Dˆˆ ˆ= + = 0
1 2 50 ، پس  D Ĉˆ = = 0

2 25 BCD است. چون 

 D1 . در نتیجه اندازۀ زاویۀ  A Bˆ ˆ= = 0
1 1 50 نیز متساوی الس�اقین اس�ت، پس 

 . C Aˆ ˆ+ = + =0 0 0
1 25 50 75 که زاویۀ خارجی مثلث ACD اس�ت، برابر است با 

D1 زاویۀ بین امتداد یک وتر و خط مماس است. بنابراین از طرف دیگر زاویۀ 

      D AFE PE AFE PE AFE PEˆ ( ) ( )= − ⇒ = − ⇒ − =0 0
1

1 175 150
2 2
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294  MB و  MA زاویۀ بی�ن دو مماس M در دای�رۀ داده ش�ده زاویۀ  4

 OBC مثل�ث  ضم�ن  در   .  M ACB ABˆ ( )= −1
2

بنابرای�ن  اس�ت. 

متساوی الساقین است، پس
 BOCˆ ( )= − × =0 0 0180 2 50 80  

، بنابراین  BC= 080 ˆBOC زاوی�ۀ مرک�زی در ای�ن دایره اس�ت، پ�س  چ�ون 
  ACB AC BC= + = + =0 0 0180 80 260 =AB و   0100

 .  M ACB ABˆ ( ) ( )= − = − =0 0 01 1 260 100 80
2 2

در نتیجه 

دو مثل�ث OMN و OAN متساوی الس�اقین هس�تند، پ�س با  295  2
OM MN N O       OA ON A Nˆ ˆˆ ˆ,= ⇒ = = ⇒ =1 توجه به شکل زیر، 

M1 زاویۀ خارجی مثلث OMN است. بنابراین از طرف دیگر زاویۀ 
O NM N O M N
ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ== + → =1

1 1 1 2

،OAM اکنون در مثلث قائم الزاویۀ
A M O N N Nˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0

1 180 2 90 180 30

 . Â= 030 ، پس  A Nˆ ˆ= چون 

296  D1 با توجه به شکل زیر زاویۀ C محاطی روبه رو به کمان BD و زاویۀ   4

ظلی روبه رو به کمان BD است. بنابراین اندازۀ هر کدام از آن ها مساوی نصف کمان 
 AB BD A Dˆ ˆ= ⇒ = 1 ، از طرف دیگر، بنابر فرض، C Dˆ ˆ= BD است، در نتیجه 1

B1 زاویۀ خارجی مثلث ABD است، پس همچنین زاویۀ 
A D D CB A D B D B C
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= == + → = → =1 1

1 1 1 1 12 2

در ضمن زاویۀ BDC محاطی روبه رو به قطر است، پس قائمه است. بنابراین
 B C C C Cˆ ˆ ˆ ˆˆ + = ⇒ + = ⇒ =0 0 0

1 90 2 90 30

می دانیم کمان های محصور بین دو وتر موازی مساوی اند، پس 297  1

  AD BC x= =  
BC اس�ت و Ô1 زاوی�ۀ مرکزی مقابل به  A1 محاطی روبه رو به کمان  زاوی�ۀ 

. زاوی�ۀ AMD زاوی�ۀ خارجی مثلث  O xˆ =1 xÂ و  =1 2
کم�ان AD، پ�س 

OAM است، پس
xAMD A O x x xˆ ˆˆ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =0 0 0

1 1
384 84 56

2 2

از طرف دیگر AB قطر نیم دایره است، پس
   

 

AD BC DC x DC

DC DC

+ + = ⇒ + =

+ = ⇒ =

0 0

0 0 0

180 2 180

112 180 68
 

0360 اس�ت. اکنون از فرض   298 مجم�وع کمان های b ،a و c برابر   4
سؤال با استفاده از ویژگی های تناسب می نویسیم

a b c a b c+ += = = = =
+ +

0 0360 36
2 3 5 2 3 5 10

. در نتیجه c= 0180 =a و  072 پس 
c aM̂ − −= = = =

0 0 0 0180 72 108 54
2 2 2

ش�کل س�ؤال به صورت زیر اس�ت. چون اندازۀ کمان AB برابر  299  4

=BN. در ضمن می دانیم وتر بزرگ ت�ر به مرکز دایره  040 0180 اس�ت. پ�س 
نزدیک تر است. پس

    BN AM MN< < BN AM MN h h h⇒ < < ⇒ > >3 1 2

محیط قطعۀ رنگی برابر طول کمان AB به اضافۀ طول وتر AB است: 300  4

AB r·Iµ¨ Ï¼ö ( )α= π = π = π
0

0 0
602 2 6 2

360 360
. بنابراین AB=6 در ضمن مثلث OAB متساوی الاضلاع است، پس 

¾÷õ¤ ôÃd¶= π+2 6

انتخ�اب  301  y براب�ر  را   ABC اض�لاع مثل�ث متس�اوی الاضلاع   2
می کنیم. با استفاده از رابطه های طولی در دایره،

y

CN CA CF CE y y y

BM BA BE BF xy y

x x

( )

( )

=

× = × ⇒ = + ⇒ =

× = × ⇒ = +

→ = ⇒ =6

4 3 2 6

2 3

6 18 3
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بنابر رابطه های طولی در دایره،  302  3
 PA PB PC PD PC PC× = × ⇒ × = × ⇒ =3 4 2 6  

. از مرک�ز O عم�ود OH را بر CD رس�م می کنیم. در این  CD=8 بنابرای�ن 
′OH را بر  . همچنین از مرکز O عمود  PH= − =4 2 2 DH=4 و  ص�ورت 

، در نتیجه  AH′=7
2

′H وس�ط AB اس�ت، پ�س  AB وارد می کنیم. چون 

′OHPH مس�تطیل اس�ت،  . توج�ه کنید که چهارضلعی  PH′= − =7 13
2 2

.  بنابر قضیۀ فیثاغورس، OH HP′= =2 پس 

 OPH OP OH PH:′ ′ ′= + = + =2 2 2 1 174
4 4



 . OP= 17
2

بنابراین 

از B به نقاط E و F وصل می کنیم. در این صورت دو زاویۀ E و  303  1
 AB هستند. در ضمن قطر AB قائمه هس�تند، چون محاطی روبه  رو به قطر F
بر خط مماس CD عمود است.بنابراین مثلث های ABD و ABC قائم الزاویه 

هستند. بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه،

AF  FC
AE

ABD AB AE AD
AE AD AF AC

ABC AB AF AC

AD AD,

:

:

= =
=

 = × ⇒ × = ×
= ×

→ = × ⇒ =

2

2

9 3
6 6 9 12 18





DE AD AE= − = − =18 6 12 بنابراین 

فرض می کنیم طول MA برابر x باش�د. در این صورت با توجه  304  2
، بنابر رابطه های طولی در دایره،  MC x=2 به فرض تست 

 MC MA MB x x x x x x( ) ( )= × ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 22 24 4 24 8  
 . MA=8 بنابراین 

طول دو مماس رسم شده از یک نقطه بر دایره مساوی است، پس  305  1
AT )شکل زیر را ببینید(. از طرف دیگر،  AT x′= =

 
ABC  x y z

x y z

W±X¶ ˆÃd¶

#     (1)

( ) = + ⇒ + + + + + = +

+ + = +

24 4 13 2 6 3 4 24 4 13

2 11 4 13

بنابر رابطه های طولی در دایره،

 
CT z z z

BT z y y

( ) ( )

( ) ( )

′ = + ⇒ = + ⇒ =

= + ⇒ = + ⇒ =

2

2 2

3 3 36 3 3 9

4 4 4 4 9 2 13
 

با جای گذاری مقدارهای به دست آمده برای y و z در برابری )1( نتیجه می شود 
 x= +1 13

ابتدا باید وضعیت نسبی دو دایره را مشخص کنیم. برای این کار  306  4
شعاع های دو دایره را برحسب d به دست می آوریم:

 

R R d R R d

R R d R R d

dR R d,+

+ = + =
 ⇒  −− + = − − = 

→ = =

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

3 4 4 3 4 4

11 112 2 2 4
6 3

3
3 4

 

رابط�ۀ   ،d خط المرکزی�ن  ط�ول  و   R d=2
3
4

و   dR =1 3
ش�عاع های  بی�ن 

R برقرار اس�ت. پس دو دایره متقاطع هستند و دو  R d R R| |− < < +1 2 1 2

دایرۀ متقاطع دو مماس مشترک دارند.
مماس مشترک داخلی دو دایره را رسم می کنیم تا FD را در نقطۀ  307  1

M قطع کند. چون طول مماس های رسم شده از یک نقطه بر دایره مساوی اند، 
 MAD MDA     (1)

ˆ ˆ= . در نتیجه   MD MA= پس 
از طرف دیگر زاویۀ محاطی B و زاویۀ ظلی MAF در دایرۀ C روبه رو به کمان 
 MAF B     (2)

ˆ ˆ= AF هستند. پس 
در ضمن زاویۀ DAE زاویۀ خارجی مثلث ABD است، پس 

B MDAˆ ˆ+ = 040
با جمع طرفین تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود

 MAD MAF MDA B DAFˆ ˆ ˆˆ ˆ+ = + ⇒ = 040  

′TT مماس مشترک خارجی دو دایره باشد، آن گاه 308 اگر   2

TT OO r r r r

r r r r r r r
Z»jq¶

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

′ ′ ′= − − ⇒ = + − −

= + − − = + + − + − + = +

2 2 2 2

2 2

10 6 4

100 6 4 6 4 6 4 2 2 10


. r=4 به دست می آید 
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از نقط�ۀ A مماس مش�ترک داخل�ی دو دایره را رس�م می کنیم تا  309  3
مماس مش�ترک خارجی را در نقطۀ M قطع کند. می دانیم اگر از هر نقطه خارج 

دایره مماس هایی بر دایره رسم کنیم، طول این مماس ها با هم برابرند:
MT MA T T

MT MT MA
MT MA

( )
= ⇒ = = =
=

1 1 2
1 2

2
1

2

T است و نصف طول  T1 2 ، میانۀ وارد بر ضلع  AT T1 2 بنابراین MA در مثلث 
این ضلع اس�ت. از طرف دیگر، طول مماس مشترک خارجی در دو دایرۀ مماس 

T است. پس  T r r=1 2 1 22 خارج 

T T ( )= × =1 2 2 3 12 12 2

.
T T

AM= = =1 2 12 6
2 2

اکنون بنابر برابری های )1( و )2( به دست می آید 

از O به M وصل می کنیم. چون AM بر دایرۀ C مماس است،  310  3
O را بر AB رس�م می کنیم.  H′ ′O نیز عمود  OM بر AM عمود اس�ت. از 
پ�س  اس�ت،  مس�تطیل   OO HM′ چهارضلع�ی   . AH HB= پ�س 

O بنابر قضیۀ  فیثاغورس،  HB′ . در مثلث  O H OM′ = =4

HB O B O H′ ′= − = − =2 2 2 25 4 3
. AB HB= = × =2 2 3 6 در نتیجه 

MB و  311 x=3 اگر طول MA را برابر x بگیریم، آن گاه   1

 AB MA MB x x x= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =12 2 3 2
2

 

 M از ط�رف دیگر کوتاه تری�ن وتری که از . MB=3
2

MA=1 و 
2

در نتیج�ه 

می گذرد وتری مثل EF است که بر OM عمود باشد. در ضمن چون OM بر 
. بنابر  ME MF= وت�ر EF عم�ود اس�ت، پس M وس�ط EF اس�ت، یعن�ی 

رابطه های طولی در دایره،

 
MA MB ME MF ME ME ME

ME

× = × ⇒ × = × ⇒ =

=

21 3 3
2 2 4

3
2

 

. EF ME= =2 3 بنابراین 

می دانیم طول دو مماس�ی که از یک نقطه بر دایره رس�م می شود،  312  1
AB AC AB AH CH= ⇒ = + = + =3 5 2 5 5 5 مساوی اند. پس 

از طرف دیگر،
ABH BH AB AH

BH

: ( ) ( )= − = − = − =

=

2 2 2 2 25 5 3 5 125 45 80

4 5



اکنون بنابر رابطه های طولی در دایره،

 
HC HD HB HD HD

HD

( ) ( )= × ⇒ = ⇒ =

= =

2 22 5 4 5 20 4 5

5 5
5

 

AO را امتداد می دهیم تا دایره را در نقطۀ دیگری مانند N قطع کند.  313  1
 . AM OA OM= − = − =12 4 8 ، پس  ON OM= =4 با توجه به ش�کل 

اکنون بنابر رابطه های طولی در دایره،
AM AN AC AB AC AB ( )× = × ⇒ × = ×8 16 1  

از طرف دیگر،
OAB AB OA OB: = + = + = + =2 2 2 2 212 4 144 16 160

AB=4 و بنابر تساوی )1(، 10 بنابراین 

AC AC

BC AB AC  

× = × ⇒ = = =

= − = − =

32 32 10 16 108 16 4 10
10 510

16 10 4 104 10
5 5

مطابق شکل زیر اگر فرض  314  1
. PC x=2 ، آن گاه  PA x= کنیم 

بنابر رابط های طولی در دایره، 

 RPC PA PB x x x R x x R x( )= × ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 2 24 2 4 2
3

 

 . RPB PA AB x R R R= + = + = + =2 82 2
3 3

بنابراین 

بنابر رابطه های طولی در دایره، 315  4

 MT MB MA MA

MA

= × ⇒ = ×

=

2 64 4

16
از طرف دیگر،

 
MA MB AB AB

AB

= + ⇒ = +

=

16 4

12
 . NB=6 چون شعاع OC بر وتر AB عمود است، آن را نصف می کند، پس 

،ONB اکنون بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ

 OB NB ON R R

R R R R R

( )

/

= + ⇒ = + −

= + + − ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2

6 3

36 9 6 6 45 7 5
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′TT مماس مشترک خارجی این دو دایره باشد.  316 فرض می کنیم   3
پس بنابر فرض سؤال،

TT OO  R RTT R R

OO R R RR OO R R RR RR

OO R R RR OO R R OO R R

( )( )( )

( )

( )

′ ′ ′= − −′ ′= →

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − = ⇒ − − + =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + ⇒ = + ⇒ = +

2 22

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

4 2 4

2
پس این دو دایره مماس خارجی اند.

مماس مشترک داخلی دو دایره را رسم می کنیم تا مماس مشترک  317  2
′TT را در M قطع کند، می دانیم طول مماس های رسم شده بر دایره،  خارجی 
MA MT      MA MT, ′= = از یک نقطه مساوی اند. پس 

MT و از جم�ع طرفی�ن دو تس�اوی ب�الا نتیج�ه می گیری�م،  MT′=  پ�س 

′TT است. پس این  ′ATT میانۀ AM نصف  . پس در مثلث  TTMA ′=
2

مثلث قائم الزاویه اس�ت. ولی اگر دو دایره مساوی باشند می تواند متساوی الساقین 
′ATT لزومی ندارد قائم الزاویۀ متساوی الساقین باشد. باشد. بنابراین 

∆ عمود هستند،  318 O بر خط  T3 3 O و  T2 2  ، O T1 شعاع های 1  4

O ذوزنقۀ قائم الزاویه اس�ت.  T T O1 1 3 3 پ�س موازی ان�د. بنابراین چهارضلعی 

پ�س   ،
O T O T R R R

+ += =1 1 3 3 3 2
2 2

و   O T R=2 2 2 چ�ون 

. در نتیج�ه بنابر قضیۀ میان خ�ط در ذوزنقه، مرکز 
O T O T

O T
+

= 1 1 3 3
2 2 2

O است. بنابراین  O1 3 O2 وسط 

 O O O O R x R R R x R= ⇒ + + = + ⇒ =1 2 2 3 2 2 3 2  

اگ�ر نیم دایره را کامل کنی�م و MO را امتداد دهیم تا دایره را در  319  4
نقطۀ N قطع کند، آن گاه بنابر رابطه های طولی در دایره،

PN PM PC PD PN PN× = × ⇒ = × ⇒ =4 3 8 6
. پس شعاع دایره برابر 5 است. در  + =6 4 10 بنابراین قطر MN برابر است با 

=π/ است. π25 12 5
2

نتیجه مساحت  نیم دایره برابر 

، در نتیجه 320 Â= 090 چون شعاع OA بر مماس AB عمود است، پس   1

 
M M

OAM O BM
A B

(pp)

ˆ ˆ

ˆ ˆ

 = ′→
= =

1 2
090

   

. با  OA AM
O B MB

=
′

نس�بت اضلاع نظیر ای�ن دو مثلث متش�ابه را می نویس�یم:

ترکیب در صورت تناسب بالا نتیجه می شود
OA O B AM MB

O B MB
( )′+ +=

′
1

، در نتیجه OA BH= چون چهارضلعی OHBA مستطیل است، پس 
 OA O B BH O B O H′ ′ ′+ = + = =4  

. بنابراین از  MB AB AM= − = − =15 93
8 8

AB و  OH= =3 در ضم�ن 

تساوی )1( نتیجه می گیریم،

 O B O B
O B

′ ′= ⇒ = ⇒ =
′
4 3 9 33

9 2 2
8

3 است. 
2

′C برابر  پس شعاع دایرۀ 

اگ�ر r ش�عاع دای�رۀ محاطی داخل�ی مثلث ABC باش�د، آن گاه  321  2

، آن گاه  bh =6 ah و  =4 ، پس اگر 
a b ch h h r
+ + =1 1 1 1

 c c c c

c

h h h h

h

+ + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = =

=

1 1 1 1 5 1 2 1 2 5 1 3 1
4 6 3 12 3 3 12 12 4

2
4

  

چون مثلث دو ارتفاع مساوی 4 دارد، پس این مثلث متساوی الساقین است. در 
ضمن این مثلث متساوی الس�اقین نمی تواند قائم الزاویه باشد، زیرا ارتفاع وارد بر 
وتر این مثلث باید کوچک ترین ارتفاع باشد و ارتفاع های دیگر باید از آن بزرگ تر 

باشند که چنین شرایطی نیست.
اگ�ر از مرکز دایره به رأس های هش�ت ضلعی منتظم وصل کنیم،  322  4

هش�ت ضلعی منتظ�م به هش�ت مثلث متساوی الس�اقین مس�اوی هم تقس�یم 

. بنابراین  Ô = 0
1 45  ،AB= =

0 0360 45
8

می شود. در ضمن 

 OABSÂ÷±òïSzÀ SeIv¶ ( sin )= = × × = × =01 28 8 2 2 45 16 8 2
2 2
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شکل س�ؤال به صورت زیر اس�ت. نقطۀ تلاقی عمودمنصف های دو  323  2
ضلع AD و AE ، یعنی نقطۀ O در ش�کل، مرکز دایرۀ محیطی ADE اس�ت. چون 
دو مثلث ABD و ACE متساوی الساقین هستند، پس این دو عمودمنصف نیمساز 
زاویه های خارجی B و C در مثلث ABC هستند. بنابراین نقطۀ O که محل تلاقی دو 
نیمساز خارجی زاویه های B و C در مثلث ABC است روی نیمساز A نیز واقع است 

)توجه کنید در هر مثلث دو نیمساز خارجی با نیمساز داخلی زاویۀ سوم همرس اند(.

چهارضلعی AMNC محاطی  324  3
اس�ت. دایرۀ محیطی آن را رس�م می کنیم. 

بنابر رابطه های طولی در دایره،
  

 
BN BC BM BA

MA MA MA( )

× = ×

× = + ⇒ = + ⇒ =4 9 3 3 12 3 9
در شکل دایرۀ محاطی داخلی و دایرۀ محاطی خارجی نظیر ضلع بزرگ تر  325  4

 P مماس مش�ترک خارجی این دو دایره اس�ت. اگر MN را رس�م کرده ایم. پس BC
، بنابراین AN P= AM و  P a= − نصف محیط مثلث ABC باشد، آن گاه 

 P       AM P a       AN P, ,+ += = = − = − = = =4 5 7 8 8 7 1 8
2

  

 . MN AN AM= − = − =8 1 7 پس 

راه ح��ل اول در ذوزنق�ۀ متساوی الس�اقین محیط�ی، قط�ر دایرۀ  326  1
 . r AB CD( ) = × = ×22 2 4 محاطی واسطۀ هندسی طول قاعده ها است، پس 
MN اس�ت.  r= =2 2 2 . بنابراین طول ارتفاع ذوزنقه برابر  r= 2 یعن�ی 

اکنون می توان مساحت ذوزنقه را به صورت زیر به دست آورد:

 ABCDS AB CD MN( ) ( )= + × = + × =1 1 2 4 2 2 6 2
2 2

 

راه حل دوم مساحت ذوزنقۀ متساوی الساقین محیطی برابر است با حاصل ضرب 
میانگین حسابی و میانگین هندسی دو قاعده. 

 ABCD
AB DCS AB DC ( ) ( )+ += × × = × ×

= × =

2 42 4
2 2

2 2 3 6 2

 

از ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. اگر S مساحت و P نصف محیط  327  1

، پس  Sr
P

= مثلث ABC باشد، آن گاه 

 
AB AC r r r r

r
P r r

( )( ) ( )( )× + + + +
= = =

+ + +

1 1 2 3 2 32 2
2 6 4 2 10

2
 . r=1 پس ، r>0 ، که چون  r=−6 با حل معادلۀ بالا به دست می آید r=1 یا 

. S AB AC ( )( )= × = + + =1 1 1 2 1 3 6
2 2

اکنون می توان نوشت 

 
ABC است.  328 AE مساوی نصف محیط مثلث  می دانیم طول مماس   4

AE اندازۀ ثابتی دارد،  AE2 است و چون مماس  ABC مساوی  پس محیط مثلث 
ABC ثابت است. از طرف دیگر شعاع دایرۀ محاطی خارجی نظیر ضلع  بنابراین محیط 

 P ABC و  S مس�احت مثلث  a به دس�ت می آید که 
Sr

P a
=

−
BC ، از رابطۀ 

a اندازۀ متغیری دارد، پس  P ثابت هس�تند ولی  ar و  نصف محیط آن اس�ت. چون 
ABC ثابت و مساحت آن متغیر است. S متغیر است. بنابراین محیط مثلث 

اگ�ر S مس�احت و P نصف محی�ط مثلث ABC باش�د، آن گاه  329  1

، یعنی S S
P a P b

=
− −

2 ، پس  a br r=2 . چون  b
Sr

P b
=

−
a و 

Sr
P a

=
−

 a b cP a P b P a b a b+ +− = − ⇒ = − ⇒ = −2 2 2 2
2

 

 . c a b( )= −3 در نتیجه 
M زاویۀ بین امتداد دو وتر دایره است، بنابراین 330 زاویۀ   3

   

 AD BC AD BCM x AD BC x (1)
ˆ − −= ⇒ = ⇒ − =2

2 2
AB قطر نیم دایره است، پس از طرف دیگر 

   AB AD x BC= ⇒ + + =0 0180 2 180  
با توجه به تساوی )1(، 

 
   

  

AD AD BC BC

AD AD DCB

+ − + =

= ⇒ = ⇒ =

0

0 0 0

180

2 180 90 90
 

، در نتیجه 
DCBÂ=
2

DCB است، پس  زاویۀ A محاطی روبه رو به کمان 

 x= =
0 0903 45
2

 

اکنون توجه کنید که چون چهارضلعی ABCD محاطی است، پس 
 A BCDˆ ˆ+ = 0180  

در نتیجه
 BCD Aˆ ˆ= − = − =0 0 0 0180 180 45 135  
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از ش�کل زی�ر اس�تفاده می کنیم ک�ه در آن دای�رۀ محاطی مثلث  331  2
′OTAT مربع  قائم الزاویۀ ABC، با مرکز O رس�م ش�ده اس�ت. چهارضلعی 
است، چون شعاع در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است. اگر P نصف محیط 

، یعنی AT P a= − مثلث و a طول وتر مثلث باشد، می دانیم 
r P a r= − ⇒ = − =20 17 3

cr شعاع های دایره های محاطی خارجی مثلث و r شعاع  332 br و   ، ar اگر   2

 . r=1
2

، یعنی 
r

=12 ، پس 
a b cr r r r
+ + =1 1 1 1 دایرۀ محاطی داخلی آن باشد، آن گاه 

، پس Sr
P

= از طرف دیگر اگر S مساحت و P نصف محیط مثلث باشد، آن گاه 

S S /= ⇒ = =1 9 2 25
2 9 4

2
در مثلث متس�اوی الاضلاع مرکز دایرۀ محاطی داخلی و مرکز دایرۀ  333  3

محیطی بر هم منطبق اند چون نیمساز زاویه ها، عمودمنصف اضلاع نیز هست. در 
واقع نیمساز، عمودمنصف، میانه و ارتفاع یکی هستند. پس O محل تلاقی میانه ها 

O H AH′ = ، همچنین  OH AH=1
3

نیز هست. در نتیجه با توجه به شکل زیر 

O متساوی الاضلاع و با ABC همنهشت است. بنابراین BC′ ، چون مثلث 

AH

OO OH O H AH AH AH

OO
( )= =

′ ′= + = + =

′→ = × =
3 2 3 3
2

1 4
3 3

4 3 4
3

با توجه به شکل زیر، OH شعاع دایرۀ محاطی خارجی نظیر ضلع  334  2
 AB بر امت�داد ضلع M اس�ت. اگر این دای�ره در نقطۀ ABC از مثل�ث BC
. از طرف دیگر اگ�ر P نصف محیط مثلث  BM BH= مم�اس باش�د، آن گاه 

. پس AM P= ABC باشد، آن گاه 

BH BM AM AB P AB + += = − = − = − =12 9 7 9 5
2

در دای�رۀ به ش�عاع R طول یک ضلع nضلع�ی منتظم محاطی از  335  2

nC و ط�ول یک ضل�ع nضلعی منتظ�م محیطی از  R
n

sin=
01802 براب�ری 

nC به دست می آید. پس R
n

tan′ =
01802 برابری 

nCn n
n

n n

n
n

RC Cn
C C n

R
n

C
C

sin
cos

tan

cos
cos

=
=

= ⇒ = →
′ ′

′= ⇒ = = =
′

0
0 2 3

60

0

0

1802
180

1802

2 3 180 2 3 2 3 4
6 330

2
ارتفاع BH را در ذوزنقۀ قائم الزاویۀ ABCD رسم می کنیم. اگر  336  2

r ش�عاع  دایرۀ محاطی این ذوزنقه باش�د، آن گاه مطابق شکل زیر، ارتفاع ذوزنقه 
برابر قطر دایرۀ محاطی است. در ضمن چون ذوزنقه محیطی است، پس

AD r

AB DC AD BC AD BC AD BC

BC r=

+ = + ⇒ + = + ⇒ + =

→ = −2

4 7 11

11 2
بنابراین

BHC BC BH CH r r

r r r r r

: ( ) ( )= + ⇒ − = +

+ − = + ⇒ = ⇒ = =

2 2 2 2 2 2

2 2

11 2 3 2

112 28121 4 44 9 4 44 112
44 11



چهارضلع�ی ABCD محاطی اس�ت، پس زاویه ه�ای مقابل آن  337  4
مکمل اند، در نتیجه

A C

B D

ˆ ˆ

( )

ˆ ˆ

+ = ⇒ α+ β+α+ β− = ⇒ α+ β=

α+β=

+ = ⇒ α+β+ α−β= ⇒ α= ⇒α=

0 0 0 0

0

0 0 0 0

180 3 2 2 20 180 4 4 200

50 1

180 4 2 180 6 180 30

=β. پس 020 پس بنابر برابری )1(، 

( ) ( )α+ β= + =0 0 02 3 2 30 3 20 120
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در شکل زیر، ذوزنقۀ ABCD محیطی است. پس  338  3
AB CD AD BC ( )+ = + 1

از ط�رف دیگ�ر اگر M و N وس�ط های دو س�اق ذوزنقه باش�ند، آن گاه از قضیۀ 
میان خط در ذوزنقه نتیجه می گیریم

MNAB DCMN

AB DC AD BC( )

=+= →

+ = → + =

15

1
2
30 30

بنابراین
AB DC AD BC¾£ºp»l ôÃd¶= + + + = + =30 30 60

339  ABC نقطۀ تلاقی نیمس�ازهای زاویه های داخلی مثلث O مرک�ز  2
. C Cˆ ˆ=1 2 B و  Bˆ ˆ=1 2  ، A Aˆ ˆ=1 2 است. پس 

AOC

A CA C
ABC A B C

AOC A C AOC A C

A C B

B

ˆ

ˆ ˆˆ ˆ, ˆ ˆˆ:

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ:

ˆ ˆ ˆ

ˆ

=

= =
+ + =

+ + = → + =

→ + = → =

=

0

01 1

1500 0
1 1 1 1

1800 02 2

0
1

180 30

60 120

60





در شکل زیر، عمود OH برابر شعاع دایرۀ محاطی داخلی است. بنابراین

OBH B OH OBˆ: ( )= ⇒ = = =0
1

3 360 4 3 6
2 2



دایرۀ رس�م ش�ده در ش�کل، دایرۀ محاطی خارج�ی نظیر OB از  340  3
مثلث قائم الزاویۀ OAB است. از طرف دیگر،

OA   OB AB OA OB,= = ⇒ = + = + =2 24 3 16 9 5
اگر S مس�احت و P نصف محیط مثلث OAB باش�د، آن گاه ش�عاع این دایره 

. Sr
P OB

( )( )
= = = =

− + + −

1 3 4
62 2

5 4 3 33
2

برابر است با 

341  ، PT PH> راه حل اول می دانیم PH تصویر PT روی OP اس�ت و   4
. تنها گزینه ای که از 6/4 بزرگ تر است گزینۀ )4( است.  PT />6 4 پس 

راه حل دوم PH تصویر مماس PT روی PO است. بنابر روابط طولی در مثلث 
 ، OTP قائم الزاویۀ

 
OT OH OP OH OH OH OH

OH OH OH OH ¡(. #.¡# —).

( / ) /

( )( / ) / ,

= × ⇒ = + ⇒ + − =

+ − = ⇒ = =−

2 2 26 6 4 6 4 36 0

10 3 6 0 3 6 10

/ است. در نتیجه  /+ =3 6 6 4 10 پس اندازۀ OP برابر با 
OTP PT OP OT PT: = − = − = ⇒ =2 2 2 2 210 6 64 8  

′O به نقطه ه�ای A و B وصل کنیم، دو  342 اگ�ر از مرکزه�ای O و   3
R هس�تند، پ�س  ′OBO متس�اوی الاضلاع ب�ه ضل�ع  ′OAO و  مثل�ث 
0120 است. پس  . در نتیجه اندازۀ زاویۀ مرکزی AOB برابر  O Oˆ ˆ= = 0

1 2 60

0120 اس�ت. بنابراین اندازۀ زاوی�ۀ محاطی ANB برابر  AO برابر  B′ ان�دازۀ 

 .
AO BANBˆ ′= = =

0 0120 60
2 2

است با 

ش�کل تس�ت به صورت زیر اس�ت )قس�متی از دایره رس�م شده  343  2
است(. چون کمان های بین دو وتر موازی مساوی اند، پس

 AB DE AE BD AE BD|| ( )⇒ = ⇒ = 1

BAC است، پس از طرف دیگر چون AD نیمساز زاویۀ 
 A A BD DC BD DCˆ ˆ ( )= ⇒ = ⇒ =1 2 2

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود
 AE DC AE DC= ⇒ =

در ضمن با توجه به شکل، 
 

 

 AE DC

DC CEDAE
DAE ADC

AE CEADC

ˆ
ˆ ˆ

ˆ

=

 += → =
 +=

2

2
همچنی�ن زاویه ه�ای C و E محاط�ی روب�ه رو ب�ه کم�ان AD هس�تند، پ�س 

مساوی اند. بنابراین 
DC AE

ADC DAE ACD DEA

C E

(p Æ p)ˆˆ

ˆ ˆ

 =
 = → ≅


=

 

 . AC=7 ، پس  DE=7 ، چون  AC DE= در نتیجه 

344  AB محاطی روبه رو به کمان D زاویۀ  3
و زاویۀ B محاطی روبه رو به کمان DC است. پس 

 D Bˆ ˆ=1
2

. از ط�رف دیگر 
DCB̂=
2

 و 
ABD̂=
2

   AB CD AB CD( )= ⇒ =1 1 1 1
2 2 2 2

پس 

P̂ زاویۀ بین دو وتر دایره است، بنابراین  همچنین 
    P AB CD AB AB ABˆ ( ) ( )= + = + =1 1 32

2 2 2
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345  0360 مجموع اندازه های کمان های ایجاد ش�ده روی دایره برابر   2
است، پس

   AE EF FC AC x x x x
x x
+ + + = ⇒ + + + =
= ⇒ =

0 0

0 0
360 3 2 2 5 360

12 360 30
. از طرف دیگر زاویۀ B زاویۀ  EF x= = 02 60 AC و  x= = 05 150 در نتیج�ه 

بین امتداد دو وتر دایره است، پس

 
 AC EFB̂ − −= = =

0 0 0150 60 45
2 2

بنابر رابطه های طولی در دایره، 346  2

 
OT OP OQ OT OP OP PQ

OP OP OP OP

( )

( )

= × ⇒ = +

= + ⇒ + − =

2 2

2 24 8 8 16 0
 

=OP اس�ت. همچنین بناب�ر رابطه های  −4 2 4 ج�واب مثبت ای�ن معادله 
طولی در دایره، 

 
OT OR OS OR OR RS

OR OR OR OR

( )

( )

= × ⇒ = +

= + ⇒ + − =

2 2

2

4

16 6 6 16 0
 

OR=2 است. بنابراین  جواب مثبت این معادله 
 OP OR+ = − + = −4 2 4 2 4 2 2  

بنابر قضیۀ خطوط موازی و  347  4
مورب در شکل مقابل،

 
PT AT

A P
APJn¼¶##

||
ˆ ˆ

′ ⇒ =


1  

 .
BTP̂ ′=1 2

. در نتیجه 
BTÂ ′=
2

Â زاویۀ محاطی اس�ت، پس  از طرف دیگر 

P̂1 زاویۀ بی�ن امتداد وتر و خط مماس بر دایره اس�ت، پس اندازۀ آن  درضم�ن 

 .
 AT BTP̂ −=1 2

نصف قدرمطلق تفاضل کمان های روبه روی آن است، یعنی 

، بنابراین  BT BT′= ′TOT است، پس  همچنین می دانیم OP نیمساز زاویۀ 

 
 



  

 

    

BTP  

BT BT

AT BT BT AT BTP

BT AT BT BT AT

ˆ
ˆ

′=

′=

′− −= → =

→ = − ⇒ =

1 2
1 2 2 2

2

 

چون AB قطر دایره است، پس
     AT BT BT BT BT+ = ⇒ + = ⇒ =0 0 0180 2 180 60  

 . TBT BT′= = 02 120 بنابراین 

ب�ا توج�ه به ش�کل  348  1
مقابل، فرض کنید مماس مش�ترک 
 OO′ ′TT خط المرکزین  داخلی 
را در نقطۀ P قطع کرده باشد، در این 
′T و  ′O به  . از  P̂= 060 صورت 
از O ب�ه T وص�ل می کنی�م. در این 
. بنابراین با  T Tˆ ˆ′= = 090 صورت 

استفاده از نسبت های مثلثاتی، 

 

OPT P OT OP OP OP

O PT P O T O P R O P

RO P

ˆ:

ˆ:

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ =

′′ =

0

0

3 3 1460 7
2 2 3

3 360
2 2

2
3





، بنابراین با توجه به شکل،  OO′=6 3 بنابر فرض 

 ROP O P OO R R′′ ′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =14 2 6 3 14 2 18 2
3 3

 

030 اس�ت.  349 ′MT مس�اوی  MT و  زاوی�ۀ بی�ن دو مم�اس   3
′OT ب�ر ای�ن دو مم�اس عمودن�د، پ�س چهارضلع�ی  OT و  ش�عاع های 
 . O Mˆ ˆ+ = 0180 . بنابراین  T Tˆ ˆ′+ = 0180 ′OTMT محاطی اس�ت، زی�را 

Ô زاویۀ مرکزی است، پس اندازۀ آن  =Ô و چون  0150 ، پس  M̂= 030 چون 
.TBT′= 0150 ′TBT برابر است، یعنی  با اندازۀ کمان 

ابتدا شکل را به صورت زیر رسم می کنیم. بنابر قضیۀ فیثاغورس  350  3

. توجه کنید که دایرۀ محاطی داخلی مثلث با شعاع r رسم  BC= + =2 23 4 5

P و  + += =3 4 5 6
2

شده است. اگر P نصف محیط مثلث ABC باشد، آن گاه، 

 
BH P b       CH P c

AH P a

,= − = − = = − = − =

′= − = − =

6 3 3 6 4 2

6 5 1
 

 . Sr
P

× ×
= = =

1 3 4
2 1

6
همچنی�ن اگر S مس�احت مثلث ABC باش�د، آن گاه 

بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 

OBH OB OH BH

OCH OC OH CH

AOH OA OH AH

:

:

:

= + = + =

= + = + =

′ ′ ′= + = + =

2 2

2 2

2 2

1 9 10

1 4 5

1 1 2







 

پ�س فاصل�ۀ دورترین رأس ای�ن مثلث از مح�ل برخورد نیمس�ازهای زاویه های 
10 است. داخلی آن برابر 
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بنابر فرض مسئله، 351  1
OA R OA R## #####,+ = − =9 5
با حل دستگاه حاصل از دو معادلۀ بالا به دست می آید

OA R## #####,= =7 2
اکنون در مثلث قائم الزاویۀ OAT بنابر قضیۀ فیثاغورس،

AT OA OT= − = − =2 2 2 27 2 3 5

 . AT
R

=3 5
2

در نتیجه 

از نقط�ۀ B به نقط�ۀ M وصل می کنیم. زاویۀ N محاطی روبه رو به قطر  352  1

، از ط�رف دیگ�ر بناب�ر فرض  B Mˆ ˆ+ = 0
2 1 90 ، در نتیج�ه  N̂= 090 اس�ت، پ�س 

. در ضمن  M̂ = 0
1 45 M̂ و  = 0

12 90 . در نتیجه  B Mˆ ˆ=2 ، پس 1 MN NB=

CD عمودمنصف AB است، پس نقطۀ M از دو سر قطر AB به یک فاصله است، یعنی 
M̂1 زاویۀ خارجی مثلث AMB است، پس . چون  A Bˆ ˆ= 1 ، پس  MA MB=

 M A B A A Aˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ /= + ⇒ = + ⇒ =0 0
1 1 45 22 5

1 قائمه است.
4

 ، A بنابراین اندازۀ زاویۀ

می دانیم کمان های محصور بین دو وتر موازی مساوی اند. بنابراین  353  1

  DE AB DB AE O Oˆ ˆ|| ⇒ = ⇒ =1 2  

. با توجه به شکل،  O Oˆ ˆ= = 0
1 2 45 ، پس  DOEˆ = 090 چون 

ABDE OAE ODE OBDS S S S

( )( )sin ( )( ) ( )( )sin

( )

= + +

= + +

= + + = + = +

0 01 1 13 3 45 3 3 3 3 45
2 2 2
9 2 9 9 2 9 2 9 9 2 1
4 2 4 2 2 2

 
چون AB قطر دایره است، پس 354  1

      AC CD BD AC BD AC BD+ + = ⇒ + + = ⇒ + =0 0 0 0180 70 180 110
از طرف دیگر زاویۀ M زاویۀ بین امتداد دو وتر دایره است، بنابراین 
   

 BD AC BD ACM BD ACˆ − −= ⇒ = ⇒ − =0 030 60
2 2

از تساوی های به دست آمده به دستگاه زیر می رسیم:

 
 

 

 

AC BD
AC AC

BD AC
−

 + = → = ⇒ =
 − =

0
0 0

0

110
2 50 25

60
 

C1 زاویۀ ظلی است، پس 355 مطابق شکل زیر، زاویۀ   2
 

BC BCC BCˆ = ⇒ = ⇒ =0 0
1 40 80

2 2
 .AC= 0100 . در نتیجه  AC BC+ = 0180 چون AB قطر دایره است، پس 

در ضمن زاویۀ D زاویۀ بین دو مماس بر دایره است، پس

 
 ABC ACD

( )ˆ + −−= = =
0 0 0

0180 80 100 80
2 2

بنابر رابطه های طولی در دایره، 356  1
 MA MB MC MD x x× = × ⇒ = × ⇒ =2 5 4 10  

از طرف دیگر،

 
PT PA PB y y x

y y y y y y

( ) ( )

( ) ( )( )

= × ⇒ = + +

= + ⇒ + − = ⇒ − + =

2 2

2

6 3 2

108 12 12 108 0 6 18 0
 

y=6 است.  جواب مثبت این معادله 

R ش�عاع های دو دای�رۀ مم�اس داخل  357 R( )′>  ، R′ اگ�ر R و   4
 . R R′− =4 R است. پس  R′− باش�ند، آن گاه طول خط المرکزین آن ها برابر 
R است. بنابراین  R′π −π2 2 از طرف دیگر مساحت ناحیۀ محدود بین دو دایره 

 
R R

R R R R

R R R R R R( )( ) ′− =

′ ′π −π = π⇒ − =

′ ′ ′− + = → + =

2 2 2 2

4

32 32

32 8
 

در نتیجه
 

R R
R R

R R
  ,

′+ = ′⇒ = =
′− =

8
6 2

4
 

 . R
R

= =
′

6 3
2

پس نسبت شعاع های این دو دایره برابر است با 



)143(

. از  358 OO′= + =5 3 8 دو دای�ره مم�اس بیرونی هس�تند، پ�س   3
، پس بای�د طول مماس مش�ترک خارجی  O T′ ′=3 OT=5 و  ط�رف دیگ�ر 

′TT را به دست آوریم:

 TT R ROO ( ) ( )′ ′ ′= − − = − − = =2 2 2 28 5 3 60 2 15
بنابراین

 
OT TT O T OOTOO T ˆÃd¶

( )

′ ′ ′ ′= + + + = + + +

= + = +

′ ′ 5 2 15 3 8

16 2 15 2 8 15
 

ABCD محاطی اس�ت، پس  359 راه ح��ل اول چ�ون چهارضلع�ی   2
دایره ای از رأس های آن می گذرد. با رسم این دایره نتیجه می گیریم

  





ABC

ADC
AB AD AB AD C C

ˆ

ˆ

ˆ ˆ
=

=
= ⇒ = ⇒→ = =

1

2

02
1 2

2

40  

. از طرف دیگر زاویۀ O1 زاویۀ بین دو وتر دایره است.  AB AD= = 080 پس 
بنابراین

 
  

AB DC DCO DCˆ + += ⇒ = ⇒ =
00 0

1
80130 180

2 2
 

DAC ک�ه زاویۀ محاطی  DC قط�ر این دایره اس�ت، پ�س زاویۀ  در نتیج�ه 
 AM روبه رو به این قطر اس�ت، قائمه اس�ت. اگر M وس�ط DC باشد، آن گاه 
 8 ADC اس�ت. چون ش�عاع دایره برابر  میانۀ وارد بر وتر مثلث قائم الزاویۀ 

 . DCAM= = =16 8
2 2

. بنابراین  DC=16 است، پس 

   
راه حل دوم چون چهارضلعی ABCD محاطی اس�ت، پس زاویه های مقابل در 

آن مکمل اند، در نتیجه 

 CC A Aˆˆ ˆ ˆ=+ = → =
0800 0180 100  

، مثلث ABD متساوی الساقین است، بنابراین  AB AD= همچنین چون 

 D Bˆ ˆ −= = =
0 0 0

1 1
180 100 40

2
 

ˆCOD زاویۀ خارجی مثلث ADO است، پس  . چون  CODˆ = 0130 از طرف دیگر 

 DCOD A D A A
ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ == + → = + ⇒ =

0
1 40 0 0 0

1 1 1 1130 40 90  
چون چهارضلعی ABCD محاطی اس�ت، در نتیجه DC قطر دایره است. پس 
. پ�س فاصلۀ رأس A تا وس�ط DC هم�ان میانۀ نظیر ضلع  DC= × =2 8 16

. DCAM= =8
2

DC در مثلث قائم الزاویۀ ADC است. در نتیجه 

می دانیم در ذوزنقۀ متساوی الس�اقین محیطی، قطر دایرۀ محاطی  360  3

یعن�ی   ، r AB CD= ×24 پ�س   اس�ت،  قاعده ه�ا  ط�ول  هندس�ی  واس�طۀ 

. از طرف دیگر چون ذوزنقه متساوی الس�اقین  r=4 ، بنابرای�ن  r = ×2 324 6
3

 . BH AB= =1 3
2

است، پس 

، بنابر قضیۀ فیثاغورس، OBH اکنون در مثلث قائم الزاویۀ 
 OB OH BH= + = + =2 2 16 9 5  

 . BM OB OM= − = − =5 4 در نتیجه 1

  
′A تصوی�ر نقطۀ A تحت این  361 در ش�کل زی�ر L محور بازتاب و   2

′AA اس�ت،  )L عمودمنصف  ) بازتاب اس�ت. توج�ه کنید که محور بازتاب 

، چ�ون  OAH . در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ  AAAH A H ′′= = =2 3
2

پ�س

. پس Ô= 060

 AH OA OA= ⇒ =3 32 3
2 2

 

 . OA=4 یعنی 

O

L
d

AA�
2 3 2 3

H

0
60

362  d′ ′MM و خط  توج�ه کنید که خط d عمودمنص�ف پاره خط   3
′′MM اس�ت، پ�س بناب�ر خاصی�ت عمودمنص�ف  عمودمنص�ف پاره خ�ط 

 . OM OM OM′ ′′= = =3 2
 OM M′ ′′ ، بنابرای�ن مثلث  M OMˆ′ ′′= × =0 02 45 90 همچنی�ن می دانی�م

قائم الزاویه است. در نتیجه 
 M M OM OM ( ) ( )′ ′′ ′ ′′= + = + =2 2 2 23 2 3 2 6  

O

d

M

d�

M�

M��
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ابت�دا توجه کنید که ش�عاع دو دایره برابرند، زی�را انتقال تبدیلی  363  2
طولپا است، پس

 x x x+ = + ⇒ =2 3 4 1 
. اکنون با توجه به شکل زیر می توان نوشت r r= =1 2 5 بنابراین 

 r r yÏI£TºH nHjoM Ï¼ö> + ⇒ − >1 2 5 5 10  
x کمترین مقدار  y+ . چون x عددی طبیعی اس�ت و می خواهیم  y>3 یعنی 

. اکنون به دست می آید  y=4 طبیعی ممکن باشد، پس 
x y Â÷ÃLö nHk£¶ ¸ÄoTµ¨+ = + =1 4 5

v
�

O
2

O
1

r
2

r
1

364  A′ بنابر صورت مسئله شکل زیر به دست می آید که در آن B و   3

 AB
AA

′ =
′

3
2

′AB را به 3 قس�مت مساوی تقس�یم می کنند.  بنابراین  پاره خط 

. AB AA′ ′=2 3 یعنی 

A�

B�

B

A

تبدیل های دوران و بازتاب طولپا هس�تند. پس مساحت مثلث را  365  3

− مس�احت مثلث را ب�ا ضریب  1
4

تغیی�ر نمی دهن�د. ول�ی تجانس با نس�بت 

) تغیی�ر می ده�د. از ط�رف دیگر مثل�ث با اض�لاع 5، 12 و 13  )− =21 1
4 16

′S مساحت مثلث خواسته  .  پس اگر  = +2 2 213 12 5 قائم الزاویه است، زیرا 

. S S ( )′= = × × =1 1 1 1512 5
16 16 2 8

شده و S مساحت مثلث اولیه باشد، آن گاه 

366  C O( , )3 C دوران یافتۀ دایرۀ  O( , )′ ′ 3 فرض کنید دایرۀ   4

′C مجانس C نیز هس�ت.  030 باش�د. بنابر فرض س�ؤال  به مرکز A با زاویۀ 
1− اس�ت. ولی نس�بت  ′C مس�اوی اند، پس نس�بت تجانس 1 یا  چون C و 
تجانس 1 درس�ت نیس�ت چون تجانس با نس�بت 1 تبدیل همانی است ولی در 
1− اس�ت.  ′C منطبق نیس�ت. بنابراین نس�بت تجانس در اینجا  اینجا C بر 
′OO اس�ت. پ�س در مثلث  بنابرای�ن اگر M مرکز تجانس باش�د، M وس�ط 
، پاره خ�ط AM ه�م  میانه، هم ارتفاع و هم نیمس�از  OAO′ متساوی الس�اقین 
. بنابراین عمود  MAOˆ = 015 اس�ت. پس مثلث AOM قائم الزاویه اس�ت و 

. پس  AO=8 1 برابر وتر اس�ت و چون 
4

 ،AOM در مثلث قائم الزاویۀ MH

. پس فاصلۀ مرکز تجانس M تا OA برابر 2 است.  MH ( )= =1 8 2
4

O�

O

C�

C
H

0
15

0
15

M

A

y موازی اند پس با نامتناهی  367 x= +13
6

y و  x= +43
5

دو خ�ط   4

0180 و نامتناهی تجانس به یکدیگر تصویر می شوند  تبدیل انتقال، نامتناهی دوران 
ولی فقط بازتاب یکدیگر نسبت به خطی که به یک فاصله از آن ها است هستند.

O

d�d

0
180

d�دوريالان�افتۀd

نهقطه هر مر�ز به

وسط خط ريالوي

زاو�ۀ با

است.
0

180

A

B

C

B�
D

d�d

نهامتناه� با تصو�ر

�ه است، انهتقال برداريال

و ريالوي آنها dابتداي

است، ريالوي آنها انهتهاي

d�d

d�

نقطۀ تلاقی مماس مش�ترک های خارجی دو دایره با خط المرکزین  368  3
آن ها مرکز تجانس مستقیم این دو دایره است )نقطۀ M در شکل(.

 

 O T MOMOT OT O T
OT MO

MO MO MO MO
MO OO

u²IU ¾Ãñ¤ ´Ãµ÷Uá

Zoh¶ nj ®ÃñÿU

: || ′ ′ ′′ ′ → =

′ ′ ′ ′= → = ⇒ = ⇒ =
′

3 3 3 9
7 4 4 12



O�O

T T�
7

3
M

P�

P
M�

همچنین نقطۀ تلاقی مماس مش�ترک های داخل�ی دو دایره با خط المرکزین آن ها 
′M در شکل(. مرکز تجانس معکوس این دو دایره است. )نقطۀ 

 

 O P O M O MMOT OP O P
OP OM OM

O M O M O M
OO

¾Ãñ¤ ´Ãµ÷Uá

u²IU

Zoh¶ nj KÃ¨oU

: ||

/

′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ → = ⇒ =
′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′→ = ⇒ = ⇒ =
′

3
7

3 3 3 6
10 10 12



بنابراین فاصلۀ مرکزهای تجانس مستقیم و معکوس دو دایره برابر است با
MM O M O M / /′ ′ ′ ′= + = + =9 3 6 12 6  

می دانیم نتیجۀ ترکیب دو بازتاب با محورهای متقاطع یک دوران  369  4
 ADE ب�ا زاوی�ۀ دو براب�ر زاویۀ بی�ن دو مح�ور بازتاب اس�ت. بنابرای�ن مثلث

A2 است. دوران یافتۀ مثلث ACB به مرکز A و زاویۀ 
A

B

D

E

C

، پس E دوران یافتۀ  370 FOEˆ = 0180 OE و  OF= بنابر فرض مسئله   2

0180 است. با همین استدلال C تصویر A و D تصویر  F تحت دوران به مرکز O و زاویۀ 
B تحت این دوران هستند. زیرا قطرهای AC و BD در O یکدیگر را نصف می کنند. 

A

B

O

F

E

C

D  
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به ترتیب بازتاب های خواسته شده را به دست می آوریم: 371  3

 

L
1

*

L
2

L
1

*
L

2

*

به نهسبت بازتاب

Lخط
3

*

L
4

*

L
3

به نهسبت بازتاب

خط

به نهسبت بازتاب

خط

به نهسبت بازتاب

Lخط
4

− است،  372 2
3

′d برابر  3 و ش�یب خط 
2

چون ش�یب خط d برابر   3

پ�س دو خط بره�م عمودند.محور بازتاب، نیمس�از زاویۀ بین خ�ط و تصویرش 
045 است. تحت بازتاب است. پس زاویۀ محور بازتاب، با هریک از این خط ها برابر 

0
45 d

d �

بازتاب محوريال

ابت�دا توجه کنید که ش�عاع دو دایره برابرند، زی�را انتقال تبدیلی  373  3
 x x− = ⇒ =1 4 5 طولپاست، پس 

اکنون با توجه به شکل زیر می توان نوشت
 R R y yÏI£TºH nHjoM Ï¼ö> + ⇒ − > + ⇒ − >1 2 3 1 4 4 3 1 8

x کمترین مقدار  y+ . چون x عددی طبیعی اس�ت و می خواهیم  y>3 یعنی 
. در نتیجه y=4 طبیعی ممکن باشد، بنابراین 

 x yÂ÷ÃLö nHk£¶ ¸ÄoTµ¨+ = + =5 4 9

O
1

O
2

v
�

374  x موازی محور AB مس�اوی است، پس B و A عرض دو نقطۀ  2
است. بنابراین خط d که عمودمنصف AB است، عمود بر محور x و در نتیجه 

موازی با محور y است.
در دو حالت، بازتاب یک خط بر خودش نگاش�ته می شود: زمانی  375  1

که خط بر محور بازتاب عمود باشد و یا خط بر محور بازتاب منطبق باشد.
حالت اول خط بر محور بازتاب عمود اس�ت: در این حالت ش�یب خط و محور 

 . a=− 4
3

، یعنی  a+ =− 11
3

بازتاب قرینه و معکوس یکدیگرند: 

حالت دوم خط بر محور بازتاب منطبق است: توجه کنید که در این حالت باید 

=+a و این تساوی ها هیچ گاه رخ نمی دهد. =
−

1 1 2
1 3 1

376  ، v O O| |= 1 2
 O اس�ت، یعنی  O1 2 ان�دازۀ بردار انتق�ال برابر   2

 R R=1 2 . اما چون دو دایره انتقال یافتۀ یکدیگرند،  پس  v R R| |> +1 2
 پس 

، پس گزینۀ )2( نادرست است. v O O1 2




 . همچنین  v R| |> 12 و 

O
2

O
1

v
�

R
1

R
2

توجه کنید که مثلث GMN هم متس�اوی الاضلاع است، پس با  377  1

. چون در  GH AH=1
3

مثلث ABC متش�ابه اس�ت. بنابر ویژگی های میانه 

دو مثلث متشابه نسبت میانه ها با نسبت تشابه برابر است و نسبت مساحت ها 
برابر مربع نسبت تشابه است، پس

 GMN GMN
GMN

ABC

S SGH S
S AH

 = = ⇒ = ⇒ = 
  ×

2

2

1 1 3
9 93 6

4

 

A

B C
NM H

G

C�B�

می دانیم ترکیب دو بازتاب با محورهای موازی یک انتقال است و  378  3
بردار انتقال آن دو برابر برداری است که دو سر آن روی این دو خط موازی است 
v در  v2 اس�ت که  و بر آن ها عمود اس�ت. بردار انتقال ترکیب این دو بازتاب، 
v برابر ارتفاع  ش�کل زیر نش�ان داده شده است. با توجه به ش�کل اندازۀ بردار 

ذوزنقه است. اگر طول ارتفاع را h فرض کنیم، آن گاه

 AB CD h h( ) ( )+ × = ⇒ + × =1 118 4 8 18
2 2

 

 . OO vnHjoM ½pHkºH
á

( )′′= × = × =2 2 3 6 . در نهایت به دست می آید  h=3 یعنی 

v
�

4

8

A B

CD

در ش�کل زی�ر، طبق ف�رض AD بازتاب ضلع AC اس�ت. بنابر  379  1
تعریف بازتاب محور بازتاب عمودمنصف CD است. از طرف دیگر چون بازتاب 
AC پس بنابر خاصیت عمودمنصف A روی عمودمنصف  AD= طولپا است، 
پاره خط CD اس�ت. چون مثلث ACD متساوی الس�اقین اس�ت، عمودمنصف 

CD نیمساز زاویۀ A است. در نتیجه محور بازتاب نیمساز زاویۀ A است.

H

D C

B

A
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AA1 اس�ت،  380 ب�ا توج�ه به ش�کل زی�ر، خ�ط d1 عمودمنصف   1
AA2 اس�ت، پ�س  d2 عمودمنص�ف  BA . همچنی�ن  BA= 1 بنابرای�ن 
′A بازتاب نقطۀ A نس�بت به خطی گذرا از B باش�د، به  . اگر  BA BA= 2
. در نتیجه مکان هندس�ی نقطه هایی  BA BA′= س�ادگی معلوم می ش�ود که 

.AB و شعاع B دایره ای است به مرکز A′ مانند 
A

A
1

d
1

d
2

A
2

B

، یعنی نقطۀ A را  381
n

R R R R A
¾LUo¶ 

( ( ( ( )) )) 



در حال�ت کلی   4

، پس  R R A A( ( ))= nα دوران دهیم. چ�ون   ح�ول نقط�ۀ O ب�ه ان�دازۀ 

0180 نی�ز می توانن�د  =α. مس�لماً مضرب ه�ای  0180 ، یعن�ی  α= 02 360
زاویه های مورد قبول دیگر باشند.

α باش�د.  382 ′d دوران یافتۀ خط d به مرکز O با زاویۀ  فرض کنید   1
می دانی�م زاوی�ۀ بین خ�ط و دوران یافته اش ب�ا زاویۀ دوران برابر اس�ت، البته آن 
HOH Pˆ ˆ′= =α1 زاویه ای که مرکز دوران درون آن نیست. پس با توجه به شکل 

. از طرف دیگر، OP نیمساز است، در نتیجه

 OPH HPHˆ ˆ −α α′= = = −
0 01 180 90

2 2 2

O

HH�

P

d� d

1

�

x قرار دارد. تصویر  383 y− =2 توج�ه کنید که نقط�ۀ O روی خط 1  1
x عمود اس�ت. اگر  y− =2 این خط، خطی اس�ت که از O می گذرد و بر خط 1

. اکنون معادلۀ  d
d

m
m′ =− =−1 1

2
′d فرض  کنی�م، آن گاه  خ�ط تصوی�ر را 

 d y x y x: ( )′ + =− − ⇒ + =−11 0 2 2
2

′d را به شکل زیر می نویسیم:  خط 

d�

O

d x y2 1: � �

′A مجانس A در تجانس به مرکز O و نسبت k باشد: 384 فرض کنید   1
 OA k OA ( )′= × 1

′k باشد: ′′A مجانس A در تجانس به مرکز O و نسبت  همچنین 
OA k OA ( )′′ ′= × 2

با تقسیم برابری )1( بر برابری )2( می توان نوشت 

 OA k kOA OA
OA k k

( )′ ′ ′′= ⇒ =
′′ ′ ′

 

k است. 
k′

′′A در تجانس به مرکز O و نسبت تجانس  ′A مجانس  بنابراین 

k نیز می تواند درست باشد که در گزینه ها نیست. 
k
′ توجه کنید که نسبت 

مرکز تجانس مستقیم محل برخورد مماس مشترک های خارجی و  385  3
خط المرکزین دو دایره اس�ت )نقطۀ M در ش�کل زیر(. اکنون توجه کنید که دو 

، یعنی 
O M R
O M R

=1 1

2 2
MO متشابه اند و  T2 2 MO و  T1 1 مثلث 

O M R
O M O O R

=
−
1 1

1 1 2 2

 M بنابراین فاصلۀ .
R O O

O M
R R
×

=
−

1 1 2
1

1 2
با حل این معادله به دس�ت می آید 

 است.
R O O

O M R R
R R
×

− = −
−

1 1 2
1 1 1

1 2
از نزدیک ترین نقطۀ دایرۀ بزرگ تر 

O
1

O
2

R
2

R
1

T
1

T
2

M

نقطۀ برخورد خط های AD و BC ، یعنی نقطۀ O ، مرکز تجانس  386  1
آن هاس�ت، زی�را اگ�ر M نقط�ه ای دلخ�واه روی CD باش�د، از O به M وصل 

′M قطع کند، آن گاه بنابر قضیۀ تالس، می کنیم تا AB را در 

 OA OM ODODM AM DM OM OM
OD OM OA

  : ′′ ′⇒ = ⇒ =  

بنابرای�ن ه�ر نقطه روی پاره خط CD مجانس یک�ی از نقطه های پاره خط AB با 

OD است.
OA

نسبت 

A B

CD M

M�

O

البته دقت کنید که نقطۀ برخورد خط های AC و BD نیز می تواند مرکز تجانس 
دیگری برای این دو پاره خط باشد.

A B

CD

O�

387  A ( , )′ 0 5 در شکل زیر، نقاط   1
B به ترتی�ب دوران یافتۀ نقاط A و  ( , )′ 3 0 و 

090 در جهت حرکت  B ب�ه مرکز O ب�ا زاویۀ 
عقربه های س�اعت هس�تند. باید معادلۀ خط 

A را به دست آوریم: B′ ′

 
A B

A B
A B

y y
m

x x

A B y x y x y xôi: ( )

′ ′
′ ′

′ ′

− −= = =−
− −

′ ′ − =− − ⇒ =− + ⇒ + =

5 0 5
0 3 3

5 50 3 5 3 5 15
3 3

x

y

A 0 5( , )�

B 3 0( , )�A

B
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مجان�س مرب�ع ABCD به مرکز O نقطۀ تلاق�ی قطرهای آن با  388  3

A است. بنابر فرض سؤال مساحت قسمت رنگی  B C D′ ′ ′ ′ 2 مربع 
3

نس�بت 

. پس A B AB′ ′=2
3

برابر 5 است و 

 

ABCD A B C DS S

AB A B AB AB

AB AB AB

Â«ºn Sµv¤ SeIv¶

( )

′ ′ ′ ′= −

′ ′= − ⇒ = −

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2

25 5
3

55 9 3
9

 

× است. =4 3 12 بنابراین محیط مربع ABCD برابر 
در تجان�س، نس�بت مس�احت تصویر به مس�احت ش�کل اولیه  389  3

A تصویر مثلث  B C′ ′ ′ مس�اوی توان دوم نس�بت تجانس اس�ت. اگر مثل�ث 
ABC تحت این تجانس باشد، آن گاه 

 A B C

ABC

S
k k k k

S
′ ′ ′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±2 2 2100 25 5

144 36 6

 kôi½nIQ oÄ¼~U â½pHkºH  ôi½nIQ Ï¼ö| |= × = × =5 18 15
6

بنابراین 

BA دوران یافتۀ BAC ب�ه مرکز B با زاویۀ  390 C′ ′ در ش�کل زیر،   3
α در خلاف جهت حرکت عقربه های س�اعت اس�ت. چون دوران طولپا است، 
 BAA′ و   BCC′ مثل�ث  دو  پ�س   . BA BA′= و   BC BC′= پ�س 

متساوی الساقین با زاویۀ رأس برابر هستند. بنابراین متشابه اند. 

 AB AABAA BCC CC
BC CC CC

′′ ′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ =
′ ′

12 6 4
8

 

C�

B

A C

A�

�
�

از A خط�ی م�وازی d رس�م  391  3
′BB را در M قطع کند. در این  می کنیم تا 
، پ�س مثلث  BAMˆ = 045 ص�ورت چون 
متساوی الس�اقین  و  قائم الزاوی�ه   AMB
AM )شکل  BM= =2 اس�ت. در نتیجه 
 ABB A′ ′ مقاب�ل را ببینی�د(. چهارضلعی 

ذوزنقه است و ارتفاع آن AM است:

 ABB AS AA BB AM( ) ( )′ ′ ′ ′= + × = + × =1 1 2 6 2 8
2 2

km8 به راست  392 ابتدا نقطۀ A را در راستای خط ساحل رودخانه   2
′A برس�یم. س�پس با توجه به مسئلۀ هرون بازتاب  انتقال می دهیم تا به نقطۀ 
′′A به B وصل  ′′A نامی�ده از  ′A را نس�بت به خط س�احل رودخانه  نقطۀ 
می کنیم تا خط س�احل رودخانه را در M قطع کند. اکنون M را در راس�تای خط 
س�احل، 8km به چپ انتقال می دهیم تا نقطۀ D به دس�ت آید. در این صورت 
ADMB کوتاهترین مسیر ممکن برای این جاده است. طول این مسیر  مسیر 
، پس طول  AD A M A M′ ′′= = AD اس�ت و چ�ون  DM MB+ + برابر 
A اس�ت. پ�س کافی  B DM′′ + A یا  M DM MB′′ + + ای�ن مس�یر برابر 
′′A خط�ی عم�ود ب�ر امتداد BO رس�م  A را به دس�ت آوری�م. از  B′′ اس�ت 

می کنیم تا آن را در H قطع کند. 

A B

CD

O

B�A�

C�D�

0
45

1

2

B

A

1

B�

M

A�
1

3

O

0
45

d

با توجه به شکل،
 A BH A B A H BH A B:′′ ′′ ′′ ′′= + = + = ⇒ =2 2 2 2 212 5 169 13

 . DM A B´µÃ¹Ã¶ oÃv¶ Ï¼ö ′′= + = + =8 13 بنابراین 21

km2

H

M

B

A�

A��
2

3

A

2

2

12

km8

8 D

Oريالودخانهه ساحل

′A می نامیم.  393 y به دست آورده  x= بازتاب نقطۀ A را نسبت به خط   4
y را در M قطع کند. در این صورت مس�یر  x= ′A ب�ه B وص�ل می کنیم تا خ�ط  از 
. بنابراین AM A M′= AMB کوتاهترین مسیر است و چون بازتاب ایزومتری است، 

 AMB AM MB A M MB A BoÃv¶ Ï¼ö ′ ′= + = + =  
 A ( , )′ 2 1 y نقطۀ  x= )A نس�بت به خط  , )1 2 از ط�رف دیگر بازتاب نقطۀ 

. AMB A BoÃv¶ Ï¼ö ( ) ( )′= = − + − =2 22 2 1 4 3 است. در نتیجه 

x

y

y x�
A

B

M

A�
1

4

2

بازتاب F را نسبت به AE و بازتاب C را نسبت به BD به دست  394  3
ABC چندضلعی مطلوب اس�ت. اکنون توجه  DEF′ ′ می آوری�م. چندضلعی

کنید که میزان افزایش مساحت برابر است با

 
AFEF BCDC AFE BCDS S S S

( ) ( sin )

′ ′+ = +

= × × + × × × = + =0

2 2

1 1 63 872 3 4 2 7 9 150 12
2 2 2 2

A

B

C

D
E

F

3

4

7

9

C�

F�
0

150

بای�د  395 پ�س  اس�ت،  ثاب�ت   AB چ�ون   MABM مس�یر  در   2
′A بازتاب نقطۀ A نسبت به خط  MA کمترین باش�د. فرض کنید  MB+
ساحل باشد، پس M نقطۀ هرون برای A و B روی خط ساحل است. در مثلث 

 ، AH′=3 3 AH و چون  AB′= 3
2

، پ�س  B̂= 060 ، چ�ون  ABH′

فیثاغ�ورس،  قضی�ۀ  بناب�ر   ABA′ مثل�ث  در   . AB=6 پ�س 
. اکنون به دست می آید A B AA AB′ ′= + = + =2 2 2 28 6 10

A B

MABM MA MB ABoÃv¶ Ï¼ö ¸ÄoTµ¨

′

= + + = + =10 6 16


X ريالودخانهۀ

Y

M

B
0

60

ريالودخانهۀ

ساحل خط

3 3

4

4
H

A�

H�

A
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′D و بازتاب F نسبت به خط  396 اگر بازتاب D نسبت به خط CE نقطۀ   1
ABF هم محی�ط با چندضلعی CD E′ ′ ′F باش�د، آن گاه چندضلع�ی   BC نقط�ۀ 
BFCF اضافه می شود. DCD ES S′ ′+ ABFCDE است ولی مساحت آن به اندازۀ 

DCD E DCE

BFCF BFC

S S

S S

( ( )( )sin )

( ( )( )sin )

′

′

= = =

= = =

0

0

12 2 3 2 60 3
2
12 2 2 6 150 6
2

+ است. =6 3 9 پس میزان افزایش مساحت برابر 

D�

F�

6

2

2

A

B C

D

E

F

0
150

3
0

60

مطابق ش�کل زیر، نقطۀ A را با برداری به طول 1 )اندازۀ عرض  397  2
 A′ رودخانه( در راس�تای عمود بر راس�تای رودخانه انتقال می دهیم تا به نقطۀ 
′A به B وصل می کنیم تا خط d را در N قطع کند )شکل زیر  برسیم. سپس از 
′d را در M قطع کند.  را ببینید(. از N عمودی بر خط d رس�م می کنیم تا خط 

در این صورت MN پل مورد نظر و مسیر AMNB مسیر مینیمم است:
 AMNB AM MN NBoÃv¶ Ï¼ö= + +

. در نتیجه  AM A N′= AA متوازی الاضلاع است، پس  NM′ چون 
 AMNB A N MN NB A B MNoÃv¶ Ï¼ö ′ ′= + + = +  

A به دست می آوریم BH′ A را در مثلث قائم الزاویۀ  B′ مطابق شکل طول 
 A B A H BH A B′ ′ ′= + = + = ⇒ =2 2 2 2 23 4 25 5  

 . AMNB oÃv¶ Ï¼ö= + =5 1 6 . بنابراین  MN=1 درضمن 

مطابق ش�کل زیر، نقط�ۀ A را به اندازۀ ع�رض رودخانه یعنی 2  398  4
′A به B وصل می کنیم تا  ′A برس�یم. س�پس از  واحد منتقل می کنیم تا به 
 MN قطع کند، آن گاه N خط س�احل رودخانه را که در شکل مشخص شده در
پل مورد نظر و مسیر AMNB کوتاه ترین مسیر ممکن است. با توجه به شکل، 

 MN
AM A N

AMNB AM MN NB

AMNB A N NB A B

oÃv¶ Ï¼ö

oÃv¶ Ï¼ö
=
′=

= + +

′ ′→ = + + = +2 2 2
 

A را به دست آورد: B′ A می توان طول  HB′ اکنون در مثلث قائم الزاویۀ 

 A B A H BH′ ′= + = + =2 2 2 25 5 5 2  
5+ است. 2 2 بنابراین طول مسیر مینیمم مساوی 

A�

ساحل خط

A

B

N

H

M

ريالودخانهه

′A و بازتاب B را نس�بت  399 بازتاب A را نس�بت به محور y نقطۀ   4
′B وصل می کنیم تا محورهای y و  ′A به  ′B می نامیم. از  به محور x نقطۀ 
x را به ترتیب در نقاط M و N قطع کند. در این صورت مسیر AMNB مسیر 

و   AM A M′= پ�س  اس�ت،  ایزومت�ری  بازت�اب  چ�ون  اس�ت.  مینیم�م 
A اس�ت و  B′ ′ . پس طول مس�یر AMNB برابر طول پاره خط  BN B N′=

A است. پس  B P′ ′ A وتر مثلث قائم الزاویۀ  B′ ′

 
A P
B P

A B A P B P A B

A B

′ =
′ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= + → = + =

′ ′=

72 2 2 2 2 2
5 7 5 74

74

A

B

y

x

A�

M

N

B�
P

AB انتق�ال می دهیم. فرض  400


C را تح�ت بردار  O R( , ) دای�رۀ   4
′C دایرۀ C را در  C باش�د و دایرۀ  O R( , )′ ′ کنید انتقال یافتۀ این دایره، دایرۀ
نقطۀ M قطع کند. از M خطی موازی AB رسم می کنیم تا دایرۀ C را در نقطۀ 
AB اس�ت. چون 



N قط�ع کند. در این صورت M انتقال یافتۀ N تحت بردار 
MN و  AB= انتق�ال تبدیلی طولپا اس�ت و ش�یب خط را حف�ظ می کند، پس 
. بنابرای�ن برای پیدا کردن وتر مورد نظر از تبدیل انتقال اس�تفاده  MN AB

، چنین وتری وجود ندارد. AB R>2 می کنیم. مسلماً اگر 

اگر بردار انتق�ال موازی با خط  401  3
م�ورد نظر باش�د، آن گاه تصویر خط تحت این 
انتقال بر خودش منطبق است. توجه کنید که 
ب�ردار انتقال بردار صفر هم می تواند باش�د که 

در گزینه ها نیست.
و  402 بناب�ر اطلاع�ات داده ش�ده   4

ویژگی ه�ای بازت�اب نتیج�ه می گیری�م مثلث 
′A قائم الزاوی�ه اس�ت.  AA در رأس  A′ ′′
اکن�ون بنابر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در این مثلث 

 . AA′′= + =2 26 8 10 به دست می آید 

می دانیم O روی نیمس�از زاویۀ  403  3

. چ�ون مجموع  HOHˆ ′= 0120 A اس�ت و 
 0360 ′AHOH برابر  زاویه های چهارضلعی 
بنابرای�ن   . HAHˆ ′= 060 پ�س  اس�ت، 
. اکن�ون در مثل�ث قائم الزاویه  OAHˆ = 030
، پس ضلع مقابل  OAHˆ = 030 OAH چون 

به این زاویه نصف وتر است. بنابراین 

 OH OA OA OH= ⇒ = =1 2 12
2

 

d

A�

A��

A

4

3

4

3

4

d�

H� H

O

A
0

120

0
30

6

d�

d
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′A بازتاب A نسبت به خط CD باشد  404 بنابر مسئلۀ هرون، اگر   1
 AMB قطع کند، آن گاه مس�یر M را در DC وص�ل کنی�م ت�ا B ب�ه A′ و از 

060 است. پس A1 برابر  مینیمم است. در مثلث قائم الزاویۀ ADH زاویۀ 

 DH AD= = × =3 3 2 3 3
2 2

 

 ) AA′ درضمن MH با AB موازی اس�ت. پس بنابر قضیۀ میان خط )H وس�ط 
طول MH نصف AB و برابر 4 است. پس

 MD MH DH MC= − = − = ⇒ = − =4 3 1 8 1 7  

 . DM
MC

=1
7

بنابراین 

1

H M

D

BA

A�

8

C

2 3

α باشد. در  405 فرض کنید R تبدیل دوران حول نقطۀ O به اندازۀ   2
 nα  یعنی نقطۀ A را حول O به اندازۀ 

n

R R R A
¾LUo¶ 

( ( ( ) )) 



این ص�ورت 

، پس 
n

R R R A A
¾LUo¶ 

( ( ( ) ))= 



=α و چون  060 دوران دهیم. در اینجا 

n n× = ⇒ =0 060 360 6
B2 قرینۀ B نسبت به محور  406 B1 قرینۀ B نسبت به محور x و    2

AB2 با  AB1 ب�ا محور x نقطۀ M و مح�ل برخورد  y اس�ت. مح�ل برخورد 
MA و  MB AB  + = 1 مح�ور y نقط�ۀ N اس�ت. اکن�ون توج�ه کنی�د ک�ه 

، پس B ( , )−2 3 2  ، B ( , )−1 3 2  ، A( , )1 3 . چون  NA NB AB+ = 2

 
ABMA MB

NA NB AB
( ) ( )

( ) ( )

− + − −+ = = =
+ + + −

2 2
1

2 22

3 1 2 3 29
171 3 3 2

x

y

A

B

M

B
1

N

B
2

407  B′  ،AC را نسبت به B با توجه به شکل زیر، اگر بازتاب نقطۀ  3
′ABCB اضافه  بنامی�م، آن گاه به مس�احت زمین اولیه مس�احت چهارضلعی 
خواهد شد، بدون آنکه محیط زمین تغییر کند. با توجه به داده های شکل، مثلث 
AC است. بنابراین ( )= − + =11 3 4 4 ABC متساوی الاضلاع به طول ضلع 

AB C SkÄk] ¸Ã¶p SeIv¶  » 11 Ì°òH ¾M®ÃõTv¶  SeIv¶

kÄk] ¸Ã¶p SeIv¶

( )

( )( ) ( )

′= +

= + = + =2

4 3

34 3 11 4 44 3 4 3 48 3
4

0
120

0
120

4 3

11

B

B�

CA3 4

408  B′ مانند مس�ئلۀ اح�داث پُل عم�ل می کنیم با این تف�اوت که   2
انتقال یافتۀ نقطۀ B با برداری عمود بر راستای ساحل رودخانه ها و به طولی برابر 
 AMNPQB مجموع عرض رودخانه ها اس�ت. مطابق شکل، مسیر مورد نظر
AH بنابر قضیۀ  B′ ′ AB است. در مثلث قائم الزاویۀ  BB′ ′+ است که برابر 
. اکن�ون ط�ول  AB AH H B′ ′ ′ ′= + = + =2 2 2 212 9 15 فیثاغ�ورس 

. AB BB′ ′+ = + =15 5 20 مسیر به دست می آید 

B

A

9

3

1

4

2

H

2
B�
2 3 5� �

H� 9

M

N

P

Q

همچنی�ن  409  . ECDˆ = 060 و   CE CD= ک�ه  کنی�د  توج�ه   2

 B 060 و . پس D دوران یافتۀ E حول C با زاویۀ  ACBˆ = 060 CA و  CB=

060 است. در نتیجه DB دوران یافتۀ EA تحت  دوران یافتۀ A حول C با زاویۀ 
 EA دوران یافتۀ نقطه ای روی ، DB ای�ن دوران اس�ت. بنابراین هر نقط�ه روی
اس�ت. چون دوران ایزومتری اس�ت، پ�س N دوران یافتۀ M اس�ت. در نتیجه 

. پس مثلث CMN متساوی الاضلاع است. CM CN= ˆMCN و  = 060
A

B C

D

E

N

M

 
از فرض تست و تعریف تبدیل تجانس نتیجه می شود 410  2

 O

AN ON OA ON

N A q¨o¶ ¾M uºI\U SdU

3SLvºIM

= ⇒ =

→

2 3
 

O

O

BM OM OB OM

M B

CE OE OC OE

E C

 q¨o¶ ¾M uºI\U SdU

3 SLvº IM

 q¨o¶ ¾M uºI\U SdU

3 SLvº IM

= ⇒ =

→

= ⇒ =

→

2 3

2 3

پس مثلث ABC مجانس مثلث NME به مرکز O با نسبت 3 است. بنابراین 

، پس  ABC

NME

S
S

= =23 9 ای�ن دو مثل�ث ب�ا نس�بت 3 متش�ابه اند، در نتیج�ه 

. NME

ABC

S
S

=1
9

A

B C

M E

N

O

t2

t
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411  ،ABC بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویۀ  3

 
AB BH BC BH BH

BH BH BH BH BH

( ) ( )

( )( )

= × ⇒ = +

+ − = ⇒ + − = ⇒ =

2 2

2

8 5 4

4 320 0 20 16 0 16

AH BH CH AH= × = × = ⇒ =2 16 4 64 8 اکنون توجه کنید که  
از ش�کل زیر اس�تفاده می کنیم. ب�دون اینکه کلیت راه ح�ل تغییر کند  412  4

. در مثلث ABC ، بنابر  AC= 5 . در این صورت  AB=2 می توانیم فرض کنیم 
 BC AB AC= + = + =2 2 4 5 3 قضیۀ فیثاغورس، 
. پس  BH= ×4 3 ، یعنی  AB BH BC= ×2  ، ABC بنابر روابط طولی در مثلث

 . BCBM= =3
2 2

BH=4. از طرف دیگر چون AM میانۀ وارد بر وتر BC است، 
3

. اکنون می توان نوشت  MH BM BH= − = − =3 4 1
2 3 6

در نتیجه 

 ABC

AMH

S BC
S MH

= = =3 18
1
6

 

A

B C
H M

2 5

 
در ه�ر مثل�ث قائم الزاویه طول میانۀ وارد ب�ر وتر نصف طول وتر  413  3

 ،AMH بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث . CM=3 BC=6 و  اس�ت. پس 
. بنابر رواب�ط طولی در  CH=4 . پ�س  MH AM AH= − = − =2 2 2 9 8 1

مثلث قائم الزاویه،
 AC CH BC AC= × = × ⇒ =2 4 6 2 6  

AB=2 ضلع کوچک تر مثلث است. 3  توجه کنید 

 

A

B CMH

2 2 3

 
اگر R شعاع دایرۀ محیطی مثلث ABC باشد، آن گاه بنابر قضیۀ  414  4

سینوس ها، 

 AC R R R
B̂sin sin
= ⇒ = ⇒ =

0
2 32 2 2 3

30
 

 . RÂõÃd¶ ½oÄHj SeIv¶=π = π2 12 بنابراین 
شکل به صورت زیر است. بنابر قضیۀ سینوس ها، 415  1

a b a b a b
sin sin

= ⇒ = ⇒ =
0 0

3
1360 30
22

از طرف دیگر مثلث قائم الزاویه است. پس

 
a b b b b b b

a

( )+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

=

2 2 2 2 2 2 2 9 33 3 9 4 9
4 2

3 3
2

 . ab= × =3 3 3 9 3
2 2 4

بنابراین 

a
b

B A

0
60

3
0

30

′R ب�ه ترتیب ش�عاع های دایره های محیطی  416 ف�رض کنید R و   4

مثلث های APC و BPC باشند، در این صورت بنابر قضیۀ سینوس ها، 

 

PC PCAPC R R
A

R R R R
PC PCBPC R R

B

:
ˆsin sin

:
ˆsin sin

= ⇒ =  ′ ′⇒ = ⇒ =
′ ′= ⇒ =


0

0

2 2
60 2 2

2 2
60




  

پس تفاضل شعاع دایره های محیطی دو مثلث همواره صفر است. 
A

P

B C

0
60

0
60

فرض کنید R ش�عاع دایرۀ محیطی مثلث ABC باش�د، در این  417  3
صورت بنابر قضیۀ سینوس ها،

 
a b c R

BA C
a b cA      B     C
R R R

ˆ ˆ ˆsinsin sin

ˆ ˆˆsin , sin , sin

= = =

= = =

2

2 2 2

  

اکنون از فرض سؤال نتیجه می گیریم

 

a A b B c C a b c

a b ca b c a b c
R R R

a b c a b c R
R

ˆ ˆˆsin sin sin

( ) ( ) ( ) ( )

( )

+ + = + +

+ + = + +

+ + = + + ⇒ =

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2
2 2 2

12
2 4

 

 . RÂõÃd¶ ½oÄHj SeIv¶á

π=π =2
16

بنابراین 

بنابر قضیۀ سینوس ها،  418  1

 c b C c
bB BC

ˆsin
ˆ ˆ ˆsin sinsin
= ⇒ =

اکنون از فرض نتیجه می گیریم

 

C cc b c b
bB

b b b
b

ˆsin( ) ( )
ˆsin

= − ⇒ = − ×

− = ⇒ − − =

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 0

 . b + + += = = +2 4 8 2 2 3 1 3
2 2

بنابراین 

شکل سؤال به صورت زیر است. بنابر قضیۀ سینوس ها، 419  4

 

C  D  AB AC AB AC ABABC
BC

AB AB

ˆ ˆ

:
ˆ ˆsinsin sin

π= =
= → = ⇒ =

π

= ⇒ =

6

2

4
1 1 1

6 5 2 5
10 100



A

B C

D

O
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چون مثلث ABC متساوی الساقین و مثلث ADC متساوی الاضلاع  420  2
. پس مثلث ABD متساوی الساقین با زاویۀ  AB AC AD DC= = = است، پس 
، یعنی  M̂ = 0

1 75 ، در نتیجه  ABD ADBˆ ˆ= = 075 030 اس�ت. بنابراین  رأس 
BM )شکل زیر را ببینید(. اکنون از قضیۀ سینوس ها نتیجه می شود BD=

 

MC AM AMAMC AM

BM AM BMABM BM

:
sin sin

:
sin sin

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

0 0

0 0

4 3 4 2
3 260 45
2 2

4 2 4
1 230 45
2 2





 

 . BD=4 بنابراین 

بنابر فرض تست، 421  3
a b c a b c ab a b c ab

a ab b c ab

( )( ) ( )+ + + − = ⇒ + − =

+ + − =

2 2

2 2 2

3 3

2 3
. از طرف دیگر، بنابر قضیۀ کسینوس ها، c a b ab     (1)= + −2 2 2 یعنی 

c a b ab C     (2)
ˆcos= + −2 2 2 2

 . Ĉ= 060 ، پس  Ĉcos =1
2

با مقایسۀ برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

از قضیۀ کسینوس ها استفاده می کنیم: 422  2
a b c bc Âcos= + −2 2 2 2

. اکنون می توان  bc=40 .بنابراین  bc= + − × 325 25 40 3 2
2

در نتیج�ه 

 . S bc Âsin= = × × =1 1 140 10
2 2 2

نوشت 

مثلث BCD متساوی الساقین است، زیرا 423  2
B  D B C     

ˆˆ ˆ ˆ,= − = = − − =0 0 0 0 0
2 1 2180 30 150 180 15

. برای محاس�بۀ فاصلۀ کش�تی C از محل انتشار  DB BC km#= =1 بنابراین 
،BCD بنابر به قضیۀ کسینوس ها در مثلث ، DC نور، یعنی طول پاره خط

DC DB BC DB BC B̂cos ( )( )cos

( )

= + − × × = + −

= − − = +

2 2 2 2 2 0
22 1 1 2 1 1 150

32 2 2 3
2

. DC= +2 3 در نتیجه 

 
0

30

0
15

C
B

D

A

1

2

km1

، پاره خ�ط AD میانه اس�ت. پ�س بنابر قضیۀ  424 ABE در مثل�ث   2

، پاره خط  ADC . همچنین در مثلث  BEAD AB AE+ = +
22 2 22

2
میانه ها، 

. با جمع کردن این دو  DCAE AD AC+ = +
22 2 22

2
AE میانه اس�ت، پس 

. چ�ون مثلث  AD AE AB AC+ + = +2 2 2 24 تس�اوی نتیج�ه می گیری�م 
. AD AE+ =2 2 5 ، پس  AB AC BC+ = =2 2 2 9 قائم الزاویه است، 

 

A

B C
D E1 1 1

قطره�ای متوازی الاض�لاع منص�ف یکدیگرند. ب�ه کمک قضیۀ  425  1
کسینوس ها طول اضلاع این متوازی الاضلاع را به دست می آوریم: 

 

OAB AB OA OB OA OB

AB AB AB

OBC BC OB OC OB OC

BC BC BC

: cos

: cos

= + − ×

−= + − × × × ⇒ = + + = ⇒ =

= + − ×

= + − × × × ⇒ = + − = ⇒ =

2 2 2 0

2 2

2 2 2 0

2 2

2 120

116 25 2 4 5 16 25 20 61 61
2

2 60

125 16 2 5 4 25 16 20 21 21
2





 . AB
BC

= =61 61
2121

بنابراین 

0
120

0
60

O

5

45

4

A B

CD

در چهارضلع�ی محاطی، زاویه های  426  2

. بنابراین  A Cˆ ˆ+ = 0180 مقاب�ل مکمل اند، پ�س 
، اکن�ون در مثلث BDC با  A Cˆ ˆcos cos=−
Ĉcos را  اس�تفاده از قضی�ۀ کس�ینوس ها مقدار 

پیدا می کنیم 

 
BD BC DC BC DC C

C C

ˆcos

ˆ ˆ( )( )cos cos

= + − ×

= + − ⇒ =−

2 2 2

2 2 2

2

17 5 4 2 4 5
5

  

، بنابراین  Âcos =1
5

در نتیجه 

 

ABD BD AD AB AD AB A

AD AD AD AD

AD AD

ˆ: cos= + − ×

= + − × × ⇒ − − =

− − =

2 2 2

2 2 2 2

2

2

1 127 6 2 6 13 0
5 5

5 12 65 0



  

پس

 
AD

( )± +± + ×= =

± + ×= = =

12 4 36 32512 144 20 65
10 10

12 2 361 12 19 2 5
10 10

  

+ است. + + =5 5 4 6 20 بنابراین محیط چهارضلعی ABCD برابر 

427  060 در مثلث ABD زاویۀ B برابر   2
و ضلع AB برابر 8 اس�ت. پس با استفاده از قضیۀ 

کسینوس ها می توانیم طول BD را پیدا کنیم: 

 

AD AB BD AB BD

BD BD

BD BD BD BD BD BD IÄ 

cos

( )

( )( )

= + − ×

= + − ×

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2 2 0

2

2

2 60

149 64 2 8
2

8 15 0 3 5 0 3 5
 . CD= − =8 3 5 BD=3 قاب�ل قبول اس�ت و  ، پ�س  CD BD> چ�ون 
. پس مثلث DEC متساوی الاضلاع  Ĉ= 060 CE=5 و   ، CD=5 بنابراین 

. AEDˆ = 0120 ، پس  Ê =1 60 است. در نتیجه 

A

B

C

D
7

4

5

6

A

B CD

57

E
8

1

2
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بنابر قضیۀ میانه ها رابطۀ زیر برقرار است:  428  3

  
a b c

a b c

m m m a b c

m m m

( )

( ) /

+ + = + +

+ + = + + = × =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

3
4
3 316 25 49 90 67 5
4 4

 

از A ب�ه M وصل می کنیم. در این  429  1
 AC روب�ه رو ب�ه قطر M ص�ورت زاوی�ۀ محاط�ی
. بنابراین AM ارتفاع و در  M̂= 090 اس�ت، پس 
نتیجه میانۀ مثلث متساوی الساقین ABC است. 

بنابر رابطه های طولی در دایره، 

  BCBN BA BM BC BC BC BC× = × ⇒ × = × ⇒ = ⇒ =22 9 36 6
2

اکنون از قضیۀ میانه ها در مثلث ABC نتیجه می گیریم

  
ACAB BC OB OB

OB OB OB

+ = + ⇒ + = +

×− = ⇒ = = ⇒ =

2 22 2 2 2 2 2

2 2

92 9 6 2
2 2

81 153 9 17 3117 2 17
2 4 4 2

   

بنابر رابطه های طولی در دایره،  430  1

  
AD DM BD DC

AD BD DC ( )

× = ×

= ×2 1
   

 ،ABC از طرف دیگر بنابر قضیۀ استوارت در مثلث

 

BC

AB DC AC BD AD BC BD DC BC

DC BD AD BC AD BC

BC AD BC AD BC AD ADýme

( )× + × = × + × × →

+ = × + ×

= × + × → + − =

12 2 2

2

2 2

3 3 2

3 2 2 3 0

 . AD − ± + − += = =2 4 12 2 4 1
2 2

بنابراین 

، پس  431 BC=5 AB و  AC BC+ + =15 بناب�ر فرض س�ؤال،   2
. اکنون از قضیۀ نیمسازها نتیجه می شود AB AC+ =10

  

BD AB AB
DC AC AC

AB AC AB AC
AC AC

AC  AB
AC

 nj KÃ¨oU

Rn¼Å

,

= ⇒ = →

+ + += =

= ⇒ = =

2
3

2 3 5
3 3

5 10 6 4
3

. AC=6 بنابراین طول بزرگ ترین ضلع این مثلث برابر است با 
با استفاده از قضیۀ نیمساز ها، 432  2

 

AD ABBD
DC BC

AD AB AD AB
AD DC AB BC AC AB BC

AB ACAD
AB BC

nj KÃ¨oU

Zoh¶

pIvµÃº

( )

⇒ = →

= ⇒ =
+ + +

×=
+

1

AC و  AB=3
2

، در نتیج�ه  AB AC BC= =2 1
3 2

ب�ا توج�ه ب�ه ف�رض 

. در نتیجه بنابر برابری )1(،  BC AB=2

 
AB AB AB

AD AB
AB AB AB

×
= = =

+

23 3
12 2

2 3 2
  

A

B CM

N
O

D

A

B C

فرض می کنیم BD نیمساز زاویۀ B باشد، بنابر قضیۀ نیمسازها، 433  2

 AD AB AD
DC BC DC

= ⇒ =7
8

  

پس DC قطعۀ بزرگ تر است و باید DC را به دست آوریم. با ترکیب در صورت  
تناسب به دست آمده می نویسیم: 

 ACAD DC DC
DC DC

=+ += → = ⇒ =57 8 5 15 8
8 8 3

  

D

A

B C

7

8

5

آن گاه  434 باش�د،   A داخل�ی  زاوی�ۀ  نیمس�از   ad اگ�ر  می دانی�م   4

. در ضمن بنابر فرض،  a
bc Ad

b c
ˆ

cos=
+

2
2

  
a a

b c b c
d b c d bc bcbc A

b c
A A A

ˆ
cos

ˆ ˆ ˆcos

+ += + ⇒ = ⇒ =

+

= ⇒ = ⇒ =0 0

3 1 1 3 3
2

2
3 30 60

2 2 2

   

15 از ضرب 3 در عددهای فیثاغورسی  435 12 و   ،9 چون عددهای   2
5 به دس�ت می آین�د، پ�س عدده�ای فیثاغورس�ی هس�تند و مثل�ث  4 و   ، 3

M از دو ضلع  ). از ط�رف دیگر، چ�ون  )= +2 2 215 12 9 قائم الزاوی�ه اس�ت 
B قرار دارد.  M روی نیمس�از زاویۀ  BC به یک فاصله اس�ت، پس  AB و 

. در نتیجه  x
x
=

−
12

9 15
، یعن�ی  MA AB

MC BC
= اکن�ون بنابر قضی�ۀ نیمس�ازها، 

 . x=4

M

A

B C
H

15

12

x9 �

x

x

436  . AC# =20 و  AB=12 پ�س   ، AB AC= =5 3 60 چ�ون   2
BD AB
DC AC

( )= 1 AD نیمساز است، بنابر قضیۀ نیمسازها،  چون 

AB موازی است، بنابر قضیۀ تالس، DE با  از طرف دیگر چون 
BD AE
DC EC

( )= 2  

یعن�ی   ، AB AE
AC EC

= می گیری�م  نتیج�ه   )2( و   )1( برابری ه�ای  مقایس�ۀ  ب�ا 

 ، AE EC
EC
+ +=3 5

5
. ب�ا ترکیب در صورت می توان نوش�ت  AE

EC
= =12 3
20 5

. EC /=12 5 ، در نتیجه 
EC

=20 8
5

، یعنی  AC
EC

=8
5

پس 

C

E

A

D
B
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A اس�ت، پ�س بناب�ر قضیۀ نیمس�ازها،  437 AD نیمس�از زاوی�ۀ    2

CE نیمساز زاویۀ  . به همین صورت  AB AC=4
5

. پس  AB BD
AC DC

= =4
5

 . BC AC=3
2

. پس  AC AE
BC EB

= =2
3

C اس�ت، پس بنابر قضیۀ نیمسازها، 

محیط مثلث برابر 66 است، بنابراین

AB AC BC AC AC AC+ + = ⇒ + + =4 366 66
5 2

 

 . AB AC= = × =4 4 20 16
5 5

. اکنون می توان نوشت  AC=20 در نتیجه 

E

D

A

BC

پ�س  438 اس�ت،  قائم الزاوی�ه  مثل�ث  چ�ون  اول  راه ح��ل   2

′BD نیمس�از اس�ت، بنابرای�ن   ، ABC . در مثل�ث  BC= + =2 23 4 5

. اکن�ون بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثلث  AC ABAD
AB BC

× ×′= = =
+ +

3 4 4
4 5 3
، ABD′

BD AB AD ( )′ ′= + = + =2 2 2 24 4 104
3 3

 
A

B

C

D
O

4

D

3

. بنابراین a b cP + += =6
2

، پس  c=4 b=3 و   ، a=5 راه حل دوم چون 

 bd acP P b
a c

( )= − = × × × = × × × =
+
2 2 2 4 105 4 6 3 4 9 2 5

9 9 3
 

ADC دو زاویۀ مس�اوی دارند )زاویه های  439 ABE و  دو مثل�ث   4

 ،) ABAE DAC
ˆˆ ˆ= =
2

E و C هر دو محاطی روبه رو به کمان AB هس�تند و 

پس متشابه اند. بنابراین اضلاع متناظر آن ها متناسب اند:
AB AE AB AC AD AE
AD AC

= ⇒ × = ×

AD را قرار  DE+ AE مقدار مس�اوی آن، یعنی  اگر در این تس�اوی به جای 
دهیم، به دست می آید

AB AC AD AD DE AD AD DE( )× = + = + ×2

پ�س  ، AD DE BD DC× = × دای�ره  در  طول�ی  رواب�ط  بناب�ر 
. بنابراین گزینه های )1(، )2( و )3( درست  AD AB AC BD DC= × − ×2

هستند و گزینۀ )۴( بنابر روابط طولی در دایره نادرست است.

 

A

B CD

E

راه حل اول از شکل  440  1
روب�ه رو اس�تفاده می کنی�م. بناب�ر 

قضیۀ فیثاغورس،

 BC AB AC= + = + =2 2 2 26 12 6 5
از طرف دیگر با استفاده از قضیۀ نیمسازها، 

BC ABBD
AB AC

× ×= = =
+

6 5 6 2 5
18

ب�ا  اکن�ون   . DC= − =6 5 2 5 4 5 ، پ�س  DC BC BD= − چ�ون 
استفاده از فرمول محاسبۀ طول نیمساز می توان نوشت

 AD AB AC BD DC= × − × = × − × =2 6 12 2 5 4 5 32
 . AD=4 2 یعنی 

. a b cP + += = +9 3 5
2

، پس  c=6 و b=12 ، a=6 5 راه حل دوم چون 
بنابراین 

 
ad bcP P a

b c
( ) ( )( )

( )

= − = × + −
+

= × × × − × = × × × =2

2 2 12 6 9 3 5 9 3 5
18

1 12 6 6 9 9 5 2 6 6 36 4 2
9 9

 

می دانیم در هر مثلث نسبت طول دو ارتفاع برابر با عکس نسبت  441  2
طول قاعده هایی است که این ارتفاع ها بر آن ها وارد می شوند. در نتیجه 

a b c

b c a

h h h b c a
h h h a b c

+ + = + + = + + =4 6 3 10
3 4 6 3

پ�س 442  ، A B Cˆ ˆˆ+ =5 و   A B Cˆ ˆˆ+ + = 0180 چ�ون   1
. اکن�ون می ت�وان  Ĉ= 030 ، بنابرای�ن  Ĉ= 06 180 ، یعن�ی  C Cˆ ˆ+ = 05 180

مساحت مثلث را به صورت زیر به دست آورد:

 S BC AC sin= × × = × × × =01 1 130 4 6 6
2 2 2

راه حل اول مساحت مثلث  443  2
ABC را با S نشان می دهیم. مساحت را 

به دو روش به دست می آوریم:

 S AC BC AC BCsin ( )= × × = ×01 245 1
2 4

′DH را بر AB رسم کنیم، آن گاه  همچنین اگر عمود 

 ACD ABDS S S DH AC DH AB′= + = × + ×1 1
2 2

، در نتیجه DH DH′= چون D روی نیمساز زاویۀ Aَ است، پس 

 S DH AB AC( ) ( )= +1 2
2

با مقایسۀ برابری های )1( و )2( می توان نوشت 

AC BC DH AB AC( )× = +2 1
4 2

 . AC BC
DH AB AC( )

× =
+

2 بنابراین 

. همچنین  BC ACDC
AC AB

×=
+

راه حل دوم بنابر قضیۀ نیمسازها 

DHC
DC

ˆsin sin= = =0 245
2

 
BC AC

DH AC AB( )
× =
+

2 . پس   DC
DH

= 2 یعنی 

A

B C
D

12
6

A

BC
D

H H�
0

45
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444  BCD و ABD به کمک دس�تور هرون مساحت های مثلث های  1

، پس P + += =4 8 6 9
2

را به دست می آوریم. در مثلث ABD چون 

 ABDS ( )( )( )= − − − = × × × =9 9 4 9 8 9 6 9 5 1 3 3 15  

، پس P + += =3 7 6 8
2

در مثلث BCD چون 

 BCDS ( )( )( )= − − − = × × × =8 8 3 8 7 8 6 8 5 1 2 4 5  

3− است. 15 4 5 پس مساحت چهارضلعی مقعر ABCD مساوی 

A

B

C

D

3
4

7

8

6

. پس 445 Sr
P

= a و 
Sr

P a
=

−
 ، b

Sr
P b

=
−

 ، c
Sr

P c
=

−
چون   2

a b c
S S S S Sr r r r
P P a P b P c P P a P b P c( )( )( )

= × × × =
− − − − − −

4

 . S P P a P b P c( )( )( )= − − −2 بنابر دستور هرون، 

. a b c
Sr r r r S
S

= =
4 2
2

در نتیجه 

با استفاده از قضیۀ هرون مساحت مثلث را به دست می آوریم: 446  1

  
P

S P P a P b P c

S

( )( )( )

( )( )( )
+ += =

= − − −

→ = − − −

= × × × =

7 4 5 8
2 8 8 5 8 4 8 7

8 3 4 1 4 6

 ،h در ه�ر مثلث، بزرگ ترین ارتفاع بر کوچک ترین ضلع وارد می ش�ود، پس اگر

طول بزرگ ترین ارتفاع این مثلث باشد، آن گاه

  aS a h h h== × → = × ⇒ =41 14 6 4 2 6
2 2

بنابر قضیۀ استوارت،  447  4

 

AB DC AC BD AD BC DB DC BC

AD

AD AD AD

× + × = × + × ×

× + × = + × ×

+ = + ⇒ = ⇒ =

2 2 2

2

2 2

16 6 36 2 8 2 6 8

96 72 8 96 9 3

  

اکنون با استفاده از قضیۀ هرون مساحت مثلث ABD را پیدا می کنیم:

   ABD

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += =

= − − − = − − −

= × × × =

4 3 2 9
2 2

9 9 9 94 3 2
2 2 2 2

9 1 3 5 3 15
2 2 2 2 4

مثل�ث AMN مثل�ث متس�اوی الاضلاع به ضلع 2 اس�ت، پس  448  4

. بنابراین Â= 060

 

MNCB ABC AMNS S S

AB AC AM ANsin sin

( )( )( ) ( )( )( )

= −

= × − ×

= − = − =

0 01 160 60
2 2
1 3 1 310 8 2 2 20 3 3 19 3
2 2 2 2

8

2

A

B
C

6

NM
2

2

ابت�دا ب�ا اس�تفاده از روابط طول�ی در دایره ط�ول BD و DC را  449  2
به دست می آوریم:

 BD BM BA BD

CD CN CA CD

= × = × = ⇒ =

= × = × = ⇒ =

2

2

1 4 4 2

2 8 16 4
. اکنون به کمک قضیۀ هرون مساحت ABC را پیدا می کنیم:  BC=6 پس 

 ABC

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += =

= − − − = − − −

= × × × =

4 8 6 9
2

9 9 4 9 8 9 6

9 5 1 3 3 15

NM

D

6
3

1
2

A

B C

450  Sr
P

= ش�عاع دای�رۀ محاط�ی داخل�ی مثل�ث BCD از رابط�ۀ   2

به دس�ت می آی�د. برای محاس�بۀ مس�احت مثل�ث BCD ، قطر BD را رس�م 
می کنیم. در مثلث قائم الزاویۀ ABD بنابر قضیۀ فیثاغورس.

  BD AB AD BD= + = + = ⇒ =2 2 2 2 260 80 10000 100
به کمک قضیۀ هرون مساحت مثلث BCD را به دست می آوریم:

  
BCD

P

S P P a P b P c( )( )( )

( )( )( )

+ += =

= − − −

= − − −

= × × × = × × ×

= × × =

90 50 100 120
2

120120 90 120 50 120 100

120 30 70 20 100 12 3 7 2

100 6 6 14 600 14

 . Sr
P

= = =600 14 5 14
120

بنابراین 

m60

m80

m90

C

B

A

D

m50
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451  
a b A a

bB BA

ˆsin
ˆ ˆ ˆsin sinsin
= ⇒ = بنابر قضیۀ سینوس ها،   3

بنابر فرض سؤال،

 
A a ba b a b

b bB

b b b  b

ˆsin( ) ( )
ˆsin

,

−= − ⇒ = − × ⇒ =

− − = ⇒ =− =

22 2

2

2 32 3 2 3 1

32 3 0 1
2

. b=3
2

 b=−1 قابل قبول نیست، پس 

ف�رض می کنیم R ش�عاع رب�ع دایره باش�د. بنابر فرض س�ؤال،  452  1
داده های روی شکل را خواهیم داشت. پس در مثلث OAD پاره خط AC میانه 

است. در نتیجه، بنابر قضیۀ میانه ها،

 
RODOA AD AC R

R R R R

( )
( )+ = + ⇒ + = +

+ = + ⇒ = ⇒ =

222 2 2 2 2

2 2 2

22 49 2 2 3
2 2

49 24 2 25 5

 . R
½oÄHj ÍMn SeIv¶

( )ππ= = = π
22 5 25

4 4 4
بنابراین 

A

B

D

O

C

R

R

R

R
7

2 3

بنابر قضیۀ سینوس ها، 453  4

 

a b c a b c
BA C A C

a c a cb A C
b bA C

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsinsin sin sin sinsin

ˆ ˆsin , sin
ˆ ˆsin sin

= = ⇒ = =

= = ⇒ = =

030

2
2 2

اکنون بنابر فرض،

 
A C a c

a c a ca c a c b
b b b

ˆ ˆsin sin+ = +

++ = + ⇒ = + ⇒ =1
2 2 2 2

  

2  ابتدا قطر BD را رسم می کنیم. بنابر قضیۀ کسینوس ها، 454

 

ABD BD AB AD AB AD

BD BD

BCD BD BC DC BC DC

: cos

( )( )( )

: cos

( )( )cos cos

= + − ×

= + − − = + + = ⇒ =

= + − × α

= + − α⇒ α=

2 2 2 0

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 120

13 5 2 5 3 9 25 15 49 7
2

2

17 4 6 2 4 6
16




  

C

D

A B

4

5

6

3

0
120

�

با استفاده از قضیۀ استوارت در مثلث ABC می نویسیم: 455  4
 AB DC AC BD AD BC BD DC BC× + × = × + × ×2 2 2   

. پس  CD x=2 ، نتیجه می گیریم  BD x= با فرض 

 x x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( )( )( )+ = +

+ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 2 2

3 3 2

5 2 8 4 3 2 3

50 64 48 6 6 66 11 11
  

 . ADC W±X¶ ôÃd¶( ) = + + = +8 4 2 11 12 2 11 بنابراین 

با توجه به ش�کل زیر، زاویۀ A زاویۀ بزرگ تر مثلث ABC است  456  2
Â است. با استفاده از قضیۀ نیمساز می نویسیم و AD نیمساز 

 
BD AB BD BD
DC AC BD DC

BD

Zoh¶ nj KÃ¨oU

= = → = ⇒ =
+ +

=

7 7 7
8 7 8 12 15

28
5

. پس BM=6 در ضمن اگر M وسط BC باشد، آن گاه 

 DM BM BD /= − = − = = =28 2 46 0 4
5 5 10

  

D

A

B C

87

M

12

ابتدا با اس�تفاده از قضیۀ هرون مساحت مثلث BDC را به دست  457  2
می آوریم:

 BDC

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += = =

= − − − = − − −

= × × × = × × = × =

14 13 15 42 21
2 2

2121 14 21 13 21 15

21 7 8 6 21 21 16 21 4 84
از طرف دیگر دو مثلث BDC و ABC در ارتفاع نظیر رأس C مشترک هستند. پس

 BDC
ABC

ABC ABC

S BD S
S AB S

×= ⇒ = ⇒ = = × =84 14 84 19 6 19 114
19 14

  

458  . AC AD= =41 پ�س  اس�ت،   DC روی عمودمنص�ف   A  3
اکنون مساحت مثلث ADC را به کمک قضیۀ هرون به دست می آوریم: 

 ADC

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += =

= − − − = − − −

= × × × = × × × = × × × =

41 41 18 50
2

50 50 41 50 41 50 18

50 9 9 32 9 25 2 16 2 9 5 2 4 360
. فاصلۀ B از قطر  ABC ABCD ADCS S S= − = − =401 360 41 بنابرای�ن 

AC برابر عمود BH است. پس

ABCS BH AC BH BH= × ⇒ = × ⇒ =1 141 41 2
2 2

H

C

D

A

B

41

18
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زاویۀ DAC زاویۀ خارجی مثلث ABD است، بنابراین 459  2

 D Dˆ ˆ= + ⇒ =0 0 0
1 145 15 30

در مثلث ABD بنابر قضیۀ سینوس ها،

 AB BD AB AB AB
D Aˆ ˆsin sin sin sin

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
0 01 1

3 3 3
1 2 230 135
2 2

3 کیلومتر است. 2
2

بنابراین فاصلۀ دو کشتی 

 

A B

km3

0
45

0
15

D

C

1
1  

بزرگ ترین میانه، میانۀ وارد بر کوچک ترین ضلع است، یعنی باید  460  2

. پس  a
ab c m+ = +
22 2 22
2

am را به دس�ت آوری�م. بنابر قضی�ۀ میانه ها، 

 . am = 43
2

. با حل این معادله به دست می آید  am+ = +2 716 9 2
2

از شکل مقابل استفاده می کنیم.  461  2
بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

a b c= +2 2 2      )1(
توجه کنید که مساحت کل شکل برابر است با

)c و b مجموع مساحت های نیم دایره های به قطرهای( + )ABC مساحت مثلث(
یعنی

b مساحت کل شکل c bc bcb c( ) ( ) ( )π= π + π + = + +2 2 2 21 1
2 2 2 2 2 8 2

    )2(

از طرف دیگر، مساحت کل شکل برابر است با
)a مساحت نیم دایرۀ به قطر( + )مجموع مساحت های دو ناحیۀ رنگی(

یعنی 

=aπ مساحت کل شکل +2
8

)3(    )مجموع مساحت های دو ناحیۀ رنگی( 

از مقایسۀ برابری های )1(، )2( و )3( نتیجه می گیریم

bc مجموع مساحت های دو ناحیۀ رنگی ×= = =3 4 6
2 2

 

بنابر قضیۀ سینوس ها، 462  4

 a b B
B BA

ˆsin
ˆ ˆ ˆsin sinsin
= ⇒ = ⇒ = >3 3 3 1

23
2

در نتیجه چنین مثلثی وجود ندارد. 
اگر R شعاع دایرۀ محیطی مثلث ABC باشد، آن گاه بنابر قضیۀ  463  4

تس�اوی  از  بنابرای�ن   . b R B̂sin=2 و   a R Âsin=2 س�ینوس ها 
ab نتیجه می گیریم A Bˆ ˆsin sin=64

 R A B A B Rˆ ˆˆ ˆsin sin sin sin= ⇒ =2 24 64 4 64

 . R=4 پس 
464  ، AMC بنابر قضیۀ سینوس ها در مثلث  1

 
MC

AM MC AMsin /

/ /sin sin =
= → =

075 0 95
50 0

5
0 95 0 575 30



 AMB زاویۀ خارجی مثلث MAC از طرف دیگر زاویۀ . AM /=9 5 بنابراین 
. به عبارت دیگر  AMBˆ = 015 ، در نتیجه  MAC AMB Bˆ ˆ ˆ= + است، پس 

، متساوی الساقین است. در نتیجه  A مثلث AMB در رأس 
 AB AM /= =9 5

A

B Ca

bc

  

0
15

0
30

0
15

A
B

C

0
75

M

 
از تساوی داده شده نتیجه می گیریم 465  2

a b c a b c( )− + + + =4 2 2 2 4 42 0

a2 به دست می آید با حل این معادله نسبت به 
a b c bc ( )= + ±2 2 2 2 1

a b c bc Âcos ( )= + −2 2 2 2 2 بنابر قضیۀ کسینوس ها، 

. در نتیجه  Âcos =± 2
2

با مقایسۀ برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

 Â= 0135 =Â یا  045
در مثلث OAB بنابر قضیۀ کسینوس ها، 466  3

AB OA OB OA OB

R R R R R

cos

( )

= + − × ×

= + − × × − =

2 2 2 0

2 2 2

2 120

12 3
2

. AB R= 3 پس 
به ش�کل زیر توجه کنید که در آن BD وتری از دایره اس�ت. در  467  3

. در نتیجه،  B̂= 090 B̂ محاطی مقابل به قطر اس�ت، پس  مثلث ABD چون 

BD AD AB= − = − =2 2 16 1 15 بنابر قضیۀ فیثاغورس، 
BC با هم برابرند، پس کمان ه�ای نظیر آن ها نیز با هم  AB و  چ�ون دو وت�ر 
. از ط�رف دیگ�ر در مثل�ث  D Dˆ ˆ=1 2  و در نتیج�ه  AB BC( )= برابرن�د 

. اکن�ون بناب�ر قضی�ۀ  D̂cos =2
15
4

، پ�س  D̂cos =1
15
4

 ، ABD

، BCD کسینوس ها در مثلث 
BC CD BD CD BD D

x x

x xx x IÄ    

ˆc s

/

o= + − × ×

= + − × ×

− =+ = ⇒ =

2 2 2
2

2

2

2

151 15 2 15
4

2 15 28 4 30 5
. توج�ه کنید  x CD /= =3 5 در نتیج�ه 
x=4 قاب�ل قبول نیس�ت زی�را باید  ک�ه 

. CD AD< =4
 

از ش�کل زیر استفاده می کنیم. بنابر نسبت های مثلثاتی در مثلث  468  1

. از ط�رف دیگر  AB
AC

= 3
3

، یعن�ی  AB
AC

tan =030  ، ABC قائم الزاوی�ۀ 

. اکنون توجه  BD AB
DC AC

= = 3
3

A اس�ت، پ�س  AD نیمس�از زاویۀ  چون 

A مش�ترک  ACD در ارتفاع نظیر رأس  ABD و  کنی�د که چون دو مثلث 

 . ABD

ACD

S
S

= 3
3

. بنابراین  ABD

ACD

S BD
S DC

= هستند، پس 

 

A

B C
D

0
60 0

30

A B

O

0
120

R R

A

B

C

D

1

2

x

1
1

O
4
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469 CN BM
AC BC

= =1
3

چون    3

′k وج�ود دارند   پ�س اعدادی مانن�د k و 
به طوری که

 
CN k AC k

BM k BC k

       

     

,

,

= =

′ ′= =

3

3
 

اکنون می توان نوشت

 MNC

ABC

CN CM C k k CS
S AC BC C k k C

ˆ ˆsin sin

ˆ ˆsin sin

′× × × ×
= = =

′× × × ×

1 1 2
22 2

1 1 93 3
2 2

 

چون  470  2

 a b c
S S S Sr r r r
P P a P b P c

S P P a P b P c( )( (

, , ,

) )

= = = =

= − −
−

−
− −

پس

 a b c
S Sr r r r S

P P a P b P c S
( )

( )( )( )
= = =

− − −

4 4 2
2

1

. بنابراین c
Sh
c

=2 b و 
Sh
b

=2  ، a
Sh
a

=2 همچنین 

 a b c
Sh h h

abc
( )=

38 2

با توجه به برابری های )1( و )2( می توان نوشت

a b c

a b c

r r r r S abc
h h h SS

abc

= =
2

3 88
 

. پس  abcR
S

=
4

می دانیم اگر R شعاع دایرۀ محیطی مثلث ABC باشد، آن گاه 

a b c

a b c

r r r r
R

h h h
= = × =1 1 16 8
2 2

، پس به ازای هر i و j به دس�ت می آید  471 ija i j ij= + +3 3 چ�ون   1

. پ�س درایه ه�ای ب�الای قط�ر اصلی و درایه ه�ای پایی�ن قطر اصلی  ij jia a=

. x
y
=1 ، یعنی  x y= نظیربه نظیر با هم برابرند. در نتیجه 

طرفی�ن براب�ری اول را در 2 و طرفین براب�ری دوم را در 3 ضرب  472  1
می کنیم، سپس طرفین آن ها را با هم جمع می کنیم تا ماتریس A به دست آید:

 
A B

A

A B

 

  
+ =  

−       ⇒ = 
     − =  −   

4 10
4 6

2 8 7 10
13

3 0 4 2
9 6

6 6

 

. بنابراین  A

 
 

= 
 
  

7 10
13 13
4 2
13 13

یعنی 

AÂ±ÅH oõ¤ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶= + =7 2 9
13 13 13

A

B C
M

N
k

k2

k2 �k�

A به دست می آید 473 B I− =2 از برابری   3

 B A I
− −     

= − = − =     
−          

2 2 1 0 1 2
2

4 0 0 1 4 1
 

 . B uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶= − + − =1 2 4 1 2 بنابراین 

به سادگی می توان نشان داد 474  2

 
a b a b

     
=     

+          

1 0 1 0 1 0

1 1 1
 

. A n nn ( )

    = =  + + + +     

1 01 0
11 2 1 1

2


بنابراین 

چون درایۀ سطر دوم و ستون اول A برابر 55 است، پس 
n n

n
( )+

= ⇒ =
1 55 10

2
دو ماتریس هم مرتبه مساوی اند هرگاه درایه های آن ها نظیربه نظیر  475  2

برابر باشند:

 

m n
m m n

m n
A B

p t
p p t

p t

+ =
⇒ = ⇒ = ⇒ =

− =−= ⇒
+ =−

⇒ + =− ⇒ =− ⇒ = + = −

2 5
3 3 1 3

2

3
2 5 1 3 0

2 1

 

 . m n p t ( )− + + = − − + =−2 3 21 3 3 0 4 بنابراین 

A2 را به دست می آوریم: 476 ماتریس   4

 
a a a a

A A A
a a a a

 −   
 = × = =   
 − −    − −     

2
2

2

1 1 1 2

1 1 2 1
 

A2 برابر صفر است، پس بنابر فرض سؤال مجموع درایه های ماتریس 

 a a a a a a− + − + − = ⇒ = ⇒ =±2 2 21 2 2 1 0 2 2 1 
پس مجموع مقادیر a برابر صفر است.

A2 را به دست می آوریم: 477 ابتدا ماتریس   2

 A A A A
     

= × = = =     
− − − − − −          

2 3 3 3 3 6 6
2

1 1 1 1 2 2
 

 ، n nA k A−= 1  ،n آن گاه به ازای هر عدد طبیعی ، A kA=2 می دانی�م اگر 

 . k=32 . بنابراین  A A A= =6 52 32 پس 

A نتیج�ه می گیری�م  478 B A B A B( )( )− + = −2 2 از تس�اوی   2

. پس AB BA=

 

x y x x y
AB

y

y x y x y
BA

x

+ +     
= =     

+          
+ +     

= =     
+          

1 1 3 1

2 1 3 1 5 2 1

1 1 2 1

3 1 2 1 5 3 1

 

بنابراین

 yAB BA x y x y
x

= ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =33 1 2 1 3 2
2
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A3 را به دست می آوریم: 479 راه حل اول ابتدا ماتریس   1

A

A

     
= =     
          
     

= =     
          

2

3

1 0 1 0 1 0

1 2 1 2 3 4

1 0 1 0 1 0

3 4 1 2 7 8

از فرض تست نتیجه می گیریم

A A I
     

=α +β ⇒ =α +β     
          

α+β   
=   

α α+β      

3
2

1 0 1 0 1 0

7 8 1 2 0 1

1 0 0

7 8 2

بنابراین

 
α+β= ⇒β=−
α=

1
6

7
 

α+β=2 نیز صدق  8 β=−6 در تس�اوی  α=7 و  دقت کنید چون مقادیر 
.α−β= + =7 6 13 می کنند، پس این مقادیر قابل قبول هستند، پس 

راه حل دوم بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون، 

A

A A I A A I

A A A nj

´Ã¹¨ïÂ¶ Joò

( ) ( )= + − − ⇒ = −

→ = −

2 2
2 2

3 2

1 2 2 0 3 2

3 2

 A A I A A A I A A A I( )= − − ⇒ = − − ⇒ = −3 3 3
2 2 23 3 2 2 9 6 2 7 6  

α=7 و  ، نتیج�ه می گیری�م  A A I=α +β3
2 ب�ا مقایس�ۀ ای�ن تس�اوی ب�ا 

β=−6. پس 
 α−β=13

نتیج�ه می گیری�م  480  A A I O− + =2 از تس�اوی  اول  راه ح��ل   2

. پس A A I= −2

A A I

A A A A I A I A A I

A A I A I A

( )( )

= −

= × = − − = − +

→ = − − + =−
2

4 2 2 2

4

2

2
بنابراین

A A A A A A

A A A A A A A

A A A A

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

= = − = = = −

=− × =− − × =− =− ×

=− − = =−

400 4 100 100 100 4 25 25

4 6 6 7 4 3

3 4

ضرب می کنیم:  A I+ راه حل دوم طرفین فرض را در 
A I A A I O A I O A I( )( )+ − + = ⇒ + = ⇒ =−2 3 3

A A A I A IA A( ) ( )= = − =− =−400 3 133 133 اکنون می توان نوشت  
از تساوی داده شده به دست می آید  481  3

m
i j i i i j

n
[ ] [ ] [ ]× × ×

− 
= − − = − − 

−  

2 2
2 2 2 2 2 2

6
3 3

1

پ�س   ، a n=22 و   a m=11 چ�ون  آن گاه   ،
m

A
n

− 
= 

−  

6

1
اگ�ر 

 . m n+ =− − =−3 4 7 ، بنابراین  n= − − =−4 2 6 4 =m و  − − =−1 1 3 3

ابتدا دو معادلۀ داده ش�ده را با هم جمع می کنیم، در این صورت  482  4
. اکنون معادلۀ دوم را از معادلۀ اول کم می کنیم  X A B= +2

A BY A B Y −= − ⇒ =2
2

، یعنی A B A BX Y A B − ++ = + + =32
2 2

در نتیجه 

i j i j
X Y i j

( )
[ ] [ ]× ×

− + +
+ = = −2 2 2 2

32 2
2

 

 X Y+2 . در نتیجه مجموع درایه های ماتریس  X Y
 

+ = 
  

1 0
2

3 2
پ�س 

 . + + + =1 0 3 2 6 برابر است با 
. ف�رض کنید  483 n=3 ب�رای تعری�ف ش�دن ماتری�س BC باید   1

m×5 است. از طرف دیگر،  ، در این صورت D ماتریس�ی از مرتبۀ  D BC=

. بنابراین  m=3 mA بای�د  D× ×2 3 5 ب�رای تعریف ش�دن ض�رب ماتریس�ی 
. m n+ = + =3 3 6

، پس 484 c =−13 2 چون   1

a a

 
 

 − = + − =−    
  

3

2 1 1 3 2 1 2

1

 

c به دست می آید =22 0 . همچنین از  a=−1 یعنی 

b

b

 
 

  = + =    
  

2 4 0 2 2 8 0

2

 . a b+ =− − =−1 4 5 . اکنون به دست می آید  b=−4 یعنی 

A2 را به دست می آوریم: 485 ابتدا ماتریس   3

A O
     

= = =     
− − − −          

2 120 144 120 144 0 0

100 120 100 120 0 0
 

. A O=1399 بنابراین 
َ را به دست می آوریم: 486 A I+ ماتریس   3

A I
     

+ = + =     
          

1 1 1 0 2 1

1 1 0 1 1 2
 

A را به دس�ت می آوریم تا شاید بتوان از روی آن ها  I( )+ 3 A و  I( )+ 2 اکنون 
جواب را به دست آورد:

A I

A I

( )

( )

     
+ = =     

          
     

+ = =     
          

2

3

2 1 2 1 5 4

1 2 1 2 4 5

5 4 2 1 14 13

4 5 1 2 13 14

در ماتریس های بالا، اگر درایۀ واقع در سطر اول و ستون دوم را از درایۀ واقع در 
س�طر اول و ستون اول کم کنیم، حاصل برابر 1 می شود، پس می توان حدس زد 
. توج�ه کنید ک�ه این اس�تدلال برای تس�ت به کار م�ی رود و در  a b− ک�ه 1=

مسئله های تشریحی جواب نمی دهد.
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بنابر فرض های مسئله،  487  4

A B AA BB AA B B I

A B B A B I B A I

( )+ = + = + −

= + − = + − − = −

3 3 2 2

2 2

488  . A A I A I( ) ( )= + − + = −2 1 0 0 1 بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون،   1
دو طرف این برابری را به توان دو می رسانیم:

A A I A I A A I( )( )= − − = − +4 2 2

ص�ورت  ای�ن  در  می دهی�م،  ق�رار  را   A I− مق�دار   A2 ج�ای  ب�ه 
نتیج�ه  در   .β=0 و   α=−1 یعن�ی   . A A I A I A( )= − − + =−4 2

.α+β=−1

. دو ط�رف ای�ن براب�ری را در  489 A A I O+ + =2 بناب�ر ف�رض،   1

 ، A I A A I A I O( )( ) ( )− + + = − ×2 A ضرب می کنیم، در این صورت  I−

. اکنون به دست می آید  A I=3 ، پس  A I O− =3 یعنی 
A A I I( )= = =1398 3 466 466

nA چگونه  490 توان ه�ای ماتریس A را تا جایی که بتوان حدس زد   3
است، به دست می آوریم:

A

A

A

      
 = = =     
       −       
      
 = = =     
       −       
      
 = = =     
       −       

2
2 2

3
3 3

4
4 4

1 01 0 1 0 1 0

1 2 1 2 3 4 2 1 2

1 01 0 1 0 1 0

1 2 3 4 7 8 2 1 2

1 01 0 1 0 1 0

1 2 7 8 15 16 2 1 2

. در نتیجه  n
n n

A
 
 =
 − 

1 0

2 1 2
 ،n می توان ثابت کرد به ازای هر عدد طبیعی

 n nA uÄoUI¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶
+= 12  

. n=9 ، در نتیجه  n+ =1 102 2 بنابر فرض مسئله 
تساوی داده شده را به صورت زیر می نویسیم: 491  4

 
A A A I A A A I I

A A IA I A A A I I

( )

( ) ( )

− + =− ⇒ − + =−

− + = ⇒ − + − =
−

3 2 2

2 2

2 4 2 2 4 2

2 4 1 2
2 2

 . A A A I− =− + −1 21 2
2

بنابراین A وارون پذیر است و 

I4 را کم می کنیم: 492 ، ماتریس  A I=2 3 از دو طرف تساوی   4

A I A I I A I A I I

A I A I I

( )( )

( )( )

= ⇒ − =− ⇒ − + =−

− − − =

2 23 4 2 2

2 2
چون حاصل ضرب دو ماتریس برابر ماتریس همانی اس�ت، پس این دو ماتریس 

. A I A I( )−− =− −12 2 وارون یکدیگرند، یعنی 
. برابری اخیر  493 AC B I= −2 AC به دست می آید  I B+ =2 از   1

A−1 ضرب می کنیم را از سمت چپ در 

 
C A B A

A A

     ( )− −

−

= −

− −     
= ⇒ = =     

− − −          

1 1

1

2 1

3 2 3 2 3 21
9 84 3 4 3 4 3

 

اکنون از برابری )1( ماتریس C را به دست می آوریم:

 
C

− −     
= −     

− −          
− −     

= − =     
− − − −          

3 2 3 1 3 2
2

4 3 2 1 4 3

5 1 6 4 1 5

6 1 8 6 2 7

 

A−1 را به دست می آوریم: 494 راه حل اول ابتدا ماتریس   4

 A−
− −   

= =   
− − −      

1 3 2 3 21
9 8 4 3 4 3

 

A به دست می آید I A−α +β = 1 اکنون از برابری 

 

α=−

−     
α +β =     

−          
α+β α −   

=   
α α+β −      

 α=− →α=−

α+β= →β=

1

3 2 1 0 3 2

4 3 0 1 4 3

3 2 3 2

4 3 4 3

2 2 1

3 3 6

 

.α+β=5 α=−4 نیز صدق می کند، پس  4 توجه کنید که α=−1 در معادلۀ 

A را در A ضرب می کنیم: I A−α +β = 1 راه حل دوم طرفین برابری 

A A I A A Iβα +β = ⇒ =− +
α α

2 2 1

بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون، 
A A I A I( ) ( )= + − − = −2 3 3 9 8 6

با مقایسۀ این دو برابری به دست می آید: 
β− = β= α ⇒ ⇒α+β= 

α=− =−α

6 6
5

11 1

، یعنی 495 A| |=0 چون A وارون پذیر نیست، پس   1
 a a a+ − + = ⇒ =−3 3 2 2 0 5  

. پس B
 

= 
−  

1 1

5 3
بنابراین 

 B−

 −−   
= =   

+     
  

1
3 1

3 11 8 8
3 5 5 1 5 1

8 8

 

 . B  ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶
− = − + + =1 3 1 5 1 1

8 8 8 8
درنهایت 

496  . AX A I= −4 2 AX به دس�ت می آید  I A+ =2 4 از برابری   4

. بنابراین X I A−= − 14 2 ، پس  X A A A− −= −1 14 2 در نتیجه 

 
X

− −       
= − × = −       

− −              
 

= 
  

1 0 2 4 4 0 2 414 2
20 1 1 3 0 4 1 3

2 4

1 1

بنابراین مجموع درایه های X برابر 8 است. 
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497  A I+ A وارون می گیری�م ت�ا ماتری�س  I( )−+ 1 از ماتری�س   3
به دست آید. 

A I

A

− − −     + = = =     − −         
− −       = − =    − −        

1 1 14 2 2 21
323 2 3 4 2
2

1 1 0 11 0
3 30 12 1
2 2

A

 − −    −    = =    − −  −         

2
30 1 0 1 1
2

3 3 3 51 1
2 2 2 2

بنابراین: 

A A

I

( ) ( )

  − −   − = −   − −     
 

  
= = =  

    
  

2
3 0 11
24 4 33 5 1

22 2
3 0 6 024 6

3 0 60
2

|B پس  498 |=−2  است. در اینجا 
B| |
1 |B مس�اوی  |−1 می دانیم   2

A−1 برابر A است. بنابراین  . از طرف دیگر وارون ماتریس  B| |− =
−

1 1
2

A A A
−

−
−     

= ⇒ = ⇒ =     
          

1
1 1 2 1 2 3 21

30 3 0 3 0 1

B A| |−

 −−   
= × =   
−      −  

1
1 1

3 21 1 2 3
2 3 10 1 0

6

در نتیجه 

. − + − =−1 1 1 1
2 3 6 3

B برابر است با  A| |−1 پس مجموع درایه های ماتریس 

ابت�دا عبارت خواس�ته ش�ده را س�اده می کنیم، س�پس از برابری  499  1
BA استفاده می کنیم.  A B( )− − −=1 1 1

A B B A A B I I BA

A B BA BA BA

( )( )

( )

− − − −

− − −

+ − = − + −

= − = −

− − − −       
= − = −       
− − − − −              
− 

= 
−  

1 1 1 1

1 1 1

2 5 3 5 2 5 3 51
1 1 3 1 2 1 3 1 2

1 0

0 1

2− است.  A برابر  B B A( )( )− −+ −1 1 بنابراین مجموع درایه های ماتریس 
BA نتیج�ه می گیری�م A وارون B اس�ت و از  500 I= از تس�اوی   4

CB نتیجه می گیریم C وارون B است. چون وارون هر ماتریس در  I= تساوی 
، بنابراین A C= صورت وجود یکتاست پس 

C A
− − −     

= = =     
− − −          

2 2 3 2 3 2 7 4

1 1 1 1 2 1

2− است. C2 برابر  پس مجموع درایه های قطر فرعی ماتریس 

دستگاه معادلات داده شده را می توان به صورت تساوی ماتریسی  501  4
AX نوش�ت. در صورتی این دس�تگاه به روش ماتری�س وارون قابل حل  B=
|A برابر صفر باشد | نیست که ماتریس ضرایب A وارون پذیر نباشد، پس باید 

 A m m
m

| |
−

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
−

1 3
0 0 9 0 9

3

چون دستگاه داده شده بی شمار جواب دارد، پس 502  1

 m m m m m
m m

+ = = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±
− −

2 21 3 1 3 4 2
1 1

 

= است که درست نیست.  =−3 3 ، آن گاه تناسب بالا به صورت 1 m=2 اگر 
− اس�ت که درس�ت  =− =−1 1 ، آن گاه تناس�ب بالا به صورت 1 m=−2 اگر 

m=−2 دستگاه بی شمار جواب دارد. است. بنابراین به ازای 
AX به روش ماتریس وارون  503 B= جواب های دستگاه معادلات   3

به صورت زیر است:

 
x x

X A B y
y k y

?
−

−         
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =         

                  

1 4 1 2
4

2 0 4
 

504  
a

A
b

 
= 
  

4

2
، ماتریس ضرایب 

ax y

x by

+ =


+ =

4 7

2 4
در دستگاه   3

.
c

A−
 

= 
−  

1 3

2 3
است و بنابر فرض، 

a b
A A

abb a
−

−   
= ⇒ =   

− −      

14 41
82 2

 

b c

ab a

ab ab
ab

c c
ab

−   
=   

− − −      
− =− ⇒ − = ⇒ = −


− = ⇒ =− −

4 31
8 2 2 3

2 2 8 1 9
8

4 4
8

 

بنابراین

 

x x
A B

y y

x
x y

y
      ,

−
−       

= ⇒ =       
−              

   
= ⇒ = =−   

−      

1 3 4 7

2 3 4

5
5 2

2

 

 . x y xy+ + = − − =−5 2 10 7 پس 
AX ب�ه روش ماتری�س وارون جواب ها  505 B= در ح�ل دس�تگاه   4

 و 
a

A
c

 
= 

−  

2

5
X محاس�به می ش�وند. در اینج�ا  A B−= 1 به ص�ورت 

 . A
A c a| |

−
− − 

=  
−  

1 5 21 ، پس  B
 

= 
  

4

7

. بنابراین A
c a

−
− − 

=  
−  

1 5 21
17

، پس  A| |=17 چون 

 
x

X A B
y c a ? ?

−
− − − −         

= ⇒ = = =         
−                  

1 5 2 4 34 21 1
17 177

x=−2 )توجه کنید مقدار y مورد نظر نیست برای همین سطر دوم  در نتیجه 
جواب را محاسبه نکردیم(.
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 در صورتی بی شمار جواب  506
ax by c

a x b y c

+ =


′ ′ ′+ =
دس�تگاه معادلات   4

. بنابراین در دستگاه معادلات داده شده، a b c
a b c
= =
′ ′ ′

دارد  که  

m m m
m m m

( )
( )
− += =

+ − + +
3 2 1 1

6 2 10 5

m مقدار m را به دست می آوریم  m
m m

+=
+ +

2 1
6 10 5

از تساوی 

m m m m m m

m m m m

m m m m IÄ 

( ) ( )( ) m m

( )( )

+ = + + ⇒ + = + +

− − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 2

2 2

10 5 6 2 1 10 5 2 13 6

3 3 6 0 2 0

2 1 0 2 1

=− در می آید که درست است. =
−

2 1 5
8 4 20

m=2 برابری )1( به صورت  به ازای 

در می آید که نادرست است.  − − −= =
−

1 4 1
5 1 5

به ازای m=−1 برابری )1( به صورت 

m=2 قابل قبول است. پس 
شرط جواب نداشتن این دستگاه به صورت زیر است:  507  3

m
m

m m m m m
m

m m m m

     

 IÄ 

( )
( )

( )( )
( )

( )( )

+ −= ≠
− +

+ −= ⇒ + + = ⇒ + − =
− +

+ − = ⇒ =− =

2

2 1 4 1
6 1 5
2 1 2 1 6 3 4 0

6 1
4 1 0 4 1

− در می آید که درست است.  = ≠
−

2 1 4
6 3 5

m=−4 برابری )1( به صورت  به ازای 

= در می آید که درست است.  ≠3 1 4
6 2 5

به ازای m=1 برابری )1( به صورت 

4− و 1 قابل قبول هستند. اکنون این مقادیر را در دستگاه دوم  پس هر دو مقدار 
x y

m
x y

+ =−=− ⇒
− − =

2
4

4 4 8
جایگزین می کنیم: 

، پس در این حالت دستگاه بی شمار جواب دارد. −= =
− −
1 1 2
4 4 8

چون 
x y

m
x y

+ =−= ⇒
− + =

2
1

4 8
، پس در این حالت دستگاه یک جواب دارد. ≠

−
1 1
4 1

چون 

. در اینجا  508 X A B−= 1 در حل دستگاه به روش ماتریس وارون،   1

. بنابراین  B
 

= 
−  

2

1
−A و 

− 
= 

−  

1 2 1

1 0

x x
X A B

y y

x  y ,

−
−         

= ⇒ = ⇒ =         
− − −                  

= =−

1 2 1 2 5

1 0 1 2

5 2
یعن�ی  ضرای�ب  ماتری�س  هم�ان   A−1 ماتری�س  وارون  دیگ�ر  ط�رف  از 

 است. در نتیجه
a b

A
c d

 
= 
  

a b
A A

c d

a b c d   , , ,

−
−

− −       
= ⇒ = = =       

−− −              
= =− =− =−

1
1 2 1 2 1 0 11

11 0 1 0 1 2

0 1 1 2
cy bx ad ( )( ) ( )( ) ( )( )+ + = − − + − + − = − + =−1 2 1 5 0 2 2 5 0 3 بنابراین 

دستگاه معادلات داده شده در صورتی بی شمار جواب دارد که  509  2
m

m m
m m m m m

m
m m

 

 IÄ 

( )

( )( )

−= =
− +
−= ⇒ − + = ⇒ − − =
−

= =

2

3 5 1
4 8 3 4

3 8 12 0 6 2 0
4 8

6 2

=− در می آید که نادرست است.  =
−

6 3 5
4 2 22

m=6 برابری )1( به صورت  به ازای 

=− در می آید که درست است.  =
−

2 3 5
4 6 10

m=2 برابری )1( به صورت  به ازای 

m=2 دستگاه بی شمار جواب دارد.  پس به ازای 

 

m
mm

M M
m m

M

=

−

   − = → =   − − −    
− −   

= =   
      

2

1

3 12 1
2

1 03 2

0 1 0 11
1 1 3 1 3

M−1 برابر 3 است.  مجموع درایه های 
حل این دستگاه به روش ماتریس وارون به صورت زیر است:  510  2

kx
X A B

y k

x k k

y k k

−
 −   
 = ⇒ =   
 −    −     

 − + 
 = 
   − + −   

1
2

2

2

4 1

7 2 1

4 1

7 2 2

، از ط�رف دیگ�ر بناب�ر فرض  y k k=− + −27 2 2 x و  k k= − +24 پ�س 1
سؤال، 

x y k k k k k k( ) ( )+ = ⇒ − + + − + − = ⇒ − − =2 2 27 4 1 7 2 2 7 3 8 0

−− است.  =3 3
1

در این معادله مجموع مقادیر k برابر 

ابتدا درایه های ماتریس های A و B را به دست می آوریم: 511  2

 A B      ,

 −
− −   

= =   
− −    

  

1 0
2 1 2

2 0
1 2 1

2 5

 

 . BA

 −
− − − −     

= =     
− − −        

  

1 0
2 1 2 8 10

2 0
1 2 1 3 5

2 5

پس 

بنابراین 
 BA| |

− −
= = + =

−

8 10
40 30 70

3 5
 

2× هس�تند.  512 2 درایه ه�ای ماتری�س A هر ک�دام یک دترمینان   3
بنابراین ماتریس A برابر است با

A

− 
 

− + +    
= = =    

− − − − + − −        
 

−  

1 1 3 2

2 1 1 1 1 2 3 2 3 5

1 2 2 1 1 6 2 4 5 2

3 1 4 1

. A| |= =− − =−
−

3 5
6 25 31

5 2
بنابراین 
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از طرفین تساوی داده شده دترمینان می گیریم: 513  3

 
A

A A A A A
A

A A A A

| |
| | | | | | | |

| |

| | | | (| | ) | |

− 
= ⇒ = + ⇒ = + 
  

− + = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2 2

1
2 2 4 4 4

4

4 4 0 2 0 2

 

. A A| | ( ) | | | |− = − = =2 2 2 23 3 9 2 36 بنابراین 

3× داده شده در صورت سؤال را برحسب سطر دوم  514 3 دترمینان   2
بسط می دهیم. در این صورت 

a b c

k k k

d e f

b c a c a b
k k k

e f d f d e

k k k k k

( )( ) ( )( ) ( )

− −

− + =

− − + + − + − =

− + + + = ⇒ = ⇒ =

3 4 5

1 2 4

1 2 24

1 1 2 1 1 24

1 2 4 4 24 7 21 3

  

از تساوی داده شده به صورت زیر استفاده می کنیم: 515  1
 AB B A I B A I B    | | |( ) | | || | ( )− = ⇒ − = ⇒ − =3 2 64 3 2 64 3 2 64 1  

A و سپس دترمینان آن را به دست می آوریم: I−3 2 اکنون ماتریس 

 
A I

A I

     
− = − =     

          
− = − =

3 6 1 0 7 18
3 2 3 2

1 4 0 1 3 10

3 2 70 54 16

 

 B B| | | |= ⇒ =16 64 4 اکنون از تساوی )1( نتیجه می گیریم 
محاس�بۀ این دترمینان با اس�تفاده از تعریف وقت گیر اس�ت، به  516  4

همین دلیل مقدار آن را در حالت خاص حس�اب می کنیم. با انتخاب x=−1 و 
y برابر 1 می ش�ود. ب�ا این مقادیر  x z= + z=2 مق�دار y ب�ا توجه به فرض 
، گزینۀ )3( برابر 1 و گزینۀ )۴( برابر  −2 ، گزینۀ )2( برابر  −1 گزینۀ )1( برابر 
2 می ش�ود. اکنون مقدار دترمینان را با این اعداد به دست می آوریم و با گزینه ها 

مقایسه می کنیم:

 

x x y z

y z x

z x y

Ï»H oõw KveoM ôvM

( ) ( ) ( ) ( )

+ + −

+ =

+

=− − + − = − + − =− + =3 4

1 0 1 3

1 1 1 1

1 1 2 0

1 1 1 1
1 1 3 1 1 0 1 3 2 1 1 3 2

1 0 1 2


این مقدار با عدد گزینۀ )۴( مساوی است، پس گزینۀ )۴( درست است.
به درایۀ س�طر دوم و س�تون س�وم ماتریس A ع�دد k را اضافه  517  4

کرده ایم ولی حاصل دترمینان تغییر نکرده است. پس باید

 
x x

a b k a b− + = −

6 7 6 7

5 5

2 4 9 2 4 9

اکنون هر دو دترمینان را برحسب سطر دوم بسط می دهیم. چون همۀ درایه های هر دو 
، یعنی A =23 دترمینان به جز درایۀ سطر دوم و ستون سوم برابر هستند، پس باید 0

x
x x( )− = ⇒ − = ⇒ =5 6

1 0 4 12 0 3
2 4

518  ،k 3× است، پس به ازای هر عدد حقیقی 3 ماتریس A از مرتبۀ   3

. بنابراین kA k A| | | |= 3

 

A A A
A A A A

A A A A A

A A A A A A A

( ) | |
| | | | | | | |

| | | | | | | |
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| | | |
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2
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2 2 2 8
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بنابراین
A A A A A A A
A A

A A A A
A

| | | | | | | |
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| | | | | |+ = ⇒ + =

= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =±

3 4 4
2

4 6 3 2
2

2 82 2
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519  I به جای I BA| |−+ =1 6 . در تس�اوی  AA I− =1 می دانی�م   1

ماتریس AA−1 را جایگزین می کنیم. سپس از ماتریس A−1 فاکتور می گیریم:

 
A B

A
A

I BA AA BA A B A

A B A A A

A
A
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−
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=
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1
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1 12
2

. A A| | | |= =2 2 1
4

در نتیجه 

،  پس 520 A A I− =1 می دانیم   4

 


A I A A A A I A  

A  I A A A

| | | | | ( )|
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− −

+ = ⇒ + = ⇒ + =
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6
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521  B و A راه حل اول ابتدا درایه های بالای قطر اصلی ماتریس های  1
را به دست می آوریم:

a

a A

a

?

? ?

  = − =− − −
   = − =− ⇒ = − 

 
= − =−    
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23

1 2 1 1 2

1 3 2 1
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b

b B

b

?

? ?

  = − =
   = − = ⇒ = 

 
= − =    
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3 1 2 1

3 2 1

        

. A B ?

? ?

 
 

+ = 
 
  

0 0

0 پس 

A برابر صفر است. B+ بنابراین مجموع درایه های بالای قطر اصلی ماتریس 

ij ij

i j
A B a b

i i j
[ ]

<+ = + =
≥

0

2
راه حل دوم بنابر جمع ماتریس ها،  

A همگی برابر صفر هس�تند.  B+ بنابراین درایه های بالای قطر اصلی ماتریس 
در نتیجه مجموع این درایه ها نیز برابر صفر است. 
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ابتدا حاصل ضرب را به دست می آوریم: 522  1

x x x

x

x

x x x x x

x

 
 

   − = + − −     
− − −  
   
   

  −        
− − −      

 
 

 = + − − = + − + −    
  

2

2 1 3

3 1 1 0 2 4 1 7 2

2 4 2

2 1 3 1

3 1 1 0 2 10

2 4 2

1

4 1 7 2 10 4 10 7 2

حاصل را برابر صفر قرار می دهیم:
x x x x x

x x x      x,

+ − + − = ⇒ − + =

− + = ⇒ = =

2 2

2

4 10 7 2 0 2 8 6 0

4 3 0 1 3
پس مجموع مقادیر x برابر ۴ است.

در عبارت خواس�ته ش�ده از ط�رف چپ ماتری�س A و از طرف  523  1
راست ماتریس B را فاکتور می گیریم:

A B A B A B

A B A I B AB

( )

( )

− −       
+ = +       

− − − −              
     

= = = = =     
− −          

1 5 2 5 1 5 2 5

6 2 6 5 6 2 6 5

3 0 2 3 6 9
3 3 3

0 3 1 4 3 12

A2 را به دست می آوریم: 524 ابتدا ماتریس   3

A A A

A A A

A A A

     
= × = =     

          
     

= × = =     
          
     

= × = =     
          

2

3 2

4 3

1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 0 1

1 2 1 1 1 3

0 1 0 1 0 1

1 3 1 1 1 4

0 1 0 1 0 1

. بنابراین n
n

A
 

= 
  

1

0 1
می توان ثابت کرد 

nA n n uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶= + = ⇒ =2 1388 1386

. پس 525 A B I+ = B نتیجه می گیریم  I A= − از تساوی   4

I

A AB B A A B B AI B A B I( )+ + = + + = + = + =2


A−1 ضرب می کنیم: 526 دو طرفِ برابری داده شده را در   1

 A A A A I A O A A I A O( )− − −− − − = × ⇒ − − − =1 3 2 1 2 12 2  

. A A A I− = − −1 2 2 به دست می آید 
. بنابراین 527 B| |= − =−2 3 1 |A و  |= − =10 9 توجه کنید که 1  3

A B

A B

       ,− −

− −

− −   
= =   

− −      
− −     

+ = + =     
− − − −          

1 1

1 1

5 3 1 3

3 2 1 2

10 6 3 9 7 3
2 3

6 4 3 6 3 2

اکنون عبارتِ خواسته شده را به دست می آوریم:

A B

A B

| |

( )

− −

− − −

= =−
− ++

 
− −   

+ =− × =   
     − −  

1 1

1 1 1

1 1 1
14 9 52 3

2 3
2 31 5 52 3

5 3 7 3 7
5 5

 

در نهایت 

. A B uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶ ( )− − −+ = + − − =−1 1 1 2 3 3 72 3 1
5 5 5 5

مع�ادلات  528 دس�تگاه  پ�س  هس�تند،  منطب�ق  ه�م  ب�ر  خ�ط  دو   3

 بی شمار جواب دارد.
mx m y m

x my

( ) + + = +


+ =

22 1 3 2

2 5 4

 

mm m
m

mm m m m m
m

JH¼] nIµ{ïÂM óo{        

( )
: ( )

( )

+ += =

+
= ⇒ = + ⇒ = ⇒ =±

2

2
2 2 2

2 1 3 2 1
2 5 4

2 1 5 4 4 4 2
2 5

m=±2 در تساوی )1( صدق کنند: باید 

 
m

m

 

 

( )

( )

= → = ≠

−=− → = =−
−

1

1

2 10 82
2 10 4

2 10 42
2 10 4

 

m=−2 قابل قبول است. پس فقط مقدار 
ابتدا ماتریس M را به دست می آوریم: 529  2

AB

A B

     − −
     

= − = −     
     

− −          
     − −
     

+ = + − = −     
     

−          

2 1 2 2 0 0 7 0 2

0 2 3 1 4 0 1 14 3

0 0 4 1 2 1 4 8 4

2 1 2 2 0 0 4 1 2

0 2 3 1 4 0 1 6 3

0 0 4 1 2 1 1 2 3
پس 

M AB A B I( )= − + +

     − −
     

= − − − +     
     

−          
 −
 

= − 
 

−  

7 0 2 4 1 2 1 0 0

1 14 3 1 6 3 0 1 0

4 8 4 1 2 3 0 0 1

4 1 4

2 9 6

3 6 6
اکنون دترمینان ماتریس M را با بسط دادن برحسب سطر اول آن به دست می آوریم:

M| |

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

−

= −

−

− −
= − + − − −

− −

= − − − − =− − + =−

2 3 4

4 1 4

2 9 6

3 6 6

9 6 2 6 2 9
4 1 1 1 4 1

6 6 3 6 3 6

4 18 1 6 4 15 72 6 60 18
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B را از س�مت چپ در B−1 و از  530 A kBA− =2 طرفین فرض   2

A−1 ضرب می کنیم: سمت راست در 
B

A

B A kBA B B B A kB BA

I B A kA IA B AA kAA

A B kI A B kI k| | | |

−

−

× − − −

×− − − − −

− − − −

− = → − =

− = → − =

− = ⇒ − = =

1

1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 2

2 2

2 2

531  A تعریف ش�ده است، پس تعداد ستون های AB چون ماتریس  4
با تعداد سطرهای B برابر است، یعنی تعداد سطرهای B برابر ۴ است. در بین 

گزینه ها فقط گزینۀ )۴( این ویژگی را دارد.
ضرب های سمت چپ تساوی داده شده را انجام می دهیم: 532  3

x

x x x x x( ) ( )

 
 

 − + − − = ⇒ − + + − − + =    
  

1 2 1 0 2 0 1 2 2 1 0 0

1

، در نتیجه  x =−2 1 x و  =−1 2 . بنابراین  x x− − − =2 3 2 0 یعنی 

x x+ =−1 2 3

بنابر تعریف توان و خاصیت شرکت پذیری ضرب ماتریس ها،  533  4

A BA B A BA BA BA BA

AB AB AB AB AB AB AB C

( ) ( )( )( )( )(BA)B

( )( )( )( )( )( ) ( )

=

= = =

5

6 6

ابتدا درایه های ماتریس های A و B را به دست می آوریم 534  4

A B,
− −   

= =   
− −      

1 0 3 6

3 2 5 8

. بنابراین AB
− − − −     

= =     
− − − −          

1 0 3 6 3 6

3 2 5 8 19 34
پس 

AB B
− − − −     

− = − =     
− − − − − −          

3 6 3 6 0 0

19 34 5 8 14 26

40− است. AB برابر  B− در نتیجه مجموع درایه های ماتریس 
بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون، 535  2

A A I A A I ( ) ( )= + − + ⇒ = −2 2
2 22 4 8 3 6 11

. α+β= − =2 12 11 β=−11، در نتیجه 1 α=6 و  بنابراین 

. پس 536 A A( )− − =1 1 می دانیم   4

 A
− −   = =   − − −     

2 14 21
38 6 3 2 1
2

 

 . A
− 

= 
−  

4 2
2

3 2
اکنون به دست می آید 

براب�ری  537 طرفی�ن  و   A−1 در  را   A A=3 براب�ری  طرفی�ن   2

 . B I=2 A و  I=2 B را در B−1 ض�رب می کنی�م، در ای�ن صورت  B=3

اکنون توجه کنید که

 A B I I I I I( ) ( ) ( )− − − −− = − = = =2 2 1 1 1 11 13 3 2
2 2

 

جواب های دس�تگاه معادلات در روش ماتریس وارون به صورت  538  1
زیر به دست می آید:

x m m m
X A B

y m m m

x m

y m

−
+ −       

= ⇒ = =       
− + −              

= +


= +

1 3 1 3 1

5 2 1 5 2 2

2 1

3 2

m جواب این دستگاه است، پس n( , )− −4 1 از طرف دیگر بنابر فرض نقطۀ 

 
m m m

n m n n

− = + ⇒ =


− = + ⇒ − = ⇒ =

4 2 1 1

1 3 2 1 5 6

. n m− = − =2 12 1 بنابراین 11

 از  539
a

−

3 2

4 2 7

0 5 6

بناب�ر ف�رض س�ؤال، اخت�لاف دترمین�ان   3

 برابر 6 اس�ت. هر دو دترمینان را با بس�ط دادن 
a

−

3 2

5 1 8

0 5 6

دترمین�ان 

برحسب سطر سوم حساب می کنیم:

 

a
a

a a a

a
a

a a a

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− = − + −
−

=− − + − − =− + − = −

− = − + −
−

=− − + − − =− + − = −

5 6

5 6

3 2
3 3 2

5 1 8 5 1 6 1
5 8 5 1

0 5 6

5 24 5 6 3 10 120 25 78 25 198

3 2
3 3 2

4 2 7 5 1 6 1
4 7 4 2

0 5 6

5 21 4 6 6 8 105 20 84 20 189

بنابراین
a a

a a a a a( ) ( )

− − − =

− − − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

3 2 3 2

5 1 8 4 2 7 6

0 5 6 0 5 6

25 198 20 189 6 5 9 6 5 15 3
راه حل اول توجه کنید که 540  1

A

AA A A
A A A

A A
A AA

A A A A A A A

´Ã¹¨Â¶ Jo† nj| |

( ) ( ) | |
| | | | | |

( )| | | |
| | | || |

| | | | | | | | | | (| | ) | |

| | | |+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ + = ⇒ + + = →

+ + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

2

2

2 2 2

1 14 1 4 1 4

1 2 11 4 2 4

1 2 4 2 1 0 1 0 1

می کن�د:   ص�دق   AA
A

| |
| |

+ =4 رابط�ۀ  در   I ماتری�س  دوم  راه ح��ل 

|I است. |=1 . بنابراین جواب برابر  II I
I

| | | |
| |

+ = = =
2 0

2 4
0 2
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اگر صفحۀ قاطع که هر دو تکۀ بالایی و پایینی س�طح مخروطی را  541  4
قطع می کند، شامل محور سطح مخروطی نباشد، مقطع مخروطی حاصل هذلولی 
اس�ت و اگر ش�امل محور س�طح مخروطی باش�د، مقطع حاصل دو خط متقاطع 

است که در اینجا دو خط متقاطع مورد نظر سؤال است.
542  ABCD نقط�ۀ تلاقی دو قط�ر متوازی الاضلاع O ف�رض کنید  3

باشد. از O به نقطۀ M وسط ضلع BC وصل می کنیم. بنابر قضیۀ میان خط،
AO OC AB aOM
BM MC

     ( )
= ⇒ = =
= 

1
2 2

چون ضلع BC ثابت اس�ت، پس نقطۀ M وس�ط BC ثابت اس�ت. پس بنابر 

a است. 
2

تس�اوی )1( فاصلۀ نقطۀ متغیر O از نقطۀ ثابت M برابر مقدار ثابت 

a است.
2

پس مکان هندسیO دایره ای به مرکز M و شعاع 

م�کان هندس�ی نقاط�ی ک�ه از F و S ب�ه ی�ک فاصل�ه هس�تند،  543  1
عمودمنصف FS است و مکان هندسی نقاطی که از خط L به فاصلۀ 10 هستند 
. محل برخورد  d( ) دو خط موازی L است که در اینجا یکی را در نظر گرفته ایم 

این دو مکان هندسی نقطۀ A است. با توجه به شکل و بنابر قضیۀ فیثاغورس،
AS x

AF AS x

ASN AS AN SN x AM

AMF AF AM MF x AM

: ( )

:

=

= =

= + → = − +

= + → = +

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

6 4

36




تساوی دوم را از تساوی اول کم می کنیم:

AM AM AM AM= + − + − − ⇒ =2 2 10 36 12 4 36
3

x AM x x x= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2 2 2 21 325 5 1336 36
9 9 3

بنابراین 

 L به فاصلۀ 10 هستند دو خط موازی L دقت کنید مکان هندسی نقاطی که از خط
′d را در طرف دیگر L به فاصلۀ 10 از L رسم کنیم، عمودمنصف  است. اگر خط 

′A قطع می کند. این نقطه هم می تواند جواب باشد. SF آن را در نقطه ای مثل 

م�کان هندس�ی نقطه هایی ک�ه از دو نقطۀ A و B ب�ه یک فاصله  544  4
 )AB است. این خط )عمودمنصف پاره خط AB هستند، عمودمنصف پاره خط

دایره را حداکثر در دو نقطه قطع می کند.
چون شعاع دایره، در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است، پس  545  3

مکان هندسی مورد نظر خطی است که از A می گذرد و بر خط d عمود است.

C اس�ت.  546 O r( , ) در ش�کل زی�ر H وس�ط وت�ر AM از دای�رۀ   2
می دانیم اگر از مرکز دایره به وسط وتری از دایره وصل کنیم این پاره خط بر وتر 
 AM در نتیجه مکان هندس�ی وسط وترهای . AHOˆ = 090 عمود اس�ت، پس 

دایره ای به قطر OA است.

مجموع�ۀ نقطه های مورد نظر، نقاط مش�ترک عمودمنصف ضلع  547  4
BC و نیمس�از زاوی�ۀ A اس�ت. از طرف دیگ�ر حداکثر تعداد نق�اط، مورد نظر 
اس�ت، پ�س با ف�رض اینک�ه مثل�ث در رأس A متساوی الس�اقین باش�د، چون 
عمودمنصف پاره خط BC و نیمساز زاویۀ A بر هم منطبق هستند، در این حالت 

نامتناهی نقطه به دست می آید.
مطابق شکل زیر، مرکز سکه که باید درون مستطیل باشد از هر ضلع  548  2

مستطیل به فاصلۀ حداکثر 2 است. پس مکان هندسی مورد نظر قسمت رنگی است 
که مساحت بین مستطیل به اضلاع 11 و 7 و مستطیل به اضلاع 7 و 3 است. پس

½k{ ¾TwH¼i SeIv¶= × − × = × =11 7 7 3 7 8 56

م�کان هندس�ی نقاط�ی از صفحه ک�ه از دو نقط�ۀ A و B به یک  549  3
فاصله اند، عمودمنصف AB است. مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو نقطۀ 
C و D به یک فاصله اند عمودمنصف CD اس�ت. این دو خط عمودمنصف یا 
در یک نقطه متقاطع اند، یا موازی اند یا منطبق اند )شکل های زیر را ببینید(. پس 
این مس�ئله یا یک جواب دارد یا جواب ندارد یا بی شمار جواب دارد. پس حالتی 

که دو نقطه ایجاد شود وجود ندارد.

مکان هندس�ی نقاطی از صفحه  550  4
که از خط d به فاصلۀ 2 هستند دو خط موازی 
d است. چون دقیقاً سه نقطه روی دایره وجود 
دارد ک�ه از d به فاصلۀ 2 هس�تند پس مطابق  
ش�کل مقابل، یکی از دو خط موازی، مماس بر 
دای�ره و خ�ط دیگ�ر دای�ره را در دو نقطه قطع 
می کن�د. اگر نقاط برخورد و تماس را C ، B و 
A بنامیم، آن گاه مساحت مثلث ABC مورد 
نظر اس�ت. ارتف�اع AH برابر ۴ اس�ت، پس 

. در نتیجه بنابر قضیۀ فیثاغورس، OH=4

OBH BH BH BC: = − = − = ⇒ = ⇒ =2 2 28 4 64 16 48 4 3 8 3

 . ABCS AH BC ( )( )= × = =1 1 4 8 3 16 3
2 2

بنابراین 
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f مماس خارج اند، پس طول خط المرکزین آن ها  551 ′ f و  دو دایرۀ   3
مساوی مجموع شعاع های آن ها است:

 

f x y r

f x y x m

a bO

a b c mr m

:( ) O( , ),

:

( , ) ( , )

− + = ⇒ =

′ + − − =

 ′ − − =


+ − + ′= = = +

2 2

2 2

2 2

3 9 3 0 3

14 0

7 0
2 2

4 196 4 49
2 2

 

OO r r m m m′ ′= + ⇒ = + + ⇒ = + ⇒ =−4 3 49 1 49 48 پس  
f مماس داخل هس�تند، پس ط�ول خط المرکزین آن ها  ′′ درضم�ن دو دایرۀ f و 

مساوی قدر مطلق تفاضل شعاع های آن ها است:

 

f x y x n

a bO

a b c nr n

:

( , ) ( , )

′′ + − − =

 ′′ − − =


+ − + ′′= = = +

2 2

2 2

8 0

4 0
2 2

4 64 4 16
2 2

 
n

OO r r n
n

| | | |
=′′ ′′= − ⇒ = − + ⇒
=−

0
1 3 16

12
پس  

− است. − =−48 12 60 m مساوی  n+ بنابراین کمترین مقدار 
′r مماس خارج اند  552 ′O و شعاع های r و  دو دایره به مراکز O و   3

. پس  OO r r′ ′= + هرگاه 
a bO

x y x y
a b cr

( , ) ( , ) − − = −+ − + − = ⇒
+ − + + = = =

2 2
2 2

2 1
2 24 2 4 0

4 16 4 16 3
2 2

. بنابراین OO′= + =9 16 5 ، پس  O ( , )′ −1 3 چون 

 OO r r r r′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ =5 3 2  
y موازی اند. پس مرکز دایره روی خط  553 x= +2 10 y و  x=2 دو خط   2

 O( , )α β y قرار دارد. اگر  x= +2 5 موازی آن ها و به یک فاصله از آن ها به معادلۀ 
) اس�ت. چون دایره از مبدأ مختصات  , )α α+2 5 مرکز دایره باش�د، آن گاه O نقطۀ 

y است. بنابراین x=2 می گذرد، پس فاصلۀ O تا مبدأ مساوی فاصلۀ O تا خط 

 

O

| |
( )

( ) ( , )

α+ − α
α + α+ =

α + α + + α= ⇒ α + α+ =

α + α+ = ⇒ α+ = ⇒α=− ⇒ −

2 2

2 2 2

2 2

2 5 22 5
5

254 25 20 5 20 20 0
5

4 4 0 2 0 2 2 1

 

MN=2 نتیج�ه می گیریم  554 7 با توجه به ش�کل زی�ر و فرض   1
. از طرف دیگر،  MH= 7

A AHE
ôi IU ¾±ÅIÎ

| |− − +
= = = =

+

2 12 1 13 13
4 9 13

بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 AMH AM AH MH r

r

: = + ⇒ = + =

=

2 22 2 2 2 13 7 20

20

  

به ص�ورت   20 ش�عاع  و   A( , )−1 4 مرک�ز  ب�ه  دای�رۀ  معادل�ۀ 

x اس�ت. اکنون معادلۀ حاصل از برخورد دایره با خط  y( ) ( )+ + − =2 21 4 20
y=2 را به دست می آوریم

 

x y
x x

y

x x

x x

( ) ( )
( ) ( )

 + + − = ⇒ + + = ⇒ + =
=
+ = ⇒ =


+ =− ⇒ =−

2 2
2 21 4 20

1 4 20 1 16
2

1 4 3

1 4 5

 

مرکز چنین دایره ای در ناحیۀ  555  3
س�وم مختص�ات ق�رار دارد و از محوره�ای 
مختصات به فاصلۀ r است )r شعاع دایره(، 
، مرک�ز ای�ن دای�ره  r r( , )− − پ�س نقط�ۀ 
اس�ت. بنابراین معادلۀ این دایره به صورت 

زیر است:
Ax r y r r r r r

r r r r r r r

r r r   r

 ½oÄHj

IÄ

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

∈+ + + = → − + + − + =

+ − + + − = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

9 2

81 18 4 4 22 85 0

5 17 0 5 17

ب�ا توج�ه به ش�کل مقابل،  556  2
کمتری�ن فاصلۀ نق�اط دایره از خ�ط برابر 

AH است.  OH r= −

a bO
x y x y

a b cr

OH

4

4 4
4

( , ) ( , )

| |

 − − = − −+ + + + = ⇒
+ − + − = = =

− − −
= = =

+

2 2
2 2

2
2 24 8 4 0

16 6 16
2 2

6 16 3 25 5
59 16

 . AH OH r 4= − = − =5 1 بنابراین 
C برابر  557 x y( , می دانیم طول مماس رسم شده از نقطۀ A بر دایرۀ 0=(  4

C اس�ت. ابتدا معادلۀ دایره را به 3 تقس�یم می کنیم زی�را زمانی می توانیم از  A( )

y2 برابر یک باشند. پس x2 و  فرمول های مربوط به دایره استفاده کنیم که ضرایب 

 

mxx y mx y x y y

mC A

m m m m

tIµ¶ Ï¼ö ( )

/

+ − + − = ⇒ + − + − =

= ⇒ = + + + −

= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = =

2 2 2 215 53 3 3 0 0
2 3 2

2 52 3 4 1 1
3 2

2 7 5112 72 4 21 4 51 12 75
3 2 4

 

ب�ا انتخاب دو مقدار برای m دو قطر دایره را به دس�ت می آوریم.  558  4
نقطۀ برخورد آن ها مرکز دایره است.

 
m x x

O
m y y

½oÄHj q¨o¶ ( , )
=− ⇒− + = ⇒ = ⇒ = −
=− ⇒ + = ⇒ =− 

3 2 0 2
2 2

2 2 0 2
 

x برابر شعاع دایره است.  y− + =3 4 6 0 از طرف دیگر فاصلۀ مرکز O تا خط مماس 

 r OH
| |+ +

= = = =
+

6 8 6 20 4
59 16

 

 . r½oÄHj SeIv¶=π = π2 16 بنابراین 
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معادلۀ مقطع مخروطی داده شده را به صورت زیر می نویسیم: 559  3

 
x y x y

x y x y

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

+ + − = ⇒ + + − − =

+ + − = ⇒ + + − =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 6 2 2 32 2 3 2 1 32

4 3 4 1 32 3 1 8
 

 ( , )−3 1 پس این مقطع مخروطی، دایرۀ به مرکز 
 2 2 چ�ون  اس�ت.   =8 2 2 ش�عاع  و 
| است، پس دایره محور y را قطع  |−3 کوچکتر از 
نمی کند )شکل مقابل را ببینید(. بنابراین دایره در 
ناحیه ه�ای دوم و س�وم ق�رار دارد. در نتیجه این 

دایره در ناحیه های اول و چهارم قرار ندارد.

x ق�رار دارد. پس  560 y( ) ( )− + + =2 22 1 2 نقط�ۀ A روی دای�رۀ   1
، عکس و قرینۀ شیب OA است )O مرکز دایره است(.  A شیب خط مماس در نقطۀ 

 A O
OA

A O

y y
O m

x x
( , )

− − +− ⇒ = = =−
− −

2 12 1 1
3 2

 

بنابراین شیب خط مماس برابر 1 است. پس

 
y

x
y x

y y

 n¼d¶ IM jn¼ioM

tIµ¶ ôi â¾²jI÷¶: ( )
=

+ = − →

+ =− ⇒ =−

02 3

2 3 5

561  . a=2 y2 با هم برابرند، پس  x2 و  در معادل�ۀ دایره ضرایب   3
معادله را بازنویسی می کنیم:

x y x my x y x my+ − − − = ⇒ + − − − =2 2 2 2 12 2 4 4 1 0 2 2 0
2

O است. قطر دایره از مرکز دایره می گذرد، پس m( , )1 مرکز دایره نقطۀ 

 m m m− = ⇒ =2 1 1  

x است. پس y x y+ − − − =2 2 12 2 0
2

در نتیجه معادلۀ دایره 

r r= + + = ⇒ =1 104 4 2 2 10
2 2

 

ص�ورت  562 ب�ه  دای�ره  معادل�ۀ  می کنی�م  ف�رض  اول  راه ح��ل   4

x باشد. در این صورت y ax by c+ + + + =2 2 0
A a b c a b c

B a b c a b c

C a b c a b c

½oÄHj

½oÄHj

½oÄHj

∈ ⇒ + + − + = − + =−
∈ ⇒ + + − + = ⇒ − + =−


∈ ⇒ + + + + = + + =−

1 4 2 0 2 5

9 4 3 2 0 3 2 13

9 4 3 2 0 3 2 13

 a a=− ⇒ =−2 8 4 معادلۀ اول را از معادلۀ دوم کم می کنیم: 
 b b= ⇒ =4 0 0 معادلۀ دوم را از معادلۀ سوم کم می کنیم: 

c=−1 و شعاع دایره برابر است با  بنابراین 

r a b c= + − = + + =2 21 14 16 0 4 5
2 2

. r½oÄHj SeIv¶=π = π2 5 پس 
، B و C را در  A راه ح��ل دوم نقطه ه�ای 
دستگاه مختصات مشخص می کنیم. با توجه 
به شکل مثلث ABC قائم الزاویه است، پس 
ش�عاع دایرۀ گذرن�ده از این س�ه نقطه برابر 

 . ACr += = =
2 22 4 5

2 2
اس�ت با 

 . r½oÄHj SeIv¶=π = π2 5 پس 

چون ش�عاع دایره در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود اس�ت، با  563  3
تعیین مختصات مرکز دایره، ش�یب OA را تعیین می کنیم و از آنجا ش�یب خط 

مماس را به دست می آوریم

A O
OA

A O

a bx y x y O

y y
m

x x

      , ( , ) ( , )+ − − = − − =

− −= = =
− −

2 2 2 2 3 1 1
2 2

3 1 2
2 1

− است. در نتیجه معادلۀ خط مماس به صورت  1
2

پس شیب خط مماس برابر 

y x y x( )− =− − ⇒ =− +1 13 2 4
2 2

مقابل است: 

پس عرض از مبدأ این خط، یعنی عرض برخورد آن با محور y برابر ۴ است.
′O مرکز دایرۀ داده شده  564 )O مرکز دایرۀ C و  , )β0 فرض کنید   3

′O روی یک خط هستند: باشد. در این صورت O ، A و 

O A

O
m

A

O A y x y x

 

ôi â¾²jI÷¶: 

( , )

( , )

( )

′

′ − −⇒ = =
+

′ − = + ⇒ = +

1 1 3 1 1
1 11 3

1 1 1 2
 

 O A′ مختصات مرک�ز O باید در معادلۀ خط 
 O( , )0 2 β=2. بنابراین  ص�دق کنند. پ�س 

 OA برابر C اس�ت. شعاع دایرۀ C مرکز دایرۀ
است. بنابراین 

r OA= = + =1 1 2

C1 را در نقط�ۀ A قط�ع  565 O دای�رۀ  O1 2 امت�داد خط المرکزی�ن   1

C2 اس�ت،  C1 از  می کند )ش�کل زیر را ببینید(. نقطۀ A دورترین نقطۀ دایرۀ 
C2 رسم کرد: پس از A بلندترین مماس را می توان بر 

 
a bO

O O
a bO

( , ) ( , )

( , ) ( , )

 − − = ⇒ = + =
 − − = −

1
1 2

2

2 3
2 2 16 9 5

2 0
2 2

 

 
a b c ar a

a b cr

+ − + −= = = −

+ − += = =

2 2
1

2 2
2

4 16 36 4 13
2 2

4 16 20 3
2 2

   

دو دایره مماس خارج هستند، پس
 O O r r a a r= + ⇒ = − + ⇒ = ⇒ = − =1 2 1 2 15 13 3 9 13 9 2

با توجه به شکل، طول مماس AT را به دست می آوریم:
O AT AT AO O T r r r: ( )

( )

= − = + −

+ − = − = =

2 2 2 2
2 2 2 1 2 2

2 2

2

4 3 3 49 9 40 2 10


 

توجه کنید که اگر نقطۀ تماس دو 
دایره را B1 و محل تلاقی امتداد 

 B2 C2 را  AO2 ب�ا دای�رۀ 

 AT بنامیم، برای محاسبۀ طول 
براب�ری  از  می توانس�تیم 
نی�ز   AT AB AB= ×2

1 2

استفاده کنیم.
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566  AB پاره خط . C x y x y x y m( , ): + + − −2 2 4 2 فرض کنید   1

C ق�رار دارد، پس هر دو نقط�ۀ A و B درون این دایره  x y( , درون دای�رۀ 0=(
C قرار دهیم باید عددی  x y( , ) واقع ان�د. بنابرای�ن اگر مختصات A و B را در 

منفی به دست آید. پس

 
C A m m

C B m m

( )

( )

< ⇒ + + + − < ⇒ >

< ⇒ + + − − < ⇒ >

0 4 1 8 2 0 15

0 4 9 8 6 0 15
 

m>15 اس�ت. درضمن توجه کنید به ازای  پس حدود تغییرات m به صورت 
x معادلۀ یک دایره اس�ت،  y x y m+ + − − =2 2 4 2 0 همه این مقادیر معادلۀ 

a به ازای آن ها مثبت است. b c+ −2 2 4 زیرا 
اگر O مرکز دایره باش�د، آن گاه شیب خط مماس، عکس و قرینۀ  567  3

شیب شعاع OA است. 

 A O
OA

A O

y ya bO       m
x x

( , ) ( , ),
− +− − = − = = =
− −

1 21 2 3
2 2 2 1

 

− و معادلۀ آن به صورت زیر است: 1
3

پس شیب خط مماس 

 xy x y y  ( ) =− =− − → − = ⇒ =01 2 51 2 1
3 3 3

 

نقاط تلاقی دایره را با محورهای مختصات به دست می آوریم: 568  1

 
yx y x y x x

x x

 =+ − − − = → − − =

± + ±= ⇒ = = ±

02 2 24 2 4 0 4 4 0

4 16 16 4 4 2 2 2 2
2 2

 

 B( , )−2 2 2 0 )A و  , )+2 2 2 0 پ�س نقاط تلاقی دایره با محور x دو نقطۀ 

. AB=4 2 هستند. پس 

 
xx y x y y y

y y

=+ − − − = → − − =

± + ±= ⇒ = = ±

02 2 24 2 4 0 2 4 0

2 4 16 2 2 5 1 5
2 2

 

 D( , )−0 1 5 )C و  , )+0 1 5 پ�س نقاط تلاق�ی دایره با مح�ور y دو نقطۀ 

. بنابراین نس�بت طول ای�ن دو وتر برابر اس�ت با  CD=2 5 هس�تند. پ�س 

 . AB
CD

= =4 2 2 2
2 5 5

)W مبدأ مختص�ات، O مرکز دایره و r ش�عاع دایره  569 , )0 0 اگ�ر   4

WO است.  r+ باشد، آن گاه فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره تا W برابر 

 

a bO
x y x y

a b cr

( , ) ( , ) − − = −+ + − = ⇒
+ − + = = =

2 2
2 2

1 1
2 22 2 0

4 4 4 2
2 2

 

پس
 OW       OW r¾±ÅIÎ ¸ÄoTzÃM,= + = = + = + =1 1 2 2 2 2 2  

)O و ش�عاع r بر محور y مماس اس�ت،  570 , )α β دای�رۀ ب�ه مرکز   1
. r| |α = هرگاه 

 

x y x my

a b mO

ma b c mr

( , ) ( , )

| |

+ + + + =

 − − = − −


+ − + − = = =

2 2

2 2 2

4 4 0

2
2 2 2

4 16 16
2 2 2

 
m

r m m 4

| |
| | | |α = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±2 4

2
بنابراین 

571  a براب�ر ، C ش�عاع دای�رۀ  1
. در نتیجه در مثلث  OM a= است، پس 
قائم الزاویۀ OMF بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

 MF a c b b= − = =2 2 2  
از طرف دیگر بنابر فرض سؤال،

 
a a

b b

c a b c

©nqM oõ¤

¦a¼¨ oõ¤

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

= − = − = ⇒ =2 2 2

8 2 8 4

4 2 4 2

16 4 12 2 3

 

 . MFFS MF FF b c bc′ ′= × = × = = × =1 1 2 2 2 3 4 3
2 2

بنابراین 

b2 است.  572 a2 و قطر کوچک بیضی برابر  قطر بزرگ بیضی برابر   4
 OH ارتفاع OAB در مثلث قائم الزاویۀ . OB b= =5 OA و  a= =12 پس 
را رس�م می کنیم. OH شعاع دایرۀ مماس بر AB است. بنابر رابطه های طولی 

در مثلث قائم الزاویه، 
OAB AB OB OA AB

OAB OH AB OB OA OH

:

:

= + = + = ⇒ =

×× = × ⇒ = =

2 2 2 2 25 12 169 13

5 12 60
13 13




 

′F است. در  573 مبدأ مختصات )مرکز بیضی( وس�ط دو کانون F و   2
′F دارای  F کانون دیگر این بیضی است. چون دو نقطۀ M و  ( , )′ −3 0 نتیجه  
′AA است )شکل زیر را  ، عمود بر قطر بزرگ  MF′ طول های مس�اوی اند، پس 

، در  b
a
=

2 9
2

، پس  MF′=9
2

. از طرف دیگر  bMF
a

′=
2

ببینی�د(. در نتیجه 

، بنابراین  c OF= =3 . درضمن  b a=2 9
2

نتیجه 

 
a b c a a a a

a a

= + ⇒ = + ⇒ − − =

± + ± += = ⇒ = =

2 2 2 2 29 9 2 9 18 0
2

9 81 144 9 15 9 15 6
4 4 4

 

در نتیجه 
c
a

q¨o¶ pH Z»oi= = =3 1
6 2
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پ�س  574 اس�ت.  بیض�ی  مرک�ز   F′ و   F کان�ون  دو  وس�ط   3

. بنابراین ش�کل بیضی به صورت زیر است و بیضی در  F FO ( , )′+= = −1 3
2

. درضمن Ob OB y′= = =3 ′B بر محور x مماس است پس  نقطۀ 
 c FF c′= = ⇒ =2 6 3  

در نتیجه 
 a b c a= + = + = ⇒ =2 2 2 9 9 18 3 2  

. a=2 6 2 a2 است، پس  دورترین فاصلۀ نقاط هر بیضی از یکدیگر برابر 

بناب�ر ویژگی بازتابندگی بیضی بازتابش این پرتو نور از کانون دیگر  575  2
′F از مرکز O به فاصلۀ c قرار  ′F می گذرد. با توجه به شکل نقطۀ  بیضی یعنی 

دارد. اکنون بنابر فرض سؤال، 

 
AA a a       b b

Ac a b c       O

¦a¼¨oõ¤,

, ( , )

′= ⇒ = ⇒ = = ⇒ = ⇒ =

′Α+= − = − = ⇒ = = =2 2 2

8 2 8 4 4 2 4 2

16 4 12 2 3 1 2
2

 

) است. , )−1 2 3 2 ′F به صورت  بنابراین مختصات کانون 

′BB برابر قطر کوچک بیضی است. پس 576 طول   3
 b BB b′= = ⇒ =2 2 2 2  

درضمن خروج از مرکز بیضی را می توان از رابطۀ زیر به دست آورد:

 
be
a a a a

a
a

= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −

= ⇒ =

2

2 2 2 2

2
2

5 2 5 2 2 51 1 1 1
7 7 7

2 2 7
7

 

پس
 c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 7 2 5 5  

دایرۀ به قطر فاصلۀ کانونی، دایرۀ به شعاع c است. پس مساحت این دایره برابر 
 . cπ = π2 5 است با 

ابتدا تساوی داده شده در صورت سؤال را ساده می کنیم: 577  4

 
MB MA MB MA MA

MA

MB MA MB MA

+ = ⇒ + = −
−

+ = ⇒ + =

3 2 1 3 2 5
5

53 3 5
3

 

5 اس�ت ولی این 
3

مجم�وع فاصله ه�ای نقط�ۀ M از دو نقطۀ A و B مقدار ثابت 

مقدار از فاصلۀ دو نقطۀ A و B کوچک تر است. پس مکان هندسی M تهی است.

578  ، a=5 ، پس  b=2 4 2 a=2 و  10 بناب�ر فرض ه�ای س�ؤال   1
b=2 و  2

 c a b c( )= − = − = ⇒ =2 2 2 2 25 2 2 17 17  

′MFF نصف  OM در مثل�ث  . پ�س میان�ۀ  FF c′= =2 2 17 بنابرای�ن 
. در نتیجه FMFˆ ′= 090 ′FF است. پس این مثلث قائم الزاویه است، یعنی 

 FFMF MF FF MF MF      ( )′=′ ′ ′+ = → + =2 172 2 2 2 2 68 1
، پس از  MF MF′= −10 . بنابراین  MF MF a′+ = =2 10 از ط�رف دیگ�ر، 

تساوی )1( نتیجه می گیریم

 

MF MF

MF MF MF

MF MF MF MF

MF MF MF MF  IÄ  

( )

( )( )

′ ′− + =

′ ′ ′+ − + =

′ ′ ′ ′− + = ⇒ − + =

′ ′ ′ ′− − = ⇒ = =

2 2

2 2

2 2

10 68

100 20 68

2 20 32 0 10 16 0

2 8 0 2 8

 

. در نتیجه  MF= − =10 8 2 MF′=8 قابل قبول است. پس  با توجه به شکل 
MF
MF

′ = =8 4
2

B M

A
FOF�

A�

B�

b اس�ت. بنابر فرض س�ؤال  579
a

22 ط�ول وت�ر کانون�ی MN برابر   2

، در نتیجه  c=6 . بنابراین  AF a c= − =2 a و  OA= =8
b a c= − = − = − =2 2 2 2 28 6 64 36 28

bMN است. پس 
a

=
22 OF و قاعده برابر  c= =6 در مثلث OMN ارتفاع برابر 

OMN
b b cS OF MN c
a a

( )( ) ×= × = = = =
2 21 1 2 28 6 21

2 2 8
، پس  580 AF=6 OF=6 و  راه ح��ل اول بنابر فرض های س�ؤال   2

′F وص�ل می کنیم. چ�ون D روی بیضی  . از D ب�ه  کان�ون  a=12 c=6 و 
. بنابر قضیۀ فیثاغورس، DF DF a′+ =2 است، پس 

DF a DF
FF c

a
c

DFF DF DF FF

a DF DF c DF DF

DF DF DF DF

DF DF DF

:

( ) ( ) ( )

( )( )

′= −
′=

=
=

′ ′ ′= + →

− = + → − = +

+ − = + ⇒ = −

= + − ⇒ = × ⇒ =

22 2 2
2

122 2 2 2 2 2
6

2 2 2 2 2 2

2 2 24 12

24 48 12 48 24 12

48 24 12 24 12 48 36 12 9



مطابق شکل، DF برابر عرض نقطۀ D و OF برابر طول نقطۀ D است. بنابراین
D OF DF( , ) ( , )= 6 9

b است. چون 
a

2
راه حل دوم می دانیم اندازۀ DF برابر 

b a c= − = − =2 2 2 2 212 6 108

. bc
a

( , ) ( , )=
2

6 9 پس مختصات D برابر است با 
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y=−2 محور تق�ارن و خط  581 ب�ا توجه ب�ه فرض های س�ؤال خط   2

x=1 خط هادی این سهمی است. چون رأس سهمی روی محور تقارن قرار دارد 
S است. درضمن  h k  ( , ) ( , )= − −1 2 1− است، پس رأس سهمی  و طول آن 

. از طرف دیگر از موقعیت  a=2 فاصلۀ رأس S تا خط هادی برابر a است، پس 
خ�ط هادی و رأس نس�بت به ه�م نتیجه می گیریم دهانۀ این س�همی رو به چپ 

است، پس معادلۀ آن به صورت زیر است:
 y k a x h y x( ) ( ) ( ) ( )− =− − ⇒ + =− +2 24 2 8 1

) در این سهمی صدق می کنند.  , )− −3 6 در بین نقاط داده شده فقط مختصات نقطه 

در معادلۀ س�همی داده شده به جای حرف a از حرف m استفاده  582  1
می کنیم تا a با فاصلۀ کانونی س�همی اش�تباه گرفته نش�ود. پس معادلۀ س�همی 
y اس�ت. درضمن کمترین فاصلۀ نقاط سهمی از کانون آن  y mx+ − =22 4 0

 Ay By Cx D+ + + =2 0 براب�ر فاصلۀ کانونی یا همان a اس�ت. در س�همی 
عدد a را از برابری زیر می توان به دست آورد:

 
aC m

a m
A

| | | |
| | m

| |

= −
= → = ⇒ = ⇒ =±

×

3
8 3 3 3

4 8 4 2
 

اگر S رأس و d خط هادی این س�همی باشد، آن گاه دایره به قطر  583  3
SH دایرۀ مورد نظر است. معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد می نویسیم:

y x x y x x y x

x y x y

( )

( ) ( ) ( )

= − + ⇒ = − + ⇒ = − − +

− = + ⇒ − = +

2 2 2

2 2

1 3 2 2 6 4 2 3 9 4
2

53 2 5 3 2
2

S رأس آن اس�ت.  h k( , ) ( , )= − 53
2

پ�س دهان�ۀ ای�ن س�همی رو ب�ه ب�الا و 

x=3 محور این س�همی و خط  . در نتیجه خط  a=1
2

، پس  a=4 2 همچنین 

y خط هادی آن است. نقطۀ تلاقی این دو خط نقطۀ  k a= − =− − =−5 1 3
2 2

، بنابراین  H( , )−3 3 H است. پس 

 S H SH aO       r½oÄHj q¨o¶ ½oÄHj ÌI÷{ ( , ),+= = − = = =11 13
2 4 2 2 4

 

با توجه به موقعیت رأس و کانون این سهمی نسبت به هم نتیجه  584  2
. از طرف دیگر، اگر a FS= =4 می گیریم دهانۀ این سهمی رو به پایین است و 
y خط هادی این س�همی  k a= + S رأس ای�ن س�همی باش�د، آن گاه  h k( , )

=y معادلۀ خط هادی این سهمی است.  + =2 4 6 است، در نتیجه 

برای اینکه حرف a در معادلۀ این سهمی با فاصلۀ کانونی سهمی  585  2
اشتباه گرفته نشود در اینجا به جای a از حرف m استفاده می کنیم. پس معادلۀ 
y اس�ت. معادلۀ سهمی را استاندارد کرده تا خط  y x m− + + =2 6 2 0 سهمی 

هادی آن به دست آید:

 
y y x m y x m

my x m y x

( )

( ) ( ) ( )

− + + = ⇒ − − + + =

− =− − + ⇒ − =− + −

2 2

2 2

6 2 0 3 9 2 0

93 2 9 3 2
2 2

 

mS است.  h k( , ) ( , )= − +9 3
2 2

پس دهانۀ این سهمی رو به چپ و رأس آن 

. خط هادی این سهمی به صورت زیر است: a=1
2

، پس  a=4 2 همچنین 

 

dm md x h a x

m m

( , )
:

∈
= + ⇒ =− + + → = −

= ⇒ =

3 3
29 1 3 5

2 2 2 2 2
7 7

2 2

 

مطابق ش�کل زیر، دیش را روی دستگاه مختصات قرار می دهیم.  586  2
A روی آن ق�رار خواهد  h( , )5 اگ�ر h گ�ودی  ای�ن دیش باش�د، آن گاه نقط�ۀ 
. از روبه رو این دیش یک س�همی با  a SF= =6 داش�ت. درضمن بناب�ر فرض 

دهانۀ رو به بالا دیده می شود. پس معادلۀ آن به صورت زیر است:

 
Aax ay x y

h h

 Âµ¿w∈== → = →

= ⇒ =

62 24 24

2525 24
24

 

بنابر تعریف سهمی این دایره ها بر خط هادی سهمی مماس هستند.  587  4

 
x x y x y

x y x y

( )

( ) ( ) ( )

− − = ⇒ − − − =

− = + ⇒ − = +

2 2

2 2

2 2 3 1 1 2 3

1 3 3 1 3 1
 

S رأس آن است. همچنین h k( , ) ( , )= −1 1 پس دهانۀ این سهمی رو به بالا و 

. معادلۀ خط هادی این سهمی به صورت زیر است: a=3
4

. در نتیجه  a=4 3

 y k a y y y= − ⇒ =− − ⇒ =− ⇒ + =3 71 4 7 0
4 4
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MT و FH ب�ر خط d عمودند،  588  2
پس موازی اند. درضمن نقاط M و A روی این 
و   MT MF= =3 پ�س  هس�تند،  س�همی 
. از ط�رف دیگر کوتاه ترین فاصلۀ  FA AH=
نقاط س�همی از خط هادی آن برابر a و در شکل برابر 

. در نتیجه FA AH= =5
2

AH است. بنابراین 

 

MN MT MNNHF MT FH
NF FH NF

MN MN
NF MN MF

MN MN

E
u²IU ¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

Zoh¶nj ®ÃñÿU

: ||

/

→ = ⇒ =

→ = ⇒ =
− −

= ⇒ = =

3
5

3 3
5 3 2

3 9 4 5
3 2 2



 

بناب�ر ویژگی بازتابندگی س�همی هر پرتو نوری ک�ه موازی با محور  589  4
س�همی بر آن تابیده ش�ود بازتاب آن از کانون س�همی می  گذرد. پس نقطۀ مورد 

نظر سؤال کانون این سهمی است. 

 
y y x y x

y x y x

( )

( ) ( ) ( )

+ + − = ⇒ + − + − =

+ =− + ⇒ + =− −

2 2

2 2

2 3 2 0 1 1 3 2 0

1 3 3 1 3 1
 

S رأس آن اس�ت.  h k  ( , ) ( , )= −1 1 پس دهانۀ این س�همی رو به چپ و نقطۀ 

. کانون این سهمی به صورت زیر است:  a=3
4

. پس  a=4 3 همچنین 

 F h a k  ( , ) ( , ) ( , )− = − − = −3 11 1 1
4 4

  

معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد می نویسیم 590  3
x y x x x y

x y x y

x y

( )

(( ) ) ( )

( ) ( )

− + − = ⇒ + = +

+ − = + ⇒ + = +

+ = +

2 2

2 2

2

2 4 4 8 0 2 2 4 8

2 1 1 4 8 2 1 4 10

51 2
2

S و دهان�ۀ آن رو به بالا اس�ت.  h k( , ) ( , )= − − 51
2

پ�س رأس ای�ن س�همی 

 . a=1
2

، پس  a=4 2 همچنین 

F است. اکنون  h k a( , ) ( , ) ( , )+ = − − + = − −5 11 1 2
2 2

پس کانون این سهمی 

C x y x y: + − + − =2 2 2 1 F را نس�بت ب�ه دایرۀ 0  ( , )− −1 2 وضعی�ت نقطۀ 
معادل�ۀ  در  را   F نقط�ۀ  مختص�ات  کار  ای�ن  ب�رای  می کنی�م.   بررس�ی 

C قرار می دهیم: x y x y x y( , )= + − + −2 2 2 1
C  ( , )− − = + + − − = >1 2 1 4 1 4 1 1 0

پس F بیرون این دایره است. بنابراین از نقطۀ F دو مماس بر این دایره رسم می شود.
y را با محورهای مختصات به دست  591 x− =2 3 6 نقاط تلاقی خط   1

′F و رأس B را پیدا کنیم.  می آوریم تا کانون 

 

y x
x x F

y

y x
y y B

x

n¼d¶ IM jn¼ioM

n¼d¶ IM jn¼ioM  

( , )

( , )

− = ′⇒ ⇒ =− ⇒ −
=
− =⇒ ⇒ = ⇒
=

2 3 6
2 2 0

0

2 3 6
3 0 3

0

 

 . a b c= + = + =2 2 2 9 4 13 . پ�س  b OB= =3 c و  OF′= =2 بنابرای�ن 
. پس مساحت دایرۀ به قطر FB برابر است با  FB a= درضمن 

FB a( ) π ππ = =
22 13

2 4 4

BFB مربع  592 F′ ′ در مربع قطرها مس�اوی اند. چ�ون چهارضلعی   2
. در نتیجه b c= ، پس  b c=2 2 ، یعنی  BB FF′ ′= است، پس 

a b c b b b a b= + = + = ⇒ =2 2 2 2 2 22 2  

. a a b
b b b

©nqM oõ¤

¦a¼¨ oõ¤

= = = =2 2 2
2

بنابراین 

و  593  F( , )2 5 کانون ه�ای  ب�ا  بیض�ی  روی   M( , )101 نقط�ۀ   2
F قرار دارد. پس بنابر تعریف بیضی،  ( , )′ −2 3

 MF MF a a

a a a

( ) ( ) ( ) ( )′+ = ⇒ − + − + − + + =

+ + + = ⇒ = ⇒ = =

2 2 2 22 10 2 1 5 10 2 1 3 2

64 16 64 16 2 2 80 2 80 4 5
 

c FF c( ) ( )′= = − + + = ⇒ =2 22 2 2 5 3 8 4 از طرف دیگر،  

 . c
a

q¨o¶ pH Z»oi= = =4 5
54 5

بنابراین 

594  ، AA a′=2 می دانیم در بیضی   4

 . c=4 ، پس  c
a
=2
3

. در ضمن  a=6 پ�س 

همچنین اگ�ر از مرکز O ب�ه M وصل کنیم، 
. پس OF c′= OM و  a= آن گاه 

 MF O MF OM OF a c:′ ′ ′= − = − = − =2 2 2 2 2 36 16 20  
بنابراین

AF a cAMF AM MF AF AM a c

AM AM

: ( )

( )

′= +′ ′ ′= + → = + +

= + + = ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2

20

20 6 4 120 2 30

  

ش�کل س�ؤال به صورت زی�ر اس�ت. از ویژگ�ی بازتابندگی بیضی  595  2
. از طرف دیگر،  M Mˆ ˆ=1 2 نتیجه می گیریم 

M MNF MF
N M N M

dJn¼¶

ˆ ˆ||
ˆ ˆ ˆ ˆ=′ ⇒ = → =



1 2
1 2 1 1

′MNF متساوی الس�اقین اس�ت. ول�ی اگر این مثل�ث قائم الزاویه  پس مثلث 
. این نتیجه در حالت کلی لزومی  F MFˆ′ = 090 ، آن گاه  F̂′= 090 باش�د، یعنی 

ندارد درست باشد.
مثل�ث  ای�ن  اگ�ر  همچنی�ن 
یعن�ی  باش�د،  متس�اوی الاضلاع 
 . F MFˆ′ = 060 ، آن گاه  F′= 060
این نتیجه هم در حالت کلی لزومی 

ندارد درست باشد.
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رأس سهمی نزدیک ترین نقطۀ سهمی تا کانون آن است. بنابراین  596  4
باید مقدار ثابت a را به دست آوریم

a
E

SwH  ¾]nj ·A ¾M SLvº  RnILø ¾¨ ÁoÃûT¶ KÄoò

 á¾]njoÃûT¶ KÄoò

| |
( )

| |
( )

=
×

= =
× −

1
4 2

5 5
4 7 28

راه حل اول ش�کل تقریبی این سهمی به صورت زیر است. فرض  597  4
y خط هادی این س�همی باش�د. می دانی�م فاصلۀ هر نقطه  m= می کنی�م خط 
)A که  , )0 2 روی س�همی از کانون و خط هادی به یک اندازه اس�ت. پس نقطۀ 

روی سهمی قرار دارد، این ویژگی را دارد:
m m

m m
m m

( ) ( ) | | | |
− = ⇒ =−− + − = − ⇒ = − ⇒
− =− ⇒ =

2 2 2 3 1
0 3 2 2 2 3 2

2 3 5

y=−1 س�همی را قط�ع می کند، پس  m=−1 قاب�ل قبول نیس�ت زی�را خط 
y=5 خط هادی است. نمی تواند خط هادی باشد. بنابراین 

)F برابر 3 اس�ت. پس گزینه ای  , )3 2 )A تا کانون  , )0 2 راه ح��ل دوم فاصلۀ 

درس�ت است که بالاتر از A باشد و فاصلۀ A تا آن برابر 3 باشد که فقط گزینۀ 
)۴( این ویژگی ها را دارد.

آینۀ س�هموی این تلس�کوپ انعکاس�ی از روبه رو یک س�همی با رأس  598  2

x است. بنابر  ay=2 4 )S و دهانۀ رو به بالا دیده می شود. معادلۀ این سهمی  , )0 0
. بنابراین معادلۀ سهمی به صورت  a=72 فرض، فاصلۀ رأس تا کانون 72 است، پس
x است. فرض می کنیم فاصلۀ رأس S تا مرکز قاعدۀ این آینۀ سهموی  y= ×2 4 72

A روی این سهمی است. h( , )84 O برابر h باشد. در این صورت نقطۀ  یعنی 

A h hÂµ¿w /×∈ ⇒ = × × ⇒ = =
×

2 84 8484 4 72 24 5
4 72

)S است. همچنین  599 , )2 0 y رأس، نقطۀ  x( )= −2 8 2 در سهمی   3
 OF موازی MH در ش�کل . OF a= =2 4 . پ�س  a=2 ، بنابرای�ن  a=4 8

است. پس

 
MF MH

M

NH MNNOF MH OF
OH MF

NH MN
OH MH

MN MHNOF MH OF
FN OF

MN FN
MH OF

u²IU á¾Ãñ¤

SwH Âµ¿w Á»n ·¼a

u²IU á¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

KwI¹UÁIÀïÂ¬sÄ»

: ||

( )

: ||

( )

=

→ =

→ =

→ =

→ =

1

2




 

از برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم

 OFNH FN OH FN OH FNOF
OH OF NH NH

=× ×= ⇒ = → =4 4

بنابر خاصیت بازتابندگی س�همی هر پرتو نوری که موازی با محور  600  3
سهمی بر سهمی، بتابد بازتابش از کانون سهمی می گذرد. پس در این سؤال نقطۀ 

) کانون سهمی است. بنابراین لازم است کانون این سهمی را پیدا کنیم: , )−1 3

 
x x my x my

x my x m y
m

( )

( ) ( ) ( )

− + + = ⇒ − − + + =

− =− − ⇒ − =− +

2 2

2 2

2 9 0 1 1 9 0

81 8 1
 

−m منفی  m>0 مقدار پس دهانۀ این سهمی رو به پایین است، چون با فرض 

، پس  a m=4 S است و  h k
m

( , ) ( , )= − 81 است. همچنین رأس این سهمی 

. مختصات کانون این سهمی به صورت زیر است: ma=
4

 mF h k a
m

( , ) ( , ) ( , )− = − − = −81 1 3
4

 

بنابراین

 
m m m m m

m
m m m m  ( )( ) ,

− − =− ⇒ + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 28 3 32 12 12 32 0
4

4 8 0 4 8
 

m=8 در گزینه ها وجود دارد. 

طول ارتفاع وارد بر ضلع AC معلوم اس�ت، پس رأس B از خط  601  3
AC ب�ه فاصلۀ ثابتی ق�رار دارد. بنابراین مکان هندس�ی رأس B دو خط موازی 

AC به فاصلۀ BH از آن است.

مرک�ز دایره ای ک�ه بر نیمس�ازهای ناحیه ه�ای اول و دوم مماس  602  3
اس�ت روی محور y قرار دارد، چون هر نقطه روی محور y از این دو نیمس�از به 
W( OWH مبدأ  ی�ک فاصله اس�ت. از ط�رف دیگ�ر در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ

 OWH مثل�ث  پ�س  اس�ت،   045 براب�ر   W1 زاوی�ۀ  اس�ت(  مختص�ات 

. بنابراین WH OH= =3 2 متساوی الساقین نیز هست. در نتیجه 

 OWH OW OH WH

OW

: ( ) ( )= + = + =

=

2 2 2 2 23 2 3 2 36

6



 x y y+ − + =2 2 12 18 0 x یا  y( )+ − =2 26 18 پس معادلۀ دایرۀ مورد نظر 
است.
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ابتدا وضعیت نسبی دو دایره را مشخص می کنیم: 603  1

 

C x y x y

O

a b cr

C x y x y

O

a b cr

OO

 

:

( , )

:

( , )

+ − + + =

−

 + − + −= = =

′ + − − + =

′

 + − + −′= = =


′= + =

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 6 9 0

1 3

4 4 36 36 1
2 2
8 2 13 0

4 1

4 64 4 52 2
2 2

3 4 5

 

OO پ�س دو دای�ره متخارج اند. توج�ه کنید که بیش�ترین و  r r′ ′> + چ�ون 
کمترین فاصلۀ بین نقاط روی دو دایرۀ متخارج برابرند با

OO بیشترین فاصله r r: ′ ′+ + =8 OO کمترین فاصله     ,  r r: ( )′ ′− + =2
. در بین گزینه ها، فقط گزینۀ )1( در این نابرابری ها  MN≤ ≤2 8 بنابراین باید 

صدق نمی کند.

چون ش�عاع دایره در نقطۀ تماس، بر خط مماس عمود اس�ت، با  604  3
به دس�ت آوردن مختصات مرکز O در دایره و ش�یب OA، شیب خط مماس را 

به دست می آوریم:

 a bx y x y O( , ) ( , )+ − + = ⇒ − − = −2 2 4 2 4 2 1
2 2

 

. بنابراین شیب خط مماس بر دایره در  A O
OA

A O

y y
m

x x
− − += = =
− −

1 1 0
5 2

پس 

x=5 است. نقطۀ A تعریف نشده است، پس معادلۀ خط مماس به صورت 
مثلثات�ی،  605 رواب�ط  بناب�ر   ،OBF قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در   2

. توجه کنید که  OB b
OF c

tan θ= =

b
bccBFB

b c b
c

tanˆtan( ) tan ( )
tan

×
θ′ = θ= = =

− θ −−
2 2 2 2

2

2
2 22 1

1 1

. ب�ا  c b c( ) = +2 2 23 ، در نتیج�ه  a b c= +2 2 2 c و 
a
=1
3

از ط�رف دیگ�ر 

. اکنون می توان برابری )1(  b c=2 2 ساده کردن این برابری به دست می آید 

 . bc cBFB
c b c c

ˆtan( )′ = = =−
− −

2

2 2 2 2
2 4 2 4 2

78
را به شکل زیر نوشت: 

606  AA′ دو س�ر قطر بزرگ این بیضی عرض برابر دارند، پس خط   1

 B′ م�وازی محور x اس�ت. بنابراین محدودۀ تغیی�رات y بین عرض نقاط B و 
)دو سر قطر کوچک این بیضی( است. اکنون توجه کنید که 

 c ca AA a a c
a

      ,′= ⇒ = ⇒ = = ⇒ = ⇒ =3 32 2 8 4 2 3
2 4 2

. از  A AO  ( , )′+= = 2 1
2

مرک�ز بیضی وس�ط قط�ر ب�زرگ آن اس�ت، بنابراین 

 B′ . نقاط B و  b=2 ، در نتیجه  b a c= − = − =2 2 2 16 12 4 طرف دیگ�ر، 
b=2 واحد بالاتر و پایین تر هس�تند.  از مرکز O در راس�تای محور y به اندازۀ 
. بنابرای�ن تغییرات y در  B ( , ) ( , )′ − = −2 1 2 2 1 )B و  , ) ( , )+ =2 1 2 2 3 پ�س 

] است.  , ]−1 3 این بیضی در فاصلۀ 

بنابر فرض های س�ؤال شکل زیر را خواهیم داشت. طول پاره خط  607  3

′F وصل می کنیم و از  ′PA را می خواهی�م. از M ب�ه کانون دیگر بیضی یعنی 

′F به موازات MF خطی رسم می کنیم تا خط مماس را در نقطۀ N قطع کند. 

توجه کنید که

  

a a
b a c b

c c

bMF
a

= ⇒ = ⇒ = − = − = ⇒ =
= ⇒ = 

= = =

2 2 2

2

2 12 6
36 9 27 3 3

2 6 3

27 9
6 2

 

M و بنابر قضیۀ خطوط  Mˆ ˆ=1 2 از طرف دیگر بنابر خاصیت بازتابندگی بیضی 

. چون  MF NF′ ′= . در نتیجه  M Nˆ ˆ=2 ، پ�س  M Nˆ ˆ=1 م�وازی و مورب 

M روی بیضی است،

 MF MF a MF MF NF′ ′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =9 15 152 12
2 2 2

 

از تعمیم قضیۀ تالس نتیجه می گیریم

 

FA a c

PF MF PFPNF MF NF
PF NF PF

PF PF PF
PF PF FF

PF PA PA

Zoh¶ nj ®ÃñÿU

    

:

= − =

′ ′⇒ = ⇒ = =
′ ′ ′

→ = ⇒ = ⇒ =
′ ′− −

= → + = ⇒ =3

9
32

15 5
2

3 3 3
5 3 2 6 2

9 3 9 6



. PA PA a′= + = + =2 6 12 18 بنابراین 
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ابتدا معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد می نویسیم 608  4

 
y y x y x

y x y x

( )

( ) ( ) ( )

+ + − = ⇒ + − + − =

+ =− + ⇒ + =− −

2 2

2 2

4 2 1 0 2 4 2 1 0

52 2 5 2 2
2

 

S اس�ت. همچنین  h k( , ) ( , )= −5 2
2

دهان�ۀ این س�همی رو به چ�پ و رأس آن 

. بنابراین معادلۀ خط هادی این سهمی به صورت زیر است: a=1
2

، پس  a=4 2

 x h a x= + = + ⇒ =5 1 3
2 2

 

پس اگر عمود SH را بر خط هادی رسم کنیم، دایرۀ به قطر SH جواب سؤال است. با 
دای�ره  مرک�ز   O مختص�ات  پ�س  اس�ت   ( , )−3 2 نقط�ۀ   H ش�کل  ب�ه  توج�ه 

ش�عاع  و   S HO ( , )+= = −11 2
2 4

SH اس�ت.  a= =1
2 2 4

دایره مس�اوی 

دای�ره  معادل�ۀ  پ�س 

x است. y( ) ( )− + + =2 211 12
4 16

فاصلۀ کانونی دیش از برابری زیر به دست می آید: 609  3

 yÄj á¾ºIÀj oõ¤

yÄj Âº¼ºI¨ ¾á ±ÅIÎ

yÄj ¢µø

( )

( )
=

×

2

16
 

 . yÄj Âº¼ºI¨ ¾á ±ÅIÎ

( )
= =

×

264 8
16 32

در نتیجه 

هر نقطۀ سهمی از کانون و خط هادی آن  610  2

. همچنین  MH MF= =9
2

به یک فاصله اس�ت، پس 

. درضم�ن  FH AH′ ′= =152
2

، پ�س  AF AH′=

′FH ب�ر خ�ط d عمودن�د پ�س  دو پاره خ�ط MH و 
موازی اند. درنتیجه

 

MH MNNH F MH FH
FH NF

MN MN MN MN MN
MN

u²IU á¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

: ||′ ′ → =
′

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

3 27 27 273 5 2
5 9 2 2 4

2



 

d هستند،  611 O به فاصلۀ  مکان هندس�ی نقاطی از فضا که از نقطۀ   4
P با این کره جواب  d اس�ت. محل تلاقی صفحۀ  O و ش�عاع  کره ای به مرکز 
است. این محل تلاقی می تواند دایره، نقطه یا تهی باشد )شکل های زیر را ببینید(. 

612  .r= + + =1 1 1 O و 3  ( , )−1 1 از معادلۀ دایره به دست می آید:   3

 . OH
| |− + −

= =
1 1 1 2

22
به کمک دس�تور فاصلۀ نقطه از خط به دس�ت می آید 

اکنون در مثلث قائم الزاویۀ OAH، بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

AH OA OH= − = − = =2 2 1 5 103
2 2 2

می دانیم عمودی که از مرکز دایره بر یک وتر رسم می شود، آن وتر را نصف می کند، پس

  AB AH ( )= = =102 2 10
2

ابتدا با پیدا کردن مرکزهای دو دایره و ش�عاع های آن ها، وضعیت  613  2
نسبی دو دایره را بررسی می کنیم:

 
x y x y O r

x y x y O r

      

     

( , ) ,

( , ) ,

+ −+ − − + = ⇒ = =

+ −′ ′+ − − + = ⇒ = =

2 2

2 2

4 64 602 8 15 0 1 4 2
2

64 4 608 2 15 0 4 1 2
2

 

 ، OO r r′ ′> + OO′=3 و  چون 2
مطابق ش�کل مقابل، دو دایره متخارج 
هس�تند و AB قطر کوچک ترین دایرۀ 

مماس بر آن ها است:

 
AB OO r r( )′ ′= − +

= − =3 2 2 2 2

2 است.
2

، یعنی  AB
2

پس شعاع دایرۀ مماس مساوی 

)A دایرۀ مورد نظ�ر در ربع دوم قرار  614 , )−2 1 ب�ا توجه به مختصات   4
دارد. مرکز دایره ای به شعاع r که در ربع دوم بر هر دو محور مختصات مماس است 
ش�کل  ب�ه  دای�ره  ای�ن  معادل�ۀ  بنابرای�ن  اس�ت.   O r r( , )−1 ص�ورت  ب�ه 

x است. مختصات A در معادلۀ دایره صدق می کنند: r y r r( ) ( )+ + − =2 2 2

 r r r r r r r r r r( ) ( )− + + − = ⇒ − + + − + = ⇒ − + =2 2 2 2 2 2 22 1 4 4 2 1 6 5 0
. r=5 در نتیجه r=1 یا 

′BB برابر  615 ′BB برابر 2b است، پس مساحت دایرۀ به قطر  قطر   3

bπ است، یعنی کافی است b را به دست آوریم. می دانیم در بیضی فاصلۀ کانون  2

 ، a=5 ، پس  FB=5 . بنابر فرض، چون  FB a= تا نقطۀ B برابر a است، یعنی 
. اکنون از تساوی  c=3 ، پس  a=5 . چون  a c+ =8 ، پس  AF a c′= + چون 

می آی�د  به دس�ت   a b c= +2 2 2

. در نتیجه  b=4 یعنی ، b= +2 2 25 3
 BB boõ¤ ¾M ½â oÄHj SeIv¶′ =π = π2 16
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616  F A a c′ = + OB و قاع�ده  b= ، ارتف�اع  F BA′ در مثل�ث   2
OF است. بنابر فرض، c= OB و قاعده  b= است. در مثلث OBF ، ارتفاع 

F BA OBFS S OB F A OB OF

F A OF a c c a c

( )′ ′= ⇒ × = ×

′ = ⇒ + = ⇒ =

1 15 5
2 2

5 5 4

. c ce
a c

= = =1
4 4

بنابراین خروج از مرکز بیضی برابر است با 

. س�ایر  617 MF MF a′+ =2 نقط�ۀ M روی بیضی قرار دارد، پس   3
نق�اط خ�ط d بیرون ای�ن بیضی هس�تند، بنابرای�ن مجموع فاصله ه�ای آن ها از 
 d اس�ت. پس از بین هم�ۀ نقاط روی خط a2 ′F بزرگ ت�ر از  کانون ه�ای F و 
′F کمترین مق�دار را دارد. از  مجم�وع فاصله ه�ای نقط�ۀ M از دو کان�ون F و 
β مس�اوی اند. در  α و  ط�رف دیگ�ر، بنابر ویژگ�ی بازتابندگی بیضی، دو زاویۀ 
 MFF′ ، یعنی خط d نیمس�از خارجی مثلث  M̂ =α1 ، پس  M̂ =β1 ضم�ن 
اس�ت. پس گزینه های )1(، )2( و )۴( درس�ت هس�تند و در حالت کلی لزومی 

′FMF قائمه باشد.  ندارد زاویۀ 

معادلۀ سهمی را استاندارد می کنیم، معادلۀ خط هادی را به دست  618  2

−=x مقایس�ه می کنی�م. درضمن در معادلۀ س�همی به جای  7
2

می آوری�م و با 

متغیر a از m استفاده می کنیم تا با فاصلۀ کانونی سهمی اشتباه نشود:
m my my x y my x y x

m m m my x y x

( )

( ) ( ) ( )

= + + ⇒ − = + ⇒ − − = +

− = + + ⇒ − = + +

22 2 2

2 22 2

2 5 2 5 2 5
2 4

52 5 2
2 4 2 2 8

 m mS h k( , ) ( , )= − −
25

2 8 2
پس دهانۀ این س�همی رو به راس�ت و رأس آن 

. پس خ�ط هادی این س�همی به  a=1
2

، در نتیج�ه  a=4 2 اس�ت. همچنی�ن 

صورت زیر است:
xm mx h a x

m m m

= −
= − ⇒ =− − − →− =− −

= ⇒ = ⇒ =±

72 22

2 2

5 1 7 6
2 8 2 2 2 8

1 4 2
8 2

. a=±2 بنابراین 
619  S h k m( , ) ( , )= − −2 از معادلۀ سهمی نتیجه می شود رأس آن   3

. همچنین دهانۀ این س�همی رو به پایین اس�ت. در این س�همی  a=2 اس�ت و 
 x y+ =3 2 F است. مختصات F در معادلۀ  h k a m( , ) ( , )− = − −4 کانون 

صدق می کنند:
m m( )− − = ⇒ =−3 4 2 2  

معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد در می آوریم: 620  1

 y y x y x y x( ) ( ) ( )− = + ⇒ − − = + ⇒ − = +2 2 24 8 4 2 4 8 4 2 8 1  
S رأس آن است.  h k( , ) ( , )= −1 2 پس دهانۀ این سهمی رو به راست و نقطۀ 

F است. توجه  h a k  ( , ) ( , )+ = 1 2 ، بنابراین کانون این سهمی  a=2 همچنین 
کنید که چون هر دو ش�عاع نور موازی محور سهمی هستند، پس بازتاب آن ها از 

کانون سهمی می گذرد. در نتیجه محل برخورد بازتاب ها، کانون سهمی است.

ناحیۀ رنگی درون و روی دایرۀ به مرکز مبدأ و ش�عاع 2 و پایین و  621  4
B است.  ( , )−0 2 )A و  , )2 0 روی خط گذرنده از نقاط 

x y x y½oÄHj ¾â ²jI÷¶ ½oÄHj Á»n » ·»nj :: + = ⇒ + ≤2 2 2 24 4

AB y x y x x y ôi â¾²jI÷¶: ( )+− = − ⇒ = − ⇒ − =
−

0 20 2 2 2
2 0

x صدق می کند. بنابراین رابطۀ ناحیۀ  y− ≥2 x در رابطۀ  y− =2 پایین خط 

 است.
x y

x y

 + ≤


− ≥

2 2 4

2
رنگی به صورت 

وجه ه�ای این مکعب مس�تطیل موازی با صفحه ه�ای مختصات  622  4
 ،DCEF اس�ت و ای�ن نقطه روی س�ه وجه C رأس ( , , )3 3 2 هس�تند. نقط�ۀ 
)   روی  , , )−3 1 1 BCEN و ABCD قرار دارد، پس قابل قبول نیست. نقطۀ 

 است. پس این نقطه 

x

y

z

=
 =−

− ≤ ≤

3

1

3 2
یال DF قرار دارد، زیرا یال DF به معادلۀ 

روی دو وجه ADFM و DCEF است، پس قابل قبول نیست. در ضمن نقطۀ 
)   درون این مکعب مستطیل قرار دارد، زیرا تمام نقاط درون این مکعب  , , )0 0 0
z صدق می کنند.  y x, ,− < < − < < − < <3 2 1 3 2 3 مستطیل در معادلات 

) فق�ط روی وجه DCEF قرار دارد زی�را معادلۀ این وجه  , , )−3 2 1 ول�ی نقطۀ 

 است.

x

y

z

=
− ≤ ≤

− ≤ ≤

3

1 3

3 2
به صورت 

نقط�ۀ A روی مح�ور y ق�رار دارد، پس مختص�ات A به صورت  623  2

 B اس�ت، پس مختصات 
x

y

 =


=−

2 2

3 2
)y  اس�ت و نقطۀ B روی خط  , , )0 0

)z است. بنابراین , , )−2 2 3 2 به صورت 

AB y z y z| | ( ) ( ) ( ) ( )= − + + + − = + + +2 2 2 2 22 2 0 3 2 0 8 3 2

z2 برابر صفر اس�ت، پس  )y و  )+ 23 2 چ�ون کمتری�ن مقدار عبارت ه�ای 
2 است. 2 8 یا  کمترین طول پاره خط AB برابر 
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A و  624 x z( , , )′ 0 xz نقطۀ  A بر صفحۀ  x y z( , , ) تصوی�ر قائم   4

A است. پس  y z( , , )′′ 0 yz نقطه  A بر صفحۀ  تصویر قائم 

xz

yz

A   A   

B   B   

 A B  

# Á»n#oÄ¼~U

Á»n#oÄ¼

 

 ¾â dÿÅ

 

 

~U

â¾dÿÅ

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

| | ( ) ( ) ( )

 ′− → −


′− → −


′ ′ = − + + + − − = =2 2 2

2 3 1 2 0 1

4 1 1 0 1 1

2 0 0 1 1 1 9 3
A از مبدأ مختصات برابر است با 625 x y z( , , ) فاصلۀ نقطۀ   3

 

OA  x y z a a a

a a a a a a a a

a a a a

| | ( )

,

= + + ⇒ = − + +

= − + + + ⇒ = − + ⇒ = − +

− − = ⇒ = =−

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

3 1

3 2 1 3 3 2 1 9 3 2 1

43 2 8 0 2
3
، بنابراین A   ( , , )1 2 2 ، آن گاه  a=2 اگر 

 x A از محور  y فاصلۀ نقطۀ  z= + = + =2 2 4 4 2 2

−=a نیست.  4
3

2 در گزینه ها وجود دارد، پس نیازی به بررسی حالت  2 عدد 

فرض کنید M نقطۀ وسط پاره خط AB باشد:  626  2

 
A BM m( , , )+= = − −1 1 1
2

 

، بنابراین MC| |=3 2 می دانیم 

m( ) ( ) ( )− + + − − + − =2 2 21 1 1 3 1 1 3 2  

 . m=± 2 ، پس  m + =2 16 3 2 در نتیجه 
627  x روی محور A آن گاه تصویر قائم ، A x y z( , , ) می دانیم اگ�ر   3

A است.  x y z( , , )′ − − H و قرینۀ A نسبت به محور x نقطۀ  x( , , )0 0 نقطۀ 
′A بر هم منطبق هستند. بنابراین طبق فرض، دو نقطۀ H و 

x x y z y z( , , ) ( , , ) ,= − − ⇒ = =0 0 0 0

 ، y )x اس�ت، پس فاصل�ۀ A از مبدأ مختصات، محور  , , )0 0 بنابراین A نقطۀ 
|x است و فاصلۀ A از صفحۀ xy برابر صفر است،  | محور z و صفحۀ yz برابر 

پس گزینۀ )3( پاسخ سؤال است.

x

y

z

A(x, , )0 0
x

y و  628 z( , , )0 x روی صفحۀ yz نقطۀ  y z( , , ) تصوی�ر قائم نقطۀ   2

است. بنابراین x y z( , , )− − قرینۀ آن نسبت به محور y نقطۀ 

yz

y

M m A

M m B m

AB m

 Á»n oÄ¼~U

 ¾â dÿÅ

 ¾M SLvº ¾¹Äo¤

n¼d¶

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

| | ( )

− − → −

− − → − +

= − + +2

11 1 01 1

11 1 111

1 0 4

، پ�س کمتری�ن فاصلۀ دو نقط�ۀ A و B از هم  AB m| | ( )= − +21 4 چ�ون 

 A برابر صفر شود. بنابراین مینیمم فاصلۀ m( )− 21 وقتی به دس�ت می آید که 

. =4 2 از B برابر است با 

629  M x z( , , )0 راه ح��ل اول هر نقط�ه روی صفح�ۀ xz به صورت   4
، بنابراین AM| |=3 است. طبق فرض تست، 

x z x z      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + + + = ⇒ − + + =2 2 2 21 4 1 3 1 1 5 1
پ�س نقاط�ی از صفح�ۀ xz که در رابط�ۀ )1( صدق می کنند، جواب این تس�ت 

هستند. در نتیجه مسئله نامتناهی جواب دارد.
راه حل دوم مکان هندس�ی نقاطی از فضا که از A به فاصلۀ 3 هس�تند کره ای به 
|y یعنی 2 است.  | مرکز A و شعاع 3 است. فاصلۀ نقطۀ A از صفحۀ xz برابر 
پس کره ای به مرکز A و ش�عاع 3، صفحۀ xz را قطع می کند و محل تقاطع یک 

دایره است، پس مسئله نامتناهی جواب دارد.

A

2 3

xz صفحۀ

نقطۀ M وسط پاره خط BC است. پس 630  3
B C m m mM m m( , , ) ( , , )+ + − + + += = = +2 1 1 3 5 4 4 2
2 2 2 2

، پس AM| |=2 چون 

m m m

m m m

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ + − + + − = ⇒ + + =

+ + = ⇒ + = ⇒ =−

2 2 2 2

2 2

1 4 2 2 1 2 2 1 4 2

2 1 4 4 1 0 1
) اس�ت. در نتیج�ه مجم�وع مختص�ات M براب�ر  , , )−1 4 1 پ�س M نقط�ۀ 

− است. + + =1 4 1 4
. پس  631 AM OM OA= −

  

AB و  OB OA= −
  

می دانیم   4

AM AB OM OA OB OA

OM OA OB OA OM OB OA

OM     

( )

( , , ) ( , , ) ( , , )

=− ⇒ − =− −

− =− + ⇒ =− +

=− − − + − = − −

3 3
2 2

3 3 3 5
2 2 2 2

3 5 13 91 1 3 2 1 0 1
2 2 2 2

     

      



1− است. OM برابر 


پس مختص عرض 
ی�ا  632  i j k j mk( ) ( )+ + − +2 2

    

براب�ر   a b−2


 ب�ردار   3
i است. بنابراین j m k( )+ + −2 4

  

a b  m m m m m| | ( )− = + + − = + + − = − +2 2 22 4 1 4 5 16 8 8 21




بنابر فرض سؤال،
a b  m m
a   b m

m m m

m m m m m

| |

| | | |

− + − + += ⇒ =
+ + + + +

− + + = + +

− + = + ⇒ + − =

2

2

2 2

2 2 2

2 12 8 21 126 6
2 2 1 1 4 1

8 21 12 12 6 1

8 21 6 6 5 8 15 0









− است. 8
5

مجموع مقادیر m در معادلۀ به دست آمده برابر 

در صورتی که س�ه نقطۀ B ،A و C بر هم منطبق باشند، از آن ها  633  2
نامتناهی خط می گذرد که در این س�ؤال سه نقطه متمایز هستند. در صورتی که 
سه نقطۀ B ،A و C در یک راستا باشند، از آنها یک خط می گذرد و در غیر این 

صورت از آن ها خطی عبور نمی کند.
AB OB OA    

AC OC OA     

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

= − = − − =

= − = − − − − = − − −

3 6 1 1 5 2 2 1 3

1 4 5 1 5 2 2 1 3

  

  

. بنابراین نقاط B ،A و C روی یک  AB AC
 

 ، در نتیجه  AB AC=−
 

پس 
خط قرار دارند.
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634  z( , , )−4 3  اس�ت، پس A نقطۀ 
x

y

=


=−

4

3
نقطۀ A روی خط   3

)y است. پس  , , )2 0  اس�ت. پس B نقطۀ 
x

z

=


=

2

0
اس�ت و نقطۀ B روی خط 

، از طرف دیگر AB OB OA y z( , , )= − = − + −2 3
  

y yy zAB a
z z

+ = ⇒ =+ − −⇒ = = ⇒
− − =− ⇒ =

3 4 132
1 2 1 2 2







بنابراین
AB  AB  ( , , ) | |= − − ⇒ = + + =2 4 2 4 16 4 2 6
 

، آن گاه 635 a x y z( , , )=
 اگر   4

xy a x y

xz a x z

yz a y z

 â¾dÿÅ oM  oÄ¼~U Ï¼ö

 ¾â dÿÅ oM  oÄ¼~U Ï¼ö

 ¾â dÿÅ oM  oÄ¼~U Ï¼ö

= + =

= + =

= + =

2 2

2 2

2 2

2 2

2

6







. از جمع این برابری ها  y z+ =2 2 6 x و  z+ =2 2 4  ، x y+ =2 2 8 در نتیج�ه 

، بنابراین x y z+ + =2 2 2 9 ، پس  x y z( )+ + =2 2 22 18 به دست می آید 

 a x y z nHjoM ½â pHkºH= + + = =2 2 2 9 3  
c در خ�لاف جهت  636

 . چ�ون  a b ( , , )+ = 2 0 1


 توج�ه کنی�د که   4

m وج�ود دارد ک�ه ب�ه ازای آن  a اس�ت، پ�س ع�ددی منف�ی مانن�د  b+




، یعنی c m a b( )= +


 

c m  m m  ( , , ) ,= <2 0 0

c برابر 3 است، پس 
 طول بردار 

m m m  m  | | | |+ = ⇒ = ⇒ =2 2 34 3 5 3
5

. در نهایت  c ( , , )= − −6 30
5 5

 −=m و  3
5

چون m منفی است، پس 

به دست می آید

c nHjoM ÁIÀï¾ÿ²â¼¶ Ì¼µ\¶=− + − =−6 3 90
5 5 5



b ضلع های مجاور این متوازی الاضلاع باش�ند، آن گاه  637


a و 
 اگر   3

. بنابراین   a b   ( , , )− = − − −3 1 8


 a و  b   ( , , )+ = 3 5 4




 a b a b a b a b
b      a

( ) ( ) ( ) ( )
( , , ), ( , , )

+ − − + + −
= = = = −3 3 6 0 2 2

2 2

   

   





. a| |= + =4 4 2 2 a ضلع کوچک تر است و 
 واضح است که 

. در  638 a b a b| | | |+ = − = + + =9 1 49 59
 

  توج�ه کنید ک�ه   3

 . a b⊥


 b مستطیل است، یعنی 


a و 
 نتیجه متوازی الاضلاع س�اخته شده روی 

 . a b( )⊥ −2 3


 در نتیجه 

a
�

b

�

a2
�

b3�
�

پ�س  639 اس�ت،   b


و   a
 بی�ن  زاوی�ۀ  نیمس�از   a b+3 4



 چ�ون   2
 ، a b| | | |=3 4



 b4 لوزی اس�ت، پس 


a3 و  متوازی الاضلاع ایجاد ش�ده روی 

 . a
b
| |

| |
=4
3



 ، در نتیجه  a b| | | |=3 4


 یعنی 

a
�

a b3 4�
��

b

�

b4

�

a3
�

640  a′ . چون  b ( , , )′= β −γ1


a و  ( , , )′= − −2 3 6 توجه کنید که   2

. پس γ=−3 −=β و  3
2

، یعنی  − −= =
β −γ

2 3 6
1

′b در یک امتداد هستند، پس 


و 

a b| | |( , , )| |( , , )|′ ′+ = − + − − + = − − = + + =3 3 9 72 1 3 6 3 1 3 1 9
2 2 4 2





رابطۀ داده شده سطح بین دو دایره است، زیرا 641  4

x y x y x y

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− ≤ + − − ≤ ⇒− ≤ − − + − − ≤

− ≤ − + − − ≤ ⇒ ≤ − + − ≤

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 8 12 4 2 4 4 16 12

4 2 4 20 12 16 2 4 32

16 است. بنابراین 32 و  رابطۀ فوق سطح بین دو دایرۀ هم مرکز به شعاع های 
 ½k{ ¾TwH¼i SeIv¶ oUï©nqM â½oÄHj SeIv¶ oUï¦a¼¨ ½â oÄHj SeIv¶

( ) ( )

= −

=π −π = π− π= π2 232 16 32 16 16
x ،بالا و روی نیمس�از ناحیه ه�ای دوم و چهارم  642 y+ ≥0 نم�ودار   3

مختصات را مشخص می کند.

y، بالا و روی نیمساز ناحیه های اول و سوم مختصات را مشخص می کند. x− نمودار 0≤

A به صورت زیر است که شامل مناطق )1(، )3( و )۴( است. B پس نمودار 
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643  A a( , , )′ 0 0 A بر مح�ور x نقطۀ  a b c( , , ) تصوی�ر قائ�م نقطۀ   3
. از طرف دیگر قرینۀ نقطۀ  a=2 ، پس  A ( , , )′ 2 0 0 اس�ت. بنابر فرض س�ؤال 
A اس�ت و بنابر فرض  a b c( , , )′′ − A نس�بت به صفحۀ xy نقطۀ  a b c( , , )

 ( , , )−2 3 4 . بنابراین A نقطۀ  c=−4 b=3 و  ، پ�س  A a( , , )′′ 3 4 س�ؤال 
) است. , , )−2 3 4 است. در نتیجه قرینۀ A نسبت به محور y نقطۀ 

برای به دس�ت آوردن قرینۀ یک نقطه نس�بت به محور z باید دو  644  2
مؤلف�ۀ x و y را قرین�ه کنی�م و z را بدون تغییر بنویس�یم. بنابرای�ن قرینۀ نقطۀ 
 A m n m( , , )′ − − − +4 2 A نس�بت به مح�ور z نقطۀ  m n m( , , )+ +4 2
m است، پس n n( , , )−2 2 ′A نقطۀ  است. از طرف دیگر بنابر فرض سؤال 

m n m m n n

m n
m n

m n m n
m n

m n

( , , ) ( , , )

,

− − − + = −

− − =
+ =− − =− ⇒ ⇒ =− =  − =− + =

4 2 2 2

2 2
2 4 2 02

2

m ص�دق می کنن�د. در نتیجه  n− =−2 4 توج�ه کنی�د که ای�ن مقادی�ر در برابری 
A نقطۀ  m n m( , , )+ +4 2 A اس�ت و  ( , , )′′ 2 4 0 A نقطۀ  m m n( , , )′′ − −2
′′A قرینۀ یکدیگر نسبت به محور y هستند. )A است. پس دو نقطۀ A و  , , )−2 4 0

645  ، A( , , )0 0 2 ، B و C از ای�ن مکع�ب نقطه ه�ای  A رأس ه�ای   2
)C هستند. پس , , )0 2 0 )B و  , , )2 0 0

AB AC BC| | | | | |= = = + = =4 4 8 2 2

2 است. در نتیجه 2 بنابراین مثلث ABC متساوی الاضلاع به ضلع 

ABCS AB| | ( )= = × =2 23 3 2 2 2 3
4 4

646  a
 a روی ه�ر دو صفحۀ xz و xy ق�رار دارد، پس بردار 

 ب�ردار   3
روی فص�ل مش�ترک ای�ن دو صفح�ه، یعنی مح�ور x ق�رار دارد. بنابرای�ن باید 

مؤلفه های y و z این بردار صفر باشند. پس
x x x x x x

x x x x

( ) ,

,

− = ⇒ − = ⇒ = =

− = ⇒ = ⇒ = =−

2

2 2

0 1 0 0 1

1 0 1 1 1
a a( , , ) | |= ⇒ =2 0 0 2  x=1 قابل قبول است. در نتیجه  بنابراین 

a روی  647
 . در این صورت طول تصویر  a x y z( , , )=

 فرض کنید   1
. به این ترتیب، z| |=3 |z است. در نتیجه  | محور z برابر 

za x y z x y

x y x y

| || | == ⇒ + + = → + + =

+ + = ⇒ + =

32 2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 9 4

9 16 7



a روی صفح�ۀ xy براب�ر  x y z( , , )=
 از ط�رف دیگ�ر، ان�دازۀ تصوی�ر ب�ردار

x است. بنابراین y+2 2

xy a x y¾â dÿÅÁ»n oÄ¼~U Ï¼ö= + =2 2 7

چون بردارها از مبدأ مختصات ش�روع می ش�وند، پس بردارهای  648  3
b از یک نقطه ش�روع می ش�وند. در نتیجه ضلع س�وم مثلث با توجه به 



a و 


a است. پس b−


 شکل 
a ba b x i j k x

x x x x xIÄ

| |( ) ( )

( ) ( )

− =− = − + − → = − + +

= − + ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ = =−

3 2 2

2 2

1 3 2 1 1 1

18 1 2 1 16 1 4 5 3





   



a
�

b

�

a b�
��

a قطرهای متوازی الاضلاعی هستند که  649 b−


 a و  b+


 بردارهای   4
b دو ضل�ع مج�اور آن هس�تند. متوازی الاضلاع�ی ک�ه دو قطرش بر هم 



a و 


b اضلاع مجاور یک لوزی و در 


a و 
 عمود باش�ند، لوزی اس�ت. پس دو بردار 

نتیجه هم اندازه هستند. بنابراین

a b m m m| | | |= ⇒ + + = ⇒ = ⇒ =±2 24 1 41 36 6




m=6 قابل قبول است. ، پس  m>0 چون 

AB و  650 OB OA= −
  

اگ�ر O مب�دأ مختص�ات باش�د، آن گاه   2

OA صدق می کنند. پس OBOM +=
2

 



مختصات نقطۀ M در تساوی 

OB OA

OA OB OA OB

( , , ) ( )

( , , ) ( , , ) ( )

− = −

+= ⇒ + =

2 11 1

3 1 2 6 2 4 2
2

 

 

 

برابری اول را از برابری دوم کم می کنیم

OA OA( , , ) ( , , )= ⇒ = 3 32 4 3 3 2
2 2

 

 A است، پس ارتفاع نقطۀ A همان مختصات نقطۀ OA


چون مختصات بردار 

3 است.
2

برابر 

651  θ b برابر x باش�د. اگر 


a و 
 ف�رض می کنیم ان�دازۀ دو بردار   2

b باشد، آن گاه


a و 
 زاویۀ بین بردارهای 

 
a b a b a b x x x

a b a b a b x x x

| | | | | | | || |cos cos

| | | | | | | || |cos cos

+ = + + θ⇒ = + + θ

− = + − θ⇒ = + − θ

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 36 2

2 12 2

  

  

  

  

 

از جمع دو تساوی بالا نتیجه می گیریم 
 x x x= ⇒ = ⇒ =2 248 4 12 2 3  

بنابراین

 
x x cos ( ) ( ) cos

cos cos cos

= + θ⇒ = + θ

π= + θ⇒ θ= ⇒ θ= ⇒θ=

2 2 2 236 2 2 36 2 2 3 2 2 3

136 24 24 24 12
2 3

 

از  652 پ�س   . a b c a b c a b c| | ( ) ( )+ + = + + ⋅ + +2  

      می دانی�م   4

فرض سؤال به صورت زیر استفاده می کنیم:

 

a b c o a b c b a b c  b

a b c a b c b b

a b c a b a c b c b

a b a c b c a b a c b c

| | | |

( ) ( ) ( ) ( )

| | | | | | | |

( )

+ + = ⇒ + + =− ⇒ + + = −

+ + ⋅ + + = − ⋅ −

+ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

+ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒ ⋅ + ⋅ + ⋅ =−

2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

4116 25 2 0
2

    

      

   

   

   

     

   

       

 

b از رابطۀ زیر به دست  653 c+


 a بر امتداد بردار 
 تصویر قائم بردار   2

می آید:

 a b c
a b c

b c b c
( )

( )
( ) ( )

⋅ +′= +
+ ⋅ +



 



 

 

 

 

) است، پس , , )−2 3 6 b به مختصات  c+


 بردار 

 
a

 ( , , ) ( , , )
( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

− − ⋅ −′= −
− ⋅ −

− + += − = − = −
+ +

1 3 0 2 3 6 2 3 6
2 3 6 2 3 6
2 9 0 7 12 3 6 2 3 6 2 3 6

4 9 36 49 7



 



)179(

k )بردار واحد محور z( زاویۀ خواسته  654


a و بردار 
 زاویۀ بین بردار   3

شده است. پس

 a k
a k

   ( , , ).( , , )
cos

| || |

−⋅θ= = = ⇒θ=
+ +

02 1 1 0 0 1 1 60
22 1 1 1









 

مطابق ش�کل، یال های مکعب را در راستای محورهای مختصات  655  1
قرار می دهیم. اگر طول ضلع مکعب را 2 در نظر بگیریم، آن گاه

A M N AM AN

AM ANMAN
AM AN

      ( , , ), ( , , ), ( , , ) , ( , , ), ( , , )

ˆcos
| || |

= − = −

⋅ + += = =

2 2 0 2 01 0 2 1 0 2 1 2 01

0 0 1 1
55 5

 

 

 

Ax

y

z

M

N

C دو سر قطر هستند. پس اگر  656 A و  ، نقاط  ABCD در مربع   2
a است. بنابراین 2 AC برابر  a ضلع مربع باشد، آن گاه اندازه 

AC a

a

| | ( ) ( ) ( )= − + − − + + = + = ⇒ =

=

2 2 22 2 2 1 3 1 9 16 5 2 5

5
2

AD برابر 


AC و 


از طرف دیگر، در مربع قطر نیمس�از اس�ت، پس زاویۀ بین 
045 است. به این ترتیب، 

AC AD AC AD| || |cos ( )( )( )⋅ = = =0 5 2 2545 5
2 22

   

A B

CD

a

a 2

b باش�د، آن گاه  657


a و 
 θ زاوی�ۀ بی�ن دو ب�ردار  می دانی�م اگ�ر   4

b روی امتداد 


|b براب�ر اندازۀ تصوی�ر  قائم  |cos θ


a و  b a b| || |cos⋅ = θ
 

 

a در اندازۀ 
 a معادل حاصل ضرب ان�دازۀ بردار  b⋅



 a اس�ت. بنابراین 
 بردار 

 F  ، E  ، C a اس�ت. در شکل داده شده، از نقاط 
 b روی بردار 



تصویر بردار 
AB عمود می کنیم. بنابر آنچه گفته شد، D بر  و 

 

AB AC AB AB AC AB AH

AB AE AB AB AE AB AK

AB AF AB AB AF

oM ´GI¤#oÄ¼~U ½pHkºH
á

oM ´GI¤#oÄ¼~U ½pHkºH
á

oM ´GI¤#oÄ¼~U ½pHkº
á

| |( ) | || |

| |( ) | || |

| |(

⋅ = =

⋅ = =

⋅ =

      

      

    

AB AM

AB AD AB AB AD AB AN

H

oM ´GI¤#oÄ¼~U ½pHkºH
á

) | || |

| |( ) | || |

=

⋅ = =

 

      

AB از بقیه بزرگ تر است.  AN| || |
 

با توجه به شکل و مقادیر به دست آمده، حاصل 

A B

C

D

E

F

K NH M

از فرض های سؤال نتیجه می شود 658  1

a  b

a b a b  a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b a b| | | |

| | | | | | | |

| | | | (| | | | )

(| | | | ) + =

− = + ⇒ − = +

+ − ⋅ = + + ⋅

− + = ⋅ →− = ⋅ ⇒ ⋅ =−
2 2

2 2

2 2 2 2

302 2

2 2

2 2 2

6 30 6 5




   

   

   

   

   

   

 

. اکنون فرض  659 ca b+ + =
22 2 4
4

. پس  OM=4 بنابر فرض   3

. در این صورت بنابر نابرابری کوشی - شوارتز، v ( , , )= 1 2 6 cu و  a b( , , )=
2

 کنید 

cu v   u v a b c  a b

a b c  

| . | | || | | |

| |

≤ ⇒ + + ≤ + + + +

+ + ≤

22 2

41
4

2 3 1 4 36
4

2 3 4 41

   





4 است. 41 a برابر  b c+ +2 3 پس بیشترین مقدار 

AC اندازۀ زاویۀ A است: 660


AB و 


اندازۀ زاویۀ بین   3
 AB OB OA AC OC OA( , , ), ( , , )= − = − = − = −1 1 0 1 0 1
     

 
بنابراین 

 AB ACA A
AB AC

ˆ ˆcos
| || |

⋅ − + + −= = = ⇒ = 01 0 0 1 120
22 2

 

   

. اکن�ون عبارت  661 k i j× =
  

j و  k i× =
  

 ، i j k× =
  

می دانی�م   1
داده شده را ساده می کنیم:

 i j k i j k k i i i i k o k o( ( ) ) ( )× × + − × × = × + − × = × =
            

   
a را به دست می آوریم: 662 b c( )× ×



  b و سپس بردار  c×


 ابتدا بردار   3

 

i j k

b c i j k

i j k

a b c i j k( )

× = − =− − +

× × = − =− + −

− −

1 1 0 3 3

0 1 3

2 0 1 3 6

3 3 1

  

   



  

   

 

 

a برابر 1 است.  b c( )× ×


  مختص عرض 
از تساوی داده شده در صورت سؤال به صورت زیر استفاده می کنیم: 663  1

 a b a c a b a c o a b c o( )× = × ⇒ × − × = ⇒ × − =
  

           
b م�وازی هس�تند. بنابراین مختصات ای�ن دو بردار  c−



 a و 
 پ�س بردارهای 

متناسب هستند. بنابراین

 
a b c m

ma b c m m

   ( , , ), ( , , )

||

= − − = − −

− −− ⇒ = = ⇒ − =− ⇒ =−
−

2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1
2 1 1



 



 

 

θ باشد. در این صورت 664 b برابر 


a و  فرض می کنیم زاویۀ بین دو بردار   1



o
a a b a a b   a a a b  a b  

a b

| ( )| | ( )| | | | |

| || |sin ( )( )sin sin

× + = ⇒ × + = × + × = ⇒ × =

θ= ⇒ θ= ⇒ θ=

2 36 18 18

318 6 5 18
5



   

       





 ، θ> 090 . بناب�ر فرض  cos sinθ=± − θ=± − =±2 9 41 1
25 5

پ�س 

. در نتیجه cos θ=− 4
5

پس 

a a b a a a b  a a b( ) | | | || |cos ( )⋅ + = ⋅ + ⋅ = + θ= + × − =2 436 6 5 12
5

  

        
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)180(

، زاویۀ بین دو  665 a b−2 3


 b و 


 ، a
 ابتدا با داش�تن طول برداره�ای   2

b باشد، آن گاه


a و 
 θ زاویۀ بین دو بردار  b را به دست می آوریم. اگر 



a و 
 بردار 

a b a b a b| | | | | | | || |cos

( ) ( ) ( ) ( )( )cos

cos cos

− = + − θ

= + − θ

= + − θ⇒ θ= ⇒θ=

2 2 2

2 2 2

0

2 3 2 3 2 2 3

2 13 4 4 9 2 12 4 2

152 64 36 96 60
2

  

  

. a b a b| | | || |sin ( )( )sin× = θ= = × =0 34 2 60 8 4 3
2

 

  بنابراین 

ضرب داخلی و ضرب خارجی روی جمع بردارها خاصیت توزیع پذیری  666  1
. بنابراین a b⋅ =0



 b بر هم عمودند، پس 


a و  دارند. چون دو بردار واحد 
  







o ob a
a b a b a a a b b a b b

b a b a

a b a b a a a b a b b b

a a b b

|( ) ( )| | |

| | | || |sin ( )

( ) ( )

| | | | ( )

− ×

+ × − = × − × + × − ×

= × = =

+ ⋅ − = ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

= + ⋅ − =

0

2 2

01 1

3 2 2 6 3 4 2

7 7 90 7 1

3 2 2 6 3 4 2

6 2 4 2



 


     

     

 

 

     

     

 

 

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم
a b a b a b a b|( ) ( )| ( ) ( )+ × − + + ⋅ − = + =3 2 2 3 2 2 7 4 11

   

   

c موازی اند.  667
 a و  b×



 . پ�س دو ب�ردار  a b c o( )× × =


   چ�ون   3

بنابراین مختصات این دو بردار متناسب اند:
i j k

a b i j k

( , , )

− −
× = − = − +

= − −

1 1 3 1 3 1
3 1 1

1 2 0 2 0 1
0 1 2

3 6 3

  

   



بنابراین 

 a b c
m n m n m n m n
− − − −× ⇒ = = ⇒ = =

− + − +
3 6 3 1 2 1

3 2 3 2


 

  

پس

 

n mm n
m m n

m m n
m n

m m n
m n

,−

− − = − = − ⇒ 
− =− − = +
+ = → = ⇒ = =−
+ =

1 2
2 63 2

1 1 3
3
6 2

2 2 1 4
4 0

 

. m n− = + =4 4 4 8 در نتیجه 

، آن گاه 668 a b c o+ + =


   می دانیم اگر   3
a b b c c a× = × = ×
 

   

پس
a b c a c b a b a b a b a b| | | | | |× + × + × = × + × − × = × =2
    

      

مس�احت متوازی الاضلاع�ی که روی  دو بردار س�اخته می ش�ود  669  3
مساوی اندازۀ حاصل ضرب خارجی آن دو بردار است:

  

o oa b
S b a a b   b a b b a a a b

a b a b a b

|( ) ( )| | |

| | | | | || |sin sin

− ×

= + × + = × + × + × + ×

= × = × = θ= × × =
12

0

3 5 4 6 12 18 20 30

18 18 18 18 2 4 120 72 3



 


     

     

  

  

a را  670 b−2 3


 a و  b−2


  ، a b+3 2


 راه ح��ل اول ابتدا برداره�ای   2
پیدا می کنیم:

 
c a b

d a b

e a b

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

= + = − + − = −

= − = − − − = − −

= − = − − − = − −

3 2 3 1 0 2 2 0 2 1 3 4 4

2 2 1 0 2 0 2 1 2 2 5

2 3 2 1 0 2 3 0 2 1 2 6 7



 

 





 

e برابر 
 d و 



 ، c
 می دانیم حجم متوازی الس�طوح ساخته ش�ده روی بردارهای 

d را به دست می آوریم: e×


 c است. پس ابتدا  d e| ( )|⋅ ×


 

i j k

d e i j k

( , , )

− − − −
× = − − = − +

− − − −
− −

=

2 5 2 5 2 2
2 2 5

6 7 2 7 2 6
2 6 7

16 4 8

  

   



. بنابراین  c d e( ) ( , , ) ( , , )⋅ × = − ⋅ =− + + =3 4 4 16 4 8 48 16 32 0


  در نتیج�ه 
بردارهای فوق در یک صفحه هستند و متوازی السطوحی تشکیل نمی شود.

 a b−2 3


 و   a b−2


  ، a b+3 2


 برداره�ای  ک�ه  کنی�د  توج�ه  دوم  راه ح��ل 
b هس�تند. در نتیج�ه این بردارها در صفحۀ 



a و 
 ترکیب ه�ای خطی بردارهای 

b هس�تند. پس این س�ه بردار در یک صفحه واقع اند. در نتیجه 


a و 
 ش�امل 

حجم متوازی السطوح تشکیل شده روی این سه بردار برابر صفر است. 

v را به دست آوریم، زیرا ضرایب  671 AB و 


کافی اس�ت زاویۀ بین   3
مثبت اندازۀ بردارها را عوض می کنند، ولی زاویۀ بین آن ها را تغییر نمی دهند. 

 AB OB OA ( , , ) ( , , ) ( , , )= − = − =1 3 4 1 2 3 01 1
  

 

v باشد، آن گاه AB و 


θ زاویۀ بین  اگر 

 AB v
AB v

    ( , , ) ( , , )
cos

| || |

⋅ −⋅ −θ= = = ⇒θ=
×

00 1 1 1 0 1 1 120
22 2









 

672  BA


در مستطیل ABCD زاویۀ B قائمه است، پس بردارهای   1
BC بر هم عمودند. بنابراین ضرب داخلی این دو بردار صفر است.



و 

 

BA OA OB m

BC OC OB

BA BC m m

 

( , , )

( , , )

= − = − −

= − = −

⋅ = ⇒− + − = ⇒ =

2 2 2

3 1 0

40 3 6 2 0
3

  

  

 

 

A B

CD

a مضربی از  673
 ، پس  a d||



 a و  b c+ =


  بناب�ر فرض های س�ؤال   4
طوری ک�ه  ب�ه  دارد  وج�ود   m مانن�د  ع�ددی  بنابرای�ن  اس�ت.   d



. در نتیجه b c⋅ =0


 ، پس  b c⊥


 . همچنین  a md m m( , , )= = −0 2






ca b c a c b c c c

m m c

m m m m m

  nj Hn ¸ÃÎoö

´Ã¹¨ïÂ¶ Â±iHj Joò

( , , ) ( , , ) | |

+ = → ⋅ + ⋅ = ⋅

− ⋅ =

+ +− + = + + ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0

25 1 10 2
2 4 2

1 5 1 1 3 20 1 4 25 253
4 4 16 4 4 16 4 12



 

      



در نتیجه

a a( , , ) | | + × ×= − ⇒ = + = =

=

25 25 625 625 625 4 625 5 6250
12 6 144 36 144 144

25 5
12

 



)181(

θ زاویۀ  674 b را برابر x در نظر می گیریم. اگر 


a و 
 اندازۀ دو بردار   4

b باشد، آن گاه بنابر فرض سؤال، 


a و 
 بین دو بردار 

 

a b a b   a b a b

a b a b a b a b

x x x x x x

x x

| | | | | | | |

| | | | | || |cos (| | | | | || |cos )

cos ( cos )

cos cos

− = + ⇒ − = +

+ − θ= + + θ

+ − θ= + + θ

θ=− ⇒ θ=− ⇒θ=

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 0

3 3

2 3 2

2 3 2
18 4 120
2

   

   

   

   

ش�کل فرضی زی�ر را ببینید. توج�ه کنید که CH ان�دازۀ تصویر  675  4

CB است، یعنی


CA بر 


CA CB
CH

CB

|( , , ) ( , , )|| |

|( , , )|| |

− ⋅⋅ + += = = =
+

1 2 1 3 4 0 3 8 0 11
3 4 0 59 16

 



A

B CH

a را به دست می آوریم: 676 b c( )× ×


  b و سپس بردار  c×


 ابتدا بردار   3

 

i j k

b c i j k

i j k

a b c m m i m j k

m m

( ) ( ) ( )

( , , )

× = =− + −

−

× × = − + = − − − − + + −

− −

= − − −

1 2 0 2 2

1 0 1

1 1 1 2 1 2 2 2

2 1 2

1 2 1

  

   



  

   

 

بنابراین
a b c m m

m m m m m m m

| ( )| ( )

,

× × = ⇒ − + + =

+ − + + = ⇒ − = ⇒ = =

2 2

2 2 2

2 1 4 1 2
21 2 4 1 2 5 2 0 0
5



 

 

c بر دو بردار  677
 b و 



راه ح��ل اول حاصل ضرب خارجی بردارهای   4
b است: c×



 a موازی بردار 
 c عمود است. پس بردار 

 b و 


i j k

b c ( , , )× = − = − − −

−

1 2 1 1 3 7

1 5 2

  





b موازی است، پس مؤلفه های دو بردار متناسب هستند: c×


 a با بردار 
 چون بردار 

m m m
m n

n n

+ − = ⇒ + =− ⇒ =−+ − − −= = ⇒
− − − − = ⇒ =− − −

1 1 1 41
1 1 1 3 3 3
1 3 7 1 7

3 7 3

. m n+ =− − =− =−8 7 152 5
3 3 3

بنابراین 

c عمود است، پس حاصل ضرب داخلی 
 b و 



a بر دو بردار 
 راه حل دوم بردار 

c برابر صفر است:
 b و 



a با بردارهای 


a b m n           a c m n

m n
n n m m n

m n

,

,−

⋅ = ⇒ + − − = ⋅ = ⇒ + + + =

− = → =− ⇒ =− =− ⇒ + =−
+ =−

0 1 2 0 0 1 5 2 0

1 7 43 7 2 5
3 32 6



  

b را  678


a و 
 ، زاویۀ بین دو بردار  a b−2



 ابتدا با داش�تن طول بردار   2
b باشد. در این صورت



a و 
 زاویۀ بین دو بردار  θ به دست می آوریم. فرض کنید 

a b a b a b| | | | | | | || |cos

( )( )cos cos

− = + − θ

= × + − θ⇒ θ= ⇒θ=

2 2 2

2 2 2 0

2 2 2 2

16 4 3 6 4 3 6 60
2

  

  

a ساخته می شود برابر است با b+3


 a و  b−


 از طرف دیگر، مساحت مثلثی که روی 

  

o oa b
S a b a b  a a a b b a b b a b  

a b

|( ) ( )| | | | |

| || |sin ( )( )(sin )

− ×

= − × + = × + × − × − × = ×

= θ= = × =0

1 1 13 3 3 4
2 2 2

32 2 3 6 60 36 18 3
2



 


      

      





679  ABCD مس�اوی مس�احت متوازی الاض�لاع DC BC| |×
 

حاصل   2
است. چون در متوازی الاضلاع قطرها منصف یکدیگرند، پس مساحت متوازی الاضلاع 

، پس BC AD=
 

ABCD چهار برابر مساحت مثلث OBC است. از طرف دیگر 

 

OBC

i j k

BO BC j k

S BO BC| |

× = = −

− −

= × = + =2 2

1 2 2 5 5

2 1 1

1 1 5 25 5
2 2 2

  

 

 

 

 

. ABCD OBCDC BC S S| | ( )× = = = =5 24 4 10 2
2

 

بنابراین 

، C و D در یک صفحه هستند، هرگاه   680 B  ، A نقاط   4
AB AC AD( )⋅ × =0
  

توجه کنید که 
AB OB OA   

AC OC OA    

AD OD OA  m   m

i j k

AC AD m i m j k

m

A

 

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( ) ( )

= − = − − = − −

= − = − = −

= − = − = − −

× = − = − − − +

− −

1 2 0 1 0 2 2 2 2

3 1 1 1 0 2 2 1 1

01 1 0 2 1 1 2

2 1 1 1 2 5 3

1 1 2

  

  

  

  

 

  

B AC AD m  m

m m m m

( ) ( , , ) ( , , )⋅ × = ⇒ − − ⋅ − − + =

− + − + − = ⇒− + = ⇒ =

0 2 2 2 1 2 5 3 0

2 2 4 10 6 0 6 6 0 1

  

−x از  681 ≤ <2 3 y ی�ک س�همی اس�ت و رابط�ۀ  x= 2 نم�ودار   3
x=3 )توخالی( از این سهمی را نمایش می دهد. پس شکل  x=−2 )توپر( تا 

گزینۀ )3( درست است.
682  z و y ، x از محورهای A و فاصلۀ A x y z( , , )0 0 0 فرض کنید   3

به ترتیب 3، ۴ و 5 باشد، در این صورت
x A y z y z

y A x z x z

z A x y x y

 n¼d¶ pH ¾±ÅIÎá

n¼d¶ pH ¾±ÅIÎá

n¼d¶ pH ¾±ÅIÎá

= + = ⇒ + =

= + = ⇒ + =

= + = ⇒ + =

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

3 9

4 16

5 25

x یا  y z( )+ + =2 2 2
0 0 02 50 ب�ا جم�ع ک�ردن این س�ه برابری به دس�ت می آی�د 

. اکنون به دست می آید x y z+ + =2 2 2
0 0 0 25

 OA x y z| |= + + = =2 2 2
0 0 0 25 5  
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a قطرهای متوازی الاضلاعی هس�تند که  683 b−


 a و  b+


 دو بردار   3
b دو ضلع مجاور آن هستند. چون 



a و 


a b a b| | | | ( ) ( )+ = − = + +2 2 27 2 1
3 5

 

 

ای�ن  ای�ن متوازی الاض�لاع دو قط�ر هم ان�دازه هس�تند. در نتیج�ه  پ�س در 
متوازی الاض�لاع مس�تطیل اس�ت و اض�لاع مجاور مس�تطیل بر ه�م عمودند. 

. a b⊥5 3


 ، پس  a b⊥


 بنابراین 

b دو ضلع مجاور یک متوازی الاضلاع باش�ند، آن گاه  684


a و 
 اگ�ر   2

کنی�د  ف�رض  هس�تند.  متوازی الاض�لاع  ای�ن  قطره�ای   a b−


 و   a b+




. در این صورت a b ( , , )− = −3 11


 a و  b ( , , )+ = −1 3 5




a a b a b a a

b a b a b b b

( ) ( ) ( , , ) ( , , ) | |

( ) ( ) ( , , ) ( , , ) | |

 = + + − = ⇒ = ⇒ =


= + − − = − ⇒ = − ⇒ =

2 2 2 6 1 1 3 11

2 4 4 4 2 2 2 12

 

    

    

 

پس نس�بت اندازۀ ضل�ع بزرگ تر به اندازۀ ضلع کوچک ت�ر این متوازی الاضلاع 

. 12
11

برابر است با 

a بر امتداد بردار  685
 a′ تصویر قائم بردار  راه حل اول فرض کنید  2

. می دانیم  a b′ ′=−


 c باش�د و 
 b ب�ر امتداد ب�ردار 



′b تصوی�ر قائ�م 


c و 


. بنابراین b cb c
c| |

⋅′=
2











a و  ca c
c| |

⋅′=
2

 

 



a c b ca b c c a c c b c c o
c c

a c b c c o

( ) ( )
| | | |

( )

⋅ ⋅′ ′=− ⇒ =− ⇒ ⋅ + ⋅ =

⋅ + ⋅ =

2 2



  

 

        

 



    

. بنابرای�ن  a c b c⋅ + ⋅ =0


   c غیرصف�ر اس�ت، پ�س لازم اس�ت 
 چ�ون ب�ردار 

c عمود اس�ت. پ�س گزینه ای 
 a بر بردار  b+



 ، یعن�ی ب�ردار  a b c( )+ ⋅ =0


 

c عمود باشد. اکنون گزینه ها را بررسی می کنیم: 
 a باشد که بر بردار  b+



 می تواند 
)، پس گزینۀ )1( درست نیست. , , ) ( , , )− ⋅ − = − − ≠2 1 1 2 1 2 4 1 2 گزینۀ )1( 0

)، پس گزینۀ )2( درست است. , , ) ( , , )− ⋅ − = − − =11 1 2 1 2 2 1 1 0
2

گزینۀ )2( 

بنابراین نیازی به بررسی گزینه های دیگر نیست. 
c عمودند. 

 b ب�ر بردار  b′−
 

a و  a′−
  راه حل دوم مطابق ش�کل، بردارهای 

c عمود است:
 پس مجموع آن ها بر 

 
o

a a b b a b a b a b a b c( ) ( )′ ′ ′ ′− + − = + − + = + ⇒ + ⊥


     

      



که در بین گزینه ها فقط در گزینۀ )2( این شرط برقرار است.

b b��
� �

a a��� �

b�
�

a��

b

� a b�
��

a
�

c
�

. در این صورت  686 b  ( , , )= 2 1 1


a و  x y z( , , )=
 فرض می کنی�م   2

بنابر نابرابری کوشی - شوارتز، 

 a b   a b   x y z  x y z

x y z  x y z  

| | | || | | |

| | | |

⋅ ≤ ⇒ + + ≤ + + + +

+ + ≤ ⇒ + + ≤

2 2 22 4 1 1

2 6 6 2 6

 

 

 

x برابر 6 است. y z+ +2 بنابراین بیشترین مقدار 

، پس  687 b


a عم�ود اس�ت و ه�م ب�ر 
 c ه�م ب�ر  a b= ×



  ب�ردار   1
. از طرف دیگر، c a⋅ =0 

 c a b c   a b a b c  c  | | | | | || |sin | | | |= × ⇒ = × = ⇒ = × × ⇒ =0 8 130 3 4
3 2

  

        

. c a  c a c a| | | | | |+ = + + ⋅ = + + =2 2 2 22 4 3 0 5      بنابراین 
a را به دست می آوریم: 688 b×



 ابتدا با استفاده از اتحاد لاگرانژ اندازۀ   3

 
a b a b a b a b

a b a b

| | ( ) | | | | | |

| | | |

× + ⋅ = ⇒ × + = ×

× = ⇒ × =

2 2 2 2 2

2

9 4 9

27 3 3

   

   

 

 

 

بنابراین
 

oo b a

a b a b a a a b b a b b

b a b a a b

|( ) ( )| | |

| | | | | | ( )

×

+ × − = × − × + × − ×

= × = × = × = =
3

3 2 2 6 3 4 2

7 7 7 7 3 3 21 3







     

     



  

  

ضرب خارج�ی روی جمع بردارها خاصیت توزیع پذیری دارد. به  689  4
کمک این ویژگی عبارت داده شده را ساده می کنیم: 

 
i j k j i k k j i

i j i k j i j k k j k i

( ) ( ) ( )× + − × − + × −

= × + × − × + × + × − ×

2 2 2 3 2

2 4 2 6 3

        

           

 

k را 


j و 


 ، i


اکنون با استفاده از نمودار چرخشی زیر ضرب خارجی بردارهای 
به دست می آوریم:

i j k i k j j i k

j k i k j i k i j

            

            

, ,

, ,

× = × =− × =−

× = × =− × =

        

        

 k j k i i j i j k½k{ ½jHj RnILø= − + + − − =− − +2 4 2 6 3 5 7 4
        

بنابراین  
a ضرب داخلی می کنیم.  690

 a را در  b a c− = ×


   طرفی�ن تس�اوی   1
a برابر صفر است. بنابراین a c( )⋅ ×

   a عمود است، پس  a بر  c×
  چون 

 
a b a c a a b a a c a a a b

a a b

( ) ( )

| | | || |cos cos cos

− = × ⇒ ⋅ − = ⋅ × ⇒ ⋅ − ⋅ =

− θ= ⇒ − × θ= ⇒ θ= =2 2

0

9 30 3 3 4 0
12 4

  

          



 

 

y همان نیمس�از ناحیه های اول و سوم است و ناحیۀ  691 x= نمودار   3
y در شکل رنگ شده است. x≤ ≤0

y

x

y x�

x=3 ق�رار دارد ک�ه در ش�کل زیر  x=0 و  ≥x بی�ن دو خ�ط  ≤0 3 ناحی�ۀ 
yمشخص شده است.

x

x 3�x 0�
بنابراین ناحیۀ مورد نظر، اش�تراک دو ش�کل بالا است که یک مثلث قائم الزاویه 

. oÊº jn¼¶ â¾ÃeIº SeIv¶ ( )( )= =1 93 3
2 2

به اضلاع قائمۀ 3 و 3 است. پس 

i

�

j

�
k

�
�

�
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نقط�ۀ  692  xz صفح�ۀ  روی   A x y z( , , ) نقط�ۀ  قائ�م  تصوی�ر   1

B است. پس x y z( , , )− H و قرینۀ نقطۀ A نسبت به صفحۀ yz نقطۀ  x z( , , )0
A

xz

A

yz

A A

A A

Á»n ´GI¤oÄ¼~U

¾â dÿÅ

¾M SLvº ¾â ¹Äo¤

â¾dÿÅ

 

 

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

′− →

′′− → − −

2 1 3 2 0 3

2 1 3 2 1 3

A باشد، مختصات M به صورت زیر به دست می آید: A′ ′′ اگر M وسط 

M M M
A AM x y z( , , )′ ′′+ −= = ⇒ + + = − + =1 1 50 3 0 3

2 2 2 2
693  c

 a است، پس  b+


 c هم راستا و غیر هم جهت با بردار 
 بردار   2

a است. توجه کنید که b+


 یک مضرب منفی 
a b ( , , ) ( , , ) ( , , )+ = − + =1 1 2 3 1 4 4 0 6




a است. b+


 ) مضرب منفی  , , )− −4 60
13 13

در بین گزینه ها فقط بردار 

694  . AB AC||
 

، B و C روی یک خ�ط قرار دارند هرگاه  A نق�اط   2

AC متناسب باشند:


AB و 


پس باید مختصات بردارهای 
AB OB OA n n m n n m

AC OC OA n n m m

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

= − = − − − + = + − + −

= − = − − − − + = − −

0 3 2 1 1 2 1 2

1 0 2 1 1 11 1

  

  

بنابراین
n n mAB AC

m
n n n n

n m m
m m

m m m

|| + − + −⇒ = =
− −

+ − += ⇒ =− ⇒ =−

+ − − −= ⇒ + =
− − − −

− =− − ⇒ =−

2 1 2
1 1 1

2 1 12 1
1 1 2
2 2 1 22

1 1 2 1
3 32 7
2 2

 

. m n /+ =− − =−17 7 5
2

در نتیجه 

، پس  695 b a| | | |= =2


 a و چون  b⊥


 a نتیجه می گیریم  b⋅ =0


 از   1

a قطره�ای ی�ک مرب�ع و در نتیج�ه هم ان�دازه هس�تند، یعن�ی  b−


 a و  b+




. a b a b| | | |+ − − =0
 

  ، پس  a b a b| | | |+ = −
 

 

عبارت خواسته شده را به صورت زیر می نویسیم: 696  1

 
 

ab

a b b c a c a b b c a b a c

b a c a b c b b a a b a( ) ( ) | | | |

−−

⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + + ⋅ + =− ⋅ − ⋅ =− − =− − =−2 2

2

9 4 13




    

        

    

        

می دانیم ضرب داخلی روی جم�ع بردارها خاصیت توزیع پذیری  697  2
 a b×


 دارد. ابتدا طرف راست تساوی داده شده را ساده می کنیم. توجه کنید که بردار 
. بنابراین a a b( )⋅ × =0



  b و  a b( )⋅ × =0
 

 b عمود است، پس  


a و هم بر  هم بر 

 
a a b b b a b a

a a b a b b a b b a a b

( ) ( )

( ) ( )

⋅ × + − ⋅ × + =

⋅ × + ⋅ − ⋅ × − ⋅ = ⋅

0 0

2 2

2 2 2

   

   

     

     

 

 

پس تساوی داده شده به صورت زیر درمی آید:
a b

a b a b
a b
| || |sin

| | tan
| || |cos

θ
× = ⋅ ⇒ = ⇒ θ= ⇒θ=

θ
01 1 45





 

 





ضرب خارجی روی جمع بردارها خاصیت توزیع پذیری دارد. بنابراین 698  3



o

ba a a a a b a b| ( )| | | | |× − = ⇒ × − × = ⇒ × =2 8 2 8 8
2 



 

     

a را تعیین  b⋅


 a استفاده و مقدار  b a b a b| | ( ) | | | |× + ⋅ =2 2 2 2  

   اکنون از اتحاد 

می کنیم:
a b a b a b a b

a b a b

| | ( ) | | | | ( )

( )

× + ⋅ = ⇒ + ⋅ = ×

⋅ = − = ⇒ ⋅ =±

2 2 2 2 2 2 2 2

2

8 3 4

144 64 80 4 5

   

   

 

 

a منفی اس�ت، یعنی  b⋅


 b منفرجه اس�ت، پس 


a و 
 چون زاویۀ بین بردارهای 

4− درست است. بنابراین 5 جواب 
b a b b a b b b a b( ) | | ( ) ( )⋅ + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + = − +

= −

2 22 2 2 2 2 2 4 5 2 3

18 8 5

      

  

.اکنون به دست می آید 699 k i j× =
  

j و  k i× =
  

 ، i j k× =
  

می دانیم   2

i j j k k j k i k k i j

j i k j i j k k i

(( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

× × × = × × = − × = × =

× − = × − × =− −

1

2

           

        

از برابری های )1( و )2( نتیجه می گیریم
i j j k j i k j j k i j i k(( ) ) ( )× × × − × − − = + + − = +
             

.  | i +k| = 2
 

در نتیجه طول بردار مورد نظر برابر است با 
a ضرب داخلی می کنیم. چون  700

 طرفین تس�اوی داده ش�ده را در   4
. پس a c a a a b( ) ( )⋅ × = ⋅ × =0



    

a a b a b c a c a a o a b c

m

m

m m m

( ) ( ) ( ) ( )⋅ × + ⋅ × + ⋅ × = ⋅ ⇒ ⋅ × =

−

− =

−

− −
+ + =

− −

− + + = ⇒− =− ⇒ =

0

1 2

2 1 2 0

1 3 5

1 2 2 2 2 1
1 2 0

3 5 1 5 1 3

11 12 10 0 11 22 2

  

          

نقاط�ی ک�ه از A ب�ه فاصل�ۀ 3  701  2
سانتی متر هستند روی دایره ای به مرکز A و شعاع 
3 س�انتی متر ق�رار دارند و نقاطی ک�ه از خط d به 
 ∆ فاصلۀ 3 سانتی متر هستند روی دو خط موازی 
∆′ در طرفین خط d و به فاصلۀ 3 سانتی متر از  و 
آن واقع ان�د. وضعیت های مختلف دایره و خطوط 

را نسبت به هم  بررسی می کنیم. ′∆ و  ∆
∆′ دایره را در دو نقطه قطع می کند )شکل )1((.  ∆ و  1- فقط یکی از دو خط 

∆′ مماس می شود )شکل )2((.  ∆ و  2- دایره بر هر دو خط 
∆′ مماس می شود )شکل )3((.  ∆ و  3- دایره فقط بر یکی از خطوط 

∆′ را قطع نمی کند )شکل )۴((.  ∆ و  ۴- دایره اصلًا هیچ یک از خطوط 
بنابراین حداکثر 2 نقطه با این شرایط وجود دارند. 
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می دانیم در هر مثلث هر ضلع از مجموع دو ضلع دیگر کوچک تر است، پس 702  4

 

x x x x x

x x x x x

x x x x

+ < − + − ⇒ < ⇒ >

− < + + − ⇒ < ⇒ >

− < − + + ⇒ <

122 2 3 4 7 12 5
5

22 3 2 4 7 2 3
3

4 7 2 3 2 6

 

>x اس�ت. توج�ه کنید که در این  <12 6
5

اش�تراک این نابرابری ها به صورت 

x−4 مثبت هستند.  7 x−2 و  3  ، x+2 ناحیه 
با توجه به شکل زیر نتیجه می گیریم 703  4

C C y
B C x y

B B x
     

ˆ ˆ
ˆˆ ( )

ˆ ˆ
+

 = = − → + = − −
= = −

0
1 2 0

1 10
1 2

180 2
360 2 2 1

180 2

، ABC از طرف دیگر در مثلث 
 B C A B C      

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ( )+ = − ⇒ + = − =0 0 0 0
1 1 1 1180 180 100 80 2  

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم: 
 x y x y= − − ⇒ + =0 0 080 360 2 2 140

 ، OMN ′d را O در نظر بگیریم، آن گاه در مثلث  اکنون اگر نقطۀ تلاقی دو خط d و 
O x y Oˆ ˆ( )= − + = − ⇒ =0 0 0 0180 180 140 40

با توجه به ش�کل مقابل چ�ون زاویۀ  704  3
پ�س  اس�ت،   ABC مثل�ث  خارج�ی  زاوی�ۀ   C1

 ، BDC . همچنین در مثلث قائم الزاویۀ  Ĉ = α1 2

. از  CDC
CB

ˆcos =1 بناب�ر نس�بت های مثلثات�ی، 

نتیج�ه در   ، CB CA= دیگ�ر،  ط�رف 

. CD
CA

cos α=2 ، یعنی  CDC
CA

ˆcos =1

بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 705  3

 
OM AO AOABC OM BC
BC AC AC
ON OC x OCADC ON AD
AD AC AC

     

      

: ( )

: ( )

⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ =

5 1
12

2
6








 

با جمع تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم

 x AO OC x x x x
AC
++ = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =5 5 5 7 71 1

12 6 12 6 6 12 6 12 2
 

از قضیۀ میان خط نتیجه می شود 706  1

 

AB M BCMN
AC N

AC N ABNE
BC E

BC E ACEM
AB M

 ôw» 

 ôw» 

 ôw» 

 ôw» 

 ôw» 

 ôw» 

 ⇒ = = =

 ⇒ = = =

 ⇒ = = =


12 6
2 2

8 4
2 2

10 5
2 2

 

بنابراین 

 MNEB MN NE EB BM
MNCE MN NC CE EM

 ôÃd¶

 ôÃd¶

+ + + + + += = = =
+ + + + + +

6 4 6 4 20 10
6 5 6 5 22 11

ابتدا با استفاده از قضیۀ فیثاغورس طول AB را به دست می آوریم 707  1

 
BC AB AC AB AB

AB AB( )( )

= + ⇒ = + ⇒ − =

= − + = × = × ⇒ = × =

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

25 7 25 7

25 7 25 7 18 32 36 16 6 4 24
 

 AB میانۀ وارد بر ضلع CM ضلع متوسط این مثلث است. اگر AB پس ضلع
باشد، آن گاه

 AMC CM AC AM

CM

 : ( )= + = +

= + = ⇒ =

2 2 2 2 2247
2

49 144 193 193

  

از رابطه های طولی در مثلث قائم الزاویه طول ارتفاع AH را به دست می آوریم:

 AB AC AH BC AH AH× = × ⇒ × = × ⇒ =16824 7 25
25

 

 . CM
AH

= =193 25 193
168 168
25

بنابراین 

ضلعی محدب  708 n از ه�ر رأس   1
n−3 قط�ر می گذرد. پ�س ظاه�راً از چهار 
)n قطر عبور می کند  )−4 3 رأس متوالی آن 
ولی س�ه تا از قطرها دو بار حس�اب شده اند. 
 AD دو قطر A مثلًا، در شکل مقابل از رأس
و AC دو ب�ار حس�اب می ش�وند، ی�ک بار از 
، به  D رأس A و ب�ار دیگ�ر از رأس های C و 
طور مشابه قطر BD دو بار حساب می شود. 
بنابرای�ن تعداد قطرهای رس�م ش�ده از چهار 

)n است. پس )− −4 3 3 رأس متوالی برابر 
 n n n n( ) ( )− − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =4 3 3 33 4 3 36 3 9 12  

 . n nIÀoõ¤ jHk÷U ( ) ( )( )= − = − =1 13 12 12 3 54
2 2

در نتیجه 
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براب�ر  709  BOC زاوی�ۀ   1

 . O Oˆ ˆ= = 0
1 2 60 0120 است، پس 

. می دانیم  B Dˆ ˆ= = 0
1 1 30 بنابرای�ن 

در مثل�ث قائم الزاویه ضلع روبه رو به 
030 نصف وتر است. پس زاویۀ 

 

OAB B OA OB

OCD D OC OD

OA OC OB OD AC BD
´Ã¹¨ïÂ¶ Íµ]

 

 

ˆ:

ˆ:

( )

 = ⇒ =

 = ⇒ =

→ + = + ⇒ =

0
1

0
1

130
2
130
2
1 1
2 2



  

نمای چ�پ و نمای روبه روی  710  1
شکل داده شده به صورت مقابل است:

نم�ای چ�پ از 11 مرب�ع کوچ�ک و نم�ای 
روب�ه رو از 10 مربع کوچک تش�کیل ش�ده 
اس�ت. پس نسبت مس�احت نمای چپ به 

11 است.
10

مساحت نمای روبه رو برابر 

بنابر فرض های س�ؤال ش�کل زیر را رس�م می کنی�م. می دانیم در  711  1
مثلث متساوی الساقین دو زاویۀ مجاور قاعده مساوی اند، پس

 BM BA M x z      CN CA N x yˆ ˆ,= ⇒ = + = ⇒ = +1 1  
با جمع تساوی های بالا نتیجه می گیریم:

 
M N xM N x y z

x x y z x x y z

ˆ ˆˆ ˆ + = −+ = + + →

− = + + ⇒ = + + +

0
1 1 180

1 1
0 0

2

180 2 180 2
 

. بنابراین x y z+ + = 072 ، پس  Â= 072 از طرف دیگر چون 

 x x x= + ⇒ = ⇒ =0 0 0 0180 2 72 2 108 54  

. در  712 M Âˆ =1 1 مثل�ث ABM متساوی الس�اقین اس�ت، پ�س   3

، بنابراین M Âˆ =2 2 نتیجه 

AD AM

AB MC BD MCA C B

A M

(ÆpÆ) ˆ ˆ

ˆ ˆ

 =
 = → Α ≅ ⇒ =


=

1

2 2

 

. از طرف دیگر، زاویۀ A1 زاویۀ خارجی  B Dˆ ˆ+ = 0
1 61 ، پس  C Dˆ ˆ+ = 061 چون 

. در نتیجه  M̂ = 0
1 61 ، بنابراین  A B Dˆ ˆ ˆ= + = 0

1 1 61 مثلث ABD است. پس 

 ABCˆ ( )= − + =0 0 0 0180 61 61 58

با توجه به شکل زیر، مثلث ABD متساوی الساقین با زاویۀ رأس  713  2

B Âˆ −= = =
0 0 0

1 1
180 150 15

2
0150 است. پس  

. از طرف دیگر،  B̂ = − =0 0 0
2 60 15 45 مثلث BDC متساوی الاضلاع است، پس 

 . ACBˆ = + =0 0 045 60 105 . بنابراین  Ĉ = 0
1 45 قطر مربع نیمس�از است، پس 

 . Â = 0
2 30 ، در نتیج�ه  Â+ =0 0

215 45 ، پ�س  A Aˆ ˆ+ = 0
1 2 45 در ضم�ن 

 030 0105 و کوچک تری�ن زاویۀ آن  بنابرای�ن بزرگ ترین زاویۀ مثل�ث ABC برابر 

= است.
0

0
105 7

230
است، پس نسبت این دو زاویه برابر 

. در این صورت تناسب های زیر به دست می آید 714 AB x= فرض کنید   3

 x x xx x x             , ,= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =4 4 6 212 3
2 6 3 4 2 6 4

 

پس سه مقدار مختلف برای طول پاره خط AB به دست می آید.
بناب�ر فرض تس�ت اگ�ر MB را براب�ر x در نظر بگیری�م، آن گاه  715  4

. چون محیط متوازی الاضلاع برابر 20 است، پس AM x=2

 
BM MN x MN

x MN MN x

Ì°ò¯HÁpH¼T¶ ôÃd¶ ( ) ( )= + ⇒ = +

= + ⇒ = −

2 20 2

10 10
 

 ، ABC از طرف دیگر، بنابر تعمیم قضیۀ تالس در مثلث

 
AM MN x xMN BC x x x
AB BC x
x x x AB

−⇒ = ⇒ = ⇒ = −

= ⇒ = ⇒ =

2

2

2 10 24 30 3
3 12

3 6 2 6

  

اکنون می توانیم اندازۀ ضلع AC را با استفاده از قضیۀ فیثاغورس به دست آوریم:
 AC BC AB AC= − = − = ⇒ =2 2 2 2 212 6 108 6 3  

 . ABCS AB AC ( )( )= × = =1 1 6 6 3 18 3
2 2

بنابراین 

9، 12 و 15 طول ه�ای اض�لاع ی�ک مثل�ث قائم الزاویه  716 اع�داد   3

. پ�س مثل�ث ACD در رأس A قائم الزاوی�ه  = +2 2 215 12 9 هس�تند، زی�را 
است. ارتفاع AH در این مثلث قائم الزاویه را رسم می کنیم. مسلماً AH ارتفاع 

 ،ACD نیز هست. بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویۀ ABC مثلث

 AH CD AC AD AH AH× = × ⇒ × = × ⇒ =3615 9 12
5

 

 . ABCS AH BC ( )( )= × = =1 1 36 5 18
2 2 5

بنابراین 
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717  − =
00 0360180 135

8
اندازۀ هر زاویۀ داخلی هشت ضلعی منتظم برابر   1

′NH را بر BC وارد کنیم، آن گاه مثلث های  است. پس اگر عمودهای MH و 
، پس BM=2 ′NCH قائم الزاویۀ متساوی الساقین هستند. چون  BMH و 

 MH BH BM BH BH+ = ⇒ = ⇒ =2 2 2 22 4 2  
MHH مس�تطیل  N′ . در ضمن چهارضلعی  CH′= 2 به همی�ن ترتی�ب 

. در نتیجه  HH MN′= =2 است، پس 
BC BH HH CH′ ′= + + = + + = +2 2 2 2 2 2

 . ABCDS AB BC ( ) ( )= × = + = +2 2 2 2 4 2 1 بنابراین 

راه حل اول توجه کنید که مساحت ذوزنقۀ ABCD برابر است با 718  2

 S AB AD BC( ) ( )= × + = × × + =1 1 10 10 3 65
2 2

 

. اکنون به دست می آید S AD AB= × = × × =1
1 1 10 10 50
2 2

از طرف دیگر 

 S S S= − = − =2 1 65 50 15  

راه حل دوم ارتفاع وارد بر ضلع BC در مثلث DBC را رسم می کنیم. طول این 

DBCS ( )= × =1 10 3 15
2

ارتفاع برابر 10 است، پس  

مساحت قسمت رنگی مساوی مساحت مستطیل منهای مجموع  719  1
مساحت های دو مثلث قائم الزاویۀ ADE و MNC است، پس

 

ABCD ADE MNCS S S

x y x y xy

xy xy xy xy

( )

( )( ) ( ( )( ) )

= − +

= − +

×= − ⇒ = ⇒ =

52

1 152 2 2 2
2 2

3 5 2 5252 4 52
2 2 5

 

 . ®ÃõTv¶ SeIv¶ ( )×= =2 52 4164
5 5

مساحت مستطیل برابر ۴xy است، پس 

نماهای مختلف این شکل به صورت زیر است: 720  1

.
n n

n
+ += =1 2

3

15 15 10
9 3

پس 

راه حل اول با توجه به فرض سؤال شکل زیر به دست می آید. پس 721  2

 A B C x y x yˆ ˆˆ= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + =0 0 0 090 90 2 2 90 45  
بنابراین

BIC x yˆ ( )= − + = − =0 0 0 0180 180 45 135

. BICˆ = + =
090 0 090 135
2

، در نتیجه  ABIC
ˆˆ = + 090
2

راه حل دوم می دانیم 

بناب�ر فرض ه�ای تس�ت ش�کل زی�ر ب�ه دس�ت می آی�د. چ�ون  722  4

Ĉ1 زاوی�ۀ خارج�ی مثل�ث  . در ضم�ن  CAD D xˆ ˆ= = ، پ�س  CA CD=

. از  B C xˆˆ = =1 2 ، پس  AB AC= C و چ�ون  xˆ =1 2 ACD اس�ت، پس 

Â1 زاویۀ خارجی مثلث ABD است، بنابراین  طرف دیگر 

A B D x x x xˆ ˆ ˆ= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =0 0 0
1 102 2 3 102 34

 . BACˆ ( )= − + =0 0 0 0180 68 68 44 نتیج�ه  در   ، B Ĉˆ = = 0
1 68 پ�س 

044 است. بنابراین اندازۀ کوچک ترین زاویۀ مثلث ABC برابر 

. از طرف  723 N̂ = 0
1 45 می دانیم در مربع قطر نیمس�از است، پس   3

. پس در  C ANMˆ ˆ= = 025 MN و NC مورب اس�ت، بنابراین  BC دیگر 

. بنابراین N̂ = − =0 0 0
2 90 25 65  ، NEC مثلث قائم الزاویۀ 

 FNC N Nˆ ˆ ˆ= + = + =0 0 0
1 2 45 65 110  

با استفاده از ویژگی های تناسب نتیجه می شود: 724  4

 b c d a b c d da a b c d d d/+ + += = = ⇒ = ⇒ + + + = =
+ + +

10 2 5
2 3 4 1 2 3 4 4 4
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، ADE و ABD در ارتفاع رسم شده از رأس  725 ACE مثلث های   2
A مشترک هس�تند، پس نسبت مساحت های آن ها مس�اوی نسبت قاعده های 

نظیر این ارتفاع در آن ها است. بنابر فرض مسئله،

 

ACE

ADE

ACE

ABD

S CE CE DC CE
S DE DC

S CE BD CE
S BD

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

= ⇒ = → = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

4 54 4
5 4

13 3
3

 

BD نتیجه می شود: CE=1
3

DE و  CE=1
4

با توجه به برابری های 

 BE BD DE CE CE CE= + = + =1 1 7
3 4 12

.
CE

DC
BE CE

= =

5
154

7 7
12

بنابراین 

726  AB و NE در نظر می گیریم. چون x طول هر ضلع لوزی را برابر  3
موازی هستند، بنابر تعمیم قضیۀ تالس، 

NE CE x x x
AB CB

/−= ⇒ = ⇒ =6 2 4
4 6

x است. /=4 9 6 بنابراین محیط لوزی BMNE مساوی 

727  
n

( )−0 0360180 ضلع�ی منتظم برابر  n اندازۀ ه�ر زاویۀ داخلی   4

 کوچک ت�ر و در نتیج�ه 
n

( )0360 اس�ت، پ�س ه�ر چق�در n بزرگ ت�ر باش�د 

 بزرگ تر اس�ت. بنابرای�ن یازده ضلعی منتظ�م در بین گزینه ها 
n

( )−0 0360180

بزرگ ترین زاویۀ داخلی را دارد.
ابتدا با استفاده از قضیۀ فیثاغورس اندازۀ وتر BC را به دست می آوریم: 728  1

 BC AB AC BC( ) ( )= + = + = + = ⇒ =2 2 2 2 22 5 4 5 20 80 100 10
اکنون اندازۀ ارتفاع AH را با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه تعیین می کنیم:

AB AC AH BC AH AH× = × ⇒ × = × ⇒ =2 5 4 5 10 4
بنابراین

ABH BH AB AH

BH

 : ( )= − = − = − =

=

2 2 2 2 22 5 4 20 16 4

2



در مثلث متساوی الساقین ABD ارتفاع AH میانه هم هست، پس 
BD BH= =2 4

729  . BH AH= =3 ، در نتیجه  Â = 0
1 45 ، پس  B̂= 045 چون   4

از طرف دیگر، 

 ABCS AH BC BC BC( ) ( )( )= × ⇒ + = ⇒ = +1 9 11 3 3 3 3 3
2 2 2

 

. در نتیج�ه بناب�ر  HC=3 3 ، پ�س  BC= +3 3 3 BH=3 و  چ�ون 
قضیۀ فیثاغورس، 

 AHC AC AH CH AC : ( )= + = + = ⇒ =2 2 2 2 23 3 3 36 6  

تم�ام خطوط گذرن�ده از A و موازی P در صفحه ای ش�امل A و  730  3
موازی صفحۀ P قرار دارند )صفحۀ Q در ش�کل زیر(. اگر خط d در نقطۀ A بر 
 A هم عمود است و تعداد خطوط گذرنده از P عمود باشد، آن گاه بر Q صفحۀ
 . d P⊥ در صفحۀ Q که بر d عمود هس�تند، بی نهایت است. پس کافی است 

توجه  کنید که باید A روی خط d باشد تا شرایط سؤال برقرار باشد. 

ریاضی خارج از کشور - 95  

731  DH x= چ�ون DE و AH قطره�ای دایره هس�تند. با فرض   3

. اکنون به دست می آید EH AD x= = −0180 نتیجه می شود 
 ADH EH xC xˆ −= ⇒ = ⇒ =0 020 40

2 2

732  B و A را ب�ه نق�اط O مرک�ز  4
و   OA OB= چ�ون  می کنی�م.  وص�ل 
 AB عمودمنصف OM پس ، MA MB=
است. بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه،

OAM MA OM OA MA

OAM AH OM OA MA AH

AH

:

:

= − = − = ⇒ =

× = × ⇒ × = ×

=

2 2 2 2 28 6 28 2 7

8 6 2 7

3 7
2





. AB AH= =2 3 7 بنابراین 
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ابتدا اندازۀ x را به دس�ت  733  1
می آوریم. می دانیم طول دو مماس رس�م 
ش�ده از ی�ک نقطه بر دایره مس�اوی اند. 

پس با توجه به شکل، 
BC x x x x= ⇒ − + − = ⇒ = ⇒ =13 8 9 13 2 4 2

. x
y
= =2 1
6 3

. بنابراین  y x= − =8 6 پس 

راه ح��ل اول در لوزی قطره�ا عمودمنصف یکدیگرند و نیمس�از  734  1

 . Â = 0
1 15 زاویه ها نیز هس�تند. پس مثلث AOD قائم الزاویه اس�ت و در آن 

پس ارتفاع OH در این مثلث ربع وتر است، بنابراین
ADOH AD OH== → =81 2

4
بنابراین شعاع دایرۀ محاطی این لوزی برابر 2 است.

 S است که در آن S
P

راه حل دوم شعاع دایرۀ محاطی هر چندضلعی محیطی برابر 

مساحت چندضلعی و P نصف محیط آن است. بنابراین

AB S

 P

Áp¼² SeIv¶

Áp¼² ôÃd¶

sin= = × = ⇒ =

= × = ⇒ =

2 0 2 130 8 32 32
2

4 8 32 16

شعاع دایرۀ محاطی لوزی. S
P

= = =32 2
16

پس 

س�ه مثلث ACH ، ABH و ABC دو به دو متش�ابه اند. توجه  735  1
کنید که نس�بت ش�عاع های دایره های محاطی مثلث های متش�ابه برابر نسبت 

اضلاع نظیر آن ها یا همان نسبت تشابه آن ها است. بنابراین
r rAB rABH CBA
r BC AB BC
r rAC rACH BCA
r BC AC BC

⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ =

1 1

2 2





 

 

 .
r rr

BC AB AC
= =1 2 پس 

در نتیجه بنابر ویژگی های تناسب 
r r rr

BC BC AB AC
+ +

=
+ +

1 2

Sr که S مس�احت مثلث ABC است. 
P

= BC و  AB AC P+ + =2 می دانیم 

S
r r r SP r r r

BC P BC
+ +

= ⇒ + + =1 2
1 2

2
2

در نتیجه 

. r r r AH+ + =1 2 ، پس  S AH BC= ×1
2

چون 

C انتقال یافت�ۀ یکدیگر با بردار  736 O( , r)′ ′ C و  O ( , r) دو دای�رۀ   3

 0180 ′OO هس�تند و همین دو دایره دوران یافتۀ یکدیگر با زاویه ای به اندازۀ 
′OO هستند. همچنین این دو دایره مجانس معکوس یکدیگر  و به مرکز وسط 
1− هستند. ولی مماس مشترک های خارجی  ′OO و با نسبت  به مرکز وس�ط 

این دو دایره موازی اند، پس نمی توانند مجانس مستقیم یکدیگر باشند.

737  B و موقعیت اس�طبل را ب�ا نقطۀ A موقعی�ت خان�ه را ب�ا نقط�ۀ  3
مش�خص می کنیم. بازتاب A را نسبت به خط ساحل رودخانه به دست آورده و 
′A به B وصل می کنیم تا خط ساحل رودخانه را در M قطع  ′A می نامیم. از 
کن�د. بنابر مس�ئلۀ هرون مس�یر AMB کوتاه ترین مس�یر اس�ت. پس تبدیل 

بازتاب برای پیدا کردن کمترین مسیر به کار برده می شود.

بنابر قضیۀ سینوس ها، 738  2
AB AC C

BC C C
ˆsin

ˆ ˆ ˆ ˆsinsin sin sinsin
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0
6 3 6 3 1 3

1 230
2

Â یا  ( )= − + =0 0 0 0180 60 30 90 . پس Ĉ= 0120 =Ĉ یا  060 بنابراین 

Â ( )= − + =0 0 0 0180 120 30 30  

از قضیۀ نیمسازها نتیجه می شود 739  4
BD AB BD AD DC BD
DC AC DC

 AD AD AB AC BD DC

BD BD BD BD

pIvµÃº

pIvµÃº

( )

⇒ = ⇒ = = ⇒ =

⇒ = × − ×

= × − ⇒ = ⇒ =

2

2

3 1 2
6 2

10 3 6 2 2 8 2
. BC= + =4 2 6 ، پس  DC=4 بنابراین 

فرض می کنیم مثلث ABC مثلث مورد نظر باشد. بنابراین 740  2

S AB AC A A

A

ˆ ˆsin ( )( )sin

ˆsin

= × ⇒ =

= = =

1 1189 5 6
2 2

189 3 21 21
15 15 5

، از  Âcos =2
5

. اگ�ر  A Aˆ ˆcos sin=± − =± − =±2 21 21 1
25 5

پ�س 

قضیۀ کسینوس ها نتیجه می شود

BC AB AC AB AC A

BC

ˆcos ( )( )( )= + − × = + −

= + − = ⇒ =

2 2 2 2 2 22 5 6 2 5 6
5

25 36 24 37 37
=BC در گزینه ه�ا وج�ود دارد، پ�س دیگ�ر لازم نیس�ت حال�ت  37 چ�ون 

Âcos را در نظر بگیریم. −= 2
5
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R و   741 d− =2 راه حل اول با توجه به شکل زیر و فرض های سؤال   2

. در نتیجه  R d AM− = =2 2 2 24
R d R d R d( )( ) ( )− + = ⇒ + =16 2 16

 . A R d IU ½oÄHj ¾â õ£º ¸ÄoUn»j â¾±ÅIÎ= + =8 یعنی 

راه حل دوم با توجه به شکل زیر و روابط طولی در دایره، 
AB AC AM AN AC AC× = × ⇒ × = × ⇒ =2 4 4 8

پس فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره تا نقطۀ A برابر 8 است. 

طول مماس مشترک خارجی و مماس مشترک داخلی دو دایره به  742  4
′R و خط المرکزین d از برابری های زیر به دست می آیند: شعاع های R و 

d R R

d R R d R R

d R R

d R R d R R

Â]nIi ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö

Â±iHj ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

′= − −

′ ′= − − ⇒ = − −

′= − +

′ ′= − + ⇒ = − +

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

8 64

6 36
از تفاضل تساوی های بالا نتیجه می گیریم

R R R R

R R RR R R RR

RR RR

( ) ( )′ ′=− − + +

′ ′ ′ ′=− − + + + +

′ ′= ⇒ =

2 2

2 2 2 2

28

28 2 2

28 4 7
R2 ش�عاع دایرۀ کوچک  743 ش�عاع دایرۀ بزرگ و  R1 فرض کنید   3

، بنابر قضیۀ فیثاغورس، OAH باشد. با توجه به شکل زیر در مثلث 
OA OH AH R R− = ⇒ − =2 2 2 2 2

1 2 16  
بنابراین مساحت ناحیۀ بین دو دایره برابر است با

R R R R( )π −π =π − = π2 2 2 2
1 2 1 2 16

744  . AOD Oˆ ˆ+ = 0
1 180 زاویۀ AOD مکمل زاویۀ O1 اس�ت، یعنی   4

پ�س   . H Kˆ ˆ+ = 0180 چ�ون  اس�ت،  محاط�ی   OHCK چهارضلع�ی 
 D و C از ط�رف دیگ�ر دو زاوی�ۀ . C AODˆ ˆ= . در نتیج�ه  C Oˆ ˆ+ = 0

1 180

. بنابراین  C Dˆ ˆ= زاویه ه�ای محاط�ی روب�ه رو ب�ه کم�ان AB هس�تند، پ�س 
ریاضی - 92  . AOD ADOˆ ˆ= ، در نتیجه  AOD Dˆ ˆ=

n است، پس بنابر  745 n( )−1 3
2

در هر n ضلعی تعداد قطرها برابر   3

فرض سؤال،

n n n n n n

n n n n n

( )

( )( )

− = + ⇒ − = +

− − = ⇒ − + = ⇒ =

2

2

1 3 18 3 2 36
2

5 36 0 9 4 0 9
از طرف دیگر هر n ضلعی منتظم دایرۀ محیطی خود را به n کمان مس�اوی تقس�یم 

 اس�ت. در نتیجه، زاویۀ بین دو 
n

( )0360 می کند به طوری که اندازۀ هر کمان برابر 

قطر متوالی گذرنده از یک رأس در n ضلعی منتظم زاویه ای محاطی روبه رو به کمان 

 اس�ت. در نتیجه زاویۀ بین دو 
n

( )0180  اس�ت، پس اندازۀ این زاویه برابر 
n

( )0360

) است. ) =0 0180 20
9

قطر متوالی گذرنده از یک رأس در نه ضلعی منتظم مساوی 

می دانی�م در تبدی�ل بازتاب اگر نقطه ای روی خط بازتاب باش�د،  746  1
تصوی�ر آن بر خودش منطبق می ش�ود. پس تبدیل بازت�اب نامتناهی نقطۀ ثابت 
دارد. ول�ی انتقال در حالت کلی )به ج�ز انتقال با بردار صفر( نقطۀ ثابت ندارد و 

تجانس و دوران یک نقطۀ ثابت دارند.
′S مساحت مجانس آن  747 فرض کنید S مساحت مثلث ABC و   2

. بنابرای�ن باید  S k S′= 2 باش�د. اگ�ر نس�بت تجان�س براب�ر k باش�د، آن گاه 
مساحت مثلث ABC را به دست آوریم و 9 برابر کنیم. با توجه به شکل، ارتفاع 
پ�س  اس�ت.   5 براب�ر   AB ضل�ع  ط�ول  و   1 براب�ر   AB ضل�ع  نظی�ر 

. S′= × =5 459
2 2

، در نتیجه  ABCS ( )( )= =1 51 5
2 2

از قضیۀ سینوس ها نتیجه می شود 748  1
BC AC B

B B BA
ˆsin

ˆ ˆ ˆ ˆsin sin sinsin sin
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0
12 12 3 12 12 3 3

1 230
2

. چ�ون مثل�ث ABC منفرج�ه اس�ت، پس  B̂= 0120 =B̂ ی�ا  060 بنابرای�ن 
. Ĉ ( )= − + =0 0 0 0180 120 30 30 =B̂ قابل قبول است. در نتیجه  0120

چون زاویۀ A منفرجه است، پس 749  3

BC AB AC BC BC BC> + ⇒ > + ⇒ > ⇒ >2 2 2 2 2 2 26 8 100 10
. بنابراین باید طول ضلع  BC< +6 8 از ط�رف دیگر بنابر نابرابری های مثل�ث 
>BC صدق کند. در بین گزینه ها تنها عدد 13  <10 14 BC در نابرابری های 

در این نابرابری ها صدق می کند.
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از قضیۀ نیمسازها نتیجه می شود 750  3
BD AB AB AB AC
DC AC AC

= ⇒ = ⇒ =3 3
4 4

از طرف دیگر بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

BC AB AC AC AC

AC AC AC

AC AC

( )= + ⇒ = +

= + ⇒ = ×

× ×= ⇒ = =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

37
4

949 25 49 16
16

49 16 7 4 28
25 5 5

، در نتیجه AB= × =3 28 21
4 5 5

پس 

AC AB¾µGI¤ ¾â Ä»Hp Í±ò »j Ï¼ö ®òIÿU /= − = − = =28 21 7 1 4
5 5 5

راه ح��ل اول ف�رض کنید R ش�عاع دایرۀ بزرگ و r ش�عاع دایرۀ  751  2
کوچک باشد. با توجه به شکل در مثلث های قائم الزاویۀ OHB و OHA بنابر 

. در نتیجه  r h− =2 2 26 R و  h− =2 2 210 قضیۀ فیثاغورس، 
R h r h( ) ( )− − − = −2 2 2 2 2 210 6

، اکنون توجه کنید که R r− =2 2 28 یعنی 
 R r¾ÃeIº½oÄHj »j ¸ÃM j»kd¶ â  SeIv¶ ( )= − π= π2 2 64  

راه حل دوم بنابر فرض های سؤال شکل زیر را رسم می کنیم. توجه کنید که بنابر 
AD AE AB AC× = × = × =4 16 64 روابط طولی در دایرۀ بزرگ تر،  

، پس  AE R r= + AD و R r= − از طرف دیگر، 
R r R r R r( ) ( )− + = ⇒ − =2 264 64

R r( )π − = π2 2 64 در نتیجه مساحت ناحیۀ بین دو دایره برابر است با 

با توجه به فرض های س�وال ش�کل زیر را رسم کرده ایم. از A عمود  752  3
AE را بر مماس CD رسم می کنیم. AE با BD موازی و AD مورب است، پس 

A     
ˆ ( )= 0
1 34 1

، AE میان خط است، در نتیجه مثلث ACD متساوی الساقین  OBDC در ذوزنقۀ
A A      
ˆ ˆ ( )= = 0
2 1 34 2 است و AE ارتفاع و نیمساز است، در نتیجه 

 . C Aˆ ˆ= = 0
1 2 34 OC و AE م�وازی هس�تند و AC م�ورب اس�ت، پ�س 

 A C      
ˆ ˆ ( )= = 0
3 1 34 3 همچنین مثلث OAC متساوی الساقین است، در نتیجه

اکنون از برابری های )1(، )2( و )3( به دست می آید
 OAD A A Aˆ ˆ ˆ ˆ= + + = × =0 0

1 2 3 3 34 102  

ریاضی - 94  
با توجه به ش�کل زیر MN فاصلۀ بین دورترین نقاط دو دایره از  753  4

. از طرف دیگ�ر چون دو  MN OO OO′ ′= + + = +3 7 10 یکدیگ�ر اس�ت و 
دایره متقاطع اند، پس فقط مماس مش�ترک خارجی دارند و طول مماس مشترک 

خارجی دو دایره به صورت زیر به دست می آید:

OO R R

OO OO OO OO

Â]nIi ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö ( )

( )

′ ′= − −

′ ′ ′ ′= − − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2 23 3 7 9 16 25 5
. MN= + =5 10 15 بنابراین 

از مرکز O به نقاط تماس N و E وصل می کنیم )ش�کل زیر را ببینید(.  754  3
چهارضلع�ی ONBE مربع�ی ب�ه ط�ول ضل�ع 1 اس�ت. از طرف دیگ�ر، طول 
مماس های رس�م شده از یک نقطه بر دایره برابر هس�تند. در نتیجه بنابر قضیۀ 

فیثاغورس و اطلاعات روی شکل،
AC AB BC x x

x x x x x x

( ) ( )= + ⇒ + = + +

+ + = + + + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2

2 3 1

4 4 9 1 2 2 6 3
بنابراین 

ABC  AB AC BC x x xW±X¶ ôÃd¶( ) = + + = + + + + = + =3 2 1 6 2 12

n اس�ت. پس بنابر  755 n( )−1 3
2

تعداد قطرهای هر n ضلعی برابر   1

 . n n n n n n n  n n( )− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =2 21 3 4 3 8 11 11
2

فرض سؤال، 

از طرف دیگر هر n ضلعی منتظم در یک دایره محاط است و دایرۀ محیطی خود 

 اس�ت تقس�یم می کند. 
n

( )0360 را به n کمان مس�اوی که اندازۀ هر کدام برابر 

پ�س زاویۀ بین دو قطر متوالی  گذرنده از یک رأس در n ضلعی منتظم، زاویه ای 

 
n

( )0180  است. در نتیجه اندازۀ این زاویه برابر 
n

( )0360 محاطی روبه رو به کمان 

اس�ت. بنابراین در یازده ضلعی منتظم اندازۀ زاویۀ بین دو قطر متوالی گذرنده از 

) است.  )0180
11

یک رأس برابر 
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با توجه به شکل خط d در راستای نیمساز ناحیه های اول و سوم و خط  756  3
∆ در راستای نیمساز ناحیه های دوم و چهارم قرار دارد. پس این دو خط بر هم عمودند. 

090 و به مرکز مبدأ مختصات است. ∆ دوران یافتۀ خط d با زاویۀ  بنابراین خط 

بنابر تعریف تجانس، ش�کل س�ؤال به صورت زیر اس�ت. فرض  757  3
. از طرف  OM OM MM x′ ′= + = +12 . در نتیج�ه  OM x′= می کنی�م 

دیگر بنابر تعریف تجانس، 

OM OM x x x x x x( )′= ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =1 1 12 4 12 3 12 4
4 4

. بنابراین OM=16 OM′=4 و  پس 
OM OM′+ = + = + =2 2 2 216 4 256 16 272

اندازۀ زاویۀ C برابر است با 758  2

 ( )− + =0 0 0 0180 60 75 45
،ABC بنابر قضیۀ سینوس ها در مثلث

a c c c c
A Cˆ ˆsin sin sin sin
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0 0
6 6 6 6 12

3 260 45
2 2

759  . AC BC+ = + =2 2 2 25 4 41 AB و  =2 36 در این س�ؤال   4

<Ĉ نادرست است. 090 ، پس  Ĉ< 090 . بنابراین  AB AC BC< +2 2 2 پس 

بناب�ر فرض س�ؤال BH نیمس�از زاویۀ B اس�ت. پ�س از قضیۀ  760  2
نیمسازها نتیجه می شود

AC b

AH AB c
HC BC a
AH c bcAH
AC a c a c

Zoh¶ nj KÃ¨oU

=

= = →

= → =
+ +

761  O به یک فاصله اس�ت. پس ABC از اضلاع مثلث O چ�ون نقط�ۀ  3
 C و B به رأس های O اس�ت. بنابراین اگر از ABC نقطۀ تلاقی نیمس�ازهای مثلث
وصل کنیم، آن گاه OB و OC به تریب نیمسازهای زاویه های B و C هستند. در نتیجه 

B BOB

C COC

OE BC O B O B BE OE

OF BC O C O C FC OF

 

 

Jn¼¶

Jn¼¶

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

=

=

→ = → = ⇒ =

→ = → = ⇒ =

1 2

1 2

1 1 1 2

2 2 2 1





از جمع تساوی های بالا نتیجه می شود
 BE FC OE OF BE FC EF+ = + ⇒ + =  

762  ABC ارتف�اع وارد بر وتر مثل�ث قائم الزاویۀ AH فرض کنی�د  4
باشد. از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه نتیجه می شود

 
BC AB AC BC

AH BC AB AC AH AH

= + = + = ⇒ =

× = × ⇒ × = × ⇒ =

2 2 2 144 36 180 6 5

126 5 12 6
5

 

 . AH
BC

= =

12
25
56 5

بنابراین 

مساحت چندضلعی شبکه ای به کمک قضیۀ پیک به صورت زیر  763  4

 Sb b bS i i i       ( )== + − → = + − ⇒ = −31 3 1 4 1
2 2 2

تعیین می شود: 

، آن گاه رابطۀ )1( درست است. i=2 b=4 و  اگر 
، آن گاه رابطۀ )1( درست است. i=1 b=6 و  اگر 
، آن گاه رابطۀ )1( درست است. i=0 b=8 و  اگر 

) نمی تواند  , )10 3 ، آن گاه رابطۀ )1( نادرس�ت است. پس  i=3 b=10 و  اگر 
b باشد. i( , ) دوتایی 

راه حل اول قطر BD را  764  3
رس�م می کنیم تا قطر AC را در O قطع 
کند. در متوازی الاضلاع قطرها یکدیگر را 
 ABD نصف می کنند. بنابراین در مثلث
پاره خط های AO و DM میانه هستند. 
همرس�ی  نقط�ۀ   ، E نقط�ۀ  بنابرای�ن 

میانه های مثلث ABD است. بنابراین
DEDE DM EM DM
EM

   ,= = ⇒ =2 1 2
3 3

، بنابر قضیۀ اساسی تشابه، AM DC|| راه حل دوم چون 
DE DCAME CDE
EM AM

~ ⇒ = =2 

نمای بالا و روبه روی ش�کل داده ش�ده در گزینۀ )۴( به درس�تی  765  4
رسم شده است.

راه حل اول از M به مرکز O وصل می کنیم. سپس OM را از دو  766  1
ط�رف امت�داد می دهیم ت�ا دایره را در نقاط A و B قطع کن�د. در این صورت با 
توج�ه ب�ه ش�کل A نزدیک تری�ن نقط�ۀ دایره ت�ا M اس�ت. پس بناب�ر فرض 
 OM عمود بر EF در این دایره وتر M کوتاه تری�ن وتر گذرن�ده از . MA=4
است. در ضمن چون OM بر EF عمود است، پس وتر EF در نقطۀ M نصف 

. بنابر رابطه های طولی در دایره، ME MF= می شود. یعنی 

 
MA

MB
ME MF MA MB

ME ME ME ME
  

=
= − =

× = × →

× = × ⇒ = ⇒ =

4
20 4 16

24 16 64 8
 

. EF=16 پس 

 . MF OF OM= − = − =2 2 2 210 6 8 راه حل دوم بنابر قضیۀ فیثاغورس 
. EF=16 پس 
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767  ، MT AT=  است. از طرف دیگر
 AT BT−

2
اندازۀ زاویۀ M برابر  2

BT اس�ت، پس  . در ضم�ن زاویۀ A زاوی�ۀ محاطی روبه رو به کمان  A Mˆ ˆ= پ�س 

 
  

 BT AT BT BT AT−= ⇒ =2
2 2

. توجه کنید که 
BTÂ=
2

. در نتیجه AT BT+ = 0180 چون AB قطر دایره است، پس 
    BT BT BT BT+ = ⇒ = ⇒ =0 0 02 180 3 180 60  

1 زاویۀ قائمه است.
3

 ،A در نتیجه زاویۀ .
BTÂ= = =

0 060 30
2 2

پس 

′B برس�یم.  768 v انتقال می دهیم تا به نقطۀ  نقط�ۀ B را با ب�ردار   3
v عمود بر راستای رودخانه، به اندازۀ 1 و از پایین به بالا است.  توجه کنید که 
′AB با خط d نقطۀ M است و از روی آن پُل MN به دست می آید.  محل برخورد 
AB است. در  MN′+ با توجه به مسئلۀ احداث پل، طول کوتاه ترین مسیر برابر 

. در نتیجه  AB′= + =2 28 6 10 AB بنابر قضیۀ فیثاغورس،  H′ مثلث 
oÃv¶ ¸ÄoU½IU¼¨ Ï¼ö= + =10 1 11

از B به C وصل می کنیم. مثلث ABC متساوی الاضلاع است،  769  1
060 اس�ت. پس  زی�را دو ضلع مس�اوی دارد و زاویۀ بین این دو ضلع مس�اوی 

. اکنون از قضیۀ کسینوس ها نتیجه می شود BC=7

 

OBC BC OB OC OB OC : cos

( )( )cos cos

cos cos

= + − × α

= + − α⇒ = + − α

=− α⇒ α=− ⇒α=

2 2 2

2 2 2

0

2

7 3 5 2 3 5 49 9 25 30

115 30 120
2



 

از قضیۀ نیمسازها نتیجه می شود 770  4

 MB MC

AP AMAMB MP
BP MB
AQ AMAMC MQ
QC MC

AQ AQAP
BP QC QC

AQ
AC

  

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

pIvµÃº 

pIvµÃº 

:

:

=

 ⇒ =

 ⇒ =


→ = ⇒ =

→ = =

6
4

6 3
10 5





 

در ضمن دو مثلث AMQ و AMC در ارتفاع نظیر رأس M مشترک هستند. 
پس نس�بت مس�احت های آن ها برابر نسبت قاعده هایی اس�ت که این ارتفاع بر 

آن ها وارد شده  است، بنابراین

 AMQ

AMC

S AQ
S AC

     ( )= =3 1
5

دو مثلث AMC و ABC در ارتفاع نظیر رأس A مشترک هستند، پس

 AMC

ABC

S MC
S BC

     ( )= =1 2
2

 

. AMQ

ABC

S

S
= 3
10

از ضرب تساوی های )1( و )2( به دست می آید 

فرض کنید در ذوزنقۀ متساوی الساقین ABCD طول دو ساق و  771  2
طول قاعدۀ کوچک برابر x باشند. پس بنابر فرض سؤال،

 x x x x DC x DC x¾£ºp»l ôÃd¶= ⇒ + + + = ⇒ =5 5 2  
اکن�ون از B خطی موازی AD رس�م می کنیم ت�ا DC را در E قطع کند. در این 
، در  BE DE x= = صورت چهارضلعی ABED متوازی الاضلاع است. پس 
. بنابرای�ن مثل�ث BEC متس�اوی الاضلاع اس�ت، در نتیجه  EC x= نتیج�ه 
. چ�ون در ذوزنق�ه زاویه ه�ای مج�اور به س�اق مکمل هم  B E Ĉˆ ˆ= = = 0

1 1 60

. بنابراین BE نیمساز زاویۀ B است. به همین ترتیب  B̂ = 0
2 60 هس�تند، پس 

ثابت می شود AE نیمساز زاویۀ A است. پس نقطۀ تلاقی نیمساز های دو زاویۀ 
بزرگ تر ذوزنقه وسط قاعدۀ بزرگ تر است.

دو مثل�ث BDE و BCA ب�ه حال�ت )زز( متش�ابه اند، بنابراین  772  2

و   x=12 نتیج�ه  در   . y
x

= =
+
18 24
24 24 48

یعن�ی   ، BD DE BE
BC AC AB

= =

 . y x− = − =12 12 0 . اکنون به دست می آید  y=12

با اس�تفاده از قضیۀ پیک مساحت چندضلعی شبکه ای به صورت  773  2
زیر تعیین می شود:

 b b bS i i i= + − ⇒ = + − ⇒ = −1 7 1 8
2 2 2

چون می خواهیم i بیشترین مقدار ممکن باشد، پس باید b کمترین مقدار خود را 
و i عدد طبیعی یا صفر اس�ت، در  b≥3 داش�ته باش�د. از طرف دیگر، همواره 
. بنابراین کمترین مقدار b برابر ۴ و بیش�ترین تعداد نقاط درونی  b≥4 نتیج�ه 

=i است. − =48 6
2

برابر 
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می دانیم با وصل کردن وس�ط های ضلع های مج�اور یک ذوزنقۀ  774  3

 . AH AB CD( )= +1
2

متساوی الساقین یک لوزی ایجاد می شود. بنابر فرض، 

. همچنین NQ میان خط ذوزنقه است، پس   MP AB CD( )= +1
2

در نتیجه 

. در نتیجه MNPQ یک لوزی است که دو قطر آن با  NQ AB CD( )= +1
2

، یعنی این چهارضلعی مربع است. NQ MP( )= هم برابرند 

از دوران مرب�ع ح�ول AB ی�ک اس�توانه و از دوران دای�ره حول  775  3
 AB یک کره ایجاد می ش�ود. ش�کل حاصل از دوران قس�مت رنگی حول AB

استوانه ای است که یک کره از آن جدا شده است.

=AB، پس زاویۀ  776 090 فرض کنید شعاع دایره برابر R باشد. چون   3
AOB قائمه اس�ت، بنابراین مثلث OAB قائم الزاویۀ متساوی الس�اقین  مرکزی 
، پس وترهای MN و ME مساوی اند.   MN ME= اس�ت. از طرف دیگر چون 
همچنین زاویۀ NME زاویۀ محاطی رو به قطر است، پس قائمه است. بنابراین مثلث 
MNE قائم الزاوی�ۀ متساوی الس�اقین اس�ت. در نتیج�ه دو مثل�ث قائم الزاوی�ۀ 
متساوی الساقین OAB و MNE متشابه اند. از طرف دیگر بنابر قضیۀ فیثاغورس، 
 OAB AB OA OB R R R AB R : = + = + = ⇒ =2 2 2 2 2 22 2  

OAB

MNE

S AB R
S NE R

( ) ( )= = =2 22 1
2 2

در نتیجه 

مثلث ABC متساوی الساقین است، پس 777  4

 B̂ −= =
0 0 0180 25 155
2 2

زاویۀ محاطی رو به کمان AC است


ACB B AC Bˆ ˆ ˆ⇒ = ⇒ = = 02 155
2

 . AD AC= − = − =0 0 0 0180 180 155 25 چون DC قطر دایره اس�ت، پس 
از طرف دیگر، بین طول کمان AD و اندازۀ آن رابطۀ زیر برقرار است:

 

AD ADAD
R

AD

 ·Iµ¨ Ï¼ö  ·Iµ¨ Ï¼ö ·Iµ¨ â½pHkºH

 ·Iµ¨ Ï¼ö

= ⇒ =
π π

× π π= =

0

0 0

0

0

25
2 6360 360

25 6 5
12360

 

، یعنی نقطۀ  778 d برای یافتن نقطۀ M بازتاب نقطۀ A نسبت به خط   2
A با خط d نقطۀ M است. می دانیم طول  B′ ′A را پیدا می کنیم. محل برخورد 

A طول کوتاه ترین مسیر است. با توجه به شکل و فرض سؤال، B′

 

A B BH

A BH A H A B BH

A H AH

ABH AB BH AH AB

      

 

 

,

:

:

′ = = + =

′ ′ ′= − = − =

′ ′= ⇒ =

′ ′ ′= + = + = ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

15 7 2 9

15 9 144

12 12

5 12 169 13





 

با توجه به اندازه ها در ش�کل زیر زاویۀ A بزرگ ترین زاویۀ مثلث  779  4
است. اگر AD نیمساز زاویۀ A و M وسط ضلع بزرگ تر BC باشد، آن گاه بنابر 

قضیۀ نیمسازها،

 
BD ABAD
DC AC

BD BD BD
BC

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

Â±iHj pIvµÃº ⇒ = =

→ = ⇒ = ⇒ =

8
10

8 8 56
18 14 18 9

 

. DM BM BD= − = − =14 56 7
2 9 9

بنابراین 

780 a=7 فرض کنید در مثلث ABC زاویۀ بین دو ضلع با طول های   4
θ باشد، در این صورت بنابر برابری سینوسی مساحت مثلث، b=4 برابر  و 

 S ab sin ( )( )sin sin= θ⇒ = θ⇒ θ=1 1 17 7 4
2 2 2

 

=θ در گزینه ها هست.  0150 =θ که  0150 =θ یا  030 بنابراین 
بنابر فرض های سؤال شکل زیر را رسم می کنیم. با توجه به شکل،  781  3

 
BA BD D x

D E x y
CA CE E y

     

ˆ
ˆ ˆ ( )

ˆ
+

 = ⇒ = → + = +
= ⇒ =

1  

C1 ب�ه ترتیب زاویه ه�ای خارجی مثلث های  B1 و  از ط�رف دیگ�ر، زاویه های 
. در ضمن C yˆ =1 2 B و  xˆ =1 2 ABD و ACE هستند، پس 

 ABC B C x y x y 
ˆˆ: + + = ⇒ + = ⇒ + =0 0 0 0

1 1 108 180 2 2 72 36  

 DAE چ�ون   . DAE x yˆ = + + = + =0 0 0 0108 36 108 144 بنابرای�ن 
Â1 کوچک ترین زاویۀ خارجی  بزرگ ترین زاویۀ داخلی مثلث ADE است، پس 

 . A DAEˆ ˆ= − = − =0 0 0 0
1 180 180 144 36 این مثلث است. در نتیجه 
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ف�رض کنید در چهارضلع�ی ABCD دو قطر AC و BD برابر  782  3
، E و F وس�ط های اضلاع این چهارضلعی باشند. بنابر  N  ، M باش�ند و نقاط 

قضیۀ میان خط،

 

AB M ACMN AC MN
BC N

DC E ACEF AC EF
AD F

AB M BDMF BD MF
AD F

BC N BDNE BD NE
DC E

 ôw» 

   

 ôw» 

 ôw» 

   

 ôw» 

 ôw» 

   

 ôw» 

 ôw» 

   

 ôw» 

,

,

,

,

 ⇒ =

 ⇒ =

 ⇒ =

 ⇒ =


2

2

2

2









 

. بنابرای�ن چهارضلع�ی  MN NE EF MF= = = ، پ�س  AC BD= چ�ون 
MNEF لوزی است. 

. اکنون گزینه ها را بررسی می کنیم: 783 bS i= + −1
2

بنابر قضیۀ پیک،   2

bS i= + − = + − =61 3 1 5
2 2

گزینۀ )1(: 

bS i= + − = + − =61 6 1 8
2 2

گزینۀ )2(: 

bS i= + − = + − =121 2 1 7
2 2

گزینۀ )3(: 

bS i= + − = + − =61 4 1 6
2 2

گزینۀ )4(: 

i=6 بیشترین مساحت را دارد. b=6 و  پس چندضلعی شبکه ای با داده های 
می دانیم در مثلث قائم الزاویه میانۀ وارد بر وتر نصف وتر اس�ت،  784  2

، پ�س بنابر فرض س�ؤال  AH AM< . در ضم�ن چ�ون  BCAM=
2

پ�س 

، در نتیجه AH
AM

=2
3

 AH AH AH BC
AM BC

     ( )= ⇒ = ⇒ =2 2 1 1
3 1 3 3

2
از طرف دیگر،

 ABCS AH BC BC BC

BC BC

( ) ( )= × → =

= × ⇒ =

1

2

1 1 124
2 2 3

6 24 12
 

. بنابر قضیۀ فیثاغورس، AM=6 AH=4 و  بنابراین 

 AHM MH AM AH MH

MH

 : = − ⇒ = − =

=

2 2 2 2 2 26 4 20

2 5



تم�ام خط�وط گذرن�ده از O و  785  3
 P و موازی O در صفح�ه ای ش�امل  P م�وازی
هس�تند. پس از نقطۀ O صفح�ۀ Q را موازی با 
 Q صفحۀ d رس�م می کنی�م. اگر خط P صفحۀ
را در نقطۀ A قطع کند، آن گاه OA موازی P و 
 Q صفحۀ d است. مسلماً وقتی خط d متقاطع با
را قطع کند، صفحۀ P را نیز قطع می کند. یعنی 
باید d با P متقاطع باش�د. توجه کنید که چون 
 d و متقاطع با P موازی ،O فقط یک خط گذرا از

هست، پس O نباید روی خط d باشد. 
فرض کنید اندازۀ وتر BC برابر y باشد. بنابر رابطه های طولی در دایره، 786  3

 
AT AB AC y y y

DT DC DB x x x

( )

( )

= × ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =

′ = × ⇒ = + ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2

4 2 2 8 2 6

3 3 6 27 3 3
 

′R و  787 طول مماس مش�ترک داخلی دو دایره به ش�عاع های R و   3
طول خط المرکزین d از رابطۀ زیر به دست می آید:

d R R

d d d

d

Â±iHj ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö ( )

( )

′= − +

= − + ⇒ = − ⇒ = + =

=

2 2

2 2 2 2 215 3 5 15 64 225 64 289

17
، پس دو دایره متخارج هس�تند. مطابق شکل زیر، بیشترین  d R R′> + چون 

فاصلۀ بین نقاط دو دایره برابر طول پاره خط AB است و 
OO

R R
AB OO R R AB

,
′=
′= =

′ ′= + + → = + + =17
3 5 17 3 5 25

تبدی�ل T را تبدی�ل همانی می گویی�م هرگاه به ازای ه�ر نقطۀ A از  788  2
، یعنی در تبدیل همانی هر نقطۀ صفحه را به خود آن نقطه  T A A( )=  ،P صفحۀ
نظیر می کنیم. در نتیجه هر تبدیل همانی طولپاست، پس گزارۀ )الف( درست است.

گزارۀ )ب( نادرست است، زیرا انتقال با بردار صفر، همانی است.
k=1 تبدیل همانی است. گزارۀ )پ( نادرست است، زیرا تجانس با نسبت 

0360 تبدیل همانی است، زیرا دوران یافتۀ هر نقطه به هر مرکزی  دوران با زاویۀ 
بر خودش منطبق می شود، پس گزارۀ )ت( درست است. 

پس دو تا از گزاره های داده شده درست هستند.
بنابر فرض های س�ؤال، ش�کل زیر را رس�م می کنیم. با استفاده از  789  2

روابط طولی در مثلث قائم الزاویه،

 

BC BH AB BH BH

BH BH

BH BH

BH AB

( )

( )( )

= × ⇒ = +

+ − =

+ − =

= ⇒ = + =

2 2

2

15 16

16 225 0

25 9 0

9 16 9 25
بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 AC AB BC

AC

( )( )= − = − = − +

= × = ⇒ =

2 2 2 2 225 15 25 15 25 15

10 40 400 20
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790  BC راه حل اول ابتدا با اس�تفاده از قضیۀ کسینوس ها طول ضلع  1
را به دست می آوریم:

 
BC AB AC AB AC A

BC

ˆcos

( )( )cos

= + − ×

= + − = − = ⇒ =

2 2 2

0

2

16 81 2 4 9 60 97 36 61 61
 

بنابر قضیۀ نیمسازها،

است Â نیمساز زاویۀ داخلی  BD ABAD
DC AC

 ⇒ = =4
9

 

BD BD
BC

BD DC

AD AB AC BD DC

AD

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

  ,

( ) ( )

→ = ⇒ =

= =

= × − × = × − ×

= − =

×= = =

2

4 4
13 1361

4 61 9 61
13 13

4 61 9 614 9
13 13

61 10836 1 36
169 169

6 6 6 3 36 3108
13 13 13

 

ad طول نیمساز زاویۀ داخلی A باشد، آن گاه راه حل دوم اگر 

 a

Abc
d

b c

ˆ
cos ( )( )cos ( )( )×

= = = =
+ +

060 32 2 9 4 2 36
36 32 2 2

9 4 13 13
 

راه حل سوم با توجه به شکل زیر،

ABC ABD ADCS S S

AB AC AB AD AD AC

AD AD

AD AD

sin sin sin

( ) ( )

= +

× = × + ×

× × = +

= ⇒ =

0 0 01 1 160 30 30
2 2 2

3 1 14 9 4 9
2 2 2

36 336 3 13
13

Â1 زاویۀ  791 . چون  B C xˆˆ = =1 ، پس  AB AC= بنابر فرض،   3

. از ط�رف دیگ�ر،  A B C xˆ ˆˆ= + =1 11 2 خارج�ی مثل�ث ABC اس�ت، پ�س 

. در ضمن،  D xˆ =2 ، در نتیجه A Dˆ ˆ=1 ، بنابراین  CA CD=

BD BC D C C x x C C xˆ ˆ ˆ ˆˆ= ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =1 2 2 22

0180 است، بنابراین در مثلث BDC مجموع زاویه های داخلی برابر 

 B D C C x x x x

x x

ˆ ˆˆ ˆ+ + + = ⇒ + + + =

= ⇒ =

0 0
1 2

0 0

180 2 180

5 180 36

 . BAC xˆ ( )= − = − =0 0 0 0180 2 180 2 36 108 پس 

ب�ا توجه ب�ه فرض های س�ؤال اندازه ه�ای روی ش�کل را خواهیم  792  1
داشت. بنابر تعمیم قضیۀ تالس،

 
x y y xMP CPMP AB

AB AC
x y y x x y x y      ( )

+ − +
⇒ = ⇒ =

+ = − + ⇒ − = ⇒ − =

6
10 5

5 5 10 10 60 15 5 60 3 12 1

  

از طرف دیگر با توجه به شکل،

 

AP AC x y

x x x x

AQ AB x y

x x x x

( )

( )

< ⇒ − − < →

+ − − < ⇒− <− ⇒ >

< ⇒ + < →

+ − < ⇒ < ⇒ <

1

1

1 5

12 3 1 5 2 6 3

10

113 12 10 4 22
2

 

>x می رسیم. توجه  <113
2

از اشتراک نابرابری های به دست آمده به نابرابری 

 . x y− − >1 0 x و  y+ >0 کنید که در این ناحیه 

، CNE و BEM ب�ه حال�ت  793 AMN راه ح��ل اول مثلث ه�ای   4
)ض زض( همنهش�ت اند، پ�س مس�احت های براب�ر دارند. ط�ول اضلاع مثلث 

ABC را برابر x انتخاب می کنیم، در این صورت، 

 
MNE ABC AMNS S S x x x

x  x x

( sin )= − = − × ×

= − =

2 0

2 2 2

3 1 1 23 3 60
4 2 3 3

3 3 3
4 6 12

 

 MNE

ABC

xS
S x

= =

2

2

3
112
33

4

اکنون می توانیم نسبت خواسته شده را به دست آوریم:

. بنابر قضیۀ کسینوس ها،  AM t=2 و  AN t= راه حل دوم فرض کنید 
MN t t t t t t t MN t( )( ) cos= + − = − = ⇒ =2 2 2 0 2 2 24 2 2 60 5 2 3 3

. بنابراین مثلث MNE متساوی الاضلاع  ME NE t= = 3 به  همین صورت 
اس�ت. در نتیجه مثلث MNE با مثلث ABC به حالت )ض ض ض( و نسبت 

t متشابه است. پس نسبت مس�احت های این دو مثلث توان دوم 
t
3
3

تش�ابه 
S tMNE
S tABC

( )= =3 12
3 3

نسبت تشابه آن هاست، یعنی  



اه لومزآلیفیرلت خساپل:مود لصف
)196(

، پس عددی مانند k وجود دارد به طوری که  794 AB
AC

= 3
2

چون   4

، ABC . بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  AC k=2 AB و  k= 3

 BC AB AC k k k= + = + =2 2 2 23 4 7  

 AM BC k= =1 7
2 2

AM میانۀ وارد بر وتر است، پس 

، در نتیجه  AH BC AB AC× = × بناب�ر روابط طول�ی در مثلث قائم الزاوی�ه 

 ، AMH . بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث  AH k=2 3
7

 MH AM AH k k k= − = − =2 2 2 27 12 1
4 7 2 7

 

 . ABC

AMH

AB ACS k
S AH MH k

×
= = =

×

2

2

1
32 14

1 3
2 14

بنابراین 

AB و  795 EF چهارضلع�ی ABEF متوازی الاضلاع اس�ت )زیرا   4
(، پس دو خط AF و BE موازی اند، نه متنافر. AB EF=

توجه کنید که دو دایره هم مرکز هستند. اگر وتر AB از دایرۀ C بر دایرۀ  796  1
′C مماس باشد، OH عمود بر AB و H وسط AB است. بنابر قضیۀ فیثاغورس،

OBH BH OB OH

BH

 : = − = − = − =

=

2 2 2 2 28 5 64 25 39

39



. AB=2 39 پس 

توجه کنید که  797  3

 

 

 

 

 

 

A

M

DE BCA DE BC

DE BCM DE BC

BC BC

 

 

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

=

=

 −= → − =

 += → + =

= ⇒ =

0

0

25 0

75 0

0 0

50
2

150
2

2 100 50

 

اگ�ر دو پاره خط مجانس هم باش�ند، آن گاه موازی هس�تند، چون  798  3
تجانس ش�یب خط را حفظ می کند. همچنین اگر دو پاره خط AB و CD موازی 
و مس�اوی باش�ند، آن گاه مجانس هم هستند. در این صورت مرکز تجانس نقطۀ 

1− است )شکل زیر ببینید(. تلاقی AC و BD و نسبت تجانس برابر 

اگر دو پاره خط AB و CD موازی و نامساوی باشند، آن گاه مجانس هم هستند. 
می توانی�د مرک�ز تجان�س را نقطۀ تلاقی AC و BD و نس�بت تجان�س را برابر 

OA در نظر بگیرید )شکل زیر را ببینید(.
OC

بنابر فرض سؤال شکل زیر به دست می آید. بنابر روابط طولی در  799  4
 ، ABH مثلث قائم الزاویۀ 

 ABA BH       BH B Hˆ , ′ ′ ′= ⇒ = = = = + = ⇒ =0 1030 5 5 4 9 9
2 2

 

. از طرف دیگر، BB′=18 پس 

 ABH B AH AB 
ˆ: ( )= ⇒ = = =0 3 360 10 5 3

2 2
  

بنابراین

 
ABB AS AH AA BB( ) ( )( )

( )( )

′ ′ ′ ′= + = +

= =

1 1 5 3 8 18
2 2
1 5 3 26 65 3
2

 

800  . = +2 2 210 8 6 6، 8 و 10 قائم الزاویه است، زیرا  مثلث به اضلاع   4
مطابق شکل BC وتر این مثلث و AH ارتفاع نظیر بزرگ ترین ضلع است. همچنین 

BD نیمساز زاویۀ متوسط است. بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه،

AB BH BC BH BH

AH BC AB AC AH AH

= × ⇒ = × ⇒ = =

×× = × ⇒ × = × ⇒ = =

2 2 36 186 10
10 5

6 8 2410 6 8
10 5

اکنون از قضیۀ نیمسازها نتیجه می شود

 

AD ABB BD
DH BH

AD AD AD AD
DH AH

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

SwH Â±iHj ¾â Ä»Hp pIvµÃº ⇒ = =

= → = ⇒ = ⇒ =

6
18
5

5 5 5 3
3 8 24 8

5
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A را در ماتریس A ضرب می کنیم: 801 A I+ =2 3 طرفین فرض   3

 AA A I A A A A A A×+ = + = ⇒ =− +→2 3 2 3 23 3 3  
، پس  A A I=− +2 3 A نتیجه می شود  A I+ =2 3 از طرف دیگر از برابری 

A A I A( )=− − + +3 3 3

 A A I=α +β3 . با مقایس�ۀ این براب�ری با فرض  A A I= −3 10 3 بنابرای�ن 
   ,α= β=− ⇒αβ=−10 3 30 نتیجه می گیریم 

حاصل دترمینان را برحسب سطر اول حساب می کنیم: 802  1

 

m

m
m

m

m m m

( ) ( )
−

− = − + −
−

−

=− − =−

2 4
1 0

1 0 1 1
1 1 0 1 1 1

1 1 1
1 1

2 3

 

m m− =− ⇒ =43 4
3

4− است، پس  بنابر فرض سؤال این دترمینان برابر 

A2 را به دست می آوریم: 803 ابتدا ماتریس   4

 A A A I
     
   = × = = = 
     − −     

2 1 3 1 3 4 0
4

0 43 1 3 1
 

. در نتیجه  A I=44 64 ، پس  A A I I( ) ( )= = =4 2 2 24 16 بنابراین 

A I I( ) ( )− −= =4 1 1 14 64
64

 ماتریس ضرایب دس�تگاه داده شده  804
a b

A
c d

 
= 
  

ماتریس   3

. بنابراین A−
 

= 
−  

1 3 1

1 0
است. بنابر فرض سؤال 

 
x

A x y
y

  ,−
         

= = = ⇒ = =−         
− − − −                  

1 2 3 1 2 4
4 2

2 1 0 2 2
 

از طرف دیگر،

 

A A

a
a b

b
c d

c

  ( )

−
− −

−   
= = =   

−      
 =

−    = = ⇒ =−    
        =

1
1 1 3 1 0 11

11 0 1 3

0
0 1

1
1 3

1

 

 . xy abc+ =− + =−8 0 8 در نتیجه 
م�کان هندس�ی نقاطی ک�ه از دو نقطۀ A و B به ی�ک فاصله اند،  805  4

عمودمنص�ف پاره خط AB اس�ت. اگر نقطۀ M روی عمودمنصف AB باش�د 
، آن گاه مطابق شکل زیر، AMBS <12 به طوری که 

 MH AB MH MH× < ⇒ × < ⇒ <1 1 812 9 12
2 2 3

 

 NH<8
3

ب�ه همی�ن ترتی�ب در طرف دیگ�ر پاره خ�ط AB نقطۀ N با ش�رط 

می تواند این ش�رط را داش�ته باش�د. بنابراین مکان هندس�ی مورد نظر، پاره خط 

16 است.
3

MN به طول 

با توجه به شکل زیر R و h را به دست می آوریم: 806  3

x y x y O R

x y O h

  

  ôi pH â¾õ£º ¾â ±ÅIÎ

( , ) ,

| |

+ + − − = ⇒ − =

− + −
+ = = = =

2 2 2 2 1 0 1 1 3

1 1 1 21
22

اکنون بنابر قضیۀ فیثاغورس،

 OAH AH R h : = − = − =2 2 1 103
2 2



در نتیجه

AB AH= = × =102 2 10
2

چون M روی این بیضی است، پس 807  1

 a MF MF′= + = + + + = + =2 2 2 22 3 4 4 3 5 5 10  
اکنون باید بررس�ی کنیم که کدام نقطه در بین گزینه ها مجموع فاصله هایش از 

′F برابر 10 است. در بین گزینه ها تنها گزینۀ )1( این شرط را دارد.  F و 
بررسی گزینۀ )1(:

 ( ) ( ) ( ) ( )− − + − + + − − + − +

= + + + = + =

2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 5 2 3 0 5 1

4 3 3 4 5 5 10
 

در متوازی الاضلاع مجموع مختصات دو رأس مقابل به هم، برابر  808  4
مجموع مختصات دو رأس دیگر است. بنابراین

 

ABCD A C B D

a b c

a b c

a a b b c c

Ì°ò¯HÁpH¼T¶ 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

, ,

⇒ + = +

+ = − + −

+ = − +

+ = ⇒ =− − = ⇒ = + = ⇒ =

2 3 2 1 2 3 1 4 1

2 3 5 1 1 1

2 1 1 1 3 4 1 5 4

 

. abc=−16 پس 

b خودش است. 809


a نسبت به  b موازی است، پس قرینۀ 


a با  چون   1

a تولید  810 b+3 2


 a و  b−2


 مس�احت مثلثی که توس�ط بردارهای   1

. توجه کنید که S a b a b|( ) ( )|= − × +1 2 3 2
2

 

  می شود برابر است با 

 a b a b a a b a a b b b

a b a b a b

( ) ( )− × + = × − × + × − ×

= × + × = ×

2 3 2 3 6 2 4

6 2 8

     

     

  

  

 

بنابراین

 S a b a b a b| | | | | || |sin π= × = × = = × × × =1 28 4 4 4 5 5 50 2
2 4 2

  

  
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A است.  811 B( )+ 2 A مس�اوی  AB BA B+ + +2 2 ماتریس   4
A را به دست آوریم: B+ پس لازم است ابتدا ماتریس 

A B

I

   − − −
   

+ = + − − −   
   

− −      
 
 

= = 
 
  

5 7 11 4 7 11

6 4 13 6 3 13

12 0 8 12 0 9

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 A AB BA B A B I I( )

 
 

+ + + = + = = = 
 
  

2 2 2 2
1 0 0

0 1 0

0 0 1

بنابراین 

مجموع درایه های ماتریس فوق برابر 3 است.
ابتدا هر دو دترمینان را حساب می کنیم: 812  4

m m n n

m m n n

m n m n

m n m n n m

m m n n

m m n n

³¼w oõw KveoM ôvM

Ï»H oõw KveoM ôvM

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

−

→

−

− −
− + − − + −

= − − + − − + +

=− + − + = −

−

→

−

− + − − + −
− −

=

4 5 6

2 3 4

2 1 1

3 1 4

1 1 2 1 2 1
1 1 1

1 4 3 4 3 1

4 1 8 3 2 3

5 5 5 5 10 10

3 2 4

2 1 1

2 4 3 4 3 2
1 1 1

1 1 2 1 2 1

m n m n

m n m n m n

( ) ( )( ) ( )+ + − − + − −

= − + − = −

2 4 3 8 3 4

6 5 5 7 11 12
بنابراین

 

m m n n

m m n n

n m m n m n n m

− −

+ =

− −

− + − = ⇒ − = ⇒ − =−

2 1 1

3 1 4 3 2 4 4

2 1 1

10 10 11 12 4 2 4 2 4
ماتریس�ی وارون پذیر است که دترمینان آن نامساوی صفر باشد.  813  2

اکنون گزینه ها را بررسی می کنیم.

 

a
a a a a

a
( )( ) ,

+
= + − = ⇒ =− =

−
2

2

1 0
1 1 0 1 1

0 1
گزینۀ )1(: 

a=1 و a=−1 وارون پذیر نیست. پس این ماتریس به ازای 
a

a a a
a

( )( ) ( )
+

=− + − − = +
− −

2
2 2 2 2

2

0 1
1 1 1

1 0
گزینۀ )2(:  

این عبارت همواره غیرصفر است، پس ماتریس گزینۀ )2( همواره وارون پذیر است.

a
a a

a
= = ⇒ =

2
4

2

0
0 0

0
گزینۀ )3(: 

a=0 وارون پذیر نیست. پس ماتریس گزینۀ )3( به ازای 
a

a a a
a

( )=− + = ⇒ =
+

2
2 2

2

0
1 0 0

1 0
گزینۀ )4(:  

a=0 وارون پذیر نیست. پس ماتریس گزینۀ )۴( به ازای 

ماتریس ضرایب دس�تگاه داده ش�ده باشد،  814
a b

A
c d

=
 
 
  

اگر   2

. پس A−
− 

= 
  

1 4 1

5 2
بنابر فرض سؤال 

 
x

A x y
y

  ,−
−         

= = = ⇒ = =         
− −                  

1 3 4 1 3 14
14 11

2 5 2 2 11
 

 . x y ( ) ( )− = − = − =−2 3 214 3 11 28 33 5 بنابراین 
C و M وس�ط پاره خط  815 O R( , ) در ش�کل زیر نقطۀ A روی دایرۀ   4

PA است. از نقطۀ M پاره خط MN را موازی OA رسم کرده ایم. توجه کنید که 

 N و MN R=1
2

MN میان خط اس�ت. در نتیجه  ، پاره خط  OAP در مثلث 

 R1
2

وسط پاره خط OP است. بنابراین نقطۀ M از نقطۀ ثابت N به فاصلۀ ثابت 

R1 است. 
2

است. در نتیجه مکان هندسی نقطۀ M دایره ای به مرکز N و شعاع 

توجه کنید که اگر P درون دایره هم باشد، باز هم مکان هندسی یک دایره است.

O مرک�ز دایرۀ  816 ( , )′ α β می دانی�م اگ�ر   1

x باش�د، آن گاه شعاع این  y ax by c+ + + + =2 2 0

cα است. بنابراین شعاع دایرۀ  +β −2 2 دایره برابر 
. اکنون این  R= + − =1 4 1 2 داده شده برابر است با 
دایره را رسم می کنیم. همان طور که دیده می شود، سطح 
دایره در نواح�ی اول و دوم قرار دارد. دقت کنید که در 

حل این سؤال لزومی به پیدا کردن m و n نیست.
بنابرای�ن  817 اس�ت،   2c براب�ر  بیض�ی  کان�ون  دو  فاصل�ۀ   3

 . a=5 ، بنابراین 
a
=3 3
5

، پس  c
a
=3
5

. از طرف دیگر  c FF c′= = ⇒ =2 6 3

 ، b =2 16 ، در نتیجه  b= +225 9 a به دست می آید  b c= +2 2 2 از برابری 
. شکل بیضی به صورت زیر است. از این شکل به دست می آید b=4 یعنی 

 

F FO

y b b

( , ) ( , )

[ , ] [ , ]

[ , ]

′+α β = =

∈β− β+ = − +

= −

1 2
2

2 4 2 4

2 6
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. در فضای  818 y=0 x=0 یا  xy=0 نتیج�ه می گیریم  از تس�اوی   3

y=0 یک خط هستند، پس مکان هندسی  x=0 و  2 هر کدام از معادلات 


مورد نظر دو خط است.
توجه کنید که 819  2

 
a b a b a b a b

a b a b a b

| | | | (| | | | ) | | ( )

| | | | | |

+ + − = + ⇒ + − = +

+ − = ⇒ − = ⇒ − =

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 30 211 23

900 1300 400 20

   

   

  

  

، پس 820 a b a b|( ) ( )|+ × − =1 2 3 2 3 36
2

 

  بنابر فرض مسئله،  1

 
 

o o
a a a b b a b b

a b a b a b

| |

| | | | | |

× − × + × − × =

− × = ⇒ × = ⇒ × =

1 4 6 6 9 36
2
1 12 36 6 36 6
2

 

   

   

  

  

 

a برابر است با b+2


 a و  b−


 مساحت مثلث بنا شده روی دو بردار 

 
 

o o
a b

S a b a b a a a b b a b b

a b a b S  | |

|( ) ( )| | |

| | | | × =

= − × + = × + × − × − ×

= × = × → = × =6

1 12 2 2
2 2
1 3 33 6 9
2 2 2

 





     

     

 

 

طرفین برابری داده شده را به توان دو می رسانیم: 821  3

 A A I

A A I A A I A I AI

A A I I A

A A I I A A I

( )

( )= −

= − ⇒ = − = + −

→ = − + −

= − + − =− −

2

2 4 2 2 2

2 3 4

4

2 3 2 3 4 9 12

4 2 3 9 12

8 12 9 12 4 3

 

z=0 حاص�ل دترمین�ان اول را به  822 y=0 و   ، x=1 ب�ا انتخ�اب  4
دست می آوریم:

 

x
y z

x y

y z m m

z x

m m³»j oõw KveoM ôvM

( )

=
= =

= → =

→ − = ⇒ =−

1
0

3

1 1 1 0

1 1 0 0

1 1 0 1

1 0
1 1 1

0 1

 

اکنون با همین مقادیر حاصل دترمینان دوم را به دست می آوریم:

x
y z

x x y

y y z

z z x

KveoM ôvM

Ï»H ·¼Tw 

( )

=
= =

− +

− + →

− +

→ − =
−

−

1
0

2

2 4 3 3

2 4 3 3

2 4 3 3

1 5 3
3 3

0 3 3 1 1 12
1 3

0 1 3

m−12 است. ، پس حاصل این دترمینان برابر  m=−1 چون
می دانی�م اگ�ر حاصل ضرب دو ماتریس مربع�ی و هم مرتبه برابر  823  3

ماتریس همانی I باشد، آن گاه این دو ماتریس وارون یکدیگرند. توجه کنید که
IA O A O

A I I A I A A I I

A A IA I I A I A A I

ýoö »j ¾M Hn 

´Ã¹¨Â¶ ¾ÎIòH

( )( )

( ) ( ) ( )

−

−

= ⇒ = →

− =− ⇒ − + + =−

+ +− = ⇒ − =− + +
−

273 3

3 2

2 1 2

8

8 27 27 2 3 4 6 9 27

4 6 9 12 3 2 3 4 6 9
27 27

نقاطی  824 م�کان هندس�ی   1
که از اضلاع مستطیل ABCD به یک 
فاصله ان�د، مح�ل برخورد نیمس�ازهای 
زاویه ه�ای ای�ن مس�تطیل اس�ت، ولی 
در  مس�تطیل  زاویه ه�ای  نیمس�ازهای 
حال�ت کلی هم�رس نیس�تند. بنابراین 
نقطه ای که از هر چهار ضلع مس�تطیل 

به یک فاصله باشد، وجود ندارد.
راه حل اول فاصلۀ M از دو خط مماس برابر اس�ت. بنابراین اگر  825  3

′H در نظر بگیریم، آن گاه نقاط تماس را H و 

 

b b
MH MH

b b b M

b b b M

| | | |
| | | |

( , )

( , )

− −′= ⇒ =
+ +

 − = − ⇒ = ⇒


− =− + ⇒ =− ⇒ −

2 5 2 4 5
1 4 1 4

2 5 2 4 5 2 5 2 5 2 5

2 5 2 4 5 2 5 2 5 2 5

)M مرکز این دایره باشد، آن گاه  , )2 5 2 5 اگر 

R MH
| |

| |
−

= = =
2 5 4 5 2

5
)M مرکز دایره انتخاب شود، آن گاه , )−2 5 2 5 اگر 

 R MH
| |

| |
+

= = =
2 5 4 5 6

5
 

بنابراین شعاع دایرۀ کوچک تر برابر 2 است.
y و  x=2 راه ح��ل دوم مرک�ز M روی نیمس�ازهای زاویه ه�ای بی�ن دو خ�ط 
 y x=− y و  x= x ق�رار دارد و ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل زی�ر، خط�وط  y=2

نیمسازهای زاویه های بین این دو خط هستند:

 
y x M M R MH

y x M M R MH

SwH  ôi Á»n 

SwH  ôi Á»n 

( , ) | |

( , ) | |

= ⇒ ⇒ = =

=− ⇒ − ⇒ = =

2 5 2 5 2

2 5 2 5 6
 

ریاضی خارج از کشور - 92  
توجه کنید که S وس�ط پاره خط FH است )شکل زیر را ببینید(.  826  3

گذرنده از F و عمود بر خط d را می نویسیم: ∆ معادلۀ خط 

 

dm m

y x

x y

 ôi â¾²jI÷¶ : ( )

∆= ⇒ =−

∆ − =− −

+ − =

12
2

12 1
2

2 5 0

∆ را به دست می آوریم: محل برخورد دو خط d و 

 
x y

x x x y
d x y

H

( )

( , )

∆ + − = ⇒ + + − = ⇒ =− ⇒ =
− + =

−

2 5 0
2 2 10 5 0 3 4

2 10 0

3 4

 

 . F HS
( , ) ( , )

( , )
+ −+= = = −

1 2 3 4
1 3

2 2
در نهایت به دست می آید 
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وقتی نقطۀ M روی یک سر قطر کوچک این بیضی قرار می گیرد،  827  3
فاصل�ۀ M از مرک�ز بیضی کمترین مقدار خود را که برابر b اس�ت می گیرد. پس 

. در نتیجه b=3 2

MFFS b c bc c c( )( )′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 39 2 9 9 3 2 9
2 2

. چون طول قطر  a b c ( ) ( )= + = + = + =2 2 2 2 23 9 453 2 18
2 22

بنابراین 

 a24 ب�زرگ ه�ر بیضی برابر 2a اس�ت، پس مرب�ع طول قطر ب�زرگ این بیضی

a ( )= =2 454 4 90
2

است. در نتیجه  

، مح�ور z و مبدأ مختصات،  828 x در قرینه کردن نس�بت به محور   2

n و 5 هیچ گاه نمی توانند قرینۀ  +2 4 عرض نقطه باید قرینه ش�ود، در حالی که 
 n n jnHkº JH¼] ¾²jI÷¶+ =− ⇒ =− ⇒2 24 5 9 یکدیگر باشند، زیرا 

. بنابراین 829 a a a| |⋅ = 2   می دانیم   3

 

a b c a b c a b c

a b c a b a c b c

a b c

| | ( ) ( )

| | | | | |

| |

+ + = + + ⋅ + +

= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅

= + + + + + = ⇒ + + =

2

2 2 2 2 2 2

1 4 20 0 0 0 25 5

  

     

  

     



 

 

a به  830 b
b

| |

| |

⋅




 b از برابری 


a روی امتداد بردار 
 اندازۀ تصویر بردار   4

. اکنون توجه کنید که a b
b

b
| |

| |
| |

⋅
=1
2







 دست می آید. در نتیجه 

 a b
b a b a b

b
| || ||cos |

| | | | | | | | | |
| |

= ⇒ × = ⇒ =
030 1 3 1 3

2 2 2





  

 

  

 .
a aa b a b

a a a

| | | || | | || |sin

| | | | | |

× ××
= = =

0

2 2 2

1330 32
2

 

 

 

  

در نهایت به دست می آید 

با توجه به فرض مسئله معادلۀ زیر به دست می آید 831  4

n n( )− × = × ⇒ =0 02 180 4 360 10
ش�کل مس�ئله به صورت زیر اس�ت. بنابر قضی�ۀ فیثاغورس در  832  2

،ABC مثلث
BC AB AC BC= + = + = ⇒ =2 2 2 2 26 2 40 2 10

دو مثل�ث قائم الزاوی�ۀ ABC و HMC در زاوی�ۀ C مش�ترک هس�تند، پ�س 
متشابه اند. بنابراین

MC CH MA MA MA
BC AC

+= ⇒ = ⇒ + = ⇒ =2 10 2 10 8
22 10

در مثل�ث ABM پاره خ�ط AO میان�ه اس�ت، پ�س دو مثل�ث  833  4

. از طرف  OAB ABMS S=1
2

OAB و AOM هم مس�احت اند، در نتیج�ه 

دیگر، دو مثلث ABM و ABC در ارتفاع نظیر رأس B مش�ترک هستند، پس 
نسبت مساحت های آن ها مساوی نسبت قاعده هایی است که این ارتفاع بر آن ها 

. از ط�رف دیگ�ر، بناب�ر فرض س�ؤال  ABM

ABC

S AM
S AC

= وارد ش�ده اس�ت، بنابرای�ن

AM می رسیم. بنابراین
AC

=1
4

. با ترکیب در مخرج این تناسب به تساوی  AM
MC

=1
3

ABM OABS S OAB OABABM

ABC ABC ABC

S SS
S S S

== → = ⇒ =2 21 1 1
4 4 8

12/ درصد است. 5 1 معادل 
8

عدد 

صفح�ه ای افق�ی ای�ن منش�ور را در ی�ک  834  3
پنج ضلعی همنهشت با قاعدۀ آن برش می دهد. پس محیط 

سطح مقطع حاصل برابر محیط قاعدۀ منشور است:
Íõ£¶ cõw ôÃd¶= + + + + =1 2 3 6 4 16

از مرک�ز O به نقط�ۀ تماس T وصل می کنیم. زاویۀ OTM برابر  835  3

090 است. در مثلث قائم الزاویۀ OTM ضلع OT نصف وتر OM است، پس 
. پس مساحت قطاع OAT برابر است با Ô= 060 ، در نتیجه  M̂= 030

OAT RÌIõ¤  SeIv¶( ) ( )= π = π = π
0 2 2
0

60 1 6 6
6360

از طرف دیگر، مساحت مثلث قائم الزاویۀ OTM برابر است با

OTM OT OMW±X¶ SeIv¶( ) sin ( )( )( )= × =

=

01 1 360 6 12
2 2 2
18 3

در نتیجه 
OTM OATÂ«ºn Sµv¤ SeIv¶  W±X¶ SeIv¶ ÌIõ¤ SeIv¶( ) ( )= −

= − π18 3 6

. بنابر رابطه های طولی  836 BC=4 AC=8 و  بنابر فرض س�ؤال   1

. چ�ون  AT=4 6 ، پ�س  AT AC AB ( )= × = + =2 8 8 4 96 در دای�ره، 
 T در رأس ABT قطر دایره در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است، پس مثلث

قائم الزاویه است. پس بنابر قضیۀ فیثاغورس،  
، BT AB AT ( )= − = − = − =2 2 2 2 212 4 6 144 96 48

. در نتیجه  BT=4 3 پس 

ABTS AT BT ( )( )= × = = =1 1 4 6 4 3 8 18 24 2
2 2
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C ابتدا مرکز O را با بردار به  837 O ( , )5 برای انتقال دادن دایرۀ   2
′O و  ′O برس�یم. س�پس دایره ای به مرکز  طول 9 منتقل می کنیم تا به نقطۀ 
′OO براب�ر طول بردار  5 رس�م می کنیم. پس ط�ول خط المرکزین  ش�عاع 

انتقال، یعنی 9 است، در نتیجه

OO R RÂ±iHj ¥oTz¶ tIµ¶ Ï¼ö ( ) ( )′ ′= − + = − +

= − =

2 2 2 29 5 5

81 20 61

فرض کنید نیمس�از زاویۀ C ضلع AB را در نقطۀ D قطع کند.  838  3
بنابر قضیۀ نیمسازها،

AD AC AB
BD BC BD

BD
BD

nj KÃ¨oU

Rn¼Å

= = = → =

= ⇒ =

5 1 3
10 2 2

7 3 14
2 3

A2 را به دست می آوریم: 839 ابتدا ماتریس   4

A A A I
− −     

= × = = =     
− −          

2 2 1 2 1 1 0

3 2 3 2 0 1

A A A I A A A A I I( ) , ( )= × = × = = = =7 2 3 3 4 2 2 2 بنابراین 

A A A I
− −     

− = − = − =     
− −          

7 4 2 1 1 0 1 1

3 2 0 1 3 3
پس 

در نتیجه مجموع درایه های این ماتریس برابر صفر است.
حاصل دترمینان را برحس�ب س�طر س�وم حس�اب می کنیم تا در  840  3

محاسبات از متغیر a فقط یک بار استفاده شود و راه حل کوتاه تری داشته باشیم:

a

a

a

a a

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − + −
−

+ − = + − − + − −
−

= + − = −

4 5

6

2 3 5
3 5 2 5

4 1 2 6 1 1
1 2 4 2

6 7

2 3
7 1 6 6 5 4 20 7 2 12

4 1

66 16 98 16 32
بنابر فرض سؤال حاصل دترمینان برابر صفر است، پس
a a a− = ⇒ = ⇒ =16 32 0 16 32 2

x بر دایره عمود هستند، پس  841 y+ =2 4 x و  y+ =3 2 چون دو خط   1
هر دوی آن ها از مرکز دایره می گذرند، یعنی محل برخورد آن ها مرکز دایره است. بنابراین

x y xx x x x y
x y

+ = −⇒ + = ⇒ + − = ⇒ = ⇒ =
+ =

2 4 22 4 6 2 12 2 0
33 2

O مرکز دایره است. اکنون فاصلۀ مرکز دایره را از خط مماس حساب   ( , )2 0 بنابراین 

. در نهایت به دست می آید R
| |− −

= =
+

6 0 1 1
9 16

می کنیم تا شعاع دایره به دست آید:

½oÄHj SeIv¶=π× =π21  

مکان هندس�ی نقاطی از صفحه که از ی�ک نقطۀ ثابت و یک خط  842  3
ثابت به یک فاصله اند سهمی ای است که در آن نقطۀ ثابت، کانون و خط ثابت، 
 x=−1 کانون س�همی و خط A  ( , )1 4 خط هادی اس�ت. در این س�ؤال نقطۀ 
خط هادی اس�ت. با توجه به موقعیت کانون و خط هادی این س�همی نسبت به 

هم، دهانۀ آن رو به راست است.

843  2a مجم�وع فاصله های هر نقطه روی بیضی از دو کانون آن برابر  1
است، پس

MF MF a MF

MF MF

( ) ( )′ ′+ = ⇒ − + − + =

′ ′+ = ⇒ =

2 22 2 4 3 2 2 5

5 2 5 5
، در نتیجه M روی یک س�ر قطر کوچ�ک بیضی قرار دارد.  MF MF′= پ�س 
x است،  ′FF موازی محور  ′FF برابر b است. خط  بنابراین فاصلۀ M از خط 
)M از این خط برابر 1  , )2 3 y=2 اس�ت و فاصلۀ  پ�س معادلۀ آن به صورت 

. be
a

= − = − =
2

2
1 21 1
5 5

b=1 و است. پس 

A نس�بت به مح�ور x و محور y به ترتیب  844  ( , , )−2 1 1 قرینۀ نقطۀ   1
C هستند. اگر BD قطر متوازی الاضلاع باشد،   ( , , )− − −2 1 1 B و   ( , , )−2 1 1

چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع مورد نظر است و در این متوازی الاضلاع،
A C B D D A C B

D    ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

+ = + ⇒ = + −

= − + − − − − − = − −2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 3 1

. x z+ = + =2 2 4 1 5 y برابر است با  فاصلۀ D تا محور 

845 α a و محور x برابر 
 a و زاویۀ بی�ن  x y z( , , )=

 ف�رض کنید   2
. بنابراین a k z⋅ =



 a و  j y⋅ =


  ، a i x⋅ =


 باشد. در این صورت 
a i x

a j k a j a k y z

a i j k a i a j a k x y z

( )

( )

⋅ = ⇒ =

⋅ − = ⇒ ⋅ − ⋅ = ⇒ − =

⋅ + + = ⇒ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒ + + =

1 1

1 1 1

2 1 2 1 2 1





   

  

     

   

y z
z y

y z
,

− = ⇒ =− =
+ =

1 1 2
3 32 0

پس 

. a i
a i

cos
| || |
⋅α= = =

+ +

1 3
4 1 141
9 9









، بنابراین  a  ( , , )= −2 11
3 3

 در نتیجه 
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، بنابرای�ن معکوس طول  846
c

Sc
h

= 2  و 
b

Sb
h

= 2  ،
a

Sa
h

= 2 چ�ون   3

ارتفاع ه�ای مثل�ث در نابرابری های مثلث صدق می کنند، پ�س اگر طول ارتفاع 

 
h h

| |− < < + ⇒ < <1 1 1 1 1 1 1 3
2 4 2 4 4 4

سوم را h فرض کنیم آن گاه  

. در بین گزینه ها فقط عدد 3 در این بازه قرار دارد. h< <4 4
3

پس 

بنابر فرض های تست شکل زیر را رسم می کنیم. توجه کنید که 847  3

EC AB CEM ABM

MB AB MB x
ME EC ME x

¾MIzU ÂwIwH ¾â Ãñ¤→

= ⇒ = =3 3
1

  

با ترکیب در مخرج تناسب به دست آمده نتیجه می شود
MB MB MB
BE

= ⇒ = ⇒ =3 3 9
4 12 4

هر مثلث با رسم میانه به دو مثلث هم مساحت تقسیم می شود. از  848  3
طرف دیگر، اگر دو مثلث ارتفاع های مساوی داشته باشند، نسبت مساحت های 

آن ها با نسبت قاعده های نظیر این ارتفاع ها برابر است. بنابراین

AOB ABM

ABM ABC

 ABM  OB S S

 ABC  AM S S

SwH W±X¶ â¾ºIÃ¶

SwH W±X¶ ¾â ºIÃ¶

( )

( )

⇒ =

⇒ =

1 1
2
1 2
2

AOD

AOB

S OD OD
S OB OD

( )= = =1 3
2 2

از طرف دیگر،  

از تساوی های )1(، )2( و )3( نتیجه می شود

AOD AOB ABM ABC ABCS S S S S( ) ( )= = = =1 1 1 1 1 1
2 2 2 4 2 8

بنابراین مساحت مثلث ABC هشت برابر مساحت مثلث AOD است.

AB=8 را  849 AC=6 و  مثل�ث  قائم الزاویۀ ABC با اضلاع قائم   3
 ABC در این مثلث ضلع متوسط است. از دوران مثلث AB رسم می کنیم. ضلع

حول ضلع AB یک مخروط به ارتفاع 8 و شعاع قاعدۀ 6 به وجود می آید.

′MT را بر دایرۀ  850 مطابق ش�کل از نقطۀ M مماس ه�ای MT و   4
، OMT رسم کرده ایم. در مثلث قائم الزاویۀ  C O R( , )

OT R
OT OM OMT TMT

OM R
ˆ ˆ

= ′⇒ = ⇒ = ⇒ =
=

0 01 30 60
22

می دانیم محیط مثلث ABC برابر 2AE است، بنابراین 851  2
m m m m− = × ⇒ − = ⇒ = ⇒ =3 2 2 14 3 2 28 3 30 10

تبدیل های دوران و انتقال هر دو طولپا هستند، پس مساحت مثلث  852  3
به دست آمده تحت این تبدیل ها با مساحت مثلث اولیه برابر است. بنابراین

S ( )= =23 2 3 3 3
4

853 ، ABD قطر BD را رسم می کنیم. بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث   4

 BD AB AD= + = + =2 2 2 26 8 10  
اکنون مساحت مثلث BCD را بنابر دستور هرون به دست می آوریم:

 BCDP       S,+ += = = × × × =10 9 5 12 12 2 3 7 6 14
2

 

از طرف دیگر، چون مثلث ABD قائم الزاویه است، پس

 ABDS AB AD= × = × × =1 1 6 8 24
2 2

 

 . ABCD BCD ABDS S S= + = +6 14 24 در نتیجه 

ابتدا مجموع دو ماتریس A و B را به دست می آوریم: 854  3

m

A B n p k

s e

m

n p k

s e

   −   
   

+ = +   
   − −      

− 
 

= + + + 
 
+ −  

1 10 3 0
2 2

1 3 2

5 4 1 4

1 3 0

2 1 3

5 0 1

بنابر فرض سؤال،
m

A B I n p k

s e

−   
   

+ = ⇒ + + + =   
   
+ −      

1 3 0 1 0 0

2 1 3 0 1 0

5 0 1 0 0 1

پس
m m n n

p p k k

s s e e

 

 

 

,

,

,

− = ⇒ = + = ⇒ =−

+ = ⇒ = + = ⇒ =−

+ = ⇒ =− − = ⇒ =

3 0 3 2 0 2

1 1 0 3 0 3

5 0 5 1 1 2
. mn ps ke ( )( ) ( )( ) ( )( )+ − = − + − − − =3 2 0 5 3 2 0 در نتیجه 
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ماتری�س  855  AB B A( )− − −=1 1 1 تس�اوی  از  اس�تفاده  ب�ا   2

B را برحسب ماتریس های AB و C می نویسیم: C A( )− − −1 1 1

B C A B A C B A C AB C( ) ( ) ( ) ( )− − − − − − − −= = =1 1 1 1 1 1 1 1

)AB را پیدا کنیم: )−1 پس لازم است ماتریس 

AB( )−
   

= =   
−       

1 2 3 2 31
4 3 1 2 1 2

بنابراین

B C A AB C( ) ( )− − − −
     

= = =     
          

1 1 1 1 2 3 1 1 2 11

1 2 0 3 1 7

+ است. + + =2 11 1 7  مجموع درایه های این ماتریس برابر 21
شعاع سکه برابر 1 است. در صورتی سکه درون دایرۀ C قرار می گیرد که  856  4

=′OO باشد. پس مکان هندسی  − =8 1 7 فاصلۀ مرکز سکه تا نقطۀ O حداکثر برابر 
) است. )π = π27 49 مرکز سکه دایره ای توپر به شعاع 7 است و مساحت این دایره 

ابتدا مرکز و شعاع دو دایره را به دست می آوریم: 857  2
C x y x y O  R

C x y x O  R

: ( , ),

: ( , ),

+ − + − = ⇒ − =

+ + − = ⇒ − =

2 2
1 1 1

2 2
2 2 2

2 4 13 0 1 2 3 2

2 1 0 1 0 2

، پس دو  O O R R= −1 2 1 2 . چ�ون  O O = + =2 2
1 2 2 2 2 2 بنابرای�ن 

دایره مماس درون هستند و طول مماس مشترک خارجی آن ها برابر صفر است.

b اس�ت. از طرف  858
a

2
می دانی�م MF نص�ف وت�ر کانونی و برابر   1

 ، A( , )2 0 . در ضمن  c=5 ، بنابرای�ن  c FF′= =2 10 ، پ�س  F  ( , )0 0 دیگ�ر، 
، بنابراین AF=2 پس 

a c a a

b a c

= − ⇒ = − ⇒ =

= − = − = − =2 2 2 2 2

2 2 5 7

7 5 49 25 24

)  است. , )240
7

. بنابراین مختصات نقطۀ M برابر  bMF
a

= =
2 24

7
در نتیجه 

، هس�تند.  859 m∈  ، B   m( , , )0 0 نقاط روی محور z به صورت   3
|AB مورد نظر است، بنابراین |=7 توجه کنید که تعداد جواب های معادلۀ

m m m( ) ( ) ( )+ + + = ⇒ + + = ⇒ + =2 2 24 36 1 7 40 1 49 1 9
این معادله دو جواب دارد، پس دو نقطه با ویژگی مورد نظر وجود دارد.

c در یک صفحه باشند، آن گاه نامتناهی  860
 b و 



 ، a
 اگر بردارهای   1

ب�ردار عمود بر آن ها رس�م می ش�ود و در صورتی که این برداره�ا در یک صفحه 
نباش�ند، ب�ردار عمود ب�ر آن ها وج�ود ندارد. ب�رای تش�خیص هم صفحه بودن 

c ضرب مختلط آن ها را به دست می آوریم:
 b و 



 ، a
 بردارهای 

a b c( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

−

⋅ × = −

−

− −
= − + − − −

− −

= − − − − =− + − =−

2 3 4

2 3 1

1 1 3

1 9 1

1 3 1 3 1 1
2 1 3 1 1 1

9 1 1 1 1 9

2 26 3 4 110 52 12 10 50



 

c در یک صفحه نیس�تند. بنابراین بردار عمود بر این 
 b و 



 ، a
 پس بردارهای 

سه بردار وجود ندارد.
861  AB میانۀ وارد ب�ر ضلع CM بناب�ر نابرابری ه�ا در مثل�ث اگ�ر  2

باشد، آن گاه
AC BC AC BCCM CM
| | | |− −+ +< < ⇒ < <

7 9 7 9
2 2 2 2

. در بین گزینه ها فقط عدد 3 در این بازه قرار دارد. CM< <1 8 یعنی 

دو مثلث DEC و ABC را در نظر می گیریم: 862  1
D A CD CEDEC ABC

AC BCC C

ˆˆ

ˆ ˆ

= =α ⇒ ⇒ =
= 

 

. BC CD AC CE× = × بنابراین 

در ذوزنقۀ ABCD اگر O محل تلاقی دو قطر باشد، آن گاه  863  4

OBC OAD OAB ODCS S S S= = ×

. پس  OBC OADS S= = × =3 12 6 بنابراین 

ABCD OAB OBC ODC OADS S S S S= + + + = + + + =3 6 12 6 27

از دوران ربع دایره حول AB یک نیم کره ایجاد می شود، از دوران  864  3
MN حول AB یک اس�توانه و از دوران AM حول AB یک مخروط به وجود 
می آید. بنابراین ش�کل حاصل یک نیم کره اس�ت که یک استوانه از آن جدا شده 

و یک مخروط به آن اضافه شده است.
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طول مماس مش�ترک خارجی دو دای�ره در صورت وجود از طول  865  4
 TT′ مماس مش�ترک داخل�ی آن ها در صورت وجود بزرگ تر اس�ت. پس اگر 

، پس TT′=15 طول مماس مش�ترک خارجی این دو دایره باش�د، 

TT d R R d

d d d

( ) ( )′ ′= − − ⇒ = − −

= − ⇒ = + = ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

15 14 6

15 8 225 64 289 17
ch و ش�عاع دایرۀ محاطی  866 bh و   ، ah در مثلث با ارتفاع های   3

داخلی r تس�اوی زیر برقرار اس�ت:

a b c
r

h h h r r r r
+ ++ + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 1 1 1 1 1 1 1 6 4 3 1 13 1 12

2 3 4 12 12 13

چ�ون نق�اط B و C نق�اط ثابت  867  4
این تبدیل هس�تند، پس خط BC محور بازتاب 

،ABC است. بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث

BC AB AC= + = + =2 2 2 23 4 5
اکنون با توجه به ش�کل و بنابر روابط طولی در 

 ،ABC مثل�ث قائ�م الزاوی�ۀ
 AB AC BC AH AH× = × ⇒ × = ×3 4 5

. AA /′= =24 4 8
5

AH=12، در نتیجه 
5

یعنی 

ب�ا توجه به ش�کل، مثلث ADE متس�اوی الاضلاع اس�ت، پس  868  3

، ABC . با استفاده از قضیۀ کسینوس ها در مثلث  Â= 060

BC AB AC AB AC

AB AB

AB AB AB AB

AB AB AB

cos

( )( )

= + − ×

= + − × ×

= − + ⇒ − − =

− + = ⇒ =

2 2 2 0

2

2 2

2 60

1208 144 2 12
2

208 12 144 12 64 0

16 4 0 16
بنابراین

BDEC ABC ADES S S

AB AC AD AEsin sin

( )( )( ) ( )( )( )

= −

= × − ×

= −

= − =

0 01 160 60
2 2
1 3 1 316 12 2 2
2 2 2 2
48 3 3 47 3

، آن گاه  869 B a

b c

 
 
′= 

 
′ ′  

0 0 0

0 0

0

 و 
a b

A c

 
 

= 
 
  

0

0 0

0 0 0

اگر   1

 . n nA B O= =  ، n≥3 . پس به ازای هر عدد طبیعی  B O=3 A و  O=3

. A B O+ =6 7 ، پس  B O=7 A و  O=6 بنابراین در اینجا 

از طرفین تساوی داده شده دترمینان می گیریم: 870  4
A A

A  A  
A A

A   A  A A A  A  

| | | |
| |

| | | |

| | | | | | | | (| | ) | |

− − 
= ⇒ = 
  

= + ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

2 4 4 4 0 2 0 2

. A  A| | ( ) | | ( ) ( )− = − = − = =2 2 2 2 2 42 2 2 2 2 16 بنابراین 
از شکل زیر استفاده می کنیم. مرکز این دایره روی محور x است. پس  871  1

x=2 با فاصلۀ  )O در نظر گرفت. فاصلۀ مرکز این دایره تا خط  , )α 0 می توان آن را 
آن تا نقطۀ A برابر است. توجه کنید که این فاصله برابر شعاع دایره است، پس

| | ( )α− = +α ⇒ α− = +α2 2 22 4 2 4

. R OA= =2 )O مرکز دایره است و  , )0 0 α=0. پس  به دست می آید 

. از  872 M Mˆ ˆ=1 2 ب�ا توجه به ش�کل زیر و ویژگی بازت�اب در بیضی،   1

MH هم میانه است و هم ارتفاع، پس این   ، MPF طرف دیگر، چون در مثلث 
مثلث متساوی الس�اقین است و در نتیجه MH نیمساز نیز هست، پس زاویه های 
′F روی یک خط  ، M و  P ، پس  M Mˆ ˆ=2 3 M3 برابرن�د، بنابراین  M1 و 
، یعنی  PF PM MF MF MF a′ ′ ′= + = + =2 هستند. اکنون توجه کنید که 

′PF برابر طول قطر بزرگ بیضی است. طول پاره خط 

چون محور تقارن این سهمی موازی محور x است، پس دهانۀ این  873  1
سهمی رو به راست یا چپ است، همچنین 

A By y
y y·nI£U n¼d¶ ¾â ²jI÷¶:

+
= ⇒ =1

2
. از طرف دیگر، رأس سهمی  k=1 رأس این سهمی باشد، آن گاه S h k( , ) بنابراین اگر 
، همچنین  چون  S h h( , )− y است، پس  x( )=− روی نیمساز نواحی دوم و چهارم 
. با توجه به موقعیت نقاط A و B نس�بت به نقطۀ S معلوم  S  ( , )−1 1 ، پ�س  k=1

می شود دهانۀ این سهمی رو به راست است. اکنون معادلۀ سهمی را می نویسیم:
 Ay a x a a¾²jI÷¶ nj  RI~Th¶

k¹¹¨ïÂ¶ ¡kÅ

( , )( ) ( ) ( )− = + → = ⇒ =3 32 11 4 1 4 4 4
4

 ، a=1
4

می دانیم فاصلۀ کانون تا خط هادی یک س�همی برابر 2a اس�ت. چون 

. a=12
2

پس 
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|x است. اکنون  874 | A از صفحۀ yz برابر  x y z( , , ) فاصلۀ نقطۀ   4
گزینه ها را بررسی می کنیم:

|  است. |− =3 3 ) از صفحۀ yz برابر  , , )−3 2 1 گزینۀ )1(: فاصلۀ نقطۀ 
|  است. |− =2 2 ) از صفحۀ yz برابر  , , )− − −2 3 4 گزینۀ )2(: فاصلۀ نقطۀ 

)  از صفحۀ yz برابر 2 است. , , )2 5 7 گزینۀ )3(: فاصلۀ نقطۀ 
|  است. |− =5 5 )   از صفحۀ yz برابر  , , )−5 1 5 گزینۀ )4(: فاصلۀ نقطۀ 

)   از صفحۀ yz دورتر است. , , )−5 1 5 پس نقطۀ 
b برابر با  875



a و 
 مس�احت مثل�ث تولی�د ش�ده توس�ط دو ب�ردار   2

a است، پس b| |×1
2





a  b
S

S a b  a b

a  a   b  

| | | |,| | | || |sin

| | | | | |

= θ=
=

= × = θ→

= × ⇒ = =

0120
4 3

2

1 1
2 2

1 34 3 4
2 2





 

 



 

بنابر قضیۀ کسینوس ها طول ضلع سوم این مثلث برابر است با 

a b a b

³¼w Í±ò Ï¼ö

| | | | | || |cos ( )+ − = + − × × × − =

=

2 2 0 12 120 16 16 2 4 4 48
2

4 3

 

 

مثلث فرضی زیر را در نظر بگیرید. ارتفاع AH را رسم می کنیم.  876  4
در این صورت 

S AH BC AH AH /= ⇒ × = ⇒ × = ⇒ = =1 1 77 7 4 7 3 5
2 2 2

اکن�ون توجه کنید که در مثل�ث قائم الزاویۀ ABH، طول وت�ر AB از ضلع زاویۀ 
قائمۀ AH کوچک تر است و این ممکن نیست. بنابراین چنین مثلثی وجود ندارد. 

BC=6 و AH ارتفاع  877  ،ABC فرض کنید در مثلث قائم الزاویۀ  1

، پس عددی  CH
BH

=1
3

وارد بر وتر باش�د )ش�کل زی�ر را ببینید(. بنابر ف�رض 

، پس  BC=6 . چون  BH k=3 CH و  k= مانند k وجود دارد به طوری که 

 . BH=9
2

CH=3 و 
2

. در نتیجه  k=3
2

، بنابراین  CH BH k k+ = + =3 6

،ABC اکنون بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویۀ

AB BH BC

AC CH BC

= × = × =

= × = × =

9 6 3 3
2
3 6 3
2

 . AB AC ( )+ = + = +3 3 3 3 3 1 در نهایت می توان نوشت 

فرض کنید ذوزنقۀ ABCD با رس�م خ�ط d به متوازی الاضلاع  878  1
AMND و ذوزنقۀ BMNC با مساحت های مساوی تقسیم شده باشد. ارتفاع 

AH ارتفاع هر دو چهارضلعی است، پس h=

AMND BMNCS S h AM h MB NC

AM MB NC

( )= ⇒ × = +

= +

1
2

2
 ، MB AB AM AM= − = −15 NC و  DC DN DN= − = −21 چ�ون 

بنابراین
 

AM DNAM AM DN

AM AM AM AM AM

== − + − →

= − − ⇒ = ⇒ =

2 15 21

2 36 4 36 9
 

 . MB
AM

=2
3

، در نتیجه  MB= − =15 9 6 پس 

نمای روبه روی شکل داده شده به صورت  است. نمای  879  2

بالای آن به صورت  اس�ت. نمای چ�پ آن به صورت  

است. بنابراین نماهای روبه رو و چپ مثل هم هستند.
با توجه به ش�کل زاویۀ BMD زاوی�ۀ بین دو وتر متقاطع AB و  880  2

CD است. بنابراین
 BD AC x xBMD x x xˆ + += ⇒ − = ⇒ = ⇒ =0 0 05 3180 8 180 12 15

2 2
0360 است، پس در ضمن مجموع اندازۀ کمان های BC ، AC ، AD و BD برابر 

AD x+ = 02 8 360  AD AD( )⇒ + = ⇒ =0 0 02 8 15 360 120  
از ط�رف دیگ�ر، زاویۀ ADy زاویۀ ظلی مقابل به کمان AD اس�ت، پس نصف 

ADADyˆ = = =
0 0120 60

2 2
اندازۀ کمان AD است، در نتیجه 

با توجه به رابطه های طولی در دایره، 881  2

 AB PC

PA PB PC PD AB PC PC

PC PC PC

PC PC PC PC PC

( ) ( )

( )

( )( )

=

× = × ⇒ + = +

→ + = +

+ − = ⇒ + − = ⇒ =

3 2

2

4 4 18

4 4 3 18

6 16 0 8 2 0 2

 

بنابراین
PCPT PC PD PT PT( )== × → = + = ⇒ =22 2 2 2 18 40 2 10
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β، ی�ک دوران با  882 α و  ترکی�ب دو دوران هم مرک�ز ب�ا زاویه های   1

040 و  α+β اس�ت. بنابراین ترکیب دو دوران با یک مرکز و با زاویه های  زاویۀ 
+ است. =0 0 040 130 170 0130 یک دوران با زاویۀ 

ابتدا به کمک قضیۀ هرون مساحت این مثلث را به دست می آوریم: 883  4

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += = =

= − − − = − − −

= × × × = × × × × × =

9 16 23 48 24
2 2

24 24 23 24 16 24 9

24 1 8 15 3 8 1 8 3 5 24 5
طول ارتفاع وارد بر ضلع به اندازۀ 16 مورد سؤال است، در نتیجه

 S ½køI¤ ÌIÿUnH ÌIÿUnH ÌIÿUnH( )( ) ( )( )= ⇒ = ⇒ =1 124 5 16 3 5
2 2

 

A2 را به دست می آوریم: 884 ابتدا ماتریس   4

 

A A A I

A A A I A A

A A I I

( )

( )

     
     

= × = = =     
     
          

= × = × =

= = =

2

1399 2 699 699

1400 2 700 700

0 0 1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 0 1

 

بنابراین

 

A A I A

   
   

− = − = −   
   
      

 −
 

= 
 
−  

1400 1399
1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0

1 0 1

0 0 0

1 0 1

 

A2 را به دست می آوریم: 885 ابتدا ماتریس   1

 A I

   
     

= = =     
      − −      

2
1 2 2 1 2 2

1 03 3 3 3
0 12 2 1 2 2 1

3 3 3 3

 

. بنابراین A A A I A A( )= × = × =5 2 2 2 پس 

 A A A A I A I I( ) ( ) ( )− − −+ − = + − = =5 2 1 1 1 13 3 3
3

 

م�کان هندس�ی نقاطی که از مرک�ز O، نقطۀ تلاق�ی قطرهای مربع  886  3
ABCD ، به فاصلۀ 2 هس�تند دایره ای به مرکز O و ش�عاع 2 است. چون فاصلۀ 
مرکز O از ضلع مربع، یعنی عمود OH برابر 2 است، پس این دایره بر اضلاع مربع 
مماس است، بنابراین روی این مربع چهار نقطه با شرایط خواسته شده وجود دارد.

y=3 وتر  887 فرض می کنیم دایرۀ به شعاع R و مرکز O روی خط   2
y=3 وارد می کنیم. طول عمود  AB=2 را ج�دا  کند. عمود OH را ب�ر خط 

OH برابر 2 است و
 AOH AO OH AH AO R : = + = + = ⇒ = =2 2 2 2 22 1 5 5  

بنابراین معادلۀ دایره به صورت زیر است:
 x y x y y x y y( ) ( )− + − = ⇒ + + − = ⇒ + − =2 2 2 2 2 20 1 5 1 2 5 2 4  

y=2 موازی  888 y رو به راست است و خط  x=2 8 دهانۀ س�همی   2
، پس  a=4 8 )S است و  , )0 0 محور تقارن این س�همی اس�ت. رأس این سهمی 
)F اس�ت. بناب�ر خاصی�ت بازتابندگی  , )2 0 . بنابرای�ن کان�ون آن نقطۀ  a=2
س�همی اگر ش�عاع نوری موازی محور س�همی به آن بتابد، بازت�اب آن از کانون 
س�همی می گذرد. پس معادلۀ ش�عاع بازتابش، معادلۀ خط گذرنده از نقاط M و 

y=2 است: F است، به طوری که نقطۀ M نقطۀ تلاقی سهمی با خط 

 yy x M( , )== →22 18 2
2

 

بنابراین
M F

MF
M F

y y
m

x x

y y m x x

y x y x

yMIUpIM ôi â¾²jI÷¶ : ( )

( )

− −= = = =−
− − −

− = −

− =− − ⇒ + =

0 0

2 0 2 4
1 3 32
2 2

40 2 3 4 8
3

طول پاره خط AB برابر است با 889  2

 AB ( ) ( ) ( )= − + − + − = + + =2 2 22 1 4 2 1 3 1 4 4 3  
0/ هستند،  5 از طرف دیگر، مکان هندسی نقاطی از فضا که از نقطۀ A به فاصلۀ 
0/ است و مکان هندسی نقاطی از فضا که از نقطۀ  5 کره ای به مرکز A و شعاع 
2/ اس�ت. چون طول  5 2/ هس�تند، کره ای به مرکز B و ش�عاع  5 B به فاصلۀ 
خط المرکزین دو کره با مجموع ش�عاع های آن ها برابر اس�ت، پس این دو کره بر 

هم مماس هستند. بنابراین فقط یک نقطه با ویژگی موردنظر وجود دارد.

890  . a b b c c a× = × = ×
 

    ، پس  a b c o+ + =


   ب�ا توجه به ش�کل   1
بنابراین

 
a b b c b c c a c a a b

a b a b a b a b a b a b

a b a b a b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| | | | | |

× ⋅ × + × ⋅ × + × ⋅ × =

× ⋅ × + × ⋅ × + × ⋅ × =

× = ⇒ × = ⇒ × =2 2

36

36

3 36 12 2 3

   

       

     

     

  

  

 

 . a b| |×
= 3

2





بنابراین مساحت این مثلث برابر است با 

از طرف دیگر، مساحت مثلث متساوی الاضلاع به طول 

x23 است. در نتیجه 
4

ضلع x برابر 

x x x= ⇒ = ⇒ =2 23 3 4 2
4
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ضلعی منتظم اس�ت، ان�دازۀ زاویه ه�ای خارجی آن  891 n چ�ون این   2

 اس�ت. از ط�رف دیگر در چهارضلع�ی APQB مجموع زاویه های 
n

α=
0360

. به دس�ت می آید  α+ + =0 0 02 150 120 360 0360 اس�ت، پس  داخلی برابر 

. در نهایت به دست می آید n=8  یا 
n

=
0 0360 45 =α، یعنی  045

=× تعداد قطرهای هشت ضلعی منتظم =8 5 20
2

892  ABF و APE بنابر قضیه اساسی تشابه دو مثلث ، PQ BC چون   3

. همچنین بنابر قضیۀ اساسی تشابه  AP AE
AB AF

= =4
7

متشابه هستند، در نتیجه 

AP متش�ابه هس�تند. پس 
AB

دو مثل�ث APQ و ABC نیز با نس�بت تش�ابه 

نسبت مساحت های این دو مثلث برابر مربع نسبت تشابه آن ها است:

 APQ

ABC

S

S
( )= =24 16
7 49

 

با تفضیل نسبت در مخرج به دست می آید:

 APQ

BPQC

S

S
= =

−
16 16

49 16 33
 

مثلث های BRS و BAC در ارتفاع نظیر رأس B مشترک اند، پس 893  1

 BRS

BAC

S RS
S AC

= =1
5

 

. همچنین مثلث های CPQ و  BRSS =3 ، پس  BACS =15 در نتیجه چون 

. در  CPQ

CAB

S PQ
S AB

= =1
3

CAB در ارتف�اع نظی�ر رأس C مش�ترک اند، پ�س 

. اگر مس�احت ناحیۀ مش�ترک  CPQS =5 ، پس  CABS =15 نتیج�ه چ�ون 
 . y z+ =3 x و  z+ =5 مثلث های BRS و CPQ را با z نش�ان دهی�م، آن گاه 
x y x z y z( ) ( )− = + − + = − =5 3 2 اکنون به دست می آید  

اگر صفحه ای موازی با قاعدۀ نیم کره آن را قطع کند، سطح مقطع  894  3
′O مرکز دایرۀ ایجاد ش�ده باش�د،  حاص�ل دایره اس�ت. اگر O مرکز نیم کره و 

OO بنابر قضیۀ فیثاغورس، A′ آن گاه در مثلث قائم الزاویۀ 

 ROA OO O A R O A O A R( )′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 2 2 22 5
3 9

 

 .  O A RÍõ£¶ cõw SeIv¶ ( ) π′=π =2 25
9

بنابراین 

895  040 ان�دازۀ زاوی�ۀ AOB در مثل�ث قائم الزاوی�ۀ AOH براب�ر   2

=AB. زاوی�ۀ محاطی  040 ˆAOB زاویۀ مرکزی اس�ت، پ�س  اس�ت. چ�ون 
=DC. در نتیجه  0100 050 است، بنابراین  DAC برابر 
 DC AB+ +α= = =

0 0 0100 40 70
2 2

می دانی�م بی�ن طول کم�ان AB و ان�دازۀ کم�ان AB رابطۀ زیر  896  4
برقرار است:

ABAB AB

AB

 ·Iµ¨ Ï¼ö ·Iµ¨ ½â pHkºH  ·Iµ¨ â½pHkºH

½oÄHj ôÃd¶

 ·Iµ¨ â½pHkºH

( )
π= ⇒ =

π

=

0 0

0

3
2 18360 360
30

030 است، پس بنابراین اندازۀ زاویۀ مرکزی AOB برابر 

 OABS OA OB Ôsin ( )( )sin= × = =01 1 18 18 30 81
2 2

 

در مثل�ث قائم الزاوی�ه میان�ۀ وارد ب�ر وتر نصف وتر اس�ت، پس  897  1

، پس  Ĉ= 030 ، از ط�رف دیگر  AM MB= . ب�ه ای�ن ترتیب  AM BC=1
2

. پس مثلث BAM متس�اوی الاضلاع اس�ت. اکنون اگر  AB BC MB= =1
2

060 حول A در نظر بگیریم، آن گاه تبدیل T را دوران 
 T B M T D E T BD ME  ( ) , ( ) ( )= = ⇒ =  

می دانیم اگر دو پاره خط دوران یافته یکدیگر باشند، زاویۀ بین آن ها با زاویۀ دوران 
060 است. برابر است، پس زاویۀ بین دو خط BD و EM برابر 

898  A نیمس�از زاویۀ AD فرض می کنیم  3
باشد. بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

ABC BC AB AC

BC

 :

( )

= + = +

= + = × ⇒ = × =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

42 56

14 3 4 14 5 14 5 70



اکنون با استفاده از قضیۀ نیمسازها،

 
CD ACA  AD
BD AB

CD CD CD
BC

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

SwH  Â±iHj â¾Ä»Hp pIvµÃº ⇒ = = = →

×= ⇒ = ⇒ = =

56 4
42 3

4 4 70 4 40
7 70 7 7
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ابتدا ماتریس های A و B را به دست می آوریم: 899  3

 A B      ,

 
  
  
 = = 
  
     
 

1 31
2 2 2 2 2

1 34 4 4 1
2 2

6 6 6 1 31
2 2

 

بنابراین
AB  A B

BA  B A

 ³¼w ·¼Tw » ³»j oõw â¾ÄHnj  ³»j oõw  ³¼w ·¼Tw

 ³¼w ·¼Tw » ³»j oõw â¾ÄHnj  ³»j oõw  ³¼w ·¼Tw

( )( )

[ ]

( )( )

[ ]

=

 
 
 
  = = + + =   
 
 
 

=

 
  = = + + =     
  

3
2
34 4 4 6 6 6 18
2
3
2

2
1 31 4 1 4 9 14
2 2

6

پس مجموع درایه های س�طر دوم و ستون س�وم ماتریس های AB و BA برابر 
+ است. =18 14 32

 وارون پذیر نیس�ت، پ�س دترمینان آن  900
m 

 
−  

2

1 3
ماتریس   3

mصفر است:
m m= ⇒ + = ⇒ =−

−

2
0 6 0 6

1 3
 

 A
− 

= 
−  

5 9

2 1
 به ازای m=−6 برابر 

m m
A

+ − 
= 

−  

1 3

2 1
ماتریس 

است. بنابراین

 A−

 
− − − −     

= = =     
− −− − − −        

  

1
1 9

1 9 1 91 1 13 13
5 18 132 5 2 5 2 5

13 13

 

901  x y ax by c+ + + + =2 2 راه حل اول معادلۀ دایره را به صورت 0  1
در نظر می گیریم و مختصات نقاط داده شده را در معادلۀ دایره قرار می دهیم:

 

c

a b a b

a b a b

a b
b b a

a b

x y y R a b c

½oÄHj

½oÄHj

½oÄHj

½oÄHj ¾â ²jI÷¶ : 

( , )

( , )

( , )

/

+

 ∈ ⇒ =
 ∈ ⇒ + + + = ⇒ + =−

− ∈ ⇒ + − + = ⇒− + =−
+ =− → =− ⇒ =− ⇒ =

− + =−

+ − = ⇒ = + − = =2 2 2 2

0 0 0

2 1 4 1 2 0 2 5

2 4 4 16 2 4 0 2 4 20

2 5
5 25 5 0

2 4 20

1 55 0 4 2 5
2 2

 

)C می گذرد. توجه  , )0 0 )B و  , )−2 4  ، A( , )2 1 راه ح��ل دوم دای�ره از نق�اط 

 ، CA CB⊥ . پ�س  CBm −= =−
+
0 4 2
0 2

و   CAm −= =
−
0 1 1
0 2 2

کنی�د ک�ه

بنابرای�ن مثل�ث ABC در رأس C قائم الزاوی�ه اس�ت و دایرۀ م�ورد نظر، دایرۀ 

. AB
R

| | += = =16 9 5
2 2 2

محیطی این مثلث است. بنابراین 

با توجه به ش�کل ط�ول قطر بزرگ بیضی برابر طول DC و مس�اوی  902  3
 − =4 2 2 − اس�ت و طول قط�ر کوچک بیضی برابر طول BC و مس�اوی  =9 3 6
، پس  c a b= − = − =2 2 2 2 23 1 8 . بنابرای�ن  b=2 2 a=2 و  6 اس�ت، پ�س 
 . c=2 2 ، یعنی دایرۀ به مرکز بیضی و شعاع  FF′ . پس دایرۀ به قطر  c=2 2
′FF بیضی را در چهار نقطه قطع می کند. ، پس در اینجا دایرۀ به قطر  c b> چون 

مح�ور تقارن این س�همی موازی محور y اس�ت، پس ب�ا توجه به  903  3
)A معادل�ۀ ای�ن س�همی ب�ه صورت  , )0 5 S و h k( , ) ( , )= 2 1 موقعی�ت نقط�ۀ 

است. چون A روی سهمی است، پس x a y( ) ( )− = −22 4 1

a a= × ⇒ =14 4 4
4

y است. بنابراین معادلۀ خط هادی  k a= − خط هادی این س�همی به صورت 

y=3 است.
4

یعنی،  y  = − 11
4

این سهمی 

a′ اندازه های برابر دارند، زیرا قرینه  904 a و ب�ردار 
 می دانی�م بردار   3

b )ب�رداری که با جهت 


ک�ردن تبدیل�ی ایزومتری اس�ت، پس به وج�ود بردار 
مثبت محورهای مختصات زوایای برابر می سازد( احتیاجی نیست: 

a a| | | |′ = = + + =1 1 4 6 

a را به دست می آوریم: 905 k×


 ابتدا بردار   4

 
i j k

a k i j× = − = −1 2 4 2

0 0 1

  

  



a را تعیین می کنیم: k×


 a و 
 اکنون ضرب خارجی دو بردار 

 
i j k

a a k i j k( )× × = − =− − −

−

1 2 4 4 8 5

2 1 0

  

   

   

بنابراین
a a k(oÊº jn¼¶ Ì°ò¯HïÁpH¼T¶) SeIv¶ | ( )|= × ×

= + + =16 64 25 105



 

دو مثلث ACD و BAE همنهشت اند، زیرا  906  2

 
CD AE

AC AB ACD BAE D E

C EAB

(ÆpÆ) ˆ ˆ

ˆ ˆ

 =
 = → ≅ ⇒ =


= =
0

1 120

   

بنابرای�ن دو مثل�ث ACD و AFE دو 
و   D Eˆ ˆ= دارن�د:  مس�اوی  زاوی�ۀ 
، پ�س زاویه های س�وم  EAF DACˆ ˆ=

 ، F Ĉˆ = = 0
1 1 120 آن ها نیز برابرند، یعنی 

تجربی خارج از کشور - 97   . F̂ = 0
2 60 در نتیجه 
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بناب�ر فرض ه�ای س�ؤال اع�دادی مانن�د x و y وج�ود دارن�د  907  1
، پس  AD y=4 AF و  y= . همچنین CD x=5 AB و  x=2 به طوری که 

. بنابر تعمیم قضیۀ تالس، FD y=3

 

CD x

CE DF
BC AD

AB x

OF AFADC OF DC OF x
CD AD

CE OEABC OE AB
BC AB

OE OE x
AB

  

 

 

:

:

=

= =

=

⇒ = = → =

⇒ = →

= → =

5

3
4

2

1 5
4 4

3 3
4 2







  

 .
x

EF
CD x

= =

11
114

5 20
. پس  EF OF OE x x x= + = + =5 3 11

4 2 4
بنابراین 

تجربی خارج از کشور - 97  
از فرض های س�ؤال اطلاعات روی ش�کل به دست می آیند. بنابر  908  3

قضیۀ تالس،

 

BN BD xBMC DN CM BN MN
MN DC x

yAM AEAND ME DN AM MN
MN DE y

 

 

:

:

⇒ = = = ⇒ =

⇒ = = = ⇒ =

1 1
3 3 3

1 1
3 3 3








 

. پس AM BN= بنابراین 
AM AM AM AB AM
AB AM MN BN AM AM AM

= = = ⇒ =
+ + + +

1 5
3 5

ریاضی خارج از کشور - 97  
پ�س  909 اس�ت،  میان�ه   BM پاره خ�ط   ABC مثل�ث  در   3

. در ضم�ن در مثلث BCD پاره خط CM میانه اس�ت،  BMC ABCS S=1
2

. ب�ه همی�ن ترتیب  ABC BCDS S= . بنابرای�ن  BMC BCDS S=1
2

پ�س 

تجربی خارج از کشور - 97  . BEC BCDS S= ، پس  ABC BECS S= معلوم می شود 

910  B و   A ABCD نیمس�ازهای زاویه ه�ای  در متوازی الاض�لاع   3
 BMC قط�ع کرده ان�د. پ�س مثلث DC روی ضل�ع M یکدیگ�ر را در نقط�ۀ
متساوی الساقین و مثلث ADM متساوی الاضلاع است )شکل زیر را ببینید(. 

بنابراین

 
BC CM

AD BC CM DM
AD DM

BC DC BC AB   IÄ     

+
= → + = +
=
= =2 2

 

12 است. پس 3 از طرف دیگر محیط متوازی الاضلاع برابر 

 
AB BC

ABAB AB AB

ôÃd¶ ( )

( )

= ⇒ + =

+ = ⇒ = ⇒ =

12 3 2 12 3

2 12 3 3 12 3 4 3
2

 

AD3 و 
2

در ضم�ن در مثلث متس�اوی الاضلاع ADM ارتف�اع AH برابر 

)AB است. در نتیجه )=3 3
2 2

مساوی 

 ABCDS AH AB= × = × =3 4 3 12 3  

تجربی - 97  
رأس بزرگ ترین مخروط، مطابق شکل )1( روی مرکز یک قاعدۀ استوانه  911  4

و قاعدۀ این مخروط بر قاعدۀ دیگر اس�توانه منطبق اس�ت. اگر این جس�م هندسی را با 
صفحه ای موازی قاعده قطع دهیم، نمای شکل از روبه رو به صورت شکل )2( است:

AH OHOHB H A HB
BH OH

AH AH

u²IU â¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

: ||

/

′ ′′ → =

′ − ′= ⇒ = × = =5 3 2 84 1 6
4 5 5 5



از طرف دیگر، سطح مقطع حاصل از نمای بالا به صورت شکل )3( است. پس 
مساحت خواسته شده برابر است با

 S ( / ) ( / ) /=π× −π =π − = π2 24 1 6 16 2 56 13 44

تجربی خارج  از کشور - 96  
OAB در  912 8 مثلث همنهش�ت مانند  هش�ت ضلعی منتظ�م از   1

ش�کل  زیر تش�کیل ش�ده اس�ت. اندازۀ زاویۀ مرکزی مقابل به کمان AB برابر 

=α. اکنون توجه کنید که  =
0 0360 45

8
است با 

OABS(´ÊT¹¶ Â÷±òSzÀ) SeIv¶ ( sin )= = × × × =018 8 2 2 45 8 2
2

ریاضی - 96  
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ش�کل سؤال به صورت زیر اس�ت. از E به C وصل می کنیم. توجه  913  3
زاویه های محاطی روبه رو به کمان AC هس�تند، پس برابرند. از  Ê B̂ و  کنید که 

،ACE و ADC پس در مثلث های . C Eˆ ˆ=1 ، در نتیجه  B Ĉˆ = طرف دیگر 1

 

A A
ADC ACE

C E

AD AC AD AE AC
AC AE

(pp)

ˆ ˆ

ˆ ˆ

=

=

= ⇒ × =

 →


1 1

1

2

 

 

ریاضی خارج از کشور - 97  

. ب�ا توج�ه به  914 b=9 a=3 و  7  ، Â= 060 ف�رض می کنی�م   1
قضیۀ کسینوس ها،

a b c bc A c c

c c c c c c c

ˆcos cos

( )( ) ,

= + − ⇒ × = + − × × ×

= + − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ =

2 2 2 2 2 0

2 2

2 9 7 9 2 9 60

63 81 9 9 18 0 6 3 0 3 6
تجربی - 96  

. در  915 A

 
 

= 
 
  

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 ،A ب�ا توجه ب�ه تعری�ف ماتری�س  2

. اکنون توجه کنید که  A

 
 

= 
 
  

2
9 8 8

8 9 8

8 8 9

نتیجه 

 A A I

   
   

− = − =   
   
      

2
9 8 8 4 8 8

4 8 9 8 8 4 8 5

8 8 9 8 8 4

× است. =3 5 15 A برابر  A−2 4 بنابراین مجموع درایه های ماتریس 
ریاضی خارج از کشور - 96  

a=5 و  916 ب�دون اینکه کلیت راه ح�ل تغییر کند، ف�رض می کنیم   4
. بنابراین b c= =0

 
a b c

a b c

a b c

+

+ = = × × =

+

4 9 0 0

4 5 4 0 9 4 4 144

4 5 0 4
ریاضی خارج از کشور - 96  

توجه کنید که 917  4

A A−
− −     

= ⇒ = =     
× − × − −          

13 2 4 2 4 21 1
3 4 2 5 25 4 5 3 5 3

بنابراین حاصل عبارت خواسته شده برابر است با

 
A B A B( ) ( )− −

− −   
× = × =   

− −      
− 

= 
−  

1 1 4 2 4 6
2 2

5 3 3 5

10 14

11 15
تجربی - 96  

) می گذرند،  918 , )8 7 چون تمام خط ه�ای قائم بر دایرۀ C از نقطۀ   2

R1 به ترتیب  O اس�ت. همچنین اگر O1 و   ( , )8 7 پس مرکز دایرۀ C نقطۀ 

. بنابراین  R =1 3 O و  ( , )−1 2 1 مرکز و ش�عاع دایرۀ داده شده باش�ند، آن گاه 

. اکنون به دست می آید OO = + =1 36 64 10

 R OO R= − = − =1 1 10 3 7

ریاضی خارج از کشور - 96  
919  a را با فاصلۀ کانونی س�همی اش�تباه نگیریم، به جای a برای آنکه  4

ش�کل  ب�ه  س�همی  معادل�ۀ  پ�س  می کنی�م.  اس�تفاده   m ح�رف  از 

y در می آی�د. اکنون معادلۀ این س�همی را به صورت  y mx− + + =22 12 8 0
استاندارد می نویسیم:

y y mx y y mx

y mx y mx

my x  
m

( )

(( ) ) ( )

( ) ( )

− + + = ⇒ − =− −

− − =− − ⇒ − =− +

− =− −

2 2

2 2

2

2 12 8 0 2 6 8

2 3 9 8 2 3 10

103
2

 

با توجه به گزینه ها، m عددی مثبت اس�ت، پس دهانۀ این س�همی رو به چپ 

 ، ma=4
2

S رأس این سهمی است و  h k
m

( , ) ( , )= 10 3 اس�ت. همچنین نقطۀ 

. بنابراین معادلۀ خط هادی این سهمی به صورت زیر است: ma=
8

پس 

x mx h a m m
m

m m m m m m( )( ) ,

=
= + → = + ⇒ = +

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

21
28

2

21 10 21 80
8 8

21 80 0 16 5 0 16 5
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a س�اخته  920 b+2


 a و   b×


 مس�احت مثلث�ی ک�ه روی دو ب�ردار   4
اس�ت:  ب�ردار  دو  ای�ن  خارج�ی  ض�رب  ان�دازۀ  نص�ف  مس�اوی  می ش�ود 

 a b×


 a و  b+2


 . پس لازم اس�ت ابتدا بردارهای  S a b a b|( ) ( )|= + × ×1 2
2

 

 

را به دست آوریم:

 

a b

i j k

a b

i j k

a b a b

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )

( ) ( ) ( , , )

+ = − + − = −

× = − =

−

+ × × = − = −

2 2 1 1 2 01 1 2 1 1

2 1 1 0 2 2

0 1 1

2 2 1 1 4 4 4

0 2 2





  





  

 

 

 

ریاضی خارج از کشور - 97  . S= + + = × =2 2 2 21 14 4 4 3 4 2 3
2 2

بنابراین 
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. در ضمن می دانیم زاویۀ  921
O O Oˆ ˆ ˆ

= =1 2 3
7 6 5

بناب�ر فرض س�ؤال   3

090 به اضافۀ نصف زاویۀ سوم آن است.  بین دو نیمساز داخلی هر مثلث برابر 

. در نتیجه BO
ˆˆ = +03 90
2

AO و 
ˆˆ = +02 90
2

 ، CO
ˆˆ = +01 90
2

پس 

C A B A B Cˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ+ ++ + + +
= = = = =

+ +

0 0 0 0
0 0

90 90 90 270
3602 2 2 2 20

7 6 5 7 6 5 18

. Ĉ= 0100 . پس 
Ĉ+
=

0
0

90
2 20

7
بنابراین 

ریاضی - 97  
DC موازی هس�تند، پس بنابر  922 AB و  مطاب�ق ش�کل دو ضلع   4

. اکنون نس�بت مس�احت ها را  EA EB AB
ED EC CD

= = =3
5

تعمی�م قضی�ۀ تالس، 

حساب می کنیم

ABCD EDC AEB

AEC AEC

AEC

ABCD

ED EC E EA EB ES S S
S S EA EC E

SED EB  
EA EC S

ˆ ˆsin sin

ˆsin

× × − × ×−
= =

× ×

−= − = − = = ⇒ =

1 1
2 2

1
2

5 3 25 9 16 15
3 5 15 15 16

تجربی خارج  از کشور - 96  
923  ، NE AB|| با توجه به ش�کل زیر، چون N وس�ط BC اس�ت و   4

بنابر قضیۀ تالس E هم وسط AC است. به طور مشابه F هم وسط BD است. 
می دانی�م ط�ول پاره خطی که وس�ط های دو قطر ذوزنقه را به ه�م وصل می کند 

. بنابراین  x xEF x−= =3
2

مس�اوی نص�ف تفاض�ل دو قاعده اس�ت. پ�س 

 DC را بر AH متوازی الاضلاع است. در ضمن اگر ارتفاع ABEF چهارضلعی
رس�م کنیم، آن گاه با اس�تفاده از قضیۀ تالس معلوم می شود MN ارتفاع AH را 

، در نتیجه  AH HH h′ ′= = نصف می کند، یعنی 
ABEF

ABCD

S hx
S h x x( )( )

= =
+

1
1 42 3
2

ریاضی - 97  

در ه�ر مثل�ث قائم الزاویه، زاویۀ بی�ن ارتفاع و میان�ۀ وارد بر وتر  924  4
، بنابرای�ن  HAM B Cˆ ˆˆ= − مس�اوی تفاض�ل دو زاوی�ۀ ح�اده اس�ت. پ�س 

 . Ĉ= 039 =B̂ و  051 ، در نتیجه  B Ĉˆ+ = 090 . در ضمن  B Ĉˆ− = 012
تجربی - 97   

بنابر شکل زیر، دو صفحۀ متقاطع P  و Q با فصل مشترک d را در  925  4
∆ را م�وازی خ�ط d رس�م می کنی�م. تمام  نظ�ر می گیری�م. از نقط�ۀ A خ�ط 
 d موازی نیس�تند و همچنین از خط Q و P می گذرند و با ∆ صفحه هایی که از 
نمی گذرند جواب این تس�ت هس�تند. واضح اس�ت که نامتناه�ی صفحه با این 

ویژگی ها وجود دارد.

ریاضی خارج از کشور - 96  

، پس ع�ددی مانند k وج�ود دارد به طوری که  926 AB
DC

=1
3

چ�ون   4

. در ذوزنقۀ متساوی الساقین محیط بر دایره، قطر دایرۀ  DC k=3 AB و  k=
. در  k=2 ، یعنی  k k× =3 12 محاطی، واس�طۀ هندسی طول دو قاعده است:
. اکنون مس�احت ذوزنقه به صورت زیر به دس�ت  DC=6 AB=2 و  نتیجه 

 . S AB DC r( ) ( ) ( )= + × = + × =1 12 2 6 2 3 8 3
2 2

می آید 

ریاضی خارج از کشور - 96  
ˆDBC و چون  927 = α2 ، آن گاه  DACˆ =α بنابر فرض سؤال اگر   2

 α4 DC برابر  زاوی�ۀ DBC محاط�ی اس�ت، پس کمان مقاب�ل به آن یعن�ی 
است. در نتیجه

  

DC DB DBA DBˆ − α−= ⇒α= ⇒ = α4 2
2 2

α6 است و چون OH بر وتر  ، یعنی  α+ α4 2 پس زاویۀ مرکزی COB برابر 
 . COHˆ = α3 BC عمود اس�ت، این زاویۀ مرک�زی را نصف می کند. بنابراین 

در نتیجه زاویۀ COH سه برابر زاویۀ DAC است.

ریاضی - 97  
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Â1 را حس�اب می کنیم: 928 ابتدا اندازۀ زاویۀ   3

 A Aˆ ˆ+ + + = ⇒ =0 0 0 0 0
1 160 90 60 360 150

ABC برابر است با مساحت مثلث 

 ABCS AB AC Âsin sin= × × = × × × =01
1 1 2 2 150 1
2 2

تجربی خارج از کشور - 96  

929  ABC نقطۀ تلاقی نیمس�ازهای زاویه ه�ای داخلی مثلث O اگ�ر  3
باشد، آن گاه بنابر قضیۀ نیمساز،

 

BD ABABC A AD
DC AC

BD BD

AO AB AOABD B BO
OD BD OD

KÃ¨oU

Zoh¶ nj

SwH  pIvµÃº 

SwH  pIvµÃº 

ˆ:

ˆ:

⇒ = = →

= ⇒ =

⇒ = ⇒ = = =

7
13

7 21
15 20 4

7 28 4
21 21 3
4





 

3 تقسیم می کند.
4

4 یا 
3

پس نقطۀ O نیمساز زاویۀ A را با نسبت 

ریاضی خارج از کشور - 97  

اگ�ر از هر درایۀ واقع در س�طر دوم دترمینان داده ش�ده دو برابر  930  4
شمارۀ ستون آن کم شود، به دترمینان زیر می رسیم:

a a a

−

− − −

−

5 4 3

2 2 3 7

2 5 4

اکنون هر دو دترمینان را برحسب سطر دوم بسط می دهیم:

 

a a a a

a a

a a

a

   

  (1)

( )

( )( ) ( )( )

−
−

+ − = −
−

−

−
+ + − + − −

−

− − −
=− + +

− − −

− +

3

4 5

5 4 3
4 3

2 1 1 2 1
5 4

2 5 4

5 3 5 4
1 1 1 1

2 4 2 5

4 3 5 3 5 3
2

5 4 2 4 2 4

5 4 5 4

2 5 2 5

 

a a a a

a a

a a

a

  

           (2)

( )( )

( )( ) ( )( )

−
−

− − − = − −
−

−

−
+ − − + − −

−

− − −
=− + +

− − −

−
− − +

−

3

4 5

5 4 3
4 3

2 2 3 7 2 2 1
5 4

2 5 4

5 3 5 4
3 1 7 1

2 4 2 5

4 3 4 3 5 3
2 2

5 4 5 4 2 4

5 3 5 4 5 4
3 7
2 4 2 5 2 5

تفاضل تساوی های )1( و )2( جواب این سؤال است:

a a a a a a

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

− −

+ − − − − −

− −

− − −
= + − + −

− − −

= − + + − − − + + − + − −

=− + + − − =−

5 4 3 5 4 3

2 1 1 2 2 3 7

2 5 4 2 5 4

5 3 5 4 4 3 5 3 5 4
2 3 7

2 4 2 5 5 4 2 4 2 5

20 6 25 8 2 16 15 3 20 6 7 25 8

14 17 2 42 119 156
ریاضی خارج از کشور - 97 پس به دترمینان اولیه مقدار 156 واحد اضافه می شود. 

ابتدا وارون ماتریس A را پیدا می کنیم: 931  1

 A
( ) ( )

−
− −   

= =   
− − − − −      

1 2 3 2 31 1
7 2 3 4 24 7 4 7

حاصل ضرب خواسته شده برابر است با

 B A( )−
− −     

× = × =     
− − − −          

1 2 3 2 3 8 15
2

1 4 4 7 14 25
تجربی خارج از کشور - 96  

حاصل دترمینان را با بسط دادن نسبت به سطر اول حساب می کنیم: 932  3
x x

x x x x x

x

x x x x x x

x x x x x x

( )( ) ( )( )

,

− −

+ − =− − + + − + =

+

− − + + + + − − =

+ − = ⇒ + − = ⇒ = =−

2 2

2 2

0 3 2

3 0 4 3 4 8 2 6 18 0

2 6 0

4 8 12 24 6 18 12 36 0

2 10 12 0 5 6 0 1 6
ریاضی - 97  

x از مرکز دایره داده شده  933 y a+ =3 2 با توجه به اطلاعات مسئله، خط   1

 . a a( )× + × − = ⇒ =13 1 2 2
2

است. پس  O( , )− 11
2

می گذرد. مرکز این دایره 

با توجه به موقعیت کانون و خط هادی نسبت به هم، دهانۀ این سهمی  934  2
رو به راس�ت اس�ت. عمود FH را بر خط هادی رس�م می کنیم، در این صورت H نقطۀ 
آن گاه   باش�د،  س�همی  ای�ن  رأس   S h k( , ) اگ�ر  بنابرای�ن  اس�ت.   ( , )−4 3

. در نتیجه معادلۀ سهمی به صورت زیر است a FS= =3 F و  HS ( , )+= = −1 3
2

 x

y

y k a x h y x

x x x
n¼d¶ IM jn¼ioM

( ) ( ) ( ) ( )

=

− = − ⇒ − = +

→ = + ⇒ =− ⇒ =−

2 2

0

4 3 12 1

19 12 12 12 3
4
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تجربی خارج از کشور - 96  
b و  935



 ، a
 حج�م متوازی الس�طوح س�اخته ش�ده روی برداره�ای   2

a مساوی قدرمطلق ضرب مختلط آن ها است:  b×




 a b a b a bb¼õv²HïÁpH¼T¶ ´\e |( ) ( )| | |= × ⋅ × = × 2  

    

a را به دست آوریم: b×


 پس لازم است بردار 

 
i j k

a b i j k× = − = + +

−

2 3 1 10 9 7

1 2 4

  

   

  

ریاضی - 97   . a bb¼õv²HïÁpH¼T¶ ´\e | |= × = + + =2 2 2 210 9 7 230


 بنابراین 

شکل سؤال به صورت زیر است. توجه کنید که 936  2
MA OAMDC OA DC
MD DC
NB OBNDC OB DC
NC DC

¾â Ãñ¤ ´Ãµ÷U

u²IU

â¾Ãñ¤ ´Ãµ÷U

u²IU

 

 

:

:

→ =

→ =









. در نتیجه MA NB
MD NC

= از طرف دیگر بنابر قضیۀ تالس در ذوزنقه، 

 OA OB OAOA OB
DC DC OB

= ⇒ = ⇒ =1  

تجربی - 97  
فیثاغ�ورس،  937 قضی�ۀ  بناب�ر   ، ABD قائم الزاوی�ۀ  مثل�ث  در   1

. بناب�ر رواب�ط طول�ی در مثل�ث  BD AD AB= + = + =2 2 2 23 4 5

.همچنی�ن بناب�ر روابط  AD ABAH
BD
× ×= = =3 4 12

5 5
 ،ABD قائم الزاوی�ۀ

، ADE طولی در مثلث قائم الزاویۀ 

AD AH AE AE AE= × ⇒ = × ⇒ =2 12 159
5 4

 . DE AE AD= − =2 2 9
4

 ، ADE بناب�ر قضی�ۀ فیثاغ�ورس در مثل�ث 

اکنون می توان مساحت متوازی الاضلاع AECF را به صورت زیر به دست آورد

 S EC AD  ( ) /= × = − × =94 3 5 25
4
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938  0360 می دانی�م مجموع زاویه های داخلی ی�ک چهارضلعی برابر   1
است، پس

 

A B C D A B C D

A B C D 360

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,

ˆ ˆˆ ˆ

/
/

α= = = =α⇒ = α = α = α =

α+ + + = ⇒ α+ α+ α+ =

α= ⇒α= =

0 0

00 0

5 123 4 5
3 4 5 12 5

123 4 5 360
5

36014 4 360 25
14 4

 

 ، B̂= α= 04 100  ، Â= α= 03 75 بنابرای�ن زاویه های این چهارضلعی برابرند با 

D̂ )شکل زیر را ببینید(. اکنون نیمسازهای  α= = 012 60
5

=Ĉ و  α= 05 125

زاویه ه�ای داخل�ی A و C را رس�م می کنیم. اگر O محل تلاقی این دو نیمس�از 
0360 است، پس باشد، آن گاه در چهارضلعی OABC مجموع زاویه های داخلی 

O O Oˆ ˆ ˆ+ + + = ⇒ = ⇒ = − =
0 00 0 0 0 0 0

1 1 2
75 125100 360 160 180 160 20
2 2

تجربی - 96  
توجه کنید که شکل حاصل از دوران بیان شده در صورت تست، دو  939   2

مخروط است که شعاع قاعدۀ هریک از آن ها، برابر ارتفاع وارد بر وتر این مثلث است 
030 است،  )شکل زیر را ببینید(. چون طول وتر مثلث ABC برابر 8 و زاویۀ C برابر 

. اکنون بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه، AC=4 3 AB=4 و  پس 

 AB ACAH
BC
×= =2 3

در نهایت حجم شکل ایجاد شده به صورت زیر به دست می آید

 
V AH BH AH CH AH BH CH

AH BC

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= π × + π × = π +

= π = π× × = π

2 2 2

2

1 1 1
3 3 3
1 1 12 8 32
3 3

ریاضی خارج از کشور - 96  
ش�کل س�ؤال به صورت زیر اس�ت. دو مثلث MAB و MAC به  940  1

. بنابراین  MAC MABˆ ˆ= = 090 حالت )ض ض ض( همنهش�ت هستند، پس 
. چ�ون MA ه�م بر AB و هم بر AC عمود اس�ت، پس MA بر  MA AC⊥
صفح�ۀ مثلث ABC، یعنی صفحۀ P عمود اس�ت )چ�ون MA بر دو خط متقاطع 
صفحۀ P در نقطۀ تقاطع آن ها عمود است(. در ضمن MA و BC نامتقاطع هستند. 

ریاضی - 97 با تغییر  
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شکل سؤال به صورت زیر است. اگر از P به A و O وصل کنیم،  941  2
 ، OP اس�ت، پس قائمه اس�ت. بنابراین OA محاط�ی روبه رو به قطر P زاوی�ۀ

AD را نصف می کند. بنابر رابطه های طولی در دایره،
PA PDPB PC PA PD PB PC PA ( )=× = × → × = 2 1

BC عمود است و چون BC موازی خط المرکزین  O بر وتر  P′ از طرف دیگر شعاع 
. بنابراین  PA=4 2 ′PO بر OA عمود است. در نتیجه  دو دایره اس�ت، پس 

. PB PC ( )× = =24 2 32 از تساوی )1( نتیجه می شود 

ریاضی - 97  
′OTAT مربع اس�ت و  942 به ش�کل زیر توجه کنید. چون چهارضلعی   3

 AC=8 ط�ول مماس های رس�م ش�ده از یک نقطه ب�ر دایره با هم برابرن�د، با فرض 
اندازه های مشخص شده روی شکل به دست می آیند. مساحت مثلث ABC برابر است 

. همچنی�ن محی�ط ای�ن مثل�ث براب�ر اس�ت با  S AC AB y( )= × = +1 4 3
2

ب�ا 

 ، Sr
P

= . اگر r شعاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC باشد، آن گاه  P y( )= +2 2 8

 . BC y= + = + =5 12 5 17 . بنابراین  y=12 ، پس  y
y
( )+

=
+

4 33
8

یعنی 

ریاضی خارج از کشور - 96  
از قضیۀ نیمسازها نتیجه می شود 943  3

BM ABA AM
MC AC

BM BMnj KÃ¨oU

Zoh¶

SwH ¾â Ä»Hp pIvµÃº 

/

⇒ = = =

→ = ⇒ = =

2 1
8 4

1 9 1 8
9 5 5

ریاضی - 97 با تغییر  
در ذوزنق�ۀ قائم الزاویۀ ABCD مطابق ش�کل زیر ارتفاع BH را  944  3

رسم می کنیم. در مثلث BCH، بنابر قضیۀ فیثاغورس،
 BH BC CH= − = − =2 2 44 25 19

اکنون در مثلث BDH بنابر قضیۀ فیثاغورس،
 BD BH DH= + = + =2 2 19 81 10

ریاضی خارج از کشور - 96  

ماتریس C برابر است با 945  1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 3 6 24

1 1 2 8
3
1 1 1 4
6 2
1 1 1 1
24 8 4

C2 را حساب کنیم پس فقط لازم است درایه های قطر اصلی 

C C C

   
   
   
   
   = × =
   
   
   
   
   
 
 
 

= 
 
 
  

2

1 3 6 24 1 3 6 24

1 11 2 8 1 2 8
3 3
1 1 1 11 4 1 4
6 2 6 2
1 1 1 1 1 11 1
24 8 4 24 8 4
4

4

4

4

× است. =4 4 16 C2 برابر  بنابراین مجموع درایه های قطر اصلی ماتریس 
ریاضی - 97  

بنابر فرض سؤال باید حاصل عبارت زیر را به دست آوریم: 946  1

a a

b b

( )+ −

+

2 4 4 2 3 4

5 1 7 5 7 1

3 1 6 3 6

اکنون حاصل هر دو دترمینان را با بسط دادن برحسب ستون دوم حساب می کنیم:

a a

b

b a

b b b

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

+ = − + + −

+

+ + − =− − + + −

− + − =− + + + = −

3 4

5

2 4 4
5 7 2 4

5 1 7 4 1 1 1
3 6 3 6

3 1 6

2 4
1 1 4 30 21 1 12 12

5 7

1 14 20 36 0 6 6 6 30

از طرف دیگر،

a a

b

b a b

b b

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

= − + −

+ − =− − + − − −

=− + + = −

3 4

5

2 3 4
5 7 2 4

5 7 3 1 1
3 6 3 6

3 6

2 4
1 3 30 21 12 12 14 20

5 7

27 0 6 6 27
بنابراین حاصل عبارت )1( برابر است با 

b b( ) ( )− − − =− + =−6 30 6 27 30 27 3
ریاضی - 96  



)215(

947  ( , )5 9 S و نقطۀ  h k  ( , ) ( , )= −1 3 با توجه به موقعی�ت رأسِ   2
که س�همی از آن می گذرد، دهانۀ سهمی رو به راست است. پس معادلۀ کلی آن 
 y k a x h y a x( ) ( ) ( ) ( )− = − ⇒ − = +2 24 3 4 1 به صورت مقابل است: 

) روی این سهمی است، بنابراین  , )5 9 نقطۀ 

a a a( ) ( )− = + ⇒ = ⇒ =2 39 3 4 5 1 6 4
2

a2 است، پس این فاصله برابر 3 است. در سهمی فاصلۀ کانون تا خط هادی برابر 

تجربی - 96  
در معادلۀ س�همی داده شده به جای a از حرف m استفاده می کنیم تا  948  1

 y y mx− =22 4 a را با فاصلۀ کانونی اشتباه نگیریم. پس معادلۀ سهمی به صورت 
در می آید. اکنون معادلۀ این سهمی را به صورت استاندارد می نویسیم:

y y mx y mx

my mx y m x y x
m m

( ) (( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

− = ⇒ − − =

− = + ⇒ − = + ⇒ − = +

2 2

2 2 2

2 2 2 1 1

2 22 1 2 2 1 1
2

، در این صورت دهانۀ س�همی رو به راس�ت است. همچنین  m>0 فرض کنید 

 . ma=
8

، پ�س  ma=4
2

S رأس ای�ن س�همی اس�ت و  h k
m

( , ) ( , )= − 2 1

بنابراین
x m mx h a

m m
m m m m m m

ÁjIÀ ôi ¾â ²jI÷¶:

( )

=−= − →− =− − ⇒ = +

= + ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =

1

2 2 2

2 21 1
8 8

8 16 8 16 0 4 0 4
پس کانون این سهمی به صورت زیر است:

 mF a h k
m

( , ) ( , ) ( , ) ( , )+ = − = − =2 4 21 1 0 1
8 8 4

 

ریاضی خارج از کشور - 97  . FA= + = =9 9 18 3 2 در نتیجه 
a ضرب داخلی می کنیم: 949

 طرفین تساوی داده شده را در بردار   3
 a a b a b c a c a( ) ( ) ( ) ( )⋅ × + ⋅ × + ⋅ × =0 1

 

        
. در  a c a( )⋅ × =0   a و  a b( )⋅ × =0



  a عمودند، پس 
 c بر  a×

  a و  b×


 چون 
 ، a
 a می رسیم. بنابراین بردارهای  b c( )⋅ × =0



  نتیجه از تساوی )1( به برابری 
ریاضی خارج از کشور - 97 c در یک صفحه قرار دارند. 

 b و 


a را می توان به صورت مجموع دو بردار هم راس�تا با  950 چون بردار   1
a و ای�ن دو ب�ردار 

 ) نوش�ت، پ�س ب�ردار  , , )−1 4 2 ) و  , , )3 1 2 برداره�ای 

هم صفحه اند. بنابراین ضرب مختلط این بردارها برابر صفر است:

 
m

m m m

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( )− ⋅ × − =

− ⋅ − = ⇒ + = ⇒ =−

3 10 3 1 2 1 4 2 0

3 10 10 8 11 0 11 110 0 10

ریاضی خارج از کشور - 96  
در ذوزنقۀ ABCD نقاط M و N وس�ط های دو س�اق هس�تند،  951  2

AB و اگر ارتفاع AH را  DCMN +=
2

پ�س بنابر قضیۀ میان خط در ذوزنقه 

. AH HH h′ ′= = رسم کنیم، آن گاه 

بنابر فرض سؤال،

ABNM

MNCD

h AB MNS
S h MN DC

AB DCAB MN MN DC AB DC

ABAB DC
DC

( )

( )

( )

+
= ⇒ =

+

++ = + ⇒ − =−

= ⇒ =

1
3 32
5 1 5

2

5 5 3 3 5 3 2
2

16 2
3

بنابر فرض سؤال شکل زیر را خواهیم داشت. بنابر قضیۀ نیمساز، 952  4

 

BM MC

AP AMAMB MP
BP BM
AQ AMAMC MQ
QC MC

AQAP PQ BC
BP QC

u²IU â¾Ãñ¤ u§ø

pIvµÃº 

pIvµÃº 

:

:

||

=

⇒ = →
⇒ =


= →



  

در نتیجه

 
PQ BC

P OM OP
PM

ó¼õi ¾â Ãñ¤

Jn¼¶ » ÁpH¼¶
Jn¼¶ 

||
ˆ

→ =α⇒ =


1

ف�رض کنی�د نق�اط M و N وس�ط های دو ضل�ع غی�ر مج�اور  953  1
چهارضلعی ABCD و نقاط E و F وس�ط های دو قطر آن باش�ند و چهارضلعی 
MENF لوزی به ضلع x باش�د. بنابر قضیۀ میان خط در مثلث های CAD و  
. پ�س  BC EN x= =2 2 AD و  ME x= =2 2 ABC نتیج�ه می گیری�م 

، یعنی دو ضلع غیرمجاور دیگر چهارضلعی ABCD برابرند. BC AD=

در صورت�ی که خط d بر صفحۀ P عمود باش�د، آن گاه از A فقط  954  4
ی�ک خط عمود بر P مثل  AH می توان رس�م کرد به طوری که AH موازی خط 
d اس�ت )زی�را AH و d هر دو بر صفحۀ P عمودن�د(. اکنون هر صفحۀ گذرا از 
AH )به جز صفحۀ ش�امل d( هم بر P عمود اس�ت و هم موازی d اس�ت. پس 
در این حالت تعداد صفحات رس�م شده نامتناهی است. توجه کنید که A نباید 

روی خط d باشد.
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در مکعب زیر صفحۀ گذرا بر یال AB و نقطۀ M وسط یال دیگر  955  2
مکعب، رسم شده است. اگر طول ضلع مکعب a باشد، آن گاه

a aSh a a

a aa  

oUï¦a¼¨ Sµv¤ n¼z¹¶ ´\e

oUï©nqM Sµv¤ ´\e K÷§¶ ´\e  n¼z¹¶ ´\e

( ) ( )( )( )= = =

= − = − =

3

3 33

1
2 2 4

3
4 4

 .
a

a

oUï¦a¼¨ Sµv¤ ´\e

oUï©nqM Sµv¤ ´\e

= =

3

3
14
33

4

بنابراین 

اگ�ر از مرک�ز دای�ره به نق�اط A و B وص�ل کنی�م، آن گاه مثلث  956  4

060 اس�ت. از  OAB متس�اوی الاضلاع اس�ت. پ�س ان�دازۀ کمان AB برابر 
وت�ر م�وازی مس�اوی اند، پ�س  بی�ن دو  ط�رف دیگ�ر می دانی�م کمان ه�ای 
=DC. در نتیجه β2 . در ضمن زاویۀ DCx ظلی است، پس  BD AC= = α2
   

  

AC BD DC AB

β = α

+ + + = ⇒ α+ α+ β+ =

→ α= ⇒α=

0 0 0

02 0

360 2 2 2 60 360

3008 300
8

.BD ( )= α= = =
0 0 0300 3002 2 75

8 4
پس 

ف�رض کنید ذوزنقۀ متساوی الس�اقین ABCD محیطی باش�د،  957  4
نتیج�ه  در   ، AD BC= چ�ون   . AB DC AD BC+ = + پ�س 
. در ضم�ن اگر نقاط M و N وس�ط های دو س�اق ذوزنقه  AB DC BC+ =2

. پس نتیجه  AB DCMN +=
2

باشند، آن گاه بنابر قضیۀ میان خط در ذوزنقه 

. MN BC= می گیریم 

دو n ضلعی منتظم محاط و محیط بر دایرۀ به شعاع R متشابه اند  958  3

 است. پس
n

cos
0180 و نسبت تشابه آن ها مساوی 

 
S

S

ÂöId¶ ´ÊT¹¶ Â÷±òy{ SeIv¶

ÂõÃd¶ ´ÊT¹¶ Â÷±òy{ SeIv¶

cos ( )= = =

= ⇒ =

02 2180 3 3
6 2 4

6 3 3 8 3
4

 

959  060 ′d را ب�ه مرکز A ب�ا زاویۀ  خ�ط   4
 d ، L به دست آید. فرض کنید L دوران می دهیم تا خط
 − 060 را در B قطع کند، نقطۀ B را به مرکز A با زاویۀ 
′d برسیم. در  دوران می دهیم تا به نقطۀ C روی خط 

این صورت مثلث ABC مثلث مورد نظر است.
ب�ا اس�تفاده از قضیۀ کس�ینوس ها در مثل�ث AMN زاویۀ A را  960  1

به دست می آوریم

 
MN AM AN AM AN A

A A

ˆcos

ˆ ˆ( )( )cos cos

= + − ×

= + − ⇒ =

2 2 2 2

14 4 1 2 2 1
4

 

اکنون از قضیۀ کسینوس ها در مثلث ABC استفاده می کنیم

 
BC AB AC AB AC A

BC BC

ˆcos

( )( )( )

= + − ×

= + − = ⇒ =

2 2 2

2

2

116 36 2 4 6 40 2 10
4

 

B1 می نامی�م بنابرای�ن 961  ، x B را نس�بت ب�ه مح�ور  بازت�اب   3

A1 می نامیم پس   ، y . همچنین بازتاب A را نس�بت به محور  B  ( , )−1 9 11
A کمترین اندازۀ خط شکستۀ AMNB است: B1 . طول پاره خط 1 A ( , )−1 3 5

 A B| | ( ) ( )= + + + = + =2 2 2 2
1 1 9 3 5 11 12 16 20  

حاصل ضرب داده شده را به صورت زیر به دست می آوریم 962  1

 
x x

x x x

[ ]

[ ]

×

×

×

 −
 

− − 
 
  

= − − − −

1 3

3 3

1 3

3 1 1

2 1 4 0 2

1 2 0

11 1 2 3

 

جواب معادلۀ زیر را می خواهیم

 

x

x x x

x

x x x x

x x x x x x x x x IÄ 

[ ]

[ ]
×

×

   −
   

− − =   
   

−      
 
 

− − − − = 
 
−  

− − − + = ⇒ − = ⇒ = =

1 3

3 1
2 2 2

3 1 1

2 1 4 0 2 2 0

1 2 0 1

11 1 2 3 2 0

1

211 2 4 3 0 9 2 0 0
9

 

طرفین تساوی داده شده را از سمت چپ در A−1 ضرب می کنیم 963  2

 

AAX A I X I A

A

( )

( )

− × −

−

= − → = −

− −   
= =   

− − −      

1 1

1

2 2 1

3 1 3 11 1 2
6 4 24 2 4 2

 

اکنون از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم

 X
− −     

= − =     
− −          

1 0 3 1 2 1

0 1 4 2 4 1
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توجه کنید که  964  4

  A A A A A| | | | | | | || |= = = =3 4 44 256  

)  فقط در گزینۀ )۴( صدق می کند پس  965 , )−1 4 راه حل اول نقطۀ   4
گزینۀ )۴( درست است.

y )نیمساز ناحیۀ اول( با دایرۀ  x= راه حل دوم ابتدا مختصات نقاط تلاقی خط 

x را به دست می آوریم y x+ − =2 2 4 6

 
y xx y x x x

x x x x( )( )

=+ − = → − =

− − = ⇒ − + =

2 2 2

2

4 6 2 4 6

2 3 0 3 1 0
 

y هستند و  x= B نقاط تلاقی دایره با خط   ( , )− −1 1 )A و  , )3 3 پس نقاط 
)A و  , )3 3 ای�ن نق�اط روی دایرۀ C هم ق�رار دارند. بنابراین دای�رۀ C از نقاط 
D عب�ور می کند. فرض می کنی�م معادلۀ دایرۀ C به   ( , )−1 4 B و   ( , )− −1 1

x باشد. در این صورت  y ax by c+ + + + =2 2 0 صورت 
A a b c

B a b c

D a b c

c a  b x y x y

k¹¹¨ïÂ¶ ¡kÅ ½oÄHj â¾²jI÷¶ nj RI~Th¶

k¹¹¨ïÂ¶ ¡kÅ ½oÄHj ¾â ²jI÷¶ nj RI~Th¶

k¹¹¨ïÂ¶ ¡kÅ ½oÄHj â¾²jI÷¶ nj RI~Th¶

, ,

⇒ + + + + =

⇒ + − − + =

⇒ + − + + =

=− =− =− ⇒ + − − − =2 2

9 9 3 3 0

1 1 0

1 16 4 0

6 1 3 3 6 0
ب�ا توج�ه به جایگاه کان�ون و خط هادی دهانۀ س�همی رو به چپ  966  1

 S پس رأس . H( , )4 1 است. اگر عمود FH را بر خط هادی وارد کنیم، آن گاه 
به صورت زیر به دست می آید

F HS a SF
( , ) ( , )

( , ),
++= = = = =

2 1 4 1 3 1 1
2 2

معادلۀ این سهمی در حالت کلی به صورت زیر است
y a x y x

y y x y y x

,( ) ( ) ( ) ( )α= β=−β =− −α → − =− −

+ − =− + ⇒ − + =

3 12 2

2 2

4 1 4 3

1 2 4 12 2 4 11

، پس  967 b=2 2 =a و  5 ، پس  a=2 2 5 بناب�ر فرض س�ؤال   2

 c a b c= − = − = ⇒ =2 2 2 5 1 4 2 . بنابراین  b=1
پس دایرۀ هم مرکز با بیضی و به شعاع 2، از کانون های بیضی عبور می کند. پس 

 MF MF FF′ ′+ = = =2 2 2 24 16

ضرب مختلط این سه بردار صفر است، پس 968  4

a b c

m

m m m

 ôvM

³»j ·¼Tw KveoM

( )

( ) ( )

−

⋅ × = ⇒ = →

−

− + − − − = ⇒− =− ⇒ =

1 2 3

0 2 0 1 0

4 5

210 4 1 6 0 28 7 4



 

بنابر فرض س�ؤال، ش�کل )1( را خواهیم داشت. باید طول عمود  969  3
CH وارد ب�ر BD را به دس�ت آوری�م. از D ب�ه C وص�ل می کنی�م. دو مثلث 
 A داشته و دو رأس )BC( هم مساحت اند، زیرا قاعدۀ مشترک DBC و ABC
و D روی خطی موازی با این قاعدۀ مش�ترک قرار دارند. اکنون مس�احت مثلث 
متساوی الس�اقین ABC را به دس�ت می آوریم. برای ای�ن کار ارتفاع AK را در 

مثلث ABC )شکل )2(( رسم می کنیم.

 

BDC ABC

AKC AK AC KC

AK

S S AK BC

:

( )( )

( )( )

= − = −

= − + = × ⇒ =

= = × = = ×

2 2 2 2 217 8

17 8 17 8 9 25 15

1 1 15 16 15 8
2 2



 

در نتیجه
BD

BDCS CH BD

CH CH /

== × ⇒ × = × →

× ×× = × ⇒ = = =

25115 8 15 8
2

1 15 8 2 4825 15 8 9 6
2 25 5

با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه می نویسیم 970  3

 
BC AB AC BC

AB BH BC BH BH

= + = + = ⇒ =

= × ⇒ = × ⇒ =

2 2 2

2

9 16 25 5

99 5
5

 

از طرف دیگر بنابر قضیۀ نیمساز داخلی می توان نوشت

 
BD ABAD
DC AC

BD BD BD
BC

Zoh¶ nj KÃ¨oU

pIvµÃº ⇒ = =

→ = ⇒ = ⇒ =

3
4
3 3 15
7 5 7 7

 

 . DH BD BH −= − = − = =15 9 75 63 12
7 5 35 35

بنابراین 

از برخ�ورد نیمس�ازهای داخل�ی ذوزنق�ۀ متساوی الس�اقین ی�ک  971  1
کایت که دو زاویۀ مقابل آن قائمه هس�تند ایجاد می ش�ود. چون دو زاویۀ مقابل 
چهارضلع�ی حاص�ل مکمل اند پ�س چهارضلعی ایجاد ش�ده محاطی اس�ت. از 
طرف دیگر مجموع اضلاع مقابل این چهارضلعی )کایت( برابر اس�ت، پس این 

چهارضلعی محیطی هم هست.
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ف�رض کنی�د خط d با صفحۀ P متقاطع باش�د. می دانیم از نقطۀ  972  4
 d قابل رس�م اس�ت و ای�ن صفحه خط P موازی با Q تنه�ا ی�ک صفحه مثل A
را در نقط�ه ای مث�ل B قطع می کن�د. در این صورت خط AB موازی P اس�ت 
و خ�ط d را قط�ع کرده و یکتا اس�ت. در صورتی که d منطبق بر P باش�د خطی 
 d را قطع کند وج�ود ندارد و اگر d موازی باش�د و خط P گذش�ته و با A ک�ه از

موازی P باش�د این مس�ئله نامتناهی جواب 
خواهد داش�ت. در ضمن اگ�ر d بر P عمود 
باش�د نیز مس�ئله یک جواب خواهد داشت 
ول�ی لزومی ب�ر عمود بودن d بر P نیس�ت. 
فق�ط d صفحۀ P را قطع کند کافی اس�ت تا 

مسئله یک جواب داشته باشد.
در مکعب شکل مقابل صفحۀ گذرا  973  1

 AB وس�ط یال متنافر با M و نقطۀ AB ب�ر یال
رس�م ش�ده اس�ت. اگر طول یال مکعب a باشد 
آن گاه مقطع حاصل یعنی ABMN مستطیلی به 

aa است، پس  a+ =
22 5
4 2

ضلع a و 

ABMN
a aS

a¾]» ¦Ä SeIv¶

×
= =

2
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52
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چون وتر CD برابر ش�عاع دایره اس�ت، پس اگ�ر O مرکز دایره  974  3

 CD متساوی الاضلاع اس�ت. بنابراین اندازۀ کمان OCD باش�د، آن گاه مثلث
060 است، پس برابر 
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از جمع تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم

  

EFEF EF EDFˆ= ⇒ = ⇒ = = =
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2 2
 

′OO در نقط�ۀ M بر مماس مش�ترک دو دایره  975 دای�رۀ ب�ه قطر   1
مماس است. از M به A وصل می کنیم. در این صورت

 
MA MT TTMA MT MT
MA MT

=  ′′⇒ = = =
′=  2

 

 TT′ ′TAT پاره خط AM میانه اس�ت و اندازۀ آن نصف  در واقع در مثلث 
′TAT در رأس A قائم الزاویه است. بنابراین است یعنی مثلث 

 TT OO R R( ) ( ) ( )′ ′ ′= − − = + − −

= − = =

2 2 2 29 4 9 4

169 25 144 12
 

 . TTMA ′= = =12 6
2 2

در نتیجه 

س�ؤال  976 ف�رض  بناب�ر   3
ش�کل مقاب�ل را خواهی�م داش�ت به 
ط�وری ک�ه O مرک�ز دای�رۀ محاطی 
′O مرک�ز دای�رۀ محاط�ی  داخل�ی و 
خارج�ی نظیر ضلع BC اس�ت. باید 
 OO′ ′HH ک�ه تصویر قائم  طول 
به دس�ت  را  اس�ت   BC روی ضل�ع 
آوری�م. می دانی�م P )نص�ف محی�ط 

مثلث ABC( برابر 10 است، پس

 BH P AC       AM P       CM P AC, ,= − = − = = = = − =10 7 3 10 3  
CH′=3 بنابراین: CM پس  CH′= در ضمن 

 HH BC BH CH HH′ ′ ′= − − ⇒ = − − =8 3 3 2  
977  MNEF مرب�ع دلخ�واه  2

به طوری که MN موازی با BC باش�د را 
مطابق شکل ترسیم می کنیم. از A به E و 
 BC وصل کرده امتداد می دهیم تا ضلع F
′F قطع کنند. در  ′E و  را به ترتیب در 
′F عمودهایی بر BC رس�م  ′E و  نقاط 
کرده تا اضلاع AC و AB را به ترتیب در 
′M قط�ع کنن�د. در ای�ن  ′N و  نق�اط 
M مجان�س مربع  N E F′ ′ ′ ′ ص�ورت  
پ�س  اس�ت.   A مرک�ز  ب�ه   MNEF

M مربع مطلوب است. N E F′ ′ ′ ′

در ش�کل مقاب�ل قط�ر  978  3
AC را رسم کرده ایم.

،ADC در مثلث قائم الزاویۀ

 AC AD DC

AC

= +

= + = ⇒ =

2 2 2

2 25 12 169 13
اکنون با استفاده از قضیۀ کسینوس ها در مثلث ABC می توان نوشت

 
AC AB BC B BC cos

( )( )cos cos

= + − Α × α

= + − α⇒ α=−

2 2 2

2 2 2

2

113 7 8 2 7 8
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. sin =0 3120
2

=α، نتیجه  0120 بنابراین 

بازتاب نقطۀ A را نسبت به  979  1
 B ب�ه A′ ′A می نامی�م. از DC نقط�ۀ 
وص�ل می کنیم تا DC را در نقطۀ M قطع 
کند. در این صورت AMB کوتاه ترین مسیر 
MA کمترین  MB+ اس�ت یعنی مقدار
است. همچنین چون بازتاب ایزومتری است

A است، مطابق  B′ MA برابر  MB+
 A HB′ قائم الزاوی�ۀ مثل�ث  در  ش�کل 

A را به دست آورد B′ می توان طول 
A HB A B A H BH A B:′ ′ ′ ′= + = + = ⇒ =2 2 2 2 28 6 100 10
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در ماتریس قطری، درایه های بالا و پایین قطر اصلی صفر هستند.  980  2
پس حاصل ضرب دو ماتریس داده شده را به دست آورده، درایه های بالا و پایین 

قطر اصلی را صفر قرار می دهیم
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x x y y      ,− + = ⇒ = + = ⇒ =−2 4 0 2 7 0 7 بنابراین 

A−1 ضرب  981 AX را از س�مت چ�پ در  B= طرفی�ن تس�اوی   1
می کنیم تا ماتریس X به دست آید
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حاصل دترمینان را برحسب ستون دوم به دست می آوریم 982  4
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x و خ�ط  983 y+ =2 2 17 راه ح��ل اول ابت�دا نقط�ۀ تلاق�ی دای�رۀ   4
x را به دست می آوریم y− =2 3

x y

x y y x

x x x x x x( ) ( )

 + =


− = ⇒ = −

+ − = ⇒ − − = ⇒ − =

2 2

2 2 2 2

17

2 3 2 3

2 3 17 5 12 8 0 5 12 8 1
x در نظر می گیریم.  y− =2 3 نقطۀ A را روی هر دو دایره و همچنین روی خط 
 O ( , )′ α β )B و مرکز دایرۀ C نقطۀ  , )−6 1  ، A x x( , )−2 3 فرض می کنیم 

باشد، پس باید داشته باشیم
O A O B x x

x x x x x

x x x x

x
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

و   − α− β=2 4 0 ک�ه  اس�ت  برق�رار  صورت�ی  در  آم�ده  به دس�ت  تس�اوی 
+α پس: β=12 4 20

O R O B, ( , )
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ص�ورت  ب�ه  نظ�ر  م�ورد  دای�رۀ  معادل�ۀ  کنی�د  ف�رض  دوم  راه ح��ل 
x باش�د. برای یافتن معادلۀ وتر مش�ترک دو دایره،  y ax by c+ + + + =2 2 0

معادلات دو دایره را برابر هم قرار می دهیم
x y ax by c x y ax by c+ + + + = + − ⇒ + =− −2 2 2 2 17 17

x منطبق است، پس y− =2 3 وتر مشترک دو دایره بر خط 
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) روی دایرۀ C است، پس مختصات آن در معادلۀ دایرۀ C صدق می کنند , )−6 1 نقطۀ
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ابتدا معادلۀ سهمی را به صورت استاندارد می نویسیم 984  2
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S مختصات رأس س�همی است و   ( , )1 2 پس دهانۀ س�همی رو به پایین اس�ت، 

. بنابراین مختصات کانون این سهمی به صورت زیر است a=3
8

 F  a   ( , ) ( , ) ( , )α − +β = − + =3 131 2 1
8 8

 

′BB قطر کوچک بیضی باش�ند، آن گاه  985 ′AA قطر بزرگ و  اگر   3

be و بنابر فرض   
a

= −
2

2
1 ′ABA مورد س�ؤال است. می دانیم  اندازۀ زاویۀ 

 
b b b b  

aa a a
= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
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. پس  e= 2
3

اکنون در مثلث قائم الزاویۀ OAB می نویسیم

 aB B ABA
b

ˆ ˆ ˆtan ′= = ⇒ = ⇒ =0 0
1 13 60 120  

986  a b×


 b و 


 ، a
 حج�م متوازی الس�طوح بنا ش�ده روی برداره�ای  4

a را به دست آوریم b×


 . پس لازم است  a b a b a b|( ) ( )| | |× ⋅ × = × 2  

   مساوی است با 
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